o ZADA^AH, RAZRE[IMYH I NERAZRE[IMYH

ANALITI^ESKI I GEOMETRI^ESKI

wLADIMIR aRNOLXD

tOLXKO FRANCUZAM UDAETSQ OB˙QSNQTX DRU- GIM TO, ^EGO ONI SAMI NE PONIMA@T.

n.lESKOW. nESMERTELXNYJ gOLOWAN.

w ERETI^ESKIH TEKSTAH r. tOMA BOLEE WSEGO ZAWORAVIWAET EGO UMENIE OSWOBOVDATX SWO@ MYSLX OT OKOW LOGIKI I NE BOQTXSQ FRAZ, LI[ENNYH WSQKOGO TO^NOGO SMYSLA. q GORVUSX TEM, ^TO MOGU S^ITATX SEBQ ^ASTI^NO U^ENIKOM tOMA, POSKOLXKU Q MNOGOMU NA- U^ILSQ, BUDU^I U^ASTNIKOM EGO SEMINARa W IHES^1 W TE^ENIE WSEGO 1965 GODA. bYTX MOVET, GLAWNoe, ^TO Q TAM WOSPRINQL, BYLA SLEDU@]AQ IDEQ (PRIPISYWAEMAQ SAMOMU tOMU, A NE EGO U^ENIKAM): “WSEGDA NAJDUTSQ DURAKI, ^TOBY DOKAZYWATX TEOREMY”. —TA REWOL@CI- ONNAQ MYSLX SILXNO POWLIQLA NA MOJ MATEMATI^ESKIJ KRUGOZOR: Q PONQL, ^TO MOVNO “PEREPRYGIWATX ^EREZ TEORII”, A NE TOLXKO “^EREZ WY^ISLENIQ”, PO WYRAVENI@ gALUA. hOTQ MNE NIKOGDA NE UDAWALOSX IZBAWITXSQ OT WLASTI TEOREM I WKUSITX WYTEKA@]EJ IZ “TOGO INTELLEKTUALXNOJ SWOBODY, ME^TA O WOZMOVNOSTI BEZOTWETSTWENNYH MATEMATI^E- SKIH FANTAZIJ GLUBOKO PORAZILA SOZNANIE.

nIVE Q IZLAGA@ — W ^ESTX @BILEQ WELIKOGO u^ITELQ – NESKOLXKO TAKIH FANTAZIJ W WIDE DOWOLXNO RASPLYW^ATYH GIPOTEZ.

tO^NYH FORMULIROWOK Q NE DA@ PO SLEDU@]IM PRI^INAM: 1) ONI ^ERES^UR DLINNY, 2) ^ITATELX SMOVET WOSSTANOWITX IH SAMOSTOQTELXNO, 3) SU]ESTWUET MNOVESTWO NE“KWIWALENTNYH WARIANTOW “TIH GIPOTEZ.

1 zADA^I, NERAZRE[IMYE GEOMETRI^ESKI

w GIPOTEZAH, KOTORYE BUDUT PRIWEDENY, ISPOLXZU@TSQ PONQTIQ RAZRE[IMYH I NERAZRE- [IMYH ANALITI^ESKIH ZADA^. tIPI^NYMI PRIMERAMI ANALITI^ESKIH ZADA^ QWLQ@TSQ: A) PROBLEMA USTOJ^IWOSTI DWIVENIQ W OKRESTNOSTI STACIONARNOJ TO^KI DINAMI^ESKOJ SISTEMY, B) PROBLEMA INTEGRIRUEMOSTI SISTEMY DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ, W) PRO- BLEMA POLNOJ INTEGRIRUEMOSTI SISTEMY KANONI^ESKIH URAWNENIJ gAMILXTONA.

sAMAQ RASPLYW^ATAQ FORMULIROWKA MOIH GIPOTEZ SOSTOIT W UTWERVDENII, ^TO WSE “TI ZADA^I NERAZRE[IMY.

1iNSTITUT wYS[IH nAU^NYH iSSLEDOWANIJ W b@R-S@R-iWETT POD pARIVEM.

nERAZRE[IMOSTX, O KOTOROJ IDET RE^X, SILXNEE, ^EM NERAZRE[IMOSTX W TEORII ALGO- RITMOW, IBO, NAPRIMER, WSQKOE URAWNENIE W NA[EM SMYSLE RAZRE[IMO. tAKIM OBRAZOM, GIPOTEZA PODRAZUMEWAET NE TOLXKO OTSUTSTWIE ALGORITMA W SMYSLE LOGIKOW, NO OTSUT- STWIE DAVE BOLEE OB]EJ PROCEDURY (A IMENNO, “ANALITI^ESKOGO ALGORITMA”, SM. NIVE).

s TO^KI ZRENIQ GEOMETRII MNOGOOBRAZIJ, RAZRE[IMOSTX ZADA^I NE DOLVNA ZAWISETX OT SISTEMY KOORDINAT, W KOTORYH ZAPISANY SOOTWETSTWU@]IE DANNYE (PRAWYE ^ASTI DIFFE- RENCIALXNYH URAWNENIJ, KOMPONENTY WEKTORNYH POLEJ, FUNKCII gAMILXTONA). pO“TOMU Q PREDLAGA@

oPREDELENIE. zADA^A NERAZRE[IMA GEOMETRI^ESKI, ESLI SREDI ZADA^, KOTORYE POLU-

^A@TSQ IZ DANNOJ DIFFEOMORFNYMI ZAMENAMI W PROSTRANSTWE PARAMETROW, NET ZADA^, RAZRE[IMYH ANALITI^ESKI.

pONQTIE ANALITI^ESKOJ RAZRE[IMOSTI OPISYWAETSQ NIVE.

pRIMER. pROBLEMA USTOJ^IWOSTI STACIONARNOGO RE[ENIQ SISTEMY DIFFERENCIALX- NYH URAWNENIJ, ZAWISQ]EJ OT PARAMETROW, GEOMETRI^ESKI NERAZRE[IMA, ESLI ONA ANA- LITI^ESKI NERAZRE[INA DLQ WSQKOGO SEMEJSTWA, “KWIWALENTNOGO DANNOMU POSREDSTWOM LOKALXNYH DIFFEOMORFIZMOW, ZAWISQ]IH OT PARAMETROW.

zAME^ANIE. zADA^A INTEGRIROWANIQ DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ GEOMETRI^ESKI RAZRE[IMA W OKRESTNOSTI NEOSOBOJ TO^KI SOOTWETSTWU@]EGO WEKTORNOGO POLQ, HOTQ ONA MOVET BYTX ANALITI^ESKI NERAZRE[IMA. w OKRESTNOSTI OSOBOJ TO^KI “TA VE ZADA^A, PO WIDIMOMU, GEOMETRI^ESKI NERAZRE[IMA DAVE DLQ POLINOMIALXNYH WEKTORNYH POLEJ.

2 aNALITI^ESKAQ RAZRE[IMOSTX

oPI[EM TEPERX ANALITI^ESKU@ RAZRE[IMOSTX. w “TOJ TEORII SISTEMA KOORDINAT PREDPO- LAGAETSQ FIKSIROWANNOJ. dANNYE ZADA^I — “TO NABOR FUNKCIJ, EE OPREDELQ@]IH (KOMPO- NENTY WEKTORNYH POLEJ, FUNKCII gAMILXTONA I T.P.). wSE “TI FUNKCII FIKSIROWANY KAK FUNKCII KOORDINAT I PARAMETROW. zADA^A (OPREDELENIQ USTOJ^IWOSTI, INTEGRIRUEMOSTI I T.D.) ANALITI^ESKI RAZRE[IMA, ESLI EE RE[ENIE (MNOVESTWO ZNA^ENIJ PARAMETROW, DLQ KOTORYH SISTEMA USTOJ^IWA, INTEGRIRUEMA I T.D.) WYRAVAETSQ ^EREZ DANNYE POSREDSTWOM ANALITI^ESKIH OPERACIJ, W ^ISLO KOTORYH WHODQT:

1) WSE ARIFMETI^ESKIE OPERACII, 2) DIFFERENCIROWANIE, 3) INTEGRIROWANIE, 4) PODSTANOWKI, 5) OBRA]ENIE.

bOLEE TO^NO, SLEDUET WWESTI W RASSMOTRENIE MNOVESTWO “DOPUSTIMYH MNOGOOBRAZIJ” I “DOPUSTIMYH OTOBRAVENIJ” SO SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI:

1. dLQ L@BOGO n ARIFMETI^ESKIE PROSTRANSTWA R^n I C^n SUTX DOPUSTIMYE MNOGOOBRA- ZIQ._{2.}

wSQKOE RACIONALXNOE OTOBRAVENIE DOPUSTIMO.

3. oBRAZ I PROOBRAZ DOPUSTIMOGO MNOGOOBRAZIQ PRI DOPUSTIMOM OTOBRAVENII — DO- PUSTIMOE MNOGOOBRAZIE.

4. pERESE^ENIE, OB˙EDINENIE I WZAIMNYE DOPOLNENIQ DWUH DOPUSTIMYH MNOGOOBRAZIJ — DOPUSTIMYE MNOGOOBRAZIQ.

5. sUPERPOZICIQ DWUH DOPUSTIMYH OTOBRAVENIJ — DOPUSTIMOE OTOBRAVENIE. 6. eSLI f(x, y) — DOPUSTIMAQ FUNKCIQ, TO EE PROIZWODNAQ PO x, A TAKVE PERWOOBRAZNAQ, WETWX KOTOROJ FIKSIROWANA ZNA^ENIEM W NEKOTOROJ DOPUSTIMOJ TO^KE, SUTX DOPUSTIMYE FUNKCII.

zAME^ANIE. pERWOOBRAZNAQ, O KOTOROJ IDET RE^X, PONIMAETSQ W SMYSLE KOMPLEKSNOGO ANALIZA; GRAFIK POLU^ENNOJ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII PREDSTAWLQET SOBOJ DOPUSTIMOE MNO- GOOBRAZIE. zAMETIM TAKVE, ^TO ANALITI^ESKOE PRODOLVENIE TAKVE QWLQETSQ DOPUSTIMOJ OPERACIEJ W NA[EJ TEORII.

mOVNO POSTROITX PONQTIE RAZRE[IMOSTI, OSNOWANNOE NA INTEGRIROWANII W WE]E- STWENNOM SMYSLE. —TA TEORIQ BUDET OTLI^ATXSQ OT OBSUVDAEMOJ ZDESX. nAPRIMER, FUNK- CIQ SINUS NA WE]ESTWENNOJ PRQMOJ DOPUSTIMA, ESLI RAZRE[AETSQ KOMPLEKSNOE INTEGRI- ROWANIE, NO ONA NE POPADAET W MINIMALXNOE MNOVESTWO DOPUSTIMYH FUNKCIJ, ESLI IS- POLXZOWATX TOLXKO WE]ESTWENNYJ INTEGRAL (HOTQ OGRANI^ENIE “TOJ FUNKCII NA L@BOJ KONE^NYJ OTREZOK DEJSTWITELXNOJ PRQMOJ WSEGDA PREDSTAWLQET SOBOJ DOPUSTIMU@ FUNK- CI@).

pOSKOLXKU FUNKCIQ SINUS DOPUSTIMA, MNOVESTWO WSEH CELYH ^ISEL TAKVE DOPUSTIMO. oTS@DA WYTEKAET, ^TO MNOVESTWO CELYH ZNA^ENIJ PARAMETRA y, DLQ KOTORYH MNOGO^LEN S CELYMI KO“FFICIENTAMI f(x, y) IMEET CELYJ KORENX x, QWLQETSQ DOPUSTIMYM, KAKOW BY NI BYL DANNYJ MNOGO^LEN f.

3 pO^TI RAZRE[IMYE ZADA^I; GIPOTEZY

wERNEMSQ K ANALITI^ESKOJ ZADA^E, ZADANNOJ KAKIM-TO WYBOROM FUNKCIJ (KOMPONENT WEK- TORNYH POLEJ, FUNKCIJ gAMILXTONA I T.P.), KOTORYE MOGUT ZAWISETX OT PARAMETROW. —TI FUNKCII SUTX DANNYE ZADA^I.

oPREDELENIE. dOPUSTIMOE MNOVESTWO ZADA^I — “TO MINIMALXNOE DOPUSTIMOE MNO-

VESTWO, SODERVA]EE DANNYE ZADA^I. zADA^A NAZYWAETSQ ANALITI^ESKI RAZRE[IMOJ, ESLI EE RE[ENIE ESTX DOPUSTIMAQ FUNKCIQ PARAMETROW.

pRIMER. pROBLEMA USTOJ^IWOSTI STACIONARNOGO RE[ENIQ O DINAMI^ESKOJ SISTEMY, ZAWISQ]EJ OT PARAMETROW, ANALITI^ESKI RAZRE[IMA, ESLI MNOVESTWO ZNA^ENIJ PARAME- TROW, DLQ KOTORYH STACIONARNOE RE[ENIE O USTOJ^IWO, ESTX DOPUSTIMOE MNOGOOBRAZIE.

gIPOTEZA 1. sU]ESTWUET ^ISLO M I DWE FUNKCII N I D TAKIE, ^TO PROBLEMA USTOJ- ^IWOSTI POLOVENIQ RAWNOWESIQ O WEKTORNOGO POLQ W R^n, KOMPONENTY KOTOROGO SUTX MNO- GO^LENY STEPENI d, ANALITI^ESKI NERAZRE[IMA,

A) ESLI n I d BOLX[E, ^EM M, B) ESLI d > 1 I n PREWOSHODIT N(d), W) ESLI n > 2 I d PREWOSHODIT D(n).

gIPOTEZA O TOM, ^TO “TA PROBLEMA NE DOPUSKAET ALGORITMI^ESKOGO RE[ENIQ W SMYSLE MATEMATI^ESKOJ LOGIKI, ESLI RASSMATRIWATX TOLXKO MNOGO^LENY S CELYMI KO“FFICIEN- TAMI, BYLA UVE OPUBLIKOWANA W MOEJ RABOTE [Arn74].

gIPOTEZA 2. pROBLEMA INTEGRIRUEMOSTI DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ, ZADANNOGO WEKTORNYM POLEM W PROSTRANSTWE RAZMERNOSTI n > 1, KOMPONENTY KOTOROGO QWLQ@TSQ MNOGO^LENAMI STEPENI d > 1, ANALITI^ESKI NERAZRE[IMA.

gIPOTEZA 3. pROBLEMA POLNOJ INTEGRIRUEMOSTI SISTEMY KANONI^ESKIH URAWNENIJ gAMILXTONA, ZADANNOJ POLINOMIALXNYM GAMILXTONIANOM STEPENI d > 2 W PROSTRANSTWE RAZMERNOSTI 2n > 2, ANALITI^ESKI NERAZRE[IMA.

gIPOTEZA 4. zADA^I, UPOMQNUTYE W GIPOTEZAH 1–3, NERAZRE[IMY TAKVE GEOMETRI^E- SKI.

zAME^ANIE 1. pROBLEMY INTEGRIROWANIQ, PO WSEJ WEROQTNOSTI, TAKVE NERAZRE[IMY. nE ISKL@^ENO, ODNAKO, ^TO SEMEJSTWO SISTEM MOVET OKAZATXSQ INTEGRIRUEMYM (W TOM SMYSLE, ^TO INTEGRAL SU]ESTWUET), HOTQ PROBLEMA W CELOM NERAZRE[IMA (“TOT INTEGRAL NE QWLAETSQ DOPUSTIMOJ FUNKCIEJ).

nAPRIMER, NABOR INTEGRALOW W INWOL@CII, DOSTAWLQ@]IJ RE[ENIE GAMILXTONOWOJ SISTEMY, INTEGRIRUEMOJ PO lIUWILL@, MOVET PREDSTAWLQTXSQ NEDOPUSTIMYMI FUNKCI- QMI, T.E. NE WYRAZIMYMI ^EREZ FUNKCI@ gAMILXTONA I DOPUSTIMYE OPERACII.

zAME^ANIE 2. w GIPOTEZAH 1–4 IME@TSQ W WIDU POLINOMIALXNYE SISTEMY. —TO OGRANI^ENIE NEESTESTWENNO; NEOBHODIMO OPREDELENIE, W KOTOROM ROLX PARAMETROW BU- DUT IGRATX FUNKCII (NAPRIMER, KOMPONENTY WEKTORNOGO POLQ). tAKOE OPREDELENIE LEGKO SFORMULIROWATX; ONO POZWOLQET WYRAZITX OTWET ZADA^I (OB USTOJ^IWOSTI, INTEGRIRUE- MOSTI I T.D.) W TERMINAH DEJSTWIQ DOPUSTIMYH OPERACIJ NA FUNKCII-DANNYE.

oDNAKO W “TOM SLU^AE DAVE ZADA^A RASPOZNAWANIQ, QWLQETSQ LI LOKALXNYM MINIMUMOM DANNAQ KRITI^ESKAQ TO^KA ANALITI^ESKOJ FUNKCII ODNOJ PEREMENNOJ, NERAZRE[IMA (IBO PORQDOK PROIZWODNYH, NEOBHODIMYH DLQ “TOGO, a priori NEOGRANI^EN).

pO“TOMU Q PREDLAGA@ SLEDU@]EE OPREDELENIE [Arn70]:

oPREDELENIE. zADA^A, SODERVA]AQ KAK PARAMETR FUNKCI@, PO^TI RAZRE[IMA, ESLI W PROSTRANSTWE FUNKCIJ SU]ESTWUET UBYWA@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX ISKL@^ITELXNYH PODMNOGOOBRAZIJ WOZRASTA@]EJ KORAZMERNOSTI TAKIH, ^TO ZADA^A RAZRE[IMA WNE KAVDO- GO IZ “TIH PODMNOGOOBRAZIJ.

(oTWET DOPUSKAET PREDSTAWLENIE, DOPUSTIMOE W TERMINAH FUNKCIJ-DANNYH, PRI USLO- WII, ^TO “TI FUNKCII NE PRINADLEVAT ODNOMU IZ ISKL@^ITELXNYH PODMNOGOOBRAZIJ; ZAWISIMOSTX “TOGO PREDSTAWLENIQ OT ISKL@^ITELXNOGO PODMNOGOOBRAZIQ MOVET BYTX PRO- IZWOLXNOJ.)

kLASS RAZRE[IMYH ZADA^ MOVNO E]E BOLEE OGRANI^ITX. mOVNO, NAPRIMER, DOBAWITX TREBOWANIE, ^TO ISKL@^ITELXNYE PODMNOGOOBRAZIQ SAMI DOLVNY BYTX DOPUSTIMYMI; MOVNO NALOVITX USLOWIQ NA ZAWISIMOSTX “TOGO PODMNOGOOBRAZIQ I SOOTWETSTWU@]EJ RAZ- RE[A@]EJ PROCEDURY OT NOMERA PODMNOGOOBRAZIQ W POSLEDOWATELXNOSTI.

mNE, ODNAKO, KAVETSQ, ^TO WSE “TI OGRANI^ENIQ NE NUVNY:

gIPOTEZA 5. sREDI ZADA^, KOTORYE FIGURIRU@T W GIPOTEZAH 1–4, NET PO^TI RAZRE- [IMYH ZADA^.

q NADE@SX, ^TO BUDUT NAJDENY DOKAZATELXSTWA PRIWEDENNYH GIPOTEZ, OSNOWANNYE NA PONIMANII DINAMI^ESKIH SISTEM, A NE NA UHI]RENIQH FORMALXNOJ LOGIKI, I MY UZNAEM

MNOGO NOWOGO O STRUKTURE DISKRIMINANTNYH MNOGOOBRAZIJ I BIFURKACIONNYH DIAGRAMM DINAMI^ESKIH SISTEM — OB˙EKTOW, IZU^ENIE KOTORYH BYLO NA^ATO r. tOMOM [Th71].

sPISOK LITERATURY

[Th71] R. Thom, 1971, The bifurcation subset of a space of maps, in Manifolds, Amsterdam 1970, Springer Lecture Notes in Mathematics, Berlin–Heidelberg–New-York, 1971, 197, pp. 202–208.

[Arn70] w. aRNOLXD, 1970, lOKALXNYE ZADA^I ANALIZA, wESTNIK mOSK. uNIW. sER. 1, mAT. mEH., 1970, 25, 2, STR. 52–56.

[Arn74] V. Arnold, 1974, Mathematical developments arising from Hilbert problems, in Proc.

of Symp. in Pure Math., AMS, Providence, 1974, 28, p. 59.