o WYS[EM ANALOGE KO“FFICIENTA ZACEPLENIQ

PARY BEZDIWERGENTNYH WEKTORNYH POLEJ

p.m.aHMETXEW

rABOTA NAPISANA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE GRANTOW rffi NN 99-01-00009, 00-05-64015.

1 oSNOWNYE OPREDELENIQ I REZULXTATY

pUSTX B,^~B – DWA BEZDIWERGENTNYH WEKTORNYH POLQ W TREHMERNOM EWKLI- DOWOM PROSTRANSTWE, IME@]IE KOMPAKTNYJ NOSITELX. gOWORQT, ^TO PA- RA (B1,^~B1) “KWIWALENTNA PARE (B2,^~B2), ESLI SU]ESTWUET DIFFEOMORFIZM

D : R3 → R3 TAKOJ, ^TO D(B_1) = B_2, D(B̃_1) = B̃_2, PRI “TOM D SOHRANQET

ORIENTIROWANNYJ OB˙EM (ZAPISYWA@T (B1,^~B1) ≃ (B2,^~B2), D ∈ SDiff ) I IMEET KOMPAKTNYJ NOSITELX, T.E. NEPODWIVEN WNE NEKOTOROGO [ARA, RAZME- RY KOTOROGO NE FIKSIRU@TSQ. pUSTX μn(x1, . . . , xn, x̃1, . . . , x̃n;V1, . . . , Vn,^~V1, . . . ,^~Vn) POLILINEJNAQ FOR- MA, KOTORAQ OPREDELENA DLQ PROIZWOLXNOGO NEWYROVDENNOGO NABORA 2n TO^EK

(x_1, . . . , x_n, x̃_1, . . . , x̃_n) (NEWYROVDENNOSTX OZNA^AET, ^TO TO^KI W NABORE PO-

PARNO RAZLI^NYE) ARGUMENTAMI KOTOROJ QWLQ@TSQ 2n WEKTOROW (V1, . . . , Vn,

Ṽ_1, . . . , Ṽ_n), PRILOVENNYH K SOOTWETSTWU@]IM TO^KAM NABORA. rASSMAT-

RIWAETSQ ZNA^ENIE FORMY μn DLQ NABORA WEKTOROW (V1 = B(x1), . . ., Vn =

B(x_n), Ṽ_1 = B̃(x̃_1), . . . , Ṽ_n = B̃(x̃_n)), (KOTOROE DALEE BUDET DLQ KRATKOSTI

OBOZNA^ATXSQ ^EREZ μn(x1, . . ., xn, x̃1, . . . , x̃n), PREDPOLAGAQ PRI “TOM ^TO PO- LQ B,^~B ZAFIKSIROWANY). pRI “TOM PREDPOLAGAETSQ, ^TO KO“FFICIENTY “TOJ POLILINEJNOJ FORMY MOGUT IMETX OSOBENNOSTI, ESLI NABOR TO^EK WYROV- DAETSQ, T.E. NEKOTORYE TO^KI IZ PREDELXNOGO NABORA SOWPADA@T.

oPREDELENIE

CKAVEM, ^TO WE]ESTWENNOZNA^NAQ FUNKCIQ In(B,^~B) OPREDELENNAQ NA PARE WEKTORNYH POLEJ, UDOWLETWORQ@]IH PERE^ISLENNYM WY[E USLOWIQM, UDOW- LETWORQET USLOWI@ sOKOLOWA, ESLI

(i) EE ZNA^ENIQ NA DWUH “KWIWALENTNYH PARAH POLEJ SOWPADAET, In(B1,^~B1) =

I_n(B_2, B̃_2), ESLI (B_1, B̃_1) ≃ (B_2, B̃_2).

(ii) “TA FUNKCIQ POLU^ENA KAK SREDNEE (INTEGRALXNOE) ZNA^ENIE FORMY μ_n PO

WSEM NEWYROVDENNYM NABORAM TO^EK, INTEGRIROWANIE WEDETSQ PO STANDART- NOJ MERE NA PROSTRANSTWE NEWYROVDENNYH NABOROW KAK PODPROSTRANSTWA W

R^{6n}.

aWTORU IZWESTNO WSEGO DWA SODERVATELXNYH PRIMERA INWARIANTOW, UDOW- LETWORQ@]IH USLOWI@ sOKOLOWA. pERWYJ PRIMER BYL, FAKTI^ESKI, POSTRO- EN gAUSSOM W SEREDINE POZAPRO[LOGO STOLETIQ, POSTROENIE WTOROGO PRIMERA QWLQETSQ PREDMETOM RABOTY.

pRIMER 1. iNTEGRAL SPIRALXNOSTI, n = 1.

oPREDELIM FUNKCI@ h(x, x̃; B(x), B̃(x̃)) = ⟨B(x), B̃(x̃), (x − x̃)⟩ ||x − x̃||^3 , (1)

GDE ⟨a, b, c⟩ – ORIENTIROWANNYJ OB˙EM PARALLELEPIPEDA, POSTROENNOGO PO UPORQDO^ENNOJ TROJKE WEKTOROW. oPREDELIM INTEGRAL SPIRALXNOSTI I1(B,^~B) =

H(B, B̃) PO FORMULE H(B, B̃) = ∫ h(x, x̃; B(x), B̃(x̃))dxdx̃.

iNWARIANTNOSTX INTEGRALA SPIRALXNOSTI BYLA, FAKTI^ESKI, USTANOWLE- NA gAUSSOM ISHODQ IZ TOPOLOGI^ESKIH SOOBRAVENIJ. nA SOWREMENNOM QZY- KE “TI SOOBRAVENIQ MOVNO SFORMULIROWATX TAK. eSLI PARA POLEJ (B,^~B) MODELIRUET ZACEPLENIE L = L1 ∪^~L1 ( PO POWODU “TOGO SM. RAZDELY 4,5), TO ZNA^ENIE H(B,^~B) PROPORCIONALXNO KO“FFICIENTU ZACEPLENIQ lk(L,^~L) (c KO“FFICIENTOM F^~F , GDE F I^~F – POTOKI WEKTOROW B I^~B ^EREZ TRANSWER- SALXNOE SE^ENIE SOOTWETSTWU@]EJ KOMPONENTY NOSITELQ POLQ). pRI TOPO- LOGI^ESKOM PODHODE SLU^AJ PROIZWOLXNOJ PARY POLEJ SLOVEN, NEOBHODIMY BOLEE TONKIE RASSUVDENIQ OB ASIMPTOTI^ESKOM USREDNENII, KOTORYE BY- LI PROWEDENY w.i.aRNOLXDOM DLQ NAIBOLEE SLOVNOGO SLU^AQ^~B = B, SM.

[Arn],[A-Kh]. aNALITI^ESKOE DOKAZATELXSTWO TOGO, ^TO H QWLQETSQ INWARI-

ANTOM ZNA^ITELXNO PRO]E, SM. [M],[A-Kh].

pRIMER 2. wYS[IJ ANALOG INTEGRALA SPIRALXNOSTI, n = 2.

nIVE STROITSQ 4-LINEJNAQ FORMA μ2(x1, x2, x̃1, x̃2; V1, V2,^~V1,^~V2) S ABSOL@TNO SHODQ]IMSQ SREDNIM INTEGRALXNYM ZNA^ENIEM I2(B,^~B), KOTOROE OBOZNA^A- ETSQ ^EREZ M (B,^~B), M (B, B̃) = ∫ μ(x_1, x_2, x̃_1, x̃_2; B(x_1), B(x_2), B̃(x̃_1), B̃(x̃_2))dR^{12}. (2)

dALEE PROWERQETSQ, ^TO M (B,^~B) NE ZAWISIT OT WYBORA PREDSTAWITELQ W KLASSE PAR BEZDIWERGENTNYH WEKTORNYH POLEJ.

2 pOSTROENIE WYS[EGO ANALOGA INTEGRALA SPI- RALXNOSTI

w “TOM RAZDELE MY PREDPOLAGAEM, ^TO WEKTORNYE POLQ B,^~B FIKSIROWA- NY. nIVE STROQTSQ SEMEJSTWA WEKTOROW C(x, y; B), C(x, y;^~B), A(x, y; B),

A(x, y; B̃), ZAWISQ]IE OT TO^KI x ∈ R^3 I PARAMETRIZOWANNYE TO^KOJ y ∈ R^3.

uDOBNO OTOVDESTWITX PROSTRANSTWO PARAMETROW I OBLASTX OPREDELENIQ WEK- TOROW, POSKOLXKU PRI “TOM OKAZYWAETSQ, ^TO SOOTWETSTWU@]IJ WEKTOR IMEET OSOBENNOSTX W TO^KE x, RAWNOJ ZNA^ENI@ PARAMETRA y PRI OTOVDESTWLENII. pARAMETR INOGDA BUDET UDOBNO OBOZNA^ATX TOJ VE BUKWOJ, ^TO I PEREMEN- NU@ IZ OBLASTI ZNA^ENIJ, POME^AQ PRI “TOM PARAMETR NIVNIM INDEKSOM I ZNAKOM ”TILXDA”. bUDUT TAKVE OPREDELENY SEMEJSTWA SKALQRNYH FUNK- CIJ φ(x, y; B), φ(x, y;^~B). wSE OPREDELENNYE NIVE I PERE^ISLENNYE WY[E OB˙EKTY ZAWISQT OT WYBORA POLEJ B I^~B, TEM NE MENEE, ^TOBY NE USLOV- NQTX OBOZNA^ENIQ, “TA ZAWISIMOSTX BUDET LI[X PODRAZUMEWATXSQ. pRI “TOM WEKTORA C(x, y; B) , C(x, y;^~B) BUDUT PEREOBOZNA^ENY ^EREZ C(x, y),^~C(x, y) cOOTWETSTWENNO.

oPREDELIM SEMEJSTWO WEKTOR-FUNKCIJ C(x; xi), KAVDAQ TO^KA xi, i = 1, 2 IGRAET ROLX PARAMETRA.

C(x; x_i) = −1 4π||x − x_i|| B(x_i). oPREDELIM SEMEJSTWO WEKTOR-FUNKCIJ A(x; xi) I SEMEJSTWO FUNKCIJ φ(x; xi), ZAWISQ]IH OT TO^KI x PROSTRANSTWA.

A(x; x_i) = B(x_i) × (x − x_i) 4π||x − x_i||^3 . iNYMI SLOWAMI, OPREDELIM WEKTOR-FUNKCI@ A(x; xi) KAK WEKTORNYJ PO- TENCIAL DIPOLQ S CENTROM W TO^KE xi, OSX I INTENSIWNOSTX KOTOROGO OPRE- DELQ@TSQ ZNA^ENIEM POLQ B W “TOJ TO^KE.

φ(x; x_i) = −1 4π (B(x_i), grad ( 1 ||x − x_i||) )). fUNKCIQ φ(x; xi) NAZYWAETSQ SKALQRNYM POTENCIALOM TOGO VE DIPOLQ.

wYPOLNENY RAWENSTWA

rot C(x; x_i) = −A(x; x_i), div C(x; x_i) = φ(x; x_i), rot A(x; x_i) = −grad φ(x; x_i). (3)

—TI RAWENSTWA SPRAWEDLIWY WO WSEH TO^KAH PROSTRANSTWA, ZA ISKL@^E- NIEM OSOBOJ TO^KI xi. uDOBNO WWESTI ANALOGI^NYE OBOZNA^ENIQ^~C(x; x̃i),

Ã(x; x̃_i), φ̃(x; x̃_i) DLQ SEMEJSTWA WEKTORNYH I SKALQRNYH POTENCIALOW DIPO-

LEJ, SWQZANNYH S POLEM^~B.

2.1 oBOZNA^ENIE sREDNEE ZNA^ENIE TOGO ILI INOGO SEMEJSTWO WEKTOROW ILI SKALQROW BUDEM OBOZNA^ATX ^EREZ m, UKAZYWAQ PRI “TOM PARAMETRY PO KOTORYM PROISHODIT USREDNENIE (INTEGRIROWANIE). nAPRIMER,

[m_{xi} φ](x) = ∫ φ(x; x_i)dx_i. dALEE UDOBNO WWESTI SOKRA]ENNYE OBOZNA^ENIQ [m_{xi} A](x) = A(x), [m_{x̃i}Ã](x) = Ã(x). 2.2 lEMMA dLQ SREDNEGO ZNA^ENIQ SEMEJSTWA FUNKCIJ φ(x; xi) PO PARAMETRU xi cPRA- WEDLIWO RAWENSTWO_{[mφx}

i ](x) = 0. (4)

dOKAZATELXSTWO dOSTATO^NO DOKAZATX RAWENSTWO Δ[mx_i φ](x) = 0. pUSTX (x, y, z) – DEKARTOWA SISTEMA KOORDINAT W PROSTRANSTWE. pEREOBOZNA^IM PARU TO^EK (x; xi) ^EREZ

(v; v_i). oBOZNA^IM ^EREZ B_x, B_y , B_z – KOORDINATY WEKTORA B. sPRAWEDLIWO RAWENSTWO φ(v; vi) = −(4π)^{−1}(^{Bx (vi)∂|v−vi|�1}_{∂ x} +^{By (vi)∂|v−vi|�1}_{∂ y} +^{Bz (vi)∂|v−vi|�1}_{∂ z} ). oBOZNA^IM Bx(vi)^{∂|v−vi|�1}_{∂x} ^EREZ B^′_x(v, vi). wOSPOLXZUEMSQ RAWENSTOM -

Δ(−4π)^{−1}[m_{vi} B_x](v) = Δ(−4π)^{−1 ∂}_{∂ x} [m_{vi} B_x](v) =^∂_{∂x} Δ (−4π)^{−1}[m_{vi} B](v) = ∂B_x(v) ∂x |_{v=vi} . sPRAWEDLIWY ANALOGI^NYE RAWENSTWA DLQ ^ASTNYH PROIZWOD-

NYH ∂y, ∂z, PRIMENENNYH K KOMPONENTAM By , Bz SOOTWETSTWENNO. sKLADY- WAQ “TI RAWENSTWA I ISPOLXZUQ USLOWIE div B(v) = 0, POLU^AEM TREBUEMOE.

2.3 lEMMA pUSTX B(y; x1) SEMEJSTWO WEKTORNYH POLEJ, PARAMETRIZOWANNYH TO^KOJ x1 ∈

R^3 W KOTOROJ DOPUSKAETSQ OSOBENNOSTX POLQ PORQDKA NE BOLEE O(r^{−2}) I OSO-

BENNOSTX NA BESKONE^NOSTI O(r^{−2}). sEMEJSTWO B(y; x1) USREDNQETSQ K GLAD- KOMU WEKTORNOMU POL@ [mx_1 B](y). pUSTX φ(x; y, x1) – SEMEJSTWO SKALQRNYH POTENCIALOW DIPOLEJ c OSOBENNOSTQMI W y, POSTROENNYH PO WEKTORAM POLQ

B(y; x_1) W SOOTWETSTWU@]EJ TO^KE y TAKOJ, ^TO U ≠ x_1. sPRAWEDLIWO RAWEN-

STWO Δ[my,x_1 φ](x) = div [mx_1 B](y)|y=x, PRI^EM W OBEIH ^ASTQH RAWENSTWA SREDNEE ZNA^ENIE QWLQETSQ ABSOL@TNO SHODQ]IMISQ.

dOKAZATELXSTWO

aNALOGI^NO DOKAZATELXSTWU lEMMY 2.1.

2.4 sLEDSTWIE

pUSTX f(y) – GLADKAQ FUNKCIQ, f = O(r^{−1}), r → ∞. pUSTX φ(y; x1) – SE- MEJSTWO SKALQRNYH POTENCIALOW DIPOLEJ, OPREDELENNYH WEKTORNYM POLEM

grad f(x) W TO^KE x = x_1. sPRAWEDLIWO RAWENSTWO [m_{x1} φ](y) = f(y).

dOKAZATELXSTWO

pREDSTAWIM FUNKCI@ f(x) KAK SREDNEE ZNA^ENIE SEMEJSTWA POTENCIALOW

g(y, x_1) =^{−1}_{4π}^{ψ(x1)}_{||x1−y||} , GDE ψ(x_1) = Δf(y), y = x_1. pRIMENIM sLEDSTWIE

2.3 K SEMEJSTWU WEKTORNYH POLEJ B(y, x1) =^{−1}_{4π} grad^{ψ(x1 )}_{||x1−y||} . pUSTX φ(y; x1) – SEMEJSTWO DIPOLEJ IMI OPREDELQEMOE. pOcKOLXKU [mx_1 ]B(y) = gradf(y),

div [m_{x1} B](y) = Δ f(y) = Δ[m_{x1} φ](y). s DRUGOJ STORONY, div[m_{x1} B](y) =

ψ(x_1), OTKUDA WYTEKAET Δ[m_{x1} φ](y) = Δf(y). oBE FUNKCII [m_{x1} φ](x) I f(y)

IME@T NULEWYE GRANI^NYE USLOWIQ NA BESKONE^NOSTI I, TAKIM OBRAZOM, SOW- PADA@T. sLEDSTWIE DOKAZANO.

nAM POTREBUETSQ SLEDU@]EE USILENIE PREDYDU]EJ LEMMY.

2.5 lEMMA

pUSTX W USLOWIQH lEMMY 2.2 SEMEJSTWO WEKTORNYH POLEJ B(y; x1) USREDNQET- SQ K GLADKOMU WEKTORNOMU POL@ [mx_1 B](y) W SMYSLE GLAWNOGO ZNA^ENIQ PRI

x_1 → y; SEMEJSTWO SKALQRNYH POTENCIALOW φ(x; y, x_1) TAKVE USREDNQETSQ

W SMYSLE GLAWNOGO ZNA^ENIQ K GLADKOJ FUNKCII [my,x_1 φ](x). tOGDA SPRA- WEDLIWO ANALOGI^NOE RAWENSTWO Δ[my,x_1 φ](x) = div [mx_1 B](y)|y=x, PRI^EM W OBEIH ^ASTQH RAWENSTWA SREDNEE ZNA^ENIE PONIMAETSQ W SMYSLE GLAWNOGO ZNA^ENIQ PRI x1 → y.

2.6 dOKAZATELXSTWO

aNALOGI^NO DOKAZATELXSTWU lEMMY 2.1, PRI “TOM SLEDUET ZAMETITX, ^TO WSE SREDNIE BERUTSQ PO PARAMETRU xi (v1 PRI PEREOBOZNA^ENII), ^ASTNYE PROIZ- WODNYE BERUTSQ PO PEREMENNOJ x (v). oPERATOR USREDNENIQ SLEDUET PRIME- NQTX K RAWNOMERNO SHODQ]EJSQ (PRI ε → 0) POSLEDOWATELXNOSTI DOPREDELX- NYH SEMEJSTW, OPREDELQEMYH USLOWIEM dist(xi, y) > ε. sHODIMOSTX SREDNIH

DLQ “TOJ POSLEDOWATELXNOSTI RAWNOMERNAQ I TREBUEMOE SOOTNO[ENIE QWLQ- ETSQ SLEDSTWIEM DOPREDELXNOGO ANALOGI^NOGO SOOTNO[ENIQ DLQ SREDNIH (PRI FIKSIROWANNOM ε).

2.7 lEMMA pUSTX ξ– PROIZWOLXNOE WEKTORNOE POLE, OPREDELENNOE W OKRESTNOSTI TO^KI

x_1. oBOZNA^IM ^EREZ S_ε – cFERU RADIUSA ε S CENTROM W TO^KE x_1. sPRAWED-

LIWY RAWENSTWA

lim_{ε→0} ∮ (A(x; x_i) × ξ(x)) dS_ε = −2 3 (B(x_i), ξ(x_i)), (5)

lim_{ε→0} ∮ φ(x; x_i)ξ(x) dS_ε = −1 3 (B(x_i), ξ(x_i)). (6)

dOKAZATELXSTWO dOKAVEM RAWENSTWO (6). rASSMOTRIM SFERI^ESKU@ SISTEMU KOORDINAT (r, θ, ϕ) S CENTROM W TO^KE xi I OSX@ NAPRAWLENNOJ IZ TO^KI xi W TO^KU MAKSIMUMA FUNKCII φ(x; xi)|S_ε , T.E. PO NAPRAWLENI@ WEKTORA B(xi). fUNKCIQ φ(x; xi) ZAPI[ETSQ W “TOJ SISTEME KOORDINAT FORMULOJ φ(θ, ϕ) =^{|B(xi )| cos(θ)}_{4πε}2 . wOS- POLXZUEMSQ RAWENSTWOM ξ|S_ε = ξ(xi)+O(ε). wEKTOR ξ(xi) MOVNO PREDSTAWITX W WIDE ξ(x0) =^{(B(xi ),ξ(xi))}_{|B(xi)|} ξa + ξb, GDE ξa – WEKTOR EDINI^NOJ DLINY W NAPRAW- LENII LU^A θ = 0; ξb – WEKTOR PERPENDIKULQRNYJ OSI.

sPRAWEDLIWY TOVDESTWA^∮ φ(x; x1)ξb dSε = 0;^∮ φ(x; x1)ξA(x0) dSε = (B(x_i),ξ(x_i)) 4πε2 ∮ cos^2θdS_ε = −^{(B(xi ),ξ(xi))}_2 ∫_π 0 cos^2θ sinθ dθ = −(B(x_i), ξ(x_i)) ∫_1 0 x^2dx = −^{(B(xi),ξ(xi)}_3 . —TO DOKAZYWAET SOOTNO[ENIE (6).

dLQ WY^ISLENIQ INTEGRALA (5) WOSPOLXZUEMSQ RAWENSTWOM

lim_{ε→0} ∮ (A(x; x_i) × ξ(x)) dS_ε = ∫ (rotA(x; x_i), ξ(x)) dx − ∫ (A(x; x_i), rotξ(x)) dx, (7) W KOTOROM INTEGRIROWANIE WEDETSQ PO PEREMENNOJ x IZ OBLASTI R^3 \ Dε(xi), POLU^ENNOJ IZ R^3 UDALENIEM DISKA RADIUSA ε S CENTROM W TO^KE xi. (zDESX ξ - PROIZWOLXNOE GLADKOE WEKTORNOE POLE WO WSEM PROSTRANSTWE.)

lim_{ε→0} ∮ φ(x; x_i)ξ(x) dS_ε = ∫ (grad φ(x; x_i); ξ(x)) dx + ∫ φ(x; x_i) div ξ(x) dx. (8) uSREDNQQ PO xi RAWENSTWO (8) I ISPOLXZUQ REZULXTAT lEMMY 2.1, POLU^A- EM ∫

([m_{xi} grad φ](x), ξ(x)) dx = − ∫ 1 3 (B(x); ξ(x))dx. (9)

uSREDNQQ PO xi RAWENSTWO (7), POLU^AEM

m lim_{ε→0} ∮ (A(x; x_i)×ξ(x)) dS_i = ∫ ([m_{xi} rot A](x), ξ(x)) dx− ∫ (A(x), rot ξ(x)) dx. (10)

s DRUGOJ STORONY, ISPOLXZUQ RAWENSTWO rot [mx_i A](x) = B(x), DOKAZANNOE NIVE W lEMME 2.6, POLU^AEM (PRI WYWODE WTOROGO SOOTNO[ENIQ ISPOLXZUEM FORMULU (9)_∫ (B(x), ξ(x)) dx = ∫ (A(x), rot ξ(x))dx, 1 3 ∫ (B(x), ξ(x)) dx = ∫ ([m_{xi} rot A], ξ(x)) dx. (11)

pODSTAWLQQ (11) W (10), POLU^AEM RAWENSTWO m^∫ limε→0^∮ (A(x; xi) × ξ(x)) dS_εdx = ∫_{−2} 3 (B(x), ξ(x))dx. —TO RAWENSTWO WYPOLNENO DLQ PROIZWOLXNOGO

POLQ ξ. pRIMENIM K PREDELXNOMU SLU^A@ ξ(x) → δ(xi), GDE δ(xi) – WEKTOR S NOSITELEM W OKRESTNOSTI xi, DOKAVEM (5). lEMMA 2.2 DOKAZANA.

2.8 zAME^ANIE lEMMA 2.2 ISPRAWLQET O[IBKU IZ RABOTY [a], GDE O[IBO^NO UTWERVDAET- SQ, ^TO ZNA^ENIQ INTEGRALOW (5), (6) SOWPADA@T. —TA O[IBKA NE POZWOLQ- ET OPREDELITX WEKTOR-FUNKCI@ Γ(x; x1, x2) (KOTORAQ ISPOLXZUETSQ W FORMU- LE (4) IZ RABOTY [A]), POSKOLXKU 2-FORMA, DWOJSTWENNAQ WEKTOR-POTENCIALU

C(x; x_i, x̃_i), REALIZUET NETRIWIALXNYJ KLASS DWUMERNYH KOGOMOLOGIJ W PRO-

STRANSTWE R^3 \ {xi, x̃i}.

2.9 lEMMA sPRAWEDLIWO RAWENSTWO

rot A(x) = B(x), [m_{xi} rot A](x) = 1 3 B(x). (12)

wTOROJ SREDNEE QWLQETSQ NESOBSTWENNYM I PONIMAETSQ W SMYSLE GLAWNOGO ZNA^ENIQ.

dOKAZATELXSTWO pO FORMULE gAUSSA-oSTROGRADSKOGO DLQ PROIZWOLXNOGO WEKTORA ξ(x) WYPOL- NENO RAWENSTWO ∮ φ(x; x_i)ξ(x)d S_i = ∫ φ(x; x_i)div ξ(x)dx + ∫ (grad φ(x; x_i), ξ(x))dx,

GDE Si - PREDELXNAQ SFERA MALOGO RADIUSA S CENTROM W xi, A INTEGRIROWANIE W PRAWOJ ^ASTI WEDETSQ PO OBLASTI R^3 \ Dε(xi). wOSPOLXZUEMSQ RAWENSTWOM

[m_{xi} φ](x) = 0, DOKAZANNYM W lEMME 2.1. pOLU^IM POSLE USREDNENIQ PO

PARAMETRU xi I WY^ISLENIQ PRAWOJ ^ASTI S U^ETOM RAWENSTWA (6) ∫ 1 3 (ξ(x), B(x))dx = ∫ ([m_{xi} grad φ](x), ξ(x))dx.

w “TOJ FORMULE WEKTORNOE POLE ξ(x) PROIZWOLXNO I, SLEDOWATELXNO, [mx_i gradφ](x) = 1 3 B(x). C U^ETOM RAWENSTWA (3), TRETXE URAWNENIE, POLU^AEM WTOROE SOOTNO-

[ENIE (12).

dLQ DOKAZATELXSTWA PERWOGO SOOTNO[ENIQ (12) WOSPOLXZUEMSQ TOVDEST- WOM_{Δ[mx} i C](x) = B(x) I FORMULOJ rot rot = grad div − Δ. pRIMENIW “TU FORMULU K WEKTORU

[m_{xi} C](x), U^ITYWAQ TOVDESTWO rot [m_{xi} C](x) = [m_{xi} rot C](x); div [m_{xi} C](x) = [m_{xi} div C](x), POLU^IM rot A(x) = rot m_{xi} A(x) = −grad [m_{xi} φ](x)+Δ[m_{xi} C](x).

sLEDOWATELXNO, U^ITYWAQ (4), rot A(x) = B(x), ^TO DOKAZYWAET TREBUEMOE RAWENSTWO. lEMMA DOKAZANA.

2.10 lEMMA pUSTX ψ(y; x1) =^{−1}_{4π}^{g(x1)}_{||y−x1||} – SEMEJSTWO POTENCIALOW S NOSITELEM W KOM- PAKTNOJ OBLASTI. pUSTX φ(x; y, x1) – SEMEJSTWO DIPOLXNYH POTENCIALOW, ASSOCIIROWANNYH S SEMEJSTWOM WEKTORNYH POLEJ grad ψ(y; x1) (W SMYSLE OPREDELENIQ PRED[ESTWU@]EGO lEMME 2.1, T.E. FUNKCIQ φ(x; y, x1) IMEET W TO^KE y OSOBENNOSTX, OPREDELENNU@ WEKTOROM grad ψ(y; x1) W TO^KE y, W PREDPOLOVENII y ≠ x1). sPRAWEDLIWY SLEDU@]IE RAWENSTWA.

[m_{y,x1} φ](x) = [m_yψ](x), (13)

[m_{y,x1} grad φ](x) = 2 3 grad [m_yψ](x). (14)

dOKAZATELXSTWO rAWENSTWO (13) DOKAZANO W sLEDSTWII 2.3. pRISTUPIM K DOKAZATELXSTWU FOR- MULY (14). wYPI[EM ANALOG FORMULY (8) DLQ SEMEJSTWA φ(x; y, x1).

lim_{ε→0} ∮ φ(x; y, x_1)ξ(x)dS_ε = ∫ (grad φ(x; y, x_1), ξ(x))dx+ ∫ φ(x; y, x_1)div ξ(x) dx.

(15)

uSREDNIM “TO WYRAVENIE PO PEREMENNYM (x1, y). pRI USREDNENII WTOROGO SLAGAEMOGO W PRAWOJ ^ASTI WOSPOLXZUEMSQ (13). pOLU^IM SLEDU@]EE WYRA- VENIE −1 3 (grad [m_yψ](x), ξ(x)) = ∫ ([m_{y,x1} gradφ](x), ξ(x))dx− ∫ (grad [m_{y,x1} φ](x), ξ(x))dx.

lEWAQ ^ASTX WY^ISLQETSQ PO FORMULE (6). dALEE WOSPOLXZUEMSQ TOVDESTWOM

div([m_{y,x1} φ](x)ξ(x))dx = (grad [m_{y;x1} φ](x), ξ(x)) + [m_{y,x1} φ](x)divξ(x). sLEDO-

WATELXNO,_∫ [m_{y,x1} φ](x)divξ(x)dx = − ∫ (grad [m_{y,x1} φ](x); ξ(x))dx. (16)

pODSTAWIW (16) W (15), POLU^IM (14). lEMMA DOKAZANA.

pRISTUPIM K POSTROENI@ 4-LINEJNOJ FORMY μ. uDOBNO SRAZU OPREDELITX EE ZNA^ENIQ DLQ ^ETWERKI WEKTOROW V1 = B(x1), V2 = B(x2),^~V1 =^~B(x̃1),

Ṽ_2 = B̃(x̃_2). nAPOMNIM, ^TO SPRAWEDLIWY RAWENSTWA

rot A(x) = B(x); div A(x) = 0,

rot Ã(x) = B̃(x); div Ã(x) = 0.

mY RASSMOTRIM OBOB]ENNYE SEMEJSTWA A^′(x; xi) (^~A^′(x; x̃i)), KOTORYE UDOW- LETWORQ@T SLEDU@]IM DWUM USLOWIQM.

(u1). wEKTOR A^′(x; xi) (^~A^′(x; x̃i)) IMEET OSOBENNOSTI W TO^KE xi (x̃i) PO- RQDKA NE WY[E O(r^{−2}) I OSOBENNOSTX NA BESKONE^NOSTI PORQDKA NE WY[E

O(r^{−2}).

(u2). sREDNEE ZNA^ENIE [mx_i A^′](x) ( [mx̃_i^~A^′](x) ) PO PEREMENNOJ xi (x̃i) SOWPADAET S WEKTOROM A(x) (^~A(x)).

pO KAVDOJ PARE A^′(x; xi);^~A^′(x; x̃i) OBOB]ENNYH SEMEJSTW STROETSQ OBOB- ]ENNOE SEMEJSTWO C^′(x; xi, x̃i) = A^′(x; xi) ×^~A^′(x; x̃i).

w KA^ESTWE OSNOWNOGO PRIMERA OBOB]ENNYH SEMEJSTW RASSMATRIWA@T- SQ SLEDU]IE DLQ KOTORYH WWEDENY SPECIALXNYE OBOZNA^ENIQ. ℵ(x; xi) = 1 2 (3A(x; x_i) − A(x)), ℵ̃(x; x̃_i) =^1_2 (3Ã(x; x̃_i) − Ã(x)).

oPREDELIM SEMEJSTWO WEKTOR-FUNKCIJ, ZAWISQ]IH OT TO^KI x PROSTRAN- STWA I PARAMETRIZOWANNYH UPORQDO^ENNOJ PAROJ TO^EK xi, x̃i PO FORMULE

C(x; x_i, x̃_i) = ℵ(x; x_i) × ℵ̃(x; x̃_i). (17)

2.11 oPREDELENIE FORMY¯

pUSTX (x1, x2, x̃1, x̃2) – UPORQDO^ENNAQ ^ETWERKA NESOWPADA@]IH TO^EK. oPRE- DELIM FoRMU μ PO FORMULE

μ(x_1, x_2; x̃_1, x̃_2; B(x_1), B(x_2), B̃(x_1), B̃(x_2)) = H(C(x; x_1, x̃_1), C^′(x^′; x_2, x̃_2)), (18)

GDE H(C(x; x1, x̃1), C^′(x^′; x2, x̃2)) =^∫ h(x1, x2; C(x), C^′(x^′))dR^6, PRI^EM PODYN- TEGRALXNAQ FUNKCIQ h DLQ PARY WEKTORNYH POLEJ C(x; x1, x̃1), C(x^′; x2, x̃2) PRI RAZLI^NYH ZNA^ENIQH PARAMETROW (x1, x2, x̃1, x̃2) (WOOB]E GOWORQ, KAV- DYJ WEKTOR PARY IMEET NENULEWU@ DIWERGENCI@), OPREDELENNA PO FORMULE

(1), A INTEGRAL (18) PONIMAETSQ KAK NESOBSTWENNYJ, PRI “TOM OKAZYWAETSQ,

^TO “TOT INTEGRAL QWLQETSQ ABSOL@TNO SHODQ]IMSQ. nEOBHODIMYE OCENKI SHODIMOSTI PRIWODQTSQ DALEE W lEMME 2.11.

2.12 pREDLOVENIE

zNA^ENIE M (B,^~B), OPREDELENNOE PO FORMULAM (1), (14) NE IZMENITSQ, ESLI SEMEJSTWO C(x; xi, x̃i) IZMENITX NA OBOB]ENNOE, KOTOROE POSTROENO PO PRO- IZWOLXNYM OBOB]ENNYM SEMEJSTWAM A^′(x; xi),^~A^′(x; x̃i), UDOWLETWORQ@]IM WY[EPERE^ISLENNYM USLOWIQM (u1), (u2).

2.13 sLEDSTWIE

zNA^ENIE INWARIANTA M MOVNO OPREDELITX BEZ ISPOLXZOWANIQ USLOWIJ sO- KOLOWA PO FORMULE M (B; B̃) = H(A(x) × Ã(x), A(x) × Ã(x)), GDE A(x),^~A(x) – GARMONI^ESKIE WEKTOR-POTENCIALY POLEJ B,^~B, A INTEGRAL gAUSSA H ZADAN PRI POMO]I PODINTEGRALXNOGO WYRAVENIQ (1), W KOTOROJ PARA POLEJ B,^~B ZAMENENA NA SOOTWETSTWU@]U@ PARU (A×^~A; A×^~A), PRI^EM, WOOB]E GOWORQ, WEKTORA PARY IME@T NENULEWU@ DIWERGENCI@.

2.14 lEMMA

oPREDELENO SREDNEE ZNA^ENIE [mx_1,x_2,x̃_1,x̃_2 μ] FORMY (18) PO PARAMETRAM

(x_1, x_2, x̃_1, x̃_2) KAK GLAWNOE ZNA^ENIE NESOBSTWENNOGO INTEGRALA.

dOKAZATELXSTWO

pOKAVEM, ^TO INTEGRALXNOE WYRAVENIE (2) SHODITSQ W SMYSLE GLAWNOGO ZNA- ^ENIQ. —TO WYTEKAET IZ OCENOK SNIZU DLQ ZNA^ENIJ FORMY μ(B(x1), B(x2),

B̃(x̃_1), B̃(x̃_2)) PRI USLOWII, ^TO ^ETWERKA TO^EK (x_1, x_2, x̃_1, x̃_2) WYROVDAET-

SQ. wYROVDENIE PROISHODIT NA LINEJNOM PODMNOGOOBRAZII W R^{12}, KOTOROE IMEET KORAZMERNOSTX 3. dOKAZATELXSTWO SHODIMOSTI SLEDUET IZ PRQMYH WY- ^ISLENIJ. nAPRIMER, ESLI x1 → x̃1, ZNA^ENIE PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII W WYRAVENII (2) IMEET POL@S PORQDKA 3 W TO^KE x1 = x̃1. w OKRESTNOSTI POL@- SA PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ NE^ETNA I IMEET ASIMPTOTIKU O(r^{−3}). gLAW- NYJ ^LEN ASIMPTOTIKI PROPADAET. nA SLEDU@]IH STRATAH DISKRIMINANTA, KOTORYE IME@T KORAZMERNOSTX 6 PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ WOZRASTAET NE BYSTREE O(r^{−5}) I SHODITSQ ABSOL@TNO. eSLI ODNA IZ TO^EK ^ETWERKI LEVIT WNE OBLASTI NOSITELQ POLQ, PODYNTEGRALXNOE WYRAVENIE TOVDESTWENNO OB- RA]AETSQ W 0. sHODIMOSTX M WYTEKAET IZ POLU^ENNOJ OCENKI.

dOKAZATELXSTWO pREDLOVENIQ 2.9

pUSTX L(x; xi) – SEMEJSTWO WEKTOROW, UDOWLETWORQ@]EE SLEDU@]EMU USILE- NI@ (u3) USLOWIQ (u1) DLQ OBOB]ENNOGO SEMEJSTWA A^′(x; xi) I USLOWI@ (u4).

(u3). wEKTOR L(x; xi) IMEET W TO^KE x = xi OSOBENNOSTX PORQDKA NE WY[E

O(r^{−3}), OSOBENNOSTX NA BESKONE^NOSTI O(r^{−2}). pRI^EM OPREDELENO SREDNEE [m_{xi} L](x) W SMYSLE GLAWNOGO ZNA^ENIQ.

(u4) sREDNEE ZNA^ENIE [mx_i L](x) OBRA]AETSQ W NULX.

dLQ DOKAZATELXSTWA pREDLOVENIQ NAM NEOBHODIMO LI[X USLOWIE (u3) W FORME (u1). oB]EE USLOWIE BUDET ISPOLXZOWATXSQ W POSLEDU@]IH POSTROE- NIQH.

2.15 lEMMA

sREDNEE (ABSOL@TNO SHODQ]EESQ) ZNA^ENIE WYRAVENIQ

H(L(x; x_1) × Ã_1(x; x̃_1), s^′_2(x^′; x_2, x̃_2)), (19)

GDE A1, C^′_2 – OBOB]ENNYE SEMEJSTWA, OBRA]AETSQ W NULX. aNALOGI^NYE FOR- MULY WERNY ESLI PROIZWOLXNOE SEMEJSTWO WEKTOROW W FORMULE (14) ZAMENITX NA SEMEJSTWO L, A OSTALXNYE SEMEJSTWA PONIMATX KAK OBOB]ENNYE, UDOWLE- TWORQ@]IE USLOWIQM (u1), (u2).

dOKAZATELXSTWO

pREDSTAWIM SEMEJSTWO INTEGRALOW (19) KAK PREDELXNOE SEMEJSTWO SOBSTWEN- NYH INTEGRALOW, GDE INTEGRIROWANIE WEDETSQ PO OBLASTI Ωε ⊂ R^{18}, KOTORAQ ZADANA URAWNENIEM min(dist{x, x^′, x1, x2, x̃1, x̃2}) ≥ ε). pRI KAVDOM FIKSI- ROWANNOM ZNA^ENII PEREMENNYH x2, x̃1, x̃2, WYBRANYH WNE OBLASTI Ωε, USRED- NENIE PO PEREMENNYM x, x^′, x1 QWLQETSQ RAWNOMERNYM PRI ε → 0. wKLAD W SREDNEE ZNA^ENIQ OSTAW[IHSQ INTEGRALOW STANOWITSQ PRENEBREVIMO MAL PRI

ε → 0, ^TO SLEDUET IZ RASSMOTRENIQ WKLADOW WBLIZI POL@SOW (W TOM ^ISLE

POL@SOW, SWQZANNYH S PARAMETROM x1) (WKL@^AQ BESKONE^NOSTX) I LINEJNOJ OCENKI PO PARAMETRU ε WKLADA REGULQRNYH TO^EK. w USREDNENNYJ INTEG- RALE SLEDUET ZAMENITX ZNA^ENIE WELI^INY, ZAWISQ]EJ OT x1 NA EE SREDNEE, PRI^EM W SLU^AE USLOWIE (u3) SREDNEE PONIMAETSQ W SMYSLE GLAWNOGO ZNA- ^ENIQ, T.E. KAK PREDEL SREDNIH ZNA^ENIJ PO SEMEJSTWU DOPOLNENIJ K [ARAM RADIUSOW STREMQ]IHSQ K 0. lEMMA DOKAZANA.

2.16 zAME^ENIE

uTWERVDENIE PREDIDU]EJ LEMMY MOVNO OBOB]ITX. eSLI OPUSTITX PRED- POLOVENIE (u4) DLQ WEKTORA L(x; xi), SREDNEE ZNA^ENIE INTEGRALA (19) (SM.

lEMMU 2.15), MOVNO WY^ISLITX USREDNIW PO PEREMENNOJ x (W SMYSLE GLAW- NOGO ZNA^ENIQ PRI x → x1) WEKTOR

K(x^′; x_1, x̃_1) = (L(x; x_1) × Ã_1(x; x_1)) × (x, x^′) ||(x − x^′)||^3 , (OSTALXNYE PEREMENNYE (x^′, x1, x̃1, x2, x̃2) PRI “TOM FIKSIROWANY) I DALEE WY^ISLIW SREDNEE PO OSTAW[IMSQ PEREMENNYM (x^′, x1, x̃1, x2, x̃2) SEMEJSTWA SKALQRNYH PROIZWEDENIJ_∫

(K(x^′; x_1, x̃_1), C^′_2(x^′; x_2, x̃_2)) dx^′.

dOKAZATELXSTWO ANALOGI^NO (12), S ISPOLXZOWANIEM lEMMY 2.5.

wERNEMSQ K DOKAZATELXSTWU pREDLOVENIQ 2.9 . pUSTX H(C1(x; x1, x̃1),

C_1(x^′; x_2, x̃_2)), H(C_2(x; x_1, x̃_1), C_2(x^′; x_2, x̃_2)) – DWA SEMEJSTWA INTEGRALOW,

POSTROENNYH S U^ETOM (u1)(u2), PO DWUM PARAM OBOB]ENNYH SEMEJSTW A^′_j,^~A^′_j,

j = 1, 2. pREOBRAZUEM ODNO OBOB]ENNOE SEMEJSTWO W DRUGOE, MENQQ POSLEDO-

WATELXNO ODNO IZ SEMEJSTW A^′_1 (^~A^′_1) NA SEMEJSTWO A^′_2 (^~A^′_2). pRI KAVDOJ TAKOJ “LEMENTARNOJ ZAMENE WOSPOLXZUEMSQ SWOJSTWOM ADDITIWNOSTI INTEGRALA H PO SOOTWETSTWU@]EMU ARGUMENTU I DALEE lEMMOJ 2.13, S U^ETOM NULEWOGO SREDNEGO RAZNOSTI WEKTOROW SOOTWETSTWU@]IH SEMEJSTW. pREDLOVENIE 2.9 DOKAZANO.

iNTEGRAL (18) PRIMENQETSQ K POLQM DLQ KOTORYH DIWERGENCIQ NE OBR]A- ETSQ W NULX. sFORMULIRUEM PRAWILO DLQ WY^ISLENIQ INTEGRALA DLQ TAKIH POLEJ.

2.17 pREDLOVENIE

pUSTX a(x), b(x) – DWA PROIZWOLXNYH WEKTORNYH POLQ, UBYWA@]IH NA BESKO- NE^NOSTI NE MEDLENNEE O(r^{−2}). zNA^ENIE INTEGRALA gAUSSA H(a, b) WY^IS- LQETSQ PO FORMULE^∫ (c(x); b(x))dR^3 (ILI PO FORMULE^∫ (a(x), d(x))dR^3), GDE

c(x) = rot^{−1}(a(x) + grad φ(x)), div(c(x)) = 0; d(x) = rot^{−1}(b(x) + grad ψ(x)), div(d(x)) = 0. fUNKCII φ, ψ WYBIRA@TSQ TAK, ^TO WYPOLNENY USLOWIQ

div(a(x) + grad φ(x)) = 0, div(b(x) + grad ψ(x)) = 0.

dOKAZATELXSTWO

dOKAZATELXSTWO WYTEKAET IZ PREDSTAWLENIQ WEKTORNYH POLEJ grad φ(x) I

grad ψ(x) W WIDE GRADIENTOW SEMEJSTWA “LEMENTARNYH GARMONI^ESKIH PO-

TENCIALOW.

3 pROWERKA INWARIANTNOSTI M

mY POKAVEM, ^TO ZNA^ENIE INWARIANTA M NA PARAH “KWIWALENTNYH POLEJ SOWPADAET. bUDET UDOBNO WOSPOLXZOWATXSQ DOPREDELXNOJ FORMOJ WYRAVENIQ

(1), NE PROIZWODQ USREDNENIQ PRI OPREDELENII FORMY μ. zAPI[EM INTEGRAL

W WIDE M (B, B̃) = ∫ h(C(x; x_1, x̃_1), C(x^′; x_2, x̃_2))dR^{18}, (20)

PRI^EM WYRAVENIE (1) POLU^AETSQ IZ (19) W REZULXTATE USREDNENIQ PO KO- ORDINATAM (x, x^′), PRI “TOM USREDNENII INTEGRAL QWLQETSQ RAWNOMERNO SHO- DQ]IMSQ. uSREDNENIE PO PROIZWOLXNOMU NABORU KOORDINAT (NAPRIMER, PO

x_1, x̃_1) RAWNOMERNYM, WOOB]E GOWORQ, NE QWLQETSQ, ^TO NE POZWOLQET WSQ-

KIJ RAZ WOSPOLXZOWATXSQ TEOREMOJ fUBINI I SWESTI NESOBSTWENNYJ INTEG- RAL (20) K POWTORNOMU. nIVE POKAZANO, ^TO DIFFERENCIROWANIE POD ZNAKOM INTEGRALA WOZMOVNO, ESLI SHODIMOSTX PODINTEGRALXNOGO WYRAVENIQ PONI- MATX W SMYSLE GLAWNOGO ZNA^ENIQ.

uDOBNO WOSPOLXZOWATXSQ SLEDU@]IM DOPREDELXNYM WYRAVENIEM, KOTO- ROE QWLQETSQ SOBSTWENNYM INTEGRALOM. M_ε(B, B̃) = ∫ h_ε(C(x; x_1, x̃_1), C(x^′; x_2, x̃_2))dR^{18}. (21)

iNTEGRIROWANIE WEDETSQ PO OBLASTI Ω ⊂ R^{18}, WYDELENNOJ URAWNENIEM

min(dist{x, x^′; x_1, x_2, x̃_1, x̃_2}) ≥ ε, GDE dist{. . .} OZNA^AET MNOVESTWO POPAR-

NYH RASSTOQNIJ MEVDU ZADANNYMI TO^KAMI. (sR. S DOKAZATELXSTWOM lEMMY

2.13).

dALEE W SILU ABSOL@TNOJ SHODIMOSTI IMEEM

lim_{ε→0} M_ε(B, B̃) = M (B, B̃). (22)

aBSOL@TNAQ SHODIMOSTX WYTEKAET IZ SLEDU@]EGO. rASSMOTRIM TO^KU X IZ

R^3. oSOBENNOSTX PODINTEGRALXNOGO WYRAVENIQ PORQDKA r^{−3} WOZNIKAET PRI

USLOWII SOWPADENIQ PO KRAJNEJ MERE DWUH IZ [ESTI TO^EK x, x^′, x1, x2, x̃1, x̃2 W PODYNTEGRALXNOM WYRAVENII S TO^KOJ X, T.E. W KORAZMERNOSTI 6. pRI BOLEE WYSOKOJ KORAZMERNOSTI 3k WYROVDENIQ KONFIGURACII TO^EK PORQDOK OSOBENNOSTI STANOWITSQ NE BOLEE −3(k −1). C DRUGOJ STORONY, PRAWAQ ^ASTX WYRAVENIQ (21) QWLQETSQ SOBSTWENNYM INTEGRALOM I DOPUSTIMO DIFFEREN- CIROWANIE POD ZNAKOM INTEGRALA.

wOSPOLXZUEMSQ O^EWIDNYM UTWERVDENIEM: PROIZWOLXNYJ DIFFEOMORFIZM

D ∈ SDiff (R^3 ) S KOMPAKTNYM NOSITELEM SWQZAN ODNOPARAMETRI^ESKIM SE-

MEJSTWOM DIFFEOMORFIZMOW S KOMPAKTNYMI NOSITELQMI S DIFFEOMORFIZ- MOM D^′, KOTORYJ TOVDESTWENEN WNUTRI NAPERED ZADANNOGO [ARA. iZ “TOGO, O^EWIDNO, WYTEKAET, ^TO INWARIANTNOSTX WYRAVENIQ M DOSTATO^NO PROWE- RITX DLQ PREDELXNO-MALOGO DIFFEOMORFIZMA, T.E. BEZDIWERGENTNOGO WEKTOR- NOGO POLQ.

pUSTX D(t) : R^3 → R^3, t ∈ [0; +ε] – ROSTOK ODNOPARAMETRI^ESKOGO SEMEJ- STWA DIFFEOMORFIZMOW IZ GRUPPY SDiff, PRI^EM D(0) = Id. oBOZNA^IM

^EREZ B(t),^~B(t) OBRAZY WEKTORNYH POLEJ PRI SOOTWETSTWU@]EM DIFFEOMOR- FIZME. mY POKAVEM, ^TO ∂M (B(t), B̃(t)) ∂t = 0 (23) . oBOZNA^IM^{d D(t)}_{d t} ^EREZ u. uSLOWIE SOHRANENIE OB˙EMA PEREPI[ETSQ W WIDE div(u) = 0.

iSPOLXZUEM RAWENSTWA d A(x; x_i) d t = u × grad φ(x; x_i) + grad ψ_1(x; x_i), d A(x) d t = u × B(x) + grad ψ_2(x),

(SM. [M] 2.118). fUNKCII ψ1(x; x1), ψ2(x) WYBIRA@TSQ TAKIMI, ^TOBY SOOT- WETSTWU@]IJ WEKTOR BYL BY BEZDIWERGENTNYM.

oBOZNA^IM ψ1(x; x1) + ψ2(x) ^EREZ ψ(x; x1). pOSLE DIFFERENCIROWANIQ WYRAVENIQ (21) POLU^IM^{∂M}_{∂t} =^{∑4}_{i=1} Xi, GDE

X_1 = lim_{ε→0} ∫ h_ε[ 1 2 (u × ((3 grad φ(x; x_1) − B(x)) + grad ψ(x; x_1))×

ℵ̃(x; x̃_1), C(x^′; x_2, x̃_2)]dR^{18}, (24)

oSTALXNYE SLAGAEMYE X2, X3, X4 POLU^ENY DIFFERENCIROWANIEM PO PRAWI- LU lEJBNICA I ZADA@TSQ ANALOGI^NYMI FORMULAMI.

pREDSTAWIM FUNKCI@ ψ(x; x1) W WIDE

ψ_0(x; x_1) = ψ(x_1)(|x − x_1|)^{−1} + ξ(x; x_1), (25)

GDE FUNKCIQ ξ(x; x1) NEPRERYWNA (NO, WOZMOVNO, IMEET RAZRYW PROIZWODNYH

O(r^{−1})). dALEE PREDSTAWIM DOPREDELXNYJ (PRI x → x_1) INTEGRAL W WYRA-

VENII (24) W WIDE SUMMY DWUH SLAGAEMYH

X_{1,1} = ∫ h_ε[ 1 2 (u × ((3 grad φ(x; x_1) − B(x)) + grad ξ(x; x_1))×

ℵ̃(x; x̃_1), C(x^′; x_2, x̃_2)]dR^{18}, (26)

X_{1,2} = ∫ h_ε[ 1 2 (grad ψ_0(x_1)|x − x_1|^{−1}) × ℵ̃(x; x̃_1), C(x^′; x_2, x̃_2)]dR^{18}. (27)

zAFIKSIROWAW PARAMETRY (x2, x̃1, x̃2) W INTEGRALE (26), PROWEDEM USRED- NENIE PODINTEGRALXNYH WELI^IN PO PEREMENNYM x1, x, x^′ WNUTRI OBLASTI

Ω_ε. pOLXZUQSX lEMMOJ 2.6, ZAMENIM WELI^INU 3grad φ(x; x_1) − B(x) SREDNEJ

(BESKONE^NO MALOJ) WELI^INOJ O(ε).

dALEE USTREMLQQ ε K NUL@ I ISPOLXZUQ RAWNOMERNU@ SHODIMOSTX PRI USREDNENII, POLU^IM (PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM ZNA^ENII PARAMETROW I PEREMENNYH) W PREDELE WYRAVENIE:

X_1 = ∫ 1 2 h[grad (ψ_0(x_1)(|x − x_1|)^{−1}) × ℵ̃(x; x̃_1), C(x^′; x_2, x̃_2))dR^{18}. (28)

pRI USREDNENII SOLENOIDALXNOGO SLAGAEMOGO grad ψ(x; x1) MY WOSPOLXZOWA- LISX TOVDESTWOM Δψ(x; x1) = −div(u × rot ℵ(x; x1)) ( cM. [M] 2.119), A TAKVE TEM, ^TO |x − x1|^{−1} GARMONI^ESKAQ FUNKCIQ, ^TO PRIWODIT K NULEWOMU SRED- NEMU ξ(x; x1) W PREDELE WYRAVENIQ (26).

dOKAVEM, ^TO WYRAVENIE (28) I ANALOGI^NYE EMU WYRAVENIQ DLQ WELI- ^IN Xi, i = 2, 3, 4, OBRA]A@TSQ W NULX. pREDSTAWIM POTENCIALXNOE WEKTOR- NOE POLE grad ψ(x; x1) = ψ0(x1)grad (|x − x1|)^{−1} S OSOBENNOSTX@ PRI x = x1 KAK SREDNEE (x1, x3)-SEMEJSTWA GRADIENTOW FUNKCIJ OT x S TO^E^NOJ OSOBEN- NOSTX@ PRI x3 = x1

G(x; x_1, x_3) = 3grad φ(x; x_1, x_3) − grad [m_{x1}ψ](x)). (29)

(USREDNENIE PROISHODIT PO PARAMETRAM x1, x3 I PONIMAETSQ W SMYSLE GLAW- NOGO ZNA^ENIQ W PREDPOLOVENII x3 ≠ x1), GDE φ(x; x1, x3) – SKALQRNYJ POTEN- CIAL DIPOLQ, PRILOVENNOGO W TO^KE x3 WDOLX WEKTORA POLQ ψ(x1)grad (|x −

x_1|)^{−1}.

dEJSTWITELXNO, ISPOLXZUEM FORMULU (14) IZ lEMMY 2.7 I POLU^IM

[m_{x1,x3} G](x) = [m_{x1} gradψ](x). sEMEJSTWO POTENCIALOW φ(x; x_1, x_3) QWLQETSQ

ABSOL@TNO SHODQ]IMSQ I MY NAHODIMSQ W USLOWIQH lEMMY 2.2.

pEREPI[EM INTEGRAL (28) c ISPOLXZOWANIEM FORMULY (29), W WIDE SLEDU- @]EGO ABSOL@TNO SHODQ]EGOSQ INTEGRALA

X_1 = ∫ h(G(x; x_1, x_3) × ℵ̃(x; x̃_1), C(x^′; x_2, x̃_2))dR^{21}. (30)

sOWPADENIE ZNA^ENIJ INTEGRALOW (28) I (30) SLEDUET IZ RAWNOMERNOJ SHO- DIMOSTI PO PEREMENNYM (x3; x, x^′), ^TO PRIWODIT K TOVDESTWENNO RAWNYM PRAWYM ^ASTQM W KAVDOM INTEGRALE.

wYRAVENIE (30) MOVNO PROINTEGRIROWATX QWNO. oPREDELIM WEKTOR-POTEN- CIAL F (x; x1, x̃1, x3) (DALEE MY POKAZYWAEM, ^TO “TOT WEKTOR QWLQETSQ POTEN- CIALOM) DLQ WEKTORA G(x; x1, x3) ×^~ℵ(x; x̃1)) FORMULOJ

F (x; x_1, x̃_1, x_3) = (3φ(x; x_1, x_3) − [m_{x1} ψ](x))ℵ̃(x; x̃_1). (31)

3.1 lEMMA

iNTEGRAL X1, ZADANNYJ PO FORMULE (30), WY^ISLQETSQ KAK SREDNEE ZNA^ENIE PO PEREMENNYM (x1, x̃1, x3, x2, x̃2) OT SKALQRNOGO PROIZWEDENIQ DWUH WEKTOROW

X_1 = [m_{x1,x̃1,x3} ∫ (F (x), C(x; x_2, x̃_2))]dx. (32)

dOKAZATELXSTWO

pRQMYE WY^ISLENIQ DOSTAWLQ@T FORMULU

rot F(x; x_1, x̃_1, x_3) = G(x; x_1, x_3) × ℵ̃(x; x̃_1)+

3φ(x; x_1, x_3) − [m_{x1} ψ](x))rot ℵ̃(x, x̃_1). (33)

pERWOE SLAGAEMOE DOSTAWLQET SEMEJSTWO WEKTOROW POD INTEGRALOM (30) (PO PERWOMU ARGUMENTU). sEMEJSTWO WEKTOROW, ZADANNYH WTORYM SLAGAEMYM SHODITSQ W SILU lEMM 2.6; 2.13 W SMYSLE GLAWNOGO ZNA^ENIQ K NULEWOMU WEK- TORU I UDOWLETWORQET USLOWI@ (u3) (2.12). tAKIM OBRAZOM “TO SEMEJSTWO WEKTOROW NE DAET WKLADA W WY^ISLENIQ INTEGRALA (30) I NE MENQQ ZNA^E- NIQ INTEGRALA EGO MOVNO PODSTAWITX W PODYNTEGRALXNOE WYRAVENIE. tA- KIM OBRAZOM, SEMEJSTWO WEKTOROW G(x; x1, x3) ×^~ℵ(x; x̃1) W INTEGRALE (30) MOVNO ZAMENITX NA SEMEJSTWO rot F(x; x1, x̃1, x3). bOLEE TOGO, SEMEJSTWO WEKTOROW F (x; x1, x̃3) QWLQETSQ BEZDIWERGENTNYM (S U^ETOM ZNA^ENIQ DIWER- GENCII W POL@SAH). (mOVNO DOBAWITX SEMEJSTWO GRADIENTOW GARMONI^ES- KIH POTENCIALOW S TO^E^NYMI OSOBENNOSTQMI, ”UBIWA@]IH” DIWERGENCI@ W OSOBENNOSTQH, A ZATEM OTNQTX GRADIENT SKALQRNOJ FUNKCII – IH SRED- NEE ZNA^ENIE) w SAMOM DELE, [mx_1,x_3 div F ](x; x̃1) = [mx_1,x_3 3grad](φ(x) −

grad[m_{x1} ψ](x)), ℵ̃(x; x̃_1)) + 3[m_{x1,x3} ∮ φ(x)ℵ̃(x; x̃_1)]dS_ε = 0. pRI WY^ISLENII [m_{x1,x3} gradφ](x) MY WOSPOLXZOWALISX (14), A PRI WY^ISLENII POSLEDNEGO SLA-

GAEMOGO^∮ φ(x; x1, x3)^~ℵ(x; x̃1)dSε WOSPOLXZOWALISX (6).

C U^ETOM pREDLOVENIQ 2.16, KAVDYJ WEKTOR rot F(x; x1, x̃1, x3)×^{(x−x0)}_{||(x−x}0_{)||}3 PRI USREDNENII PO x (W GLAWNOM ZNA^ENII PRI x → x3) PEREJDET W WEKTOR- POTENCIAL F (x^′; x1, x̃1, x3), KOTORYJ OPREDELQETSQ ODNOZNA^NO USLOWIEM BEZ- DIWERGENTNOSTI I USLOWIEM MINIMALXNOGO PORQDKA W OSOBENNOSTQH. dEJST- WITELXNO, PRI TAKOM USREDNENII POLU^ITSQ SEMEJSTWO S POL@SAMI NE STAR- [E r^{−2} (W DEJSTWITELXNOSTI, r^{−1}, ESLI PRINQTX WO WNIMANIE SOOBRAVENIQ ”^ETNOSTI”). iSHODNOE SEMEJSTWO F TAKVE, O^EWIDNO, “TOMU SWOJSTWU UDOW- LETWORQET, I, POTOMU, OBA SEMEJSTWA QWLQ@TSQ ABSOL@TNO SHODQ]IMISQ. oBA SEMEJSTWA (POSLE USREDNENIQ) BEZDIWERGENTNY, IH RAZNOSTX QWLQETSQ POTEN- CIALXNYM WEKTOROM I USREDNENIQ SOWPADA@T.

sLEDOWATELXNO, PRI USREDNENII PO x SEMEJSTWO INTEGRALOW ∫ h(rot F (x; x_1, x̃_1, x_3), C(x^′; x_2, x̃_2))dx^′

PEREHODIT W SEMEJSTWO INTEGRALOW SKALQRNYH PROIZWEDENIJ ∫ (F (x^′; x_1, x̃_1, x_3), C(x^′; x_2, x̃_2))d x^′.

tAKIM OBRAZOM, INTEGRAL (30) MOVET BYTX WY^ISLEN PO FORMULE (32), ^TO DOKAZYWAET lEMMU 3.1.

dLQ DOKAZATELXSTWA RAWENSTWA (21) OSTALOSX ZAMETITX, ^TO WYRAVENIE

(32) OBRA]AETSQ W NULX IZ ARIFMETI^ESKIH SWOJSTW KOSOJ KOMMUTATIWNOSTI

SME[ANNOGO PROIZWEDENIQ: (a × b; c) = −(c × b; a). pRI “TOM POLAGAEM a =

ℵ̃(x; x̃_1); b = ℵ(x; x_1), c = ℵ̃(x; x̃_2). sLAGAEMOE S PROTIWOPOLOVNYM ZNAKOM

WOZNIKAET PRI PERESTANOWKE TO^EK x̃1, x̃2. iNWARIANTNOSTX M DOKAZANA.

4 iNWARIANT M NEWYROVDEN

pUSTX (B,^~B) – PARA BEZDIWERGENTNYH WEKTORNYH POLEJ, KOTORAQ MODELIRU- ET ZACEPLENIE L ∪^~L (SM. PO POWODU OPREDELENIQ [Fr]). —TO OZNA^AET, ^TO WYDELENY DWA POLNOTORIQ UL, U~_L I POLQ B,^~B IME@T W KA^ESTWE NOSITELEJ SOOTWETSTWU@]IE POLNOTORIQ. iZ-ZA USLOWIQ div(B) = div(^~B) = 0, POLQ HARAKTERIZUTSQ ZNA^ENIQMI POTOKOW f,^~f ^EREZ TRANSWERSALXNYE SE^ENIQ SOOTWETSTWU@]IH POLNOTORIEW.

pOSTROENIE WYS[IH ANALOGOW INTEGRALA SPIRALXNOSTI PROWODITSQ, KAK PRAWILO, DLQ SLU^AQ WEKTORNYH POLEJ, MODELIRU@]IH ZACEPLENIE. pRI “TOM ^ASTO PREDPOLAGA@T, ^TO KLASS ZACEPLENIJ DLQ KOTORYH OPREDELEN WYS[IJ ANALOG INTEGRALA SPIRALXNOSTI UDOWLETWORQET TEM ILI INYM DO- POLNITELXNYM PREDPOLOVENIQM, T.E. ZACEPLENIE, MODELIRUEMOE POLEM, NE QWLQETSQ PROIZWOLXNYM (SM., NAPRIMER, [M-S], [E-B]).

w “TOM RAZDELE MY PREDPOLOVIM, ^TO

lk(L, L̃) = 0 (34)

I POKAVEM, ^TO W “TOM SLU^AE SPRAWEDLIWO RAWENSTWO M (B;^~B) = W (B;^~B), GDE W – INWARIANT sATO-lEWINA (SM. [S-L]), INTEGRALXNAQ FORMULA DLQ KO- TOROGO POSTROENA W RABOTE [A-R].

nAPOMNIM OPREDELENIE INWARIANTA W . pUSTX A(x),^~A(x) – WEKTOR-POTEN- CIALY DLQ POLEJ B I^~B SOOTWETSTWENNO. pO USLOWI@ (34) OPREDELENY GLAD- KIE FUNKCII ϕ I^~ϕ S OBLASTQMI OPREDELENIQ U ,^~U , UDOWLETWORQ@]IE TOV- DESTWAM_{grad ϕ̃ = Ã|U}

grad ϕ = A|_Ũ.

oPREDELEN WEKTOR G(x) = A(x) × Ã(x) − ϕ̃(x)B(x) + ϕ(x)B̃(x). lEGKO WIDETX, ^TO div(G) = 0 W KADOJ TO^KE PROSTRANSTWA I OPREDELEN WEKTOR

F (x) TAKOJ, ^TO rotF = G. oPREDELIM W (B, B̃) = ∫ G(x)F (x) − ϕ̃^2(x)A(x)B(x) − ϕ^2(x)Ã(x)B̃(x)dR^3. (35)

dOKAZANO (SM. [A-R]), ^TO W (B,^~B) = f^{2~}f^2β(L;^~L), GDE β - INWARIANT sATO-lEWINA, OPREDELENNYJ DLQ PROIZWOLXNOGO DWUKOMPONENTNOGO ZACEPLE- NIQ, UDOWLETWORQ@]EGO USLOWI@ (34), POSTROENNYJ W [S-L].

mY POKAVEM, ^TO M (B,^~B) = W (B,^~B), GDE PRAWAQ ^ASTX RAWENSTWA OPRE- DELENA LI[X DLQ O^ENX SPECIALXNOGO KLASSA PAR WEKTORNYH POLEJ (KOTORYJ BYL OPISAN WY[E), W TO WREMQ KAK LEWAQ ^ASTX OPREDELENA DLQ PROIZWOLX- NOJ PARY WEKTORNYH POLEJ. nA[E DOKAZATELXSTWO ISPOLXZUET USLOWIE NEZA- UZLENNOSTI HOTQ-BY ODNOJ KOMPONENTY ZACEPLENIQ Ł (SKAVEM, KOMPONENTY L), W ^ASTNOSTI, ONO PROHODIT DLQ SLU^AQ ZACEPLENIQ uAJTHEDA, POSKOLXKU OBE EGO KOMPONENTY NEZAUZLENY. tAKIM OBRAZOM, INWARIANT M OBOB]AET INWARIANT sATO-lEWINA. w TOPOLOGII PODOBNOE OBOB]ENIE SWQZANO S INWA- RIANTOM wIRO-pOLQKA [P-V] (cM. TAKVE [A-M-R]) (PEREOTKRYTYM W RABO- TAH [K-L],[A-Re]). dALEE W RAZDELE 5 MY OBOB]IM INWARIANT W NA SLU^AJ PROIZWOLXNOGO DWUKOMPONENTNOGO (W OBOB]ENNOM SMYSLE) ZACEPLENIQ, (T.E. MNOGOKOMPONENTNOGO ZACEPLENIQ, KOMPONENTY KOTOROGO OKRA[ENY W DWA CWE- TA I SWQZNYMI NE PREDPOLAGA@TSQ). pRI “TOM NOWYJ INWARIANT ZACEPLENIJ OBOZNA^EN ^EREZ M , HOTQ SOWPADENIE “TOGO INWARIANTA S OSNOWNYM INWA- RIANTOM, POSTROENNYM W RABOTE, POKA NE DOKAZANA. w NAPRAWLENII TAKOGO DOKAZATELXSTWA POLU^ENY REZULXTATY W RABOTE [A-M-R], W KOTOROJ WYDWI- NUTA GIPOTEZA, O TOM, ^TO INWARIANT pOLQKA-wIRO OPREDELEN NE TOLXKO DLQ DWUKOMPONENTNYH (PROIZWOLXNYH) ZACEPLENIJ, NO I DLQ DWUKOMPONENTNYH (W OBOB]ENNOM SMYSLE) ZACEPLENIJ.

rASPOLOVIM NA[E ZACEPLENIE Ł W PROSTRANSTWE TAKIM OBRAZOM, ^TOBY NEZAUZLENNAQ KOMPONENTA L PREDSTAWLQLA BY SOBOJ PLOSKU@ OKRUVNOSTX MA- LOGO RADIUSA, A KOMPONENTA^~L PERESEKALA BY DISK D^2, OGRANI^ENNYJ KOMPO- NENTOJ L PO SEMEJSTWU ρ PRQMOLINEJNYH OTREZKOW W NEKOTOROM ^ISLE TO^EK S ALGEBRAI^ESKOJ KRATNOSTX@ 0. pRI “TOM WSE TO^KI PERESE^ENIQ^~L c DISKOM D RASPOLOVENY WBLIZI CENTRALXNOJ TO^KI x DISKA D.

pUSTX U ,^~U – POLNOTORII MALOGO RADIUSA, OKRUVA@]IE SOOTWETSTWU@- ]IE KOMPONENTY ZACEPLENIQ, KOTORYE SLUVAT NOSITELQMI POLEJ B,^~B SO- OTWETSTWENNO. wYBIRAQ DIAMETR POLNOTORIQ^~U O^ENX MALYM I UWELI^IWAQ POSREDSTWOM IZOTOPII, NEPODWIVNOJ NA L DLINY SEMEJSTWA ρ OTREZKOW, (WSQ OSTALXNAQ ^ASTX KOMPONENTY^~L POPADAET W OKRESTNOSTX DUGI, UDALENNOJ OT KOMPONENTY L NA O^ENX BOLX[OE RASSTOQNIE) UDLINNQQ IH PO OBE STORONY DISKA, DOBXEMSQ TOGO, ^TOBY FUNKCIQ^~ϕ (SM. (35)), OPREDELENNAQ NA U , STALA BY TOVDESTWENNO RAWNOJ NUL@ SO SKOLX UGODNO BOLX[OJ TO^NOSTX@. tEPERX INTEGRAL (35) PRIWODITSQ K WIDU

W (B; B̃) = ∫ G(x)F (x) − ϕ^2Ã(x)B̃(x)dR^3. zDESX WEKTOR-FUNKCIQ G(x) POSTROENA PO PARE GARMONI^ESKIH POTENCIA- LOW A(x),^~A(x) I SOOTWETSTWU@]EJ FUNKCII ϕ. dALEE, POSLE KALIBROWO^NOGO PREOBRAZOWANIQ A(x) → A(x)+grad f DLQ PODHODQ]EJ FUNKCII f S NOSITELEM

W OKRESTNOSTI KOMPONENTY^~L, POLU^AEM

W (B; B̃) = ∫ G(x)F (x)dR^3, GDE G(x) = (A(x) + grad f(x)) ×^~A(x). tEPERX W (B;^~B) = H(G(x); G(x)) =

H(A(x)×Ã(x); A(x)×Ã(x))+2H(grad f(x)+Ã(x); A(x)×Ã(x))+H(grad f(x)× Ã(x); grad f(x) × Ã(x)) = M (B, B̃) + 2H(grad f(x) + Ã(x); A(x) × Ã(x)) +

H(grad f(x) × Ã(x); grad f(x) × Ã(x)). wTOROE I TRETXE SLAGAEMOE W “TOM WY-

RAVENII RAWNY NUL@, T.K. KAVDOE IZ NIH MOVNO PREDSTAWITX W WIDE (30) I POWTORITX DALXNEJ[IE RASSUVDENIQ PREDIDU]EGO RAZDELA, ISPOLXZUQ USLO- WIE ORTOGONALXNOSTI. tEM SAMYM RAWENSTWO M (B;^~B) = W (B;^~B) DOKAZANO.

5 pOSTROENIE INWARIANTA M DLQ PARY PO- LEJ, MODELIRU@]IH DWUKOMPONENTNOE (W OB- OB]ENNOM SMYSLE) ZACEPLENIE

pUSTX WEKTORNYE POLQ B,^~B MODELIRU@T ZACEPLENIE Ł = L ∪^~L, PRI^EM KOM- PONENTY L,^~L ZACEPLENIQ SWQZNYMI NE PREDPOLAGA@TSQ (SM. OPREDELENIQ RAZDELA 4). oTLI^IE NA[EGO PODHODA OT RANEE PREDLOVENNYH W [M-S], [E-B],

[A-R] SOSTOIT W TOM, ^TO MY NE NAKLADYWAEM NIKAKIH OGRANI^ENIJ NA KO-

“FFICIENTY ZACEPLENIQ KOMPONENT I NIKAKIH OGRANI^ENIJ NA INWARIANTY mILNORA μ123 DLQ TREHKOMPONENTNYH PODZACEPLENIJ.

pUSTX fi,^~fj , 1 ≤ i ≤ l, 1 ≤ j ≤ m – ZNA^ENIQ POTOKOW WEKTOROW B, B̃ ^EREZ TRANSWERSALXNYE SE^ENIQ SOOTWETSTWU@]IH TRUBOK. pUSTX lk(i, j) – MATRICA RAZMERA l × m POPARNYH KOEFFICIENTOW ZACEPLENIJ RAZLI^NYH SWQZNYH KOMPONENT, PRI^EM PERWAQ KOMPONENTA W PARE WYBIRAETSQ IZ PERWOJ OBOB]ENNOJ KOMPONENTY ZACEPLENIQ, A WTORAQ IZ WTOROJ. dLQ KAVDOJ KOM- PONENTY Li OPREDELIM WE]ESTWENNOE ^ISLO κi =^∑_j^~fj lk(i, j). aNALOGI^NO DLQ KAVDOJ KOMPONENTY^~Lj WWEDEM ^ISLO κ̃j PO FORMULE κ̃j =^∑_i filk(i, j).

5.1 oPREDELENIE

sKAVEM, ^TO ZACEPLENIE Ł QWLQETSQ ^ISTYM, ESLI WYPOLNENY RAWENSTWA

κ_i = 0, κ̃_j = 0 DLQ WSEH i, j.

dLQ ^ISTYH ZACEPLENIJ TREBUEMOE INTEGRALXNOE WYRAVENIE, FAKTI^ES- KI, BYLO POSTROENO W [A-R] (PEREHOD OT DWUKOMPONENTNYH ZACEPLENIJ SO SWQZNYMI KOMPONENTAMI K OBOB]ENNYM DWUKOMPONENTNYM PROISHDIT BEZ KAKAH-LIBO ZATRUDNENIJ), MY ISPOLXZOWALI “TO INTEGRALXNOE WYRAVENIE W RAZDELE 4 DLQ DOKAZATELXSTWA NEWYROVDENNOSTI INWARIANTA M , OPREDE- LENNOGO W RAZDELE 1. nA[I DALXNEJ[IE POSTROENIQ SWQZANY S ANALIZOM

OSTATO^NYH ^LENOW W WYRAVENII INTEGRALA (35) I DOPOLNITELXNYH SLAGA- EMYH W WYRAVENII DLQ WEKTORA G(x), PRI POMO]I KOTOROGO “TOT INTEGRAL OPREDELQETSQ. mY OSLABIM USLOWIE ^ISTOTY ZACEPLENIQ Ł I OPREDELIM ANA- LOGI^NOE INTEGRALXNOE WYRAVENIE BEZ KAKIH-LIBO DOPOLNITELXNYH PREDPO- LOVENIJ. nAM BUDET NEOBHODIMO WWESTI SPECIALXNU@ SISTEMU KOORDINAT W OKRESTROSTI NOSITELEJ POLEJ.

pUSTX (U,^~U ) ⊃ (L,^~L) – PARA TRUB^ATYH OKRESTNOSTEJ (BOLEE TO^NO, PA- RA OB˙EDINENIJ TRUB^ATYH OKRESTNOSTEJ), SODERVA]IH SOOTWETSTWU@]IE KOMPONENTY ZACEPLENIQ. dADIM OPREDELENIE CILINDRI^ESKOJ SISTEMY KO- ORDINAT NA PARE OKRESTNOSTEJ (U,^~U ).

pUSTX Ui ⊂ U – SWQZNAQ KOMPONENTA, QWLQ@]AQSQ OKRESTNOSTX@ ODNOJ IZ PODKOMPONENT ZACEPLENIQ. pOD CILINDRI^ESKOJ SISTEMOJ KOORDINAT NA Ui BUDEM PONIMATX DIFFEOMORFIZM

F_i : D^2_ε × S^1 → U_i, (36)

GDE D^2_ε – DISK RADIUSA 1 >> ε > 0, PRI^EM WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ.

(1) Im(F |0 × S^1) = L_i.

(2) oSNA]ENIE OKRESTNOSTI Ui, ZADANNOE POSREDSTWOM Fi, IMEET NULEWOJ KOEFFICIENT SAMOZACEPLENIQ.

(3) dIFFEOMORFIZM Fi PEREWODIT FORMU STANDARTNOGO OB˙EMA W PROOB- RAZE (PREDPOLAGAETSQ, ^TO FORMA PLO]ADI I DLINY NA DEKARTOWYH KOORDI- NATAH W PROBRAZE WYBRANY STANDARTNYMI) W FORMU STANDARTNOGO OB˙EMA EWKLIDOWA PROSTRANSTWA.

(4) nOSITELX POLQ B W OKRESTNOSTI U CELIKOM POPADAET WNUTRX MENX- [EGO POLNOTORIQ, PRI “TOM OBRAZ TONKOGO CILINDRI^ESKOGO SLOQ c DWUMQ GRANICAMI D^2_{ε−δ} × S^1 ⊂ D^2_ε × S^1, 0 < δ << ε NE SODERVIT NOSITELQ POLQ B. —TOT OBRAZ DALEE BUDET OBOZNA^ATXSQ ^EREZ Vi, A POLNOTORIJ Ui \ Vi ^EREZ

U^′_i .

aNALOGI^NYE OPREDELENIQ I OBOZNA^ENIQ WWODITSQ DLQ KAVDOJ SWQZNOJ OKRESTNOSTI^~Uj ⊂^~U . dLQ TOGO, ^TOBY SRAWNIWATX DWE CILINDRI^ESKIE SIS- TEMY KOORDINAT NA ODNOM I TOM VE ZACEPLENII UDOBNO USLOWITXSQ, ^TO PA- RAMETR ε, OT KOTOROGO ZAWISIT OB˙EM KAVDOGO POLNOTORIQ (KAK W OBRAZE, TAK I W PROOBRAZE) ODINAKOW DLQ KAVDOGO POLNOTORIQ I WYBIRAETSQ DOSTATO^NO MALYM TAK, ^TOBY SUMMARNYJ OB˙EM WSEH POLNOTORIEW OSTAWALSQ MALYM. sTROGO GOWORQ, SLEDUET RAZLI^ATX SISTEMY CILINDRI^ESKIH KOORDINAT W ZAWISIMOSTI OT ZNA^ENIQ ε.

oPREDELIM KANONI^ESKU@ RIMANOWU METRIKU Ξi (^~Ξj ) W OKRESTNOSTI Ui

(Ũ_j) KAK METRIKU INDUCIROWANNU@ IZ STANDARTNOJ METRIKI NA D^2_ε × S^1

POSREDSTWOM Fi. aNALOGI^NO OPREDELIM METRIKU W^~Uj. uDOBNO USLOWITSQ, ^TO KAVDAQ IZ POSTROENNYH METRIK PRODOLVENA (S SOHRANENIEM OB˙EMA) W CILINDRI^ESKOJ OKRESTNOSTI Vi (^~Vj ) c WNUTRENNEJ GRANICY DO STANDARTNOJ METRIKI R^3 NA WNE[NEJ GRANICE. pRODOLVENIE, TEM SAMYM, OPREDELQET RIMANOWU METRIKU NA WSEM PRSTRANSTWE R^3, STANDARTNU@ WNE OKRESTRNOSTI

NOSITELQ.

mY BUDEM RASSMATRIWATX ZACEPLENIQ S TO^NOSTX@ DO SLEDU@]EGO OT- NO[ENIQ “KWIWALENTNOSTI, ^TO UDOBNO. pUSTX (Ł; U,^~U), (Ł^′; U^′,^~U^′) – DWA DWUKOMPONENTNYH (W OBOB]ENNOM SMYSLE) ZACEPLENIQ, SNABVENNYE CILIND- RI^ESKIMI SISTEMAMI KOORDINAT S ODINAKOWYMI OB˙EMAMI. uSLOWIMSQ DLQ KRATKOSTI TAKIE ZACEPLENIQ NAZYWATX UTOL]ENNYMI. sKAVEM, ^TO “TI DWA UTOL]ENNYH ZACEPLENIQ “KWIWALENTNY, ESLI NAJDETSQ DIFFEOMORFIZM IZ

SDiff(R^3 ) S KOMPAKTNYM NOSITELEM, PEREWODQ]IJ ODNO ZACEPLENIE W DRU-

GOE (S SOHRANENIEM KAVDOJ OBOB]ENNOJ KOMPONENTY) I PEREWODQ]IJ ZADAN- NU@ CILINDRI^ESKU@ SISTEMU KOORDINAT OKRESTNOSTI ODNOGO ZACEPLENIQ W CILINDRI^ESKU@ SISTEMU KOORDINAT OKRESTNOSTI DRUGOGO. lEGKO POKAZATX, ^TO NOWOE OTNO[ENIE “KWIWALENTNOSTI SOWPADAET S OBY^NYM: DWA UTOL]EN- NYH ZACEPLENIQ (Ł; U,^~U) I (Ł^′; U^′,^~U^′), “KWIWALENTNY TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA SAMI ZACEPLENIQ Ł I Ł^′ “KWIWALENTNY W SMYSLE OB˙EMLEMOJ IZOTOPII (GLADKOJ) PROSTRANSTWA, PEREWODQ]EJ ODNO ZACEPLENIE W DRUGOE. pOSTROIM INTEGRALXNYJ INWARIANT DLQ UTOL]ENNOGO ZACEPLENIQ (Ł; U,^~U) I PROWE- RIM, ^TO “TOT INWARIANT SOHRANQETSQ PRI OPREDELENNOM WY[E OTNO[ENII “KWIWALENTNOSTI.

dLQ POSTROENQ INTEGRALA UDOBNO ZADAWATX POLQ B,^~B WNUTRI KAVDOJ OKRESTNOSTI NEKOTORYMI SPECIALXNYMI FORMULAMI, SWQZANNYMI S CILIND- RI^ESKOJ SISTEMOJ KOORDINAT NA UTOL]ENII. oPREDELIM WE]ESTWENNOZNA^- NYE FUNKCII χi : Ui → R^1 (χ̃j :^~Uj → R^1) UDOWLETWORQ@]IE SLEDU@]IM USLOWIQM:

(i) χ_i = 0 (χ̃_j = 0) W CILINDRI^ESKOJ OKRESTNOSTI V_i (Ṽ_j ).

(ii) FUNKCIQ χ_i (χ̃_j) ZAWISIT LI[X OT r- KOORDINATY NA DISKE D_i (D̃_j ) –

TRANSWERSALXNOM SE^ENII SOOTWETSTWU@]EJ TRUBKI.

(iii) ∫ Δχ_idD_i = −f_i ( ∫ Δχ̃_jdD̃_j = −f̃_j ).

uDOBNO ZADATX TAKU@ FUNKCI@ W KLASSE NEPRERYWNYH I KUSO^NO-DIFFE- RENCIRUEMYH. pRI “TOM ZNA^ENIE OPERATORA Δ UVE PREDSTAWLQET SOBOJ OBOB]ENNU@ FUNKCI@ S NOSITELEM NA POWERHNOSTI RAZRYWA PROIZWODNOJ IS- HODNOJ FUNKCII. sOOTWETSTWU@]IJ PEREHOD K GLADKOMU SLU^A@ POSREDST- WOM C^0- APPROKSIMACII S SOHRANENIEM USLOWIJ (i)-(iii) NE WYZYWAET ZATRUD- NENIJ.

5.2 oPREDELENIE

oPREDELIM FUNKCI@ χi S NOSITELEM NA Ui, ZAWISQ]U@ LI[X OT KOORDINATY r PO FORMULE χ_i(r) = α, 0 ≤ r ≤ ε 2 , χ_i(r) = α − αδ^{−1}(r − ε 2 ), ε 2 < r < ε 2 + δ, χ_i(r) = 0, ε 2 + δ < r < ε.

w “TIH FORMULAH 0 < δ << ε, α-WE]ESTWENNYJ PARAMETR, KOTORYJ WYBIRA- ETSQ TAKIM, ^TOBY WYPOLNQLOSX USLOWIE (iii) W OPREDELENII χ. oPREDELENIE

χ̃_j SOWER[ENNO ANALOGI^NO.

dLQ WY^ISLENIQ A WOSPOLXZUEMSQ SLEDU@]IMI RAWENSTWAMI

Δχ_i =

∂^2χ_i(r) dr^2 + r χ_i(r) ∂r^2 = αδ^{−1}r, 1 2 < r < 1 2 + δ. Δχ_i = −î_r αδ^{−1}, r = 1 2 ; Δχ_i = î_rαδ^{−1}, r_0 = 1 2 + δ. Δχ_i = 0, {0 ≤ r < ε 2 ; ε 2 + δ < r ≤ ε}. w “TIH FORMULAH^^ir – OBOB]ENNAQ FUNKCIQ S NOSITELEM NA POLNOTORII RA- DIUSA r. tOGDA^∫ ΔχidDi = α(1 − δ). oTKUDA α = f^i_{1−δ} .

wYBEREM WEKTOR B W TRUBKE Ui PARALLELXNYM CENTRALXNOJ LINII, A DLINU I NAPRAWLENIE “TOGO WEKTORA WYBEREM W SOOTWETSTWII SO SLEDU@]EJ FORMULOJ:_{(B, n) = Δχi, (37)}

GDE n–WEKTOR EDINI^NOJ POLOVITELXNOJ NORMALI K POWERHNOSTI Di TRANS- WERSALXNOGO SE^ENIQ TRUBKI. wYRAVENIE W LEWOJ ^ASTI RAWENSTWA PRED- STAWLENO SKALQRNYM PROIZWEDENIEM W KAVDOJ TO^KE DISKA Di, “TO RAWENST- WO DOLVNO WYPOLNQTXSQ W KAVDOJ TO^KE DLQ KAVDOGO SE^ENIQ TRUBKI. —TI USLOWIQ OPREDELQ@T WEKTOR B W KAVDOJ TO^KE TRUBKI Ui ODNOZNA^NO. o^E- WIDNO, ^TO WEKTOR B OKAZYWAETSQ BEZDIWERGENTNYM I WELI^INA EGO POTOKA ^EREZ SE^ENIE Di RAWNA fi (cM. USLOWIE (iii)). aNALOGI^NO OPREDELQ@TSQ WEKTOR^~B W KAVDOJ TRUBKE^~Uj . tEPERX PEREJDEM K OPREDELENI@ WEKTOR- POTENCIALOW A,^~A W KAVDOJ TRUBKE Ui,^~Uj . sLEDUET WYBRATX “TI WEKTORA W NAIBOLEE PROSTOJ FORME.

zADADIM WEKTOR A W OKRESTNOSTI U^′_i , U^′_i ⊂ Ui (KOTORU@ DLQ KRATKOSTI W DALXNEJ[EM BUDEM OBOZNA^ATX ^EREZ U^′_i PO FORMULE

A|_U0_i = A0 + A1, (38)

WEKTOR^~A ZADADIM PO FORMULE

Ã|_U0_i = Ã2. (39)

w “TIH FORMULAH WEKTORA A1,^~A1 PARALLELXNY CENTRALXNOJ LINII TRUB- KI Ui I IME@T POSTOQNNU@ KOORDINATU WDOLX “TOJ OBRAZU@]EJ, A WEKTOR A0 IMEET EDINSTWENNU@ NENULEWU@ CIKLI^ESKU@ KOORDINATU φ W KAVDOM TRANSWERSALXNOM SE^ENII, PRI^EM ZNA^ENIE “TOJ KOORDINATY (TEM SAMYM I

DLINY WEKTORA) ZAWISIT LI[X OT RASSTOQNIQ DO CENTRALXNOJ LINII I NE ZA- WISIT OT ZNA^ENIQ “TOJ KOORDINATY. zNA^ENIE “TOJ KOORDINATY ODNOZNA^NO WOSSTANAWLIWAETSQ IZ URAWNENIQ

rot A0 = B|_U0_i

I GRANI^NOGO USLOWIQ A0|L_i = 0, GDE Li – CENTRALXNAQ LINIQ TRUBKI. wEKTOR A0 W RAZLOVENII WEKTORA A PRI “TOM OKAZYWAETSQ WEKTOROM-POTENCIALOM POLQ B WNUTRI TRUBKI U^′_i , WYBRANNYM W PROSTEJ[EJ FORME, WEKTOR A1 QW- LQETSQ WEKTOROM- POTENCIALOM, PREDSTAWLENNYM GRADIENTOM MNOGOZNA^NOJ FUNKCII NA U^′_i . —TA FUNKCIQ POSTOQNNA PO KOORDINATAM TRANSWERSALI K TRUBKE I LINEJNA PO KOORDINATE OBRAZU@]EJ. dLINA “TOGO WEKTORA W KAV- DOJ TO^KE IZ U^′_i POSTOQNNA I OPREDELQETSQ SUMMOJ PROIZWEDENIJ POTOKOW W KAVDOJ OSTAW[EJSQ TRUBKE U^′_i , i^′ ≠ i NA KO“FFICIENT ZACEPLENIQ lk(L^′_i, Li). dLINA WEKTORA^~A2 OPREDELENA ANALOGI^NOJ KONSTANTOJ κi, SWQZANNOJ S PO- TOKAMI, INDUCIROWANNYMI POLEM^~B W TRUBKAH^~Uj .

w OKRESTNOSTI^~U^′_j ,^~U^′_j ⊂^~Vj, IMEETSQ ANALOGI^NOE RAZLOVENIE PO FORMULE

Ã|_U0_j = Ã0 + Ã1, (40)

WEKTOR A ZADAETSQ PO FORMULE

A|_U0_i = A2. (41)

w OB]EM SLU^AE MOVNO ZAPISATX W OKRESTNOSTI Ui ( I ANALOGI^NO W OKRESTNOSTI^~Uj ) A = A0+A1+grad ϕ,^~A^H =^~A2+grad^~ψ, GDE ϕ,^~ψ PODHODQ]IE SKALQRNYE (ODNOZNA^NYE) FUNKCII. —TA OB[AQ FORMULA ISPOLXZOWATXSQ NE BUDET. wEKTOR A, ZADANNYJ W OKRESTNOSTI ZACEPLENIQ Ł FORMULAMI (38),

(41), PRODOLVAETSQ DO WEKTOR-POTENCIALA WO WSEM OSTAW[EMSQ PROSTRANST-

WE R^3\{U^′∪^~U^′} KAK GRADIENT MNOGOZNA^NOJ FUNKCII W STANDARTNOJ METRIKE NA R^3 \{U ∪^~U} I NESTANDARTNOJ (NEEWKLIDOWOJ) NA KOLXCEWYH OKRESTNOSTQH

V ∪ Ṽ . wEKTOR-POTENCIALY A, Ã POLEJ B, B̃ POSTROENY.

rASSMOTRIM FUNKCI@^∑_i κiχi NOSITELEM W OKRESTNOSTI U , OBOZNA^IM “TU FUNKCI@ ^EREZ χ. aNALOGI^NO OPREDELQETSQ FUNKCIQ χ̃ FORMULOJ^∑_j κ̃jχ̃j. oPREDELIM WEKTOR-POTENCIAL G W PROSTRANSTWE R^3 PO FORMULE

G = A × Ã − gradχ + gradχ̃. (42)

zAMETIM, ^TO NOSITELI DOPOLNITELXNYH SLAGAEMYH W FORMULE (42) LEVAT W U ∪^~U . bOLEE TOGO, WEKTOR G W OBLASTI U ∪^~U NAPRAWLEN WDOLX RADIUSOW DISKOW TRANSWERSALXNOGO SE^ENIQ. pRQMYM WY^ISLENIEM UBEVDAEMSQ, ^TO WYPOLNENO RAWENSTWO_{div(G(x)) = 0 (43)}

DLQ KAVDOJ TO^KI PROSTRANSTWA. dEJSTWITELXNO, W DOPOLNENII R3\{U ∪^~U }, GDE POLQ B,^~B OBRA]A@TSQ W NULX, FORMULA O^EWIDNO WYTEKAET IZ SOOTNO- [ENIQ div(gradf1 × gradf2) = 0. w OBLASTI NOSITELEJ POLQ, NAPRIMER, W

OBLASTI Ui, SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE divG(x) = (rotA(x),^~A2) − κiΔχi =

κ_i((B(x), n) − Δχ_i) = 0 W SILU RAWENSTWA (37).

tAKIM OBRAZOM, U^ITYWAQ (43), OPREDELEN WEKTOR F (x), rot F(x) = G(x). wEKTOR F (x) OPREDELEN S TO^NOSTX@ DO PRIBAWLENIQ GRADIENTA ODNOZNA^- NOJ FUNKCII. oPREDELIM OBOB]ENNYJ INWARIANT SPIRALXNOSTI M (B,^~B) PO FORMULE M (B, B̃) = ∫ F (x)G(x)dR^3. (44)

fORMULA (44) QWLQETSQ OBOB]ENIEM ^ASTNOGO SLU^AQ (35) DLQ ZACEPLENIQ SO SWQZNYMI KOMPONENTAMI L,^~L. ~ASTNOSTX ZAKL@^AETSQ W PREDPOLOVENII, ^TO W FORMULE (35) WEKTORA A,^~A WYBRANY TAK, ^TO FUNKCII ϕ,^~ϕ, POSTROEN- NYE PO NIM, OKAZYWA@TSQ NULEWYMI. mOVNO PYTATXSQ OBOB]ITX FORMULU

(44) I IZBAWITSQ OT DOPOLNITELXNYH PREDPOLOVENIJ, WWEDQ DOPOLNITELXNYE

SLAGAEMYE W FORMULE (42) PO ANALOGII.

dOKAVEM, ^TO WYRAVENIE (44) NE ZAWISIT OT WYBORA UTOL]ENNOGO ZACEP- LENIQ W KLASSE “KWIWALENTNOSTI. iNYMI SLOWAMI, DOKAVEM, ^TO PRI DIF- FEOMORFIZME D SOHRANQ@]EM OB˙EM I PEREWODQ[EM CILINDRI^ESKU@ SISTE- MU KOORDINAT UTOL]ENIQ PERWOGO ZACEPLENIQ W SISTEMU KOORDINAT DRUGOGO ZNA^ENIE INWARIANTA M (B,^~B) NE IZMENQETSQ. pRI ZAMENE SISTEMY KOORDI- NAT WEKTORA A,^~A MENQ@TSQ NA KALIBROWO^NYE PREOBRAZOWANIQ

A → A + gradf, (45)

Ã → Ã + gradf̃. (46)

iZ USLOWIQ SOHRANENIQ KANONI^ESKOJ METRIKI NA UTOL]ENII WYTEKAET, ^TO FUNKCII f,^~f ZADANY POSTOQNNYMI W OKRESTNOSTQH U^′,^~U^′, W OBLASTI NOSI- TELEJ POLEJ B,^~B. oBOZNA^IM ^EREZ fi, fj,^~fi,^~fj ZNA^ENIQ FUNKCII f,^~f W TORI^ESKOJ OKRESTNOSTI SOOTWETSTWU@]EJ KOMPONENTY. iNDEKSOM i POME- ^A@TSQ PODKOMPONENTY SWQZNOSTI U , INDEKSOM j – PODKOMPONENTY^~U .

dOSTATO^NO RASSMOTRETX KALIBROWO^NOE PREOBRAZOWANIE (45) DLQ A, PRED- POLAGAQ, ^TO WEKTOR^~A NE IZMENQETSQ.

wEKTOR G(x) IZMENQETSQ PRI KALIBROWO^NOM PREOBRAZOWANII (45) PO FOR- MULE G(x) → G(x) + gradf ×^~A. wEKTOR F (x) IZMENQETSQ KAK F (x) → F (x)+fÃ− ∑ j f_jÃ_j+grad g. iSPOLXZUEM RAWENSTWA (χ̃_j , Ã_j) = 0, (χ_i, Ã_j) = 0, divG = 0, IZ KOTORYH WYTEKAET, ^TO ZNA^ENIE M NE IZMENQETSQ.

5.3 sLEDSTWIE

iNWARIANT mILNORA μ3(1, 2, 3, 4) (a TAKVE I INWARIANT μ̄3(1, 1, 2, 3)) DOPUS- KAET INTEGRALXNOE PREDSTAWLENIE, KOTOROE SAMO OPREDELENO DLQ PROIZWOLX- NOGO 4-KOMPONENTNOGO ZACEPLENIQ (3-KOMPONENTNOGO ZACEPLENIQ) BEZ PREDPO- LOVENII O EGO POLUOGRANI^IWAEMOSTI (SM. [A-M-R]) PO POWODU OPREDELENIJ).

dOKAZATELXSTWO

pUSTX Ł = L1 ∪ L2 ∪^~L1 ∪^~L2– PROIZWOLXNOE ^ETYREHKOMPONENTNOE ZACEP- LENIE, KOMPONENTY KOTOROGO OKRA[ENY W DWA CWETA. oPREDELIM ZNA^ENIE

μ_3(1, 2, ~1, ~2) KAK ZNA^ENIE M (Ł). w SLU^AE ESLI WSE KO“FFICIENTY PAR KOM-

PONENT OBRA]A@TSQ W NULX (6 USLOWIJ) I WSE INWARIANTY mILNORA μ2 OT KAVDOJ TROJKI KOMPONENT TAKVE OBRA]A@TSQ W NULX (4 USLOWIQ), ZNA^ENIE

M (Ł) SOWPADAET SO ZNA^ENIEM μ_3(1, 2, ~1, ~2), KOTOROE W “TOM SLU^AE OPREDELE-

NO. —TO WYTEKAET, NAPRIMER, IZ POSTROENIJ [A-M-R]. sLEDSTWIE DOKAZANO.

gIPOTEZA

iNWARIANT mILNORA μ3(1, 2, 3, 4) DLINY 3, RASSMATRIWAEMYJ KAK INWARI- ANT IZOTOPI^ESKOGO KLASSA ^ETYREHKOMPONENTNOGO ZACEPLENIQ S PRONUMERO- WANNYMI KOMPONENTAMI, QWLQETSQ INWARIANTOM wASILXEWA PORQDKA 3 (INA^E GOWORQ, “TOT INWARIANT DOPUSKAET PRODOLVENIE NA PROSTRANSTWO PROIZWOLX- NYH ^ETYREHKOMPONENTNYH ZACEPLENIJ DO INWARIANTA TRETXEGO PORQDKA).

6 pRILOVENIQ W MAGNITNOJ GIDRODINAMIKE

w RAMKAH MAGNITNOJ GIDRODINAMIKI IZU^A@T MAGNITNOE POLE B W TREHMER- NOJ VIDKOJ NESVIMAEMOJ PROWODQ]EJ SREDE [M]. dWIVENIE SREDY W PREDPO- LOVENII IDEALXNOJ PROWODIMOSTI I OTSUTSTWII MAGNITNOJ WQZKOSTI ZADANO WEKTOROM u I UDOWLETWORQET SISTEME URAWNENIJ INDUKCII IZ KOTOROJ WYTE- KAET, ^TO WEKTOR MAGNITNOGO POLQ B QWLQETSQ ”WMOROVENNYM”, T.E. PERE- NOSITSQ SREDOJ KAK WEKTORNOE POLE. eSLI MAGNITNOE POLE DOSTATO^NO MALO, TO DWIVENIE SREDY POD^INQETSQ URAWNENI@ —JLERA-gELXMGOLXCA, SOGLASNO KOTOROMU WEKTOR rot u QWLQETSQ WMOROVENNYM. w OB]EM SLU^AE WEKTOR rot u ZAWISIT OT B.

zDESX UVE NE PREDPOLAGAETSQ, ^TO WEKTORA u, B IME@T KONE^NYJ NOSI- TELX. oBY^NO NAKLADYWA@T SLEDU@]IE ASIMPTOTI^ESKIE USLOWIQ W OKREST- NOSTI BESKONE^NOSTI u = O(R^{−3}), B = O(R^{−3}), R → ∞.

dLQ IZU^ENIQ SWOJSTW TAKOJ SISTEMY RASSMATRIWA@T INTEGRAL MAGNIT- NOJ SPIRALXNOSTI_∫ AB dR^3 I INTEGRAL PEREKRESTNOJ SPIRALXNOSTI_∫ uB dR^3, SOHRANENIE KOTORYH WYTEKAET I NEPOSREDSTWENNO IZ SOHRANENIQ “NERGII SIS- TEMY (SM. [S-F]). —TI INTEGRALY UVE QWLQ@TSQ NESOBSTWENNYMI, NO ABSO- L@TNO SHODQTSQ W OKRESTNOSTI BESKONE^NOSTI. w OB]EM SLU^AE INTEGRAL

GIDRODINAMI^ESKOJ SPIRALXNOSTI_∫

u rot uR.^3

NE SOHRANQETSQ, “TOT INTEGRAL SOHRANQETSQ LI[X W PREDELE B → 0 PRI PE- REHODE K KINEMATI^ESKOJ ZADA^E.

pROBLEMA OPISANIQ TOPOLOGI^ESKIH INWARIANTOW, WYS[IH ANALAGOW IN- TEGRALOW SPIRALXNOSTI, WAVNA S RAZLI^NYH TO^EK ZRENIQ. w ^ASTNOSTI, WYS[IE TOPOLOGI^ESKIE INWARIANTY MOGUT OKAZATXSQ POLEZNYMI DLQ BOLEE TONKOJ OCENKI MAGNITNOJ “NERGII I DLQ IZU^ENIQ PROSTRANSTWENNOGO SPEKT- RA SLU^AJNOGO MAGNITNOGO POLQ.

rABOTA PREDSTAWLQET SOBOJ KONSPEKT DOKLADA NA KONFERENCII PO TEORII OSOBENNOSTEJ I EE PRILOVENIQM, PROHODIW[EJ W lIWERPULE S 16 PO 21 DEKAB- RQ 2000. aWTOR BLAGODARIT mA[U wEK[INU ZA WDOHNOWENIE, POZWOLIW[EE IS- PRAWITX O[IBKU, DOPU]ENNU@ W RABOTE [5], I o.q.wIRO ZA PREDOSTAWLENNU@ WOZMOVNOSTX PRODUMATX ^ASTX DOKAZATELXSTWA WO WREMQ MESQ^NOGO WIZITA W uNIWERSITET G. uPPSALA W MARTE 2001.

sPISOK lITERATURY

1. [Arn] Arnold V.I.; The asymptotic Hopf invariant and its applications, Selecta Math. Sovietica 5 (1986), 327-345.

2. [A-Kh] Arnold V.I. and Khesin B.A.; Topological methods in Hydrodynamics, Applied Mathematical Sciences, Vol. 125, Springer (1998).

3. [A-M-R1] aHMETXEW p.m., mALE[I^ j, rEPOW[ d.; fORMULA DLQ OB-

OB]ENNOGO INWARIANTA sATO-lEWINA, mAT. sBORNIK N1 (2001) 1-10.

4. [A-M-R] aHMETXEW p.m., mALE[I^ j, rEPOW[ d.; oB INWARIANTAH

mILNORA DLINY 3 DLQ POLUOGRANI^IWA@]IH ZACEPLENIJ. mATEMATI^ESKIE zAMETKI, W PE^ITI (2001).

5. [A] aHMETXEW p.m.; o WYS[EM ANALOGE KO“FFICIENTA ZACEPLENIQ PA-

RY BEZDIWERGENTNYH WEKTORNYH POLEJ. tRUDY nAU^NYH sEMINAROW pomi

(2000) N6.

6. [A-Re] aHMETXEW p.m., rEPOW[ d.; oBOB]ENNYJ INWARIANT sATO-

lEWINA. tRUDY mATEMATI^ESKOGO iNSTITUTA IM. w.a.sTEKLOWA, (1998), T.221, 69-80.

7. [Akh] Akhmet’ev P. M.; On a Higher Analog of the Linkig Number of Two Curves. Amer. Math. Soc. Transl. (2) Vol. 185 (1998) 113-127.

8. [A-R] Akhmet’ev P.M., Ruzmaikin A.; A forth-order invariant for magnetic and vortex lines, J. Geom. Phys., 15 (1995), 95-101.

9. [E-B] Evans N.W. and Berger M.A.; A hierarchy of linking integrals. H.K.Moffatt at al. (eds.), Topological Aspect of the Dynamics of Fluids and Plasmas, 237-248 (1992) Kluwer Academic Publishers. The Netherlands.

10. [Fr] Freedman M.; A note on topology and magnetic energy in noncompressible perfectly conducting fluids, J. Fluid Mech. 194 (1988) 549-551.

11. [F-C] Frick P., Sokoloff D., Cascade and dynamo action in shell model of magnetohydrodynamic turbulence. Physical Review E. Vol 57, N 4 (1998) 12. [K-L] Kirk P. and C. Livingston, Vassil’ev invariants of two component links and the Casson-Walker invariant, Topology 36 (1997) 1333-1353.

13. [M-S] Monastyrskii M.U. and Sasorov P.V.; Topological invariants in magnetic hydrodynamics, Sov.Phys.JETP 93 (1987) 1210-1220.

14. [M] mOFFAT g.k. wOZBUVDENIE MAGNITNOGO POLQ W PROWODQ]EJ SREDE,

PER. mOSKWA, mIR, (1980).

15. [M-R] Moffatt H.K. and Ricca R. Helicity and the Calugareanu invariant, Topological Aspects of Dynamics of Fluids and Plasma, H.K.Moffatt at al.

(eds.), Kluwer, Dordrecht, the Netherlands, (1992), 257-270. 16. [P-V] Polyak M. and Viro O., Gauss diagram formulas for Vassiliev invariants, Internat. Math. Res. Notices (1994) N 11, 8pp. (electronic).