o WYS[EM ANALOGE KO“FFICIENTA ZACEPLENIQ

PARY BEZDIWERGENTNYH WEKTORNYH POLEJ

p.m.aHMETXEW

rABOTA NAPISANA PRI FINANSOWOJ PODDERVKE GRANTOW rffi NN

02-01-00014, 00-05-64015.

1 oSNOWNYE OPREDELENIQ I REZULXTATY

pUSTX B,^~B – DWA BEZDIWERGENTNYH WEKTORNYH POLQ W TREHMERNOM EWKLI- DOWOM PROSTRANSTWE, IME@]IE KOMPAKTNYJ NOSITELX. gOWORQT, ^TO PA- RA (B1,^~B1) “KWIWALENTNA PARE (B2,^~B2), ESLI SU]ESTWUET DIFFEOMORFIZM

D : R3 → R3 TAKOJ, ^TO D(B1) = B2, D(^~B1) =^~B2, PRI “TOM D SO-

HRANQET ORIENTIROWANNYJ OB˙EM (OBOZNA^IM “TO ^EREZ (B1,^~B1) ≃ (B2,^~B2),

D ∈ SDiff) I IMEET KOMPAKTNYJ NOSITELX, T.E. NEPODWIVEN WNE NEKOTOROGO

[ARA, RAZMERY KOTOROGO NE FIKSIRU@TSQ.

oPREDELENIE

sKAVEM, ^TO WE]ESTWENNOZNA^NAQ FUNKCIQ I(B,^~B) QWLQETSQ INWARIANTOM PARY WEKTORNYH POLEJ, ESLI EE ZNA^ENIQ NA DWUH “KWIWALENTNYH PARAH POLEJ SOWPADAET, T.E. I(B1,^~B1) = I(B2,^~B2), ESLI (B1,^~B1) ≃ (B2,^~B2).

nAS BUDUT INTERESOWATX LI[X INWARIANTY, ZAPISANNYE W WIDE KRATNYH INTEGRALOW OT SAMIH POLEJ I IH WEKTORNYH POTENCIALOW. zADA^A POSTROENIQ PODOBNYH INTEGRALXNYH WYRAVENIJ SFORMULIROWANA W [A], ZADA^A 1990-16. ”kAKIE IZ INWARIANTOW UZLOW MOGUT BYTX ”RAZMAZANY” DO INWARIANTOW BEZ- DIWERGENTNYH WEKTORNYH POLEJ?” —TA VE ZADA^A BYLA MOTIWIROWANA RQDOM PRILOVENIJ INWARIANTA PEREKRESTNOJ cPIRALXNOSTI, SM. [S-F]. w RABOTE [aHM] BYLA PREDLOVENA O[IBO^NAQ KONSTRUKCIQ DLQ RE[ENIQ “TOJ ZADA^I. w NASTOQ]EJ RABOTE PREDLOVENO EE RE[ENIE, POSTROENIEM NOWOGO PRIMERA INWARIANTA M (B,^~B). oBOZNA^ENIE PREDLOVENO W ^ESTX AMERIKANSKIH MA- TEMATIKOW mILNORA I mASSI. nA^NEM S IZWESTNOGO PRIMERA.

pRIMER 1. iNTEGRAL SPIRALXNOSTI.

oPREDELIM FUNKCI@ h(x, x^′; B(x), B̃(x^′)) = ⟨B(x), B̃(x^′), (x − x^′)⟩ ||x − x^′||^3 , (1)

GDE ⟨a, b, c⟩ – ORIENTIROWANNYJ OB˙EM PARALLELEPIPEDA, POSTROENNOGO PO UPORQDO^ENNOJ TROJKE WEKTOROW. oPREDELIM INTEGRAL SPIRALXNOSTI I1(B,^~B) =

H(B, B̃) PO FORMULE H(B, B̃) = R h(x, x^′; B(x), B̃(x^′))dxdx^′.

iNWARIANTNOSTX INTEGRALA SPIRALXNOSTI BYLA, FAKTI^ESKI, USTANOWLE- NA gAUSSOM ISHODQ IZ TOPOLOGI^ESKIH SOOBRAVENIJ. nA SOWREMENNOM QZY- KE “TI SOOBRAVENIQ MOVNO SFORMULIROWATX TAK. eSLI PARA POLEJ (B,^~B) MODELIRUET ZACEPLENIE L = L1 ∪^~L1 ( PO POWODU “TOGO SM. RAZDELY 4,5), TO ZNA^ENIE H(B,^~B) PROPORCIONALXNO KO“FFICIENTU ZACEPLENIQ lk(L,^~L) (c KO“FFICIENTOM F^~F , GDE F I^~F – POTOKI WEKTOROW B I^~B ^EREZ TRANSWER- SALXNOE SE^ENIE SOOTWETSTWU@]EJ KOMPONENTY NOSITELQ POLQ). pRI TOPO- LOGI^ESKOM PODHODE SLU^AJ PROIZWOLXNOJ PARY POLEJ SLOVEN, NEOBHODIMY BOLEE TONKIE RASSUVDENIQ OB ASIMPTOTI^ESKOM USREDNENII, KOTORYE BY- LI PROWEDENY w.i.aRNOLXDOM DLQ NAIBOLEE SLOVNOGO SLU^AQ^~B = B, SM.

[Arn],[A-Kh]. aNALITI^ESKOE DOKAZATELXSTWO TOGO,

^TO H QWLQETSQ INWARIANTOM ZNA^ITELXNO PRO]E, SM. [M],[A-Kh].

2 pREDWARITELXNYE POSTROENIQ

w “TOM RAZDELE MY PREDPOLAGAEM, ^TO WEKTORNYE POLQ B,^~B FIKSIROWA- NY. nIVE STROQTSQ SEMEJSTWA WEKTOROW T (x, y; B), T (x, y;^~B), A(x, y; B),

A(x, y; B̃), ZAWISQ]IE OT TO^KI x ∈ R^3 I PARAMETRIZOWANNYE TO^KOJ y ∈ R^3.

uDOBNO OTOVDESTWITX PROSTRANSTWO PARAMETROW I OBLASTX OPREDELENIQ WEK- TOROW, POSKOLXKU PRI “TOM OKAZYWAETSQ, ^TO SOOTWETSTWU@]IJ WEKTOR IMEET OSOBENNOSTX W TO^KE x, RAWNOJ ZNA^ENI@ PARAMETRA y PRI OTOVDESTWLENII. pARAMETR INOGDA BUDET UDOBNO OBOZNA^ATX TOJ VE BUKWOJ, ^TO I PEREMEN- NU@ IZ OBLASTI ZNA^ENIJ, POME^AQ PRI “TOM PARAMETR NIVNIM INDEKSOM I ZNAKOM ”TILXDA”. bUDUT TAKVE OPREDELENY SEMEJSTWA SKALQRNYH FUNKCIJ φ(x, y; B), φ(x, y; B̃). dALEE NAM POTREBUETSQ I BOLEE OB]IJ SLU^AJ, KOGDA POLE B NE ZADANO, A ZADAN LI[X WEKTOR ξ, PRILOVENNYJ W TO^KE x. w “TOM SLU^AE BUDEM IS- POLXZOWATX OBOZNA^ENIQ φ(x, y; ξ) I ANALOGI^NYE. w “TOM RAZDELE DLQ SOKRA- ]ENIQ OBOZNA^ENIJ USLOWIMSQ WEKTOR B OPUSKATX, ZAPISYWAQ T (x, y) WMESTO

T (x, y; B) I ANALOGI^NO DLQ OSTALXNYH OBOZNA^ENIJ.

oPREDELIM SEMEJSTWO WEKTOR-FUNKCIJ T (x; xi), KAVDAQ TO^KA xi, i = 1, 2 IGRAET ROLX PARAMETRA.

T (x; x_i) = −1 4π||x − x_i|| B(x_i). oPREDELIM SEMEJSTWO WEKTOR-FUNKCIJ A(x; xi) I SEMEJSTWO FUNKCIJ φ(x; xi), ZAWISQ]IH OT TO^KI x PROSTRANSTWA.

A(x; x_i) = B(x_i) × (x − x_i) 4π||x − x_i||^3 . iNYMI SLOWAMI, OPREDELIM WEKTOR-FUNKCI@ A(x; xi) KAK WEKTORNYJ PO- TENCIAL DIPOLQ S CENTROM W TO^KE xi, OSX I INTENSIWNOSTX KOTOROGO OPRE- DELQ@TSQ ZNA^ENIEM POLQ B W “TOJ TO^KE.

φ(x; x_i) = −1 4π (B(x_i), grad ( 1 ||x − x_i||) )). fUNKCIQ φ(x; xi) NAZYWAETSQ SKALQRNYM POTENCIALOM TOGO VE DIPOLQ.

wYPOLNENY RAWENSTWA

rot T(x; x_i) = −A(x; x_i), div T (x; x_i) = φ(x; x_i), rot A(x; x_i) = −grad φ(x; x_i).

—TI RAWENSTWA SPRAWEDLIWY WO WSEH TO^KAH PROSTRANSTWA, ZA ISKL@^E- NIEM OSOBOJ TO^KI xi, T.E. PRI x ∈ R^3 \ xi. uDOBNO WWESTI ANALOGI^NYE OBOZNA^ENIQ^~T (x; x̃i),^~A(x; x̃i), φ̃(x; x̃i) DLQ SEMEJSTWA WEKTORNYH I SKALQR- NYH POTENCIALOW DIPOLEJ, SWQZANNYH S POLEM^~B.

2.1 oBOZNA^ENIE

pOTO^E^NOE cREDNEE ZNA^ENIE (T.E. SREDNEE ZNA^ENIE PO PARAMETRU W KAVDOJ TO^KE PROSTRANSTWA) TOGO ILI INOGO SEMEJSTWA WEKTOROW ILI SKALQROW BUDEM OBOZNA^ATX ^EREZ m, UKAZYWAQ PRI “TOM PARAMETRY PO KOTORYM PROISHODIT USREDNENIE (INTEGRIROWANIE). nAPRIMER,

[m_{xi} φ](x) = Z φ(x; x_i)dx_i. dALEE UDOBNO WWESTI SOKRA]ENNYE OBOZNA^ENIQ

[m_{xi} A](x) = A(x), [m_{x̃i}Ã](x) = Ã(x).

3 pOSTROENIQ WYS[EGO ANALOGA INWARIANTA SPIRALXNOSTI

nAM POTREBUETSQ OPREDELENIE POLILINEJNOJ FUNKCII μ, KOTORAQ BUDET SLU- VITX INTEGRALXNYM QDROM DLQ ISKOMOGO INTEGRALA.

3.1 oPREDELENIE FORMY¯

pUSTX (x1, x2, x̃1, x̃2) – UPORQDO^ENNAQ ^ETWERKA NESOWPADA@]IH TO^EK, ξ1, ξ2,^~ξ1,^~ξ2 – ^ETWERKA WEKTOROW, PRILOVENNAQ W SOOTWETSTWU@]IH TO^KAH. oBOZNA- ^IM ^EREZ ψ1 – WEKTORNOE POLE W R^3 S OSOBENNOSTX@ W TO^KE x1, ZAWISQ- ]EE TOLXKO OT WYBORA “TOJ TO^KI I WEKTORA ξ1, OPREDELENNOE PO FORMULE

ψ_1 = gradφ(x, x_1; ξ). aNALOGI^NO WWEDEM OBOZNA^ENIQ ψ_2, ψ̃_1, ψ̃_2.

oPREDELIM FoRMU μ PO FORMULE

μ(x_1, x_2; x̃_1, x̃_2; ξ_1, ξ_2, ξ̃_1, ξ̃_2) = H(ψ_1 × ψ̃_1, ψ_2 × ψ̃_2), (2)

GDE H( , ) – INTEGRAL SPIRALXNOSTI, ZADANNYJ INTEGRIROWANIEM FUNK- CII h(x, x^′; ψ1(x) ×^~ψ1(x), ψ2(x) ×^~ψ2(x^′)) PO FORMULE (1), PRI^EM INTEGRIRO- WANIE PROISHODIT PO PEREMENNYM x, x^′ PO OBLASTI R^3 \ {x1, x2, x̃1, x̃2} I “TOT INTEGRAL PONIMAETSQ W SMYSLE GLAWNOGO ZNA^ENIQ W OKRESTNOSTI OSOBYH TO- ^EK. dALEE DLQ UPRO]ENIQ OBOZNA^ENIJ WEKTORNYE ARGUMENTY FUNKCII μ BUDUT OPUSKATXSQ, IH BUDEM OPISYWATX ZARANEE.

mY BUDEM PRIMENQTX KONSTRUKCI@, DLQ SLU^AQ ξ1 = A(x1), ξ2 = A(x2),

ξ̃_1 = Ã(x̃_1), ξ̃_2 = Ã(x̃_2). pRI “TOM WEKTORNYE POLQ A(x), Ã(x) OPREDELENY PO

ISHODNYM WEKTORNYM POLQM B(x),^~B(x) SOGLASNO OBOZNA^ENIQM 2.1.

3.2 oPREDELENIE

oPREDELIM M (B, B̃) = Z μ(x_1, x_2, x̃_1, x̃_2)dx_1dx_2dx̃_1dx̃_2 (3)

3.3 zAME^ANIE

wEKTORA ψi(x, xi), (^~ψi(x, x̃i)) i = 1, 2 SHODQTSQ W SMYSLE GLAWNOGO INTEGRALX- NOGO ZNA^ENIQ K SWOIM SREDNIM PO PARAMETRAM xi (x̃i). (mOVNO POKAZATX, ^TO mx_i ψi(x, xi) =^1_3 Ai(x)). —TI WEKTORA SHODQTSQ NE ABSOL@TNO, PO“TOMU PERESTAWLQTX PREDELY INTEGRIROWANIQ PO x I xi W OPREDELENII M WOOB]E GOWORQ, NEDOPUSTIMO.

3.4 lEMMA

iNTEGRALXNOE WYRAVENIE (3) QWLQETSQ ABSOL@TNO SHODQ]IMSQ.

dOKAZATELXSTWO

pROBLEMY SO SHODIMOSTX@ W OKRESTNOSTI BESKONE^NOSTI NE WOZNIKAET, PRO- WERIM SHODIMOSTX W OKRESTNOSTI DIAGONALI x1 = x̃1. dLQ “TOGO PREDPOLO- VIM, ^TO POLE ψ1 ×^~ψ1 NE IMEET OSOBENNOSTEJ WNUTRI [ARA D EDINI^NOGO RADIUSA. —FFEKTAMI KRIWIZNY INTEGRALXNYH LINIJ MOVNO PRENEBRE^X I MY PREDPOLOVIM, ^TO WEKTORA ξ1,^~ξ1, ξ2,^~ξ2 POSTOQNNY W OBLASTI D.

~TOBY ISKL@^ITX RASHODIMOSTX, SWQZANNU@ S NEKORREKTNOSTX@ U^ETA GLAWNYH ZNA^ENIJ W OSOBYH TO^KAH, PREDPOLOVIM, ^TO PEREMENNYE x1, x̃1 MENQ@TSQ W MENX[EM KONCENTRI^ESKOM [ARE RADIUSA^1_2 .

wOSPOLXZUEMSQ PRINCIPOM PODOBIQ I IZMENIM MAS[TAB W OBLASTI IN- TEGRIROWANIQ PO PEREMENNOJ x W ε-RAZ. rASSTOQNIE MEVDU TO^KAMI x1, x̃1 (KOTORYE MY PRI PODOBII NE PEREOBOZNA^AEM) IZMENITSQ W ε RAZ, WEKTORA

ψ_1 × ψ̃_1 W SOOTWETSTWU@]IH TO^KAH IZMENQTSQ W ε^{−5} RAZ, “LEMENT OB˙EMA

PRI “TOM IZMENITSQ W ε^3 RAZ. oBLASTX INTEGRIROWANIQ PO x IMEET RARIUS

ε^{−1} I “FFEKTAMI NA BESKONE^NOSTI MOVNO PRENEBRE^X, DOPOLNIW OBLASTX IN-

TEGRIROWANIQ DO POLNOGO PROSTRANSTWA. pO PEREMENNOJ x^′ SLEDUET PEREJTI K POTENCIALU WEKTORA ψ2 ×^~ψ2 (SM. NIVE WY^ISLENIQ μ), PO“TOMU INTEGRAL WY^ISLQETSQ KAK SKALQRNOE PROIZWEDENIE R (ψ_1 × ψ_2, C(x)dx).

iTAK, ZNA^ENIE INTEGRALXNOGO QDRA μ OCENIWAETSQ WELI^INOJ, PROPOR- CIONALXNOJ ε^{−2}, GDE ε– RASSTOQNIE MEVDU OSOBYMI TO^KAMI x1, x2. dIA- GONALX x1 = x̃1 IMEET KORAZMERNOSTX 3 I OSOBENNOSTX INTEGRIRUETSQ ABSO- L@TNO. aNALOGI^NYE RASSUVDENIQ MOVNO PROWESTI DLQ DRUGIH DIAGONALEJ, SKAVEM DLQ x1 = x2. lEMMA OB ABSOL@TNOJ SHODIMOSTI DOKAZANA.

tEPERX RASSMOTRIM WOPROS O WY^ISLENII INTEGRALXNOGO QDRA μ. oBO- ZNA^IM ^EREZ C(x, x1, x̃1) – WEKTORNOE POLE S OSOBENNOSTQMI W x1, x̃1, UDOW- LETWORQ@]EE SLEDU@]IM TREM USLOWIQM:

(i) rotC(x, x_1, x̃_1) = ψ_1(x, x_1) × ψ̃_1(x, x̃_1).

(ii) divC(x, x_1, x̃_1) = 0 (S U^ETOM RAWENSTWA NUL@ DIWERGENCII W OSOBYH

POL@SAH I NA BESKONE^NOSTI).

(iii) WEKTOR C IMEET MINIMALXNO WOZMOVNYE OSOBENNOSTI W OSOBYH TO^-

KAH I ASIMPTOTI^ESKOE STREMLENIE K 0 W BESKONE^NOSTI (PORQDKOW NE PRE- WY[A@]IH O(r^{−2}).

nETRUDNO PROWERITX, ^TO WEKTOR, UDOWLETWORQ@]IJ USLOWIQM (i-iii) SU- ]ESTWUET (W ^ASTNOSTI, USLOWIE (i) TREBUET RAWENSTWA NUL@ DIWERGENCII W POL@SAH x1, x̃1 WEKTORNOGO POLQ ψ1 ×^~ψ2, ^TO USTANAWLIWAETSQ NEPOSREDST- WENNO) I EDINSTWENNYJ.

3.5 lEMMA

zNA^ENIE μ(x1, x2, x̃1, x̃2) WY^ISLQETSQ PO FORMULE Z (C(x, x_1, x̃_1), ψ_2(x, x_2) × ψ̃_2(x, x̃_2))dx, (4)

PRI^EM INTEGRIROWANIE WEDETSQ PO OBLASTI R^3 \ {x1, x2, x̃1, x̃2} I INTEGRAL PONIMAETSQ W SMYSLE GLAWNOGO ZNA^ENIQ W TO^KAH x2, x̃2.

dOKAZATELXSTWO

dOKAZATELXSTWO OPUSKAETSQ. zAMETIM, ^TO UTWERVDENIE lEMMY MOVNO PRI- NQTX ZA NEZAWISIMOE OPREDELENIE FORMY μ.

pRISTUPIM K DOKAZATELXSTWU KALIBROWO^NOJ INWARIANTNOSTI M . iS- POLXZUQ STANDARTNYE RASSUVDENIQ, UDAETSQ POKAZATX, ^TO PROWERKA INWA- RIANTNOSTI SWODITSQ K DOKAZATELXSTWU TOGO, ^TO SLEDU@]IJ INTEGRAL OB- RA]AETSQ W NULX: Z μ(x_1, x_2, x̃_1, x̃_2, gradf(y_1) × Ã(x̃_1), A(x_2) × Ã(x̃_2)dx_1dx_2dx̃_1dx̃_2. (5)

mY UKAZALI LI[X ODIN IZ INTEGRALOW, NEOBHODIMO RASSMOTRETX KAVDYJ, U KOTORYH POTENCIALXNYJ ^LEN STOIT NA ODNOM IZ ^ETYREH ARGUMENTOW PO- LQ. fUNKCIQ f OPREDELQETSQ IZ WARIACII INTEGRALA M PO PROIZWOLXNOMU MALOMU BEZDIWERGENTNOMU WEKTORNOMU POL@ SKOROSTI, KOTORYJ OPREDELQET BESKONE^NO MALYJ DIFFEOMORFIZM PROSTRANSTWA, SOHRANQ@]IJ OB˙EM.

wOSPOLXZUEMSQ lEMMOJ 3.6 O WY^ISLENII INTEGRALXNOGO QDRA μ. oPRE- DELIM WEKTORNOE POLE Γ(x, x1, x̃1, gradf(x1),^~A(x̃1)) = ψ(x, x1)^~(φ~_{A1} (x, x̃1) −

φ_{Ã1}(x_1, x̃_1)). zDESX ψ(x, x_1) = gradφ_f (x, x_1) – GRADIENT SKALQRNOGO POTENCI-

ALA DIPOLQ, ASSOCIIROWANNOGO S WEKTOROM gradf(x1) W TO^KE x1, φ~_{A1} (x, x̃1) – SKALQRNYJ POTENCIAL DIPOLQ, ASSOCIIROWANNOGO S WEKTOROM^~A1(x̃1), φ~_{A1} (x1, x̃1) – POSTOQNNAQ FUNKCIQ, RAWNAQ ZNA^ENI@ POTENCIALA W TO^KE x1.

dLQ SOKRA]ENIQ MY DALEE PEREOBOZNA^IM (φ~_{A1} (x, x̃1) − φ~_{A1} (x1, x̃1) ^E- REZ φ̃(x, x1, x̃1). oBOZNA^IM ^EREZ γ(x, x1, x̃1) TAKU@ FUNKCI@, ^TO WEKTOR

Γ(x, x_1, x̃_1) − gradγ(x, x_1, x̃_1) SOWPADAET S C(x, x_1, x̃_1).

pUSTX TO^KI x2, x̃2 – FIKSIROWANY. rASSMOTRIM DWA MALYH PARAMETRA

ε, δ, SWQZANNYH MEVDU SOBOJ SOOTNO[ENIEM 0 < ε << δ << 1. rASSMOTRIM

WSPOMOGATELXNOE WYRAVENIE

μ^{ε,δ}(x_2, x̃_2) = Z (Γ(x, x_1, x̃_1), ψ_2(x, x_2) × ψ̃_2(x, x̃_2))dxdx_1dx̃_1,

GDE INTEGRIROWANIE WEDETSQ PO OBLASTI dist(x, x1) > δ, dist(x, x̃1) > δ,

dist(x_1, x̃_1) > ε I, KROME TOGO, WNE ε-OKRESTNOSTI POL@SOW x_2, x̃_2 WEKTO-

ROW ψ2,^~ψ2. w POWTORNOM PREDELE limδ→0(limε→0 μ^{δ,ε}) POLU^ITSQ WYRAVENIE

[m_{x1,x̃1}μ](x_2, x̃_2). s DRUGOJ STORONY, SAMO DOPREDELXNOE WYRAVENIE μ^{ε,δ} QW-

LQETSQ ABSOL@TNO SHODQ]IMSQ I MOVNO PEREJTI K POWTORNOMU INTEGRALU, SNA^ALA PO x1, x̃1, ZATEM PO x. w REZULXTATE WO WNE[NEM PREDELE δ → 0 INTEG- RAL SHODITSQ K ZNA^ENI@ R ([mx_1,x̃_1 C](x), ψ2(x, x2) ×^~ψ2(x, x̃2)dR^3 \ {x2, x̃2}, GDE INTEGRIROWANIE WEDETSQ PO x.

tEPERX DOSTATO^NO POKAZATX, ^TO [mx_1,x̃_1 ]C(x) = 0. —TO WY^ISLENIE MOV- NO PROWODITX OTDELXNO DLQ Γ I gradγ. sLEDUET DOKAZYWATX, ^TO ZNA^ENIE

div(Γ(x, x_1, x̃_1) (S U^ETOM ZNA^ENIQ DIWERGENCII W POL@SAH) SHODITSQ W SMYS-

LE GLAWNOGO ZNA^ENIQ K NULEWOJ FUNKCII. pOQSNIM “TO WY^ISLENIE.

wKLAD SREDNEGO ZNA^ENIQ [mx_1,x̃_1 divΓ](x) SOSTAWLQET ([mx_1 gradφf ](x), [mx̃_1gradφ~_{A1} ](x)) = 2 3 (gradf(x), Ã_1(x))). wKLAD DIWERGENCII W OSOBENNOSTQH x_1 SOSTAWLQET^1_9 (gradf(x), Ã_1(x)).

nAKONEC, WKLAD DIWERGENCII W OSOBENNOSTQH x̃1 SOSTAWLQET −^1_3 (gradf(x),^~A(x)). pRODELANNYE WY^ISLENIQ DOKAZYWA@T, ^TO [mx_1,x̃_1 γ](x) = 0. iNWARIANT- NOSTX INTEGRALA M DOKAZANA.

3.6 zAME^ANIE

dLQ PROIZWOLXNYH POTENCIALOW A(x) I^~A(x) I SEMEJSTWA DIPOLXNYH POLEJ

ψ(x, x_1), ψ̃(x, x̃_1) S NIMI ASSOCIIROWANNYH, MOVNO TAKVE OPREDELITX SEMEJ-

STWO WEKTORNYH POLEJ Γ(x, x1, x̃1) = gradφA(x, x1)φ~_A(x, x̃1). oDNAKO W “TOM SLU^AE SREDNEE ZNA^ENIE DIWERGENCII [mx_1,x̃_1 Γ](x) NE OBRA]AETSQ W NULX. pOSKOLXKU WEKTORNOE POLE ψ2(x, x2) ×^~ψ2(x, x̃2) IMEET OSOBENNOSTI PORQDKA

O(r^{−3}) W TO^KAH x_2, x̃_2, TO ZNA^ENIE WYRAVENIQ H(ψ_2 × ψ̃_2, gradf), ZAWISIT

OT WYBORA f (OPREDELQETSQ ZNA^ENIEM gradf W OSOBYH TO^KAH x1, x̃1. w SLE- DU@]EM RAZDELE MY POKAVEM, ISHODQ IZ TOPOLOGI^ESKIH SOOBRAVENIJ, ^TO INWARIANT M NEWYROVDEN.

4 tOPOLOGI^ESKOE DOKAZATELXSTWO NEWYROV- DENNOSTI INTEGRALA M

pUSTX (B,^~B) – PARA BEZDIWERGENTNYH WEKTORNYH POLEJ, KOTORAQ MODELIRU- ET ZACEPLENIE L ∪^~L (SM. PO POWODU OPREDELENIQ [Fr]). —TO OZNA^AET, ^TO WYDELENY DWA POLNOTORIQ UL, U~_L I POLQ B,^~B IME@T W KA^ESTWE NOSITELEJ SOOTWETSTWU@]IE POLNOTORIQ. iZ-ZA USLOWIQ div(B) = div(^~B) = 0, POLQ HARAKTERIZUTSQ ZNA^ENIQMI POTOKOW f,^~f ^EREZ TRANSWERSALXNYE SE^ENIQ SOOTWETSTWU@]IH POLNOTORIEW.

pOSTROENIE WYS[IH ANALOGOW INTEGRALA SPIRALXNOSTI PROWODITSQ, KAK PRAWILO, DLQ SLU^AQ WEKTORNYH POLEJ, MODELIRU@]IH ZACEPLENIE. pRI “TOM ^ASTO PREDPOLAGA@T, ^TO KLASS ZACEPLENIJ DLQ KOTORYH OPREDELEN

WYS[IJ ANALOG INTEGRALA SPIRALXNOSTI UDOWLETWORQET TEM ILI INYM DO- POLNITELXNYM PREDPOLOVENIQM, T.E. ZACEPLENIE, MODELIRUEMOE POLEM, NE QWLQETSQ PROIZWOLXNYM (SM., NAPRIMER, [M-S], [E-B], [M-R]).

w “TOM RAZDELE MY PREDPOLOVIM, ^TO POLQ B,^~B MODELIRUET ZACEPLE- NIE uAJTHEDA S EDINI^NYMI POTOKAMI. —TO ZACEPLENIE HARAKTERIZUETSQ USLOWIEM_{lk(L, L̃) = 0, (6)}

BOLEE TOGO, OBE KOMPONENTY ZACEPLENIQ NEZAUZLENY (RISUNOK SM., NAPRIMER, W [A-M-R]).

mY DOKAVEM, ^TO W “TOM SLU^AE SPRAWEDLIWO M (B;^~B) ≠ 0. nA[I RAS- SUVDENIQ OSNOWANY NA SRAWNENII INTEGRALXNOJ FORMULY DLQ M S INTEG- RALOM W , POSTROENNYM W RABOTE [A-R], POSLEDNIJ QWLQETSQ INTEGRALXNYM WYRAVENIEM DLQ INWARIANTA sATO-lEWINA (SM. [S-L]), OBOB]ENNYJ W [K-L],

[P-V], [Akh], [A-R].

wSPOMOGATELXNYM DIFFEOMORFIZMOM PROSTRANSTWA MOVNO DOBITXSQ TO- GO, ^TOBY ZACEPLENIE uAJTHEDA BYLO RASPOLOVENO W PROSTRANSTWE TAK, ^TO OGRANI^ENIE POTENCIALA A(x) NA KOMPONENTE NOSITELQ POLQ^~B, I ZNA^ENIE POTENCIALA^~A NA KOMPONENTE NOSITELQ B (KOTORYE PRI L@BOM RASPOLOVENII ZACEPLENIQ W PROSTRANSTWE SOWPADA@T S GRADIENTOM NEKOTOROJ ODNOZNA^NOJ FUNKCII IZ-ZA USLOWIQ (6)), OCENIWALOSX BY PO ZNA^ENI@ SKOLX UGODNO MA- LYM NEOTRICATELXNYM ^ISLOM ε. dLQ “TOGO, NAPRIMER, MOVNO RASPOLOVITX ODNU IZ KOMPONENT ZACEPLENIQ W WIDE STANDARTNOJ OKRUVNOSTI RADIUSA ε^{−1}, A DRUGU@ KOMPONENTU RASPOLOVITX W OKRESTNOSTI BESKONE^NOSTI TAK, ^TO RASSTOQNIE MEVDU KOMPONENTAMI BYLO BY NE MENX[E ε^{−1}. pUSTX ℵ – REGU- LQRNOE SLOENIE PROSTRANSTWA (ZA ISKL@^ENIEM OKRESTNOSTI Qsing, KOTORU@ MY DALEE OPREDELIM) NA ZAMKNUTYE KRIWYE, OPREDELENNOE SLEDU@]EJ KON- STRUKCIEJ.

pUSTX Sτ , Sτ̃ – SEMEJSTWA POWERHNOSTEJ zEJFERTA, OPREDELENNYH LINI- QMI UROWNQ MNOGOZNA^NYH (CELO^ISLENNYH) FORM ϕ,^~ϕ POTENCIALOW A,^~A. kAVDAQ IZ POWERHNOSTEJ SEMEJSTWA IMEET GRANICU NA SOOTWETSTWU@]EJ KOM- PONENTE (KOTORYE DLQ PROSTOTY KONSTRUKCII UDOBNO PREDSTAWLQTX SEBE KAK KRIWU@, W OKRESTNOSTI KOTOROJ SOOTWETSTWU@]IJ POTENCIAL IMEET OSOBEN- NOSTX PORQDKA O(r^{−1}) I REGULQRNA PRI WSEH PARAMETRIZU@]IH ZNA^ENIQH, ZA ISKL@^ENIEM IH KONE^NOGO ^ISLA. rASSMOTRIM LI[X TE POWERHNOSTI SEMEJ- STWA τ (τ̃ ), KOTORYE NE PERESEKA@T KRIWU@^~L (L). pERESE^ENIE POWERHNOSTEJ IZ “TIH PODSEMEJSTW OBRAZU@T RASSMATRIWAEMU@ OBLASTX Qreg, A DOPOLNE- NIE K “TOJ OBLASTI Qsing PREDSTAWLENO W WIDE OB˙EDINENIQ DWUH MNOVESTW

U ∪ Ũ , W SOOTWETSTWII S SEMEJSTWAMI UDALENNYH POWERHNOSTEJ. sLOENIE ℵ

OPREDELENO TAKVE I WNE OBLASTI Qsing, NO ONO UVE NE QWLQETSQ REGULQRNYM, T.K. IMEET OSOBENNOSTI NA KOMPONENTAH NOSITELQ POLEJ.

wY^ISLENIE INTEGRALA M UDAETSQ SWESTI K WY^ISLENI@ INTEGRALA SPI- RALXNOSTI KAK DWUKRATNOGO INTEGRALA PO REGULQRNOJ OBLASTI Qreg × Qreg ⊂

R^3 × R^3 OT PARY BEZDIWERGENTNYH POLEJ BEZ OSOBENNOSTEJ. w REGULQRNOJ

OBLASTI POLE A×^~A QWLQETSQ BEZDIWERGENTNYM I PREDSTAWLQETSQ W WIDE DWU- PARAMETRI^ESKOGO SEMEJSTWA BEZDIWERGENTNYH WEKTORNYH POLEJ. (uDOBNO PONIMATX TAKOE SEMEJSTWO KAK KONE^NOE OB˙EDINENIE TRUBOK MALOGO DIA- METRA, ZAPOLNQ@]IH OBLASTX Qreg. cENTRALXNOJ LINIEJ KAVDOJ TRUBKI SLUVIT SLOJ ℵ.) mY DOKAVEM, ^TO W RASSMATRIWAEMOM SLU^AE MOVNO PERE- STAWITX PREDELY INTEGRIROWANIQ PO PEREMENNYM x, x^′ U INTEGRALXNOGO QDRA (2) I INTEGRALA (3) PO PEREMENNYM x1, x2, x̃1, x̃2.

rASSMOTRIM INTEGRAL M KAK KRATNYJ INTEGRAL PO PEREMENNYM x, x^′, x1, x2, x̃1, x̃2 PO PODOBLASTI Q^2_{reg} × (R^3)^4. uDOBNO W MALOJ REGULQRNOJ OKRESTNOSTI GRA- NICY OBLASTI ∂Qreg SEMEJSTWA POLEJ ψi ×^~ψi, i = 1, 2 ZAMENITX NA PO- LE A ×^~A, ^TOBY IZBEVATX TEHNI^ESKIH TRUDNOSTEJ, SWQZANNYH S OCENKOJ GLAWNYH ZNA^ENIJ NA GRANICE OBLASTI. wYBEREM MALYE POLOVITELXNYE ^ISLA ε1 >> ε2 > 0 I APPROKSIMIRUEM OBLASTX Q^2_{reg} × (R^3)^4 PEREMENNYH INTEGRIROWANIQ REGULQRNOJ PODOBLASTX@ P (ε1, ε2). dALEE MY PEREJDEM K SOBSTWENNOMU KRATNOMU INTEGRALU Mε_1,ε_2, KOTORYJ MOVNO PREOBRAZOWATX W DWA POWTORNYH M 1(ε1, ε2), M 2(ε1, ε2), RAZBIW PEREMENNYE NA DWE GRUPPY

(x, x^′) ∈ Q^2_{reg}, (x_1, x_2, x̃_1, x̃_2) ∈ (R^3)^4.

mY POKAVEM, ^TO W PREDELAH

lim_{ε1→0} lim_{ε2→0} M 1(ε_1, ε_2) = 3^{−4}H(A × Ã, A × Ã)dQ^2_{reg}, (7)

lim_{ε1→0} lim_{ε2→0} M 2(ε_1, ε_2) = M_{reg} (B, B̃), (8)

PRI^EM M (B,^~B) − Mreg (B,^~B) = I1 MY OCENIM DALEE BESKONE^NO MALOJ WELI^INOJ, KOTORAQ STREMITXSQ K 0, ESLI RASSTOQNIE MEVDU KOMPONENTAMI

L, L̃ STREMITSQ K BESKONE^NOSTI PRI ODNOPARAMETRI^ESKOM SEMEJSTWE DIF-

FEOMORFIZMOW PROSTRANSTWA.

w FORMULE (8) ^EREZ H(A ×^~A, A ×^~A)dQ^2_{reg} OBOZNA^EN INTEGRAL SPIRALX- NOSTI OT BEZDIWERGENTNOGO POLQ A×^~A PO OBLASTI Q^2_{reg}. (zAME^U, ^TO WEKTOR

A × Ã KASATELEN K GRANICE ∂Q_{reg} , PO“TOMU INTEGRAL WYRAVAET POLNU@ SPI-

RALXNOSTX POLQ W RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI.

oPREDELIM OBLASTX P (ε1, ε2) SLEDU@]IM OBRAZOM. uSLOWIE 1: TO^KI x, x^′ LEVAT NA SLOQH ℵ, RASSTOQNIE MEVDU KOTORYMI PREWY[AET ε1. uSLOWIE 2: TO^KI x1, x̃1 (x2, x̃2) OTSTOQT OT TO^KI x (x^′) NA RASSTOQNIE, PREWY[A@]EE

ε_2. oBLASTX P (ε_1, ε_2) OPREDELENA.

dOKAVEM RAWENSTWO (7). pRI USLOWII ε2 > 0 MOVNO PEREJTI K SREDNIM PO PEREMENNYM x1, x̃1 W TO^KE x I K SREDNIM PO x2, x̃2 W TO^KE x^′. tOGDA PRI

ε_2 → 0 ZNA^ENIE INTEGRALA lim_{x2→0} M 1(ε_1, ε_2) BUDET PROPORCIONALXNO IN-

TEGRALXNOMU SREDNEMU POPARNYH KO“FFICIENTOW ZACEPLENIQ SLOEW ℵ – CEN- TRALXNYH LINIJ TRUBOK (GDE MERA NA PROSTRANSTWE SLOEW ZADANA WELI^INOJ POTOKA WEKTORA A ×^~A W REGULQRNOJ OKRESTNOSTI KAVDOGO SLOQ, SOSTOQ]EJ IZ SOSEDNIH SLOEW), PRI USLOWII, ^TO SLOI RASSTOQNIE MEVDU SLOQMI PRE- WY[AET ε1. kO“FFICIENT PROPORCIONALXNOSTI RAWEN 3^{−4}, ON OPREDELQETSQ

ZNA^ENIEM [mx_1 ψ1](x) =^1_3 A(x) I ANALOGI^NYMI WYRAVENIQMI. —TO WYRA- VENIE PRI ε1 → 0 STREMITXSQ K PRAWOJ ^ASTI FORMULY (7). fORMULA (7) DOKAZANA.

dOKAVEM RAWENSTWO (8).

nAM POTREBUETSQ DRUGOE “KWIWALENTNOE OPISANIE OBLASTI INTEGRIROWA- NIQ Pε_1,ε_2 . dLQ FIKSIROWANNYH TO^EK x1, x2, x̃1, x̃2 RASSMORIM PODOBLASTX

W 1_{ε2} ⊂ Q^2_{reg}, W 2_{ε2} ⊂ Q^2_{reg}, KAVDAQ IZ KOTORYH SOSTOIT IZ OB˙EDINENIQ

KONCENTRI^ESKIH [AROW RADIUSA ε2, OKRUVA@]IH PARU TO^EK x1, x̃1 I x2, x̃2. rASSMOTRIM PODOBLASTX P Wε_2 ⊂ Q^2_{reg} ×(R^3)^4, SOSTOQ]U@ IZ TAKIH [ESTEROK TO^EK x, x^′, x1, x2, x̃1, x̃2, DLQ KOTORYH x ≠ W 1ε_2, x^′ ≠ W 2ε_2 .

oPREDELIM TAKVE PODOBLASTX P Vε_1 ⊂ (Q^2_{reg})^2 × (R^3)^4, SOSTOQ]U@ IZ TEH TAKIH KONFIGURACIJ TO^EK, DLQ KOTORYH (x, x^′) RASPOLOVENY NA SLOQH ℵ, UDALENNYH DRUG OT DRUGA BOLEE ^EM NA ε1. oBLASTX Pε_1,ε_2 OPREDELENA KAK PERESE^ENIE PODOBLASTEJ P Wε_2 ∩ P Vε_1 .

dOKAVEM, ^TO ESLI TO^KI x1, x2, x̃1, x̃2 FIKSIROWANY, TO INTEGRALXNYJ WKLAD W M 2 KONFIGURACIJ TO^EK, NE LEVA]IH W OBLASTI Pε_1,ε_2 STANOWITSQ PRENEBREVIMO MAL, ESLI ε1, ε2 DOSTATO^NO MALY.

pUSTX RASSTOQNIE d MEVDU TO^KAMI x1, x̃1 MENX[E ε2. pOLXZUQSX SOOB- RAVENIQMI PODOBIQ (SM. DOKAZATELXSTWO lEMMY 3.4) LEGKO POKAZATX, ^TO ZNA^ENIE INTEGRALA PO OB˙EDINENI@ [AROWYH ε2-OKRESTNOSTEJ, OKRUVA@- ]IH TO^KI x1, x̃1 RASTET NE BYSTREE O(d^{−2}). s DRUGOJ STORONY, OSOBENNOSTX IMEET KORAZMERNOSTX 3, PO“TOMU INTEGRIRUETSQ ABSOL@TNO.

pROIZWEDEM OCENKU PORQDKA OSOBENNOSTI, PRI KOTOROJ DWA SLOQ ℵ, NA K OTORYH LEVAT TO^KI x, x^′ IZ OBLASTI INTEGRIROWANIQ SOWPADA@T. oBO- ZNA^IM OB]IJ SLOJ SLOENIQ ^EREZ α. sOWPADENIE DWUH SLOEW PROISHODIT W KORAZMERNOSTI 2, PRI “TOM ZNA^ENIE FORMY μ IMEET OSOBENNOSTX, ESLI TO^KI x I x^′ NA OB]EM SLOE SOWPADA@T, T.E. W KORAZMERNOSTI 3. —TA OSOBENNOSTX IMEET PORQDOK O(r^{−2}) I INTEGRIRUETSQ ABSOL@TNO. pUSTX TEPERX TO^KA x1 LEVIT NA α. oSOBENNOSTX μ, SWQZANNAQ S “TOJ TO^KOJ, WOZNIKAET W KORAZ- MERNOSTI 6 (OBE TO^KI x, x^′ SOWPADA@T S x1) I IMEET PORQDOK O(r^{−5}). —TA OSOBENNOSTX INTEGRIRUETSQ ABSOL@TNO. pRI DALXNEJ[EM WYROVDENII PORQ- DOK I KORAZMERNOSTX OSOBENNOSTI PONIVA@TSQ ODINAKOWO. sLEDOWATELXNO, ZNA^ENIE POWTORNOGO INTEGRALA M 2 PO RASSMATRIWAEMOJ OBLASTI SOWPADAET S Mreg(B,^~B) I FORMULA (8) DOKAZANA.

tEPERX RASSMOTRIM OSOBYJ SLU^AJ, KOGDA ODNA IZ TO^EK (x, x^′) POPADAET W OBLASTX Qsing. iNTEGRALXNYJ WKLAD TAKIH ^ETWEROK OBOZNA^IM ^EREZ I1. nEOBHODIMO OCENITX INTEGRALXNYJ WKLAD WYRAVENIQ I1 W M .

dLQ OCENKI I1 WOSPOLXZUEMSQ PRINCIPOM PODOBIQ, USTREMIW ZNA^ENIE PA- RAMETRA ε K NUL@. pOTENCIALY ϕ^~ϕ OGRANI^ENNYE NA LINII^~B, B SOOTWET- STWENNO STREMQTXSQ K NULEWOMU ZNA^ENI@ PROPORCIONALXNO ε^{−2}. dIAMETR LINIJ UWELI^IWAETSQ PROPORCIONALXNO ε^{−1}. pO“TOMU, MERA SINGULQRNYH POWERHNOSTEJ zEJFERTA, OCENENNAQ OTNOSITELXNO BEZRAZMERNOGO PARAMET- RA τ UMENX[AETSQ, PROPORCIONALXNO ε. sLEDOWATELXNO, TOL]INA OBLASTEJ V I^~V OSTAETSQ POSTOQNNOJ, A OB˙EM UWELI^IWAETSQ PROPORCIONALXNO ε^{−2}.

oB˙EM REGULQRNOJ OBLASTI UWELI^IWAETSQ PRI “TOM PROPORCIONALXNO ε^{−3}. oCENKA PODYNTEGRALXNYH WYRAVENIJ DLQ TO^EK IZ REGULQRNOJ I SINGULQR- NYH OBLASTEJ ODINAKOWA. iNTEGRALXNOE WYRAVENIE OSTAETSQ POSTOQNNYM. sLEDOWATELXNO, WKLADOM W INTEGRAL (7) PRI MALOM ε TO^EK (x, x^′) IZ OBLASTI

Q_{sing} MOVNO PRENEBRE^X.

dOKAZATELXSTWO NEWYROVDENNOSTI M ZAKON^ENO.

rABOTA PREDSTAWLQET SOBOJ KONSPEKT DOKLADA NA KONFERENCII PO TEORII OSOBENNOSTEJ I EE PRILOVENIQM, PROHODIW[EJ W lIWERPULE S 16 PO 21 DE- KABRQ 2000. aWTOR BLAGODARIT w.i.aRNOLXDA, d.d. sOKOLOWA, k. mAJERA, g. hORNIGA, e.w.˝EPINA, s.s.pODKORYTOWA, s.mELIHOWA, r.mIHAJLOWA ZA OBSUVDENIQ, POZWOLIW[IE WYQWITX O[IBKU W PREDWARITELXNOJ KONSTRUKCII INTEGRALA, OPUBLIKOWANNOJ W [5]. aWTOR BLAGODARIT o.q.wIRO ZA PREDOSTAW- LENNU@ WOZMOVNOSTX PRODUMATX ^ASTX DOKAZATELXSTWA WO WREMQ MESQ^NOGO WIZITA W uNIWERSITET G. uPPSALA W MARTE 2001.

sPISOK lITERATURY

1. [Arn] Arnold V.I.; The asymptotic Hopf invariant and its applications, Selecta Math. Sovietica 5 (1986), 327-345.

2. [A] aRNOLXD w.i.; zADA^I aRNOLXDA; mOSKWA, fAZIS (2000). 3. [A-M-R1] aHMETXEW p.m., mALE[I^ j, rEPOW[ d.; fORMULA DLQ OB-

OB]ENNOGO INWARIANTA sATO-lEWINA, mAT. sBORNIK N1 (2001) 1-10.

4. [A-M-R] aHMETXEW p.m., mALE[I^ j, rEPOW[ d.; oB INWARIANTAH

mILNORA DLINY 3 DLQ POLUOGRANI^IWA@]IH ZACEPLENIJ. mATEMATI^ESKIE zAMETKI, W PE^ITI (2001).

5. [AHM] aHMETXEW p.m.; o WYS[EM ANALOGE KO“FFICIENTA ZACEPLENIQ

PARY BEZDIWERGENTNYH WEKTORNYH POLEJ. tRUDY nAU^NYH sEMINAROW pomi (2000) N6.

6. [A-Re] aHMETXEW p.m., rEPOW[ d.; oBOB]ENNYJ INWARIANT sATO-

lEWINA.

tRUDY mATEMATI^ESKOGO iNSTITUTA IM. w.a.sTEKLOWA, (1998), T.221,

69-80.

7. [Akh] Akhmet’ev P. M.; On a Higher Analog of the Linkig Number of Two Curves. Amer. Math. Soc. Transl. (2) Vol. 185 (1998) 113-127.

8. [A-R] Akhmet’ev P.M., Ruzmaikin A.; A forth-order invariant for magnetic and vortex lines, J. Geom. Phys., 15 (1995), 95-101.

9. [E-B] Evans N.W. and Berger M.A.; A hierarchy of linking integrals. H.K.Moffatt at al. (eds.), Topological Aspect of the Dynamics of Fluids and Plasmas, 237-248 (1992) Kluwer Academic Publishers. The Netherlands.

10. [Fr] Freedman M.; A note on topology and magnetic energy in noncompressible perfectly conducting fluids, J. Fluid Mech. 194 (1988) 549-551.

11. [F-C] Frick P., Sokoloff D., Cascade and dynamo action in shell model of magnetohydrodynamic turbulence. Physical Review E. Vol 57, N 4 (1998) 12. [K-L] Kirk P. and C. Livingston, Vassil’ev invariants of two component links and the Casson-Walker invariant, Topology 36 (1997) 1333-1353.

13. [M-S] Monastyrskii M.U. and Sasorov P.V.; Topological invariants in magnetic hydrodynamics, Sov.Phys.JETP 93 (1987) 1210-1220.

14. [M] mOFFAT g.k. wOZBUVDENIE MAGNITNOGO POLQ W PROWODQ]EJ SREDE,

PER. mOSKWA, mIR, (1980).

15. [M-R] Moffatt H.K. and Ricca R. Helicity and the Calugareanu invariant, Topological Aspects of Dynamics of Fluids and Plasma, H.K.Moffatt at al.

(eds.), Kluwer, Dordrecht, the Netherlands, (1992), 257-270. 16. [P-V] Polyak M. and Viro O., Gauss diagram formulas for Vassiliev invariants, Internat. Math. Res. Notices (1994) N 11, 8pp. (electronic).