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àñèìïòîòè÷åñêîì èíâàðèàíòå Õîïôà áåçäèâåðãåíòíîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ. Îïðåäåëåí íîâûé àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò ìàãíèòíîãî
ïîëÿ: êâàäðàòè÷íàÿ (2�ìîíîìèàëüíàÿ) è q�ìîíîìèàëüíàÿ
ñïèðàëüíîñòü. Ïîñòðîåí âûñøèé àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íå âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíò
çàöåïëåíèÿ. Ïðåäëîæåíî îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî
èíâàðèàíòà êëàññè÷åñêèõ çàöåïëåíèé è ïîñòðîåíû ïðèìåðû
àñèìïòîòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ äâóõ� è òðåõ� êîìïîíåíòíûõ
çàöåïëåíèé. Îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå çàäà÷è, êîòîðûå ðåøàþòñÿ
ïðè ïîìîùè èíâàðèàíòà ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè è ìîãóò
óòî÷íÿòüñÿ ïðè ïîìîùè âûñøèõ àíàëîãîâ èíâàðèàíòà ìàãíèòíîé
ñïèðàëüíîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàãíèòíàÿ ñïèðàëüíîñòü, àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò
Õîïôà, èíòåãðàë Ãàóññà, èíâàðèàíò çàöåïëåíèÿ.

Êîäû MSC: 35Qxx, 57Mxx, 76Fxx.

1 Ââåäåíèå
Â.È.Àðíîëüä ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó ([Arn], ïðîáëåìà
1984-12). "Ïåðåíåñòè àñèìïòîòè÷åñêîå ýðãîäè÷åñêîå îïðåäåëåíèå
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èíâàðèàíòà Õîïôà áåçäèâåðãåíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà òåîðèþ
Íîâèêîâà, îáîáùàþùóþ óìíîæåíèå Óàéòõåäà â ãîìîòîïè÷åñêèõ
ãðóïïàõ“.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ïîäòâåðæäàþùèå ñóùåñòâîâàíèå
àñèìïòîòè÷åñêîãî âûñøåãî èíâàðèàíòà Õîïôà, ïðè ïîìîùè îáîáùåíèÿ
èíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé äëÿ èíâàðèàíòîâ Ìàññè (â ñòàðøèõ
ðàçìåðíîñòÿõ èíòåãðàëû Ìàññè îïðåäåëÿþò îáîáùåííûå óìíîæåíèÿ
Óàéòõåäà). Ìû ðàññìàòðèâàåì òðåõìåðíûé ñëó÷àé, íàèáîëåå âàæíûé
äëÿ ïðèëîæåíèé.

Áåçäèâåðãåíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ áóäóò íàçûâàòüñÿ ìàãíèòíûìè
ïîëÿìè. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî íå ëþáîé èíâàðèàíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà
êëàññè÷åñêîãî çàöåïëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì è ïîðîæäàåò
çàêîí ñîõðàíåíèÿ âìîðîæåííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Àñèìïòîòè÷åñêèé
èíâàðèàíò äîëæåí âûäåðæèâàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñïåöèàëüíîãî
âèäà (ñì. ðàçäåë 4). Ìû ñòðîèì áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî àñèìïòîòè÷åñêèõ
èíâàðèàíòîâ: ïîëèíîìèàëüíûå ñïèðàëüíîñòè. Äàëåå ñòðîèòñÿ âûñøèé
àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò M , êîòîðûé íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
(àñèìïòîòè÷åñêèå) êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ.

Ýðãîäè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âûñøåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà
íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Âñå âûñøèå àñèìïòîòè÷åñêèå èíâàðèàíòû,
ïîñòðîåííûå â ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ ìíîãîçíà÷íûìè. Äëÿ ïîëåé, âñå
ñèëîâûå ëèíèè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè (òàêèå ïîëÿ âàæíû äëÿ
ïðèëîæåíèé, ò.ê. ñâÿçàíû íàïðÿìóþ ñ ïîíÿòèåì ìàãíèòíîé òðóáêè (ñì.
[P-F])), ïîñòðîåííûå âûñøèå àñèìïòîòè÷åñêèå èíâàðèàíòû îêàçûâàþòñÿ
îäíîçíà÷íûìè. Íåëüçÿ èñêëþ÷èòü, ÷òî âûñøèå àñèìïòîòè÷åñêèå
èíâàðèàíòû îäíîçíà÷íû, âî âñÿêîì ñëó÷àå, äëÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé
"îáùåãî ïîëîæåíèÿ“. Íà÷íåì èçäàëåêà, à èìåííî, ñ îáñóæäåíèÿ
âîçìîæíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé ÌÃÄ

∂(w)

∂t
= rot(V × w) + rot(rotB×B)− νrotrotw, (1)

w = rotV ; div(V ) = 0;

∂B

∂t
= rot(V ×B)− ηrotrotB, (2)

div(B) = 0.

Óðàâíåíèå (1) îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ âåêòîðà ðîòîðà ñêîðîñòè
æèäêîé ïðîâîäÿùåé ñðåäû â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ó÷åòîì
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè. Óðàâíåíèå (2) îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ
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âåêòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ó÷åòîì ìàãíèòíîé âÿçêîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âåêòîðíûå ïîëÿ B, w èìåþò êîíå÷íûé
íîñèòåëü. Èç ñèñòåìû (1),(2), î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî è ïðè âñåõ t > 0
ðåøåíèÿ B(t), w(t) èìåþò êîíå÷íûé íîñèòåëü.

Óðàâíåíèå (1) çàïèñàíî â ôîðìå Êîøè-Ãåëüìãîëüöà, êîòîðàÿ óäîáíà
äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Â óñëîâèè îòñóòñòâèÿ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ (èëè â óñëîâèÿõ ìàëîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ) ïðè íóëåâîé
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè ν âåêòîðíîå ïîëå w ÿâëÿåòñÿ âìîðîæåííûì
(ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ ïî âðåìåíè âî âíóòðåííèõ êîîðäèíàòàõ ñðåäû
ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé B2), ÷òî âëå÷åò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
(âûñøèõ) òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, ïîñòðîåííûõ äëÿ òðàåêòîðèé
ýòîãî ïîëÿ. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì B äàæå ïðè ν = 0 âåêòîðíîå ïîëå
w íå ÿâëÿåòñÿ âìîðîæåííûì è èçìåíÿåòñÿ âî âíóòðåííèõ êîîðäèíàòàõ
ñðåäû ïîä äåéñòâèåì ñèë Ëîðåíöà, ïðè÷åì âåêòîð ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
∂V
∂t

(âåêòîð V ñëóæèò âåêòîð-ïîòåíöèàëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ w) íàïðàâëåí
ïåðïåíäèêóëÿðíî ìàãíèòíîìó ïîëþ. Ïðè ν = 0, η = 0 (ýòîò ñëó÷àé
íîñèò íàçâàíèå èäåàëüíîé ÌÃÄ) èç óñëîâèÿ âìîðîæåííîñòè ïîëÿ w
èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé âûòåêàåò, âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè V èìååò
àñèìïòîòèêó V ∼ r−2.

Óðàâíåíèå (2) âûÿâëÿåò àíàëîãèþ çàêîíà ýâîëþöèè âåêòîðîâ w è
B. Â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ìàãíèòíîé âÿçêîñòè η âåêòîðíîå ïîëå B
ÿâëÿåòñÿ âìîðîæåííûì, ÷òî òàêæå âëå÷åò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (âûñøèõ)
òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, ïîñòðîåííûì ïî òðàåêòîðèÿì ýòîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ. Îñíîâíîé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò, îïðåäåëÿþùèé
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â èäåàëüíîé ÌÃÄ, ñâÿçàí ñî
ñðåäíèì êîýôôèöèåíòîì çàöåïëåíèÿ ïàð ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî
ïîëÿ. Ýòîò èíâàðèàíò íàçûâàåòñÿ ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòüþ (ñì. [A-Kh],
ãë.3) è òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèì èíâàðèàíòîì Õîïôà. Àñèìïòîòè÷åñêèé
èíâàðèàíò äëÿ èíâàðèàíòà ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè ñâÿçàí ñ
èíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ äâóõ çàìêíóòûõ
êðèâûõ, êîòîðûé áûë îòêðûò Ê.Ô.Ãàóññîì.

Îñíîâíîé çàäà÷åé, îñíîâàííîé íà ïðèìåíåíèè èíòåãðàëà ìàãíèòíîé
ñïèðàëüíîñòè, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Çåëüäîâè÷à-Ñàõàðîâà îá îöåíêå
ìàãíèòíîé ýíåðãèè ÷åðåç (âûñøèå) òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû
ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ â ýòîé
çàäà÷å ñëóæèò íåðàâåíñòâî Àðíîëüäà ([A-Kh], ãë.3, ðàçäåë 1.3, Òåîðåìà
1.5).

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÃÄ â îòñóòñòâèè ìàãíèòíîé
äèññèïàöèè äîñòàâëÿþòñÿ êîëåáàíèÿìè âáëèçè ïîëîæåíèé
ìàãíèòîñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîì ìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ
ìèíèìèçèðóåòñÿ ([T]).

3



Íàëè÷èå äàæå ñëàáîé ìàãíèòíîé âÿçêîñòè ïðèâîäèò ê ðàçðóøåíèþ
âñåõ âûñøèõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, çà èñêëþ÷åíèåì èíâàðèàíòà
ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè, êîòîðûé ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò ñîñòîÿíèå
ìàãíèòîñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ äàííîé ñèñòåìû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ðàçðóøåíèå âûñøèõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ
ïðîöåññîì ïåðåñîåäèíåíèÿ ñèëîâûõ ëèíèé (ñì. [Ê]).

Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, â
òîì ÷èñëå, òåîðåìà Àðíîëüäà îá àñèìïòîòè÷åñêîì ãàóññîâñêîì
êîýôôèöèåíòå çàöåïëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîñòèêîì, ñâÿçûâàþùèì
òåîðèþ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ (ãëîáàëüíîé)
òîïîëîãèåé. Äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ â óêàçàííîì êîíòåêñòå ïîäîáíîé
ñâÿçè íå âîçíèêàåò, â ÷àñòíîñòè, êîðýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ äâóõ
ïëîñêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ ðàâåí íóëþ. Â ñëó÷àå, êîãäà
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà áîëüøå 3, àëãåáðàè÷åñêèé àñïåêò çàäà÷è
èçó÷åíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ çàöåïëåíèé ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ
îò ñëó÷àÿ ðàçìåðíîñòè 3. Ñàìûé ñëîæíûé ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè 3
ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé.

Ìíîãèå ïðèêëàäíûå çàäà÷è, ðåøàåìûå ïðè ïîìîùè èíâàðèàíòà
ñïèðàëüíîñòè, ìîãóò áûòü áîëåå äåòàëüíî èçó÷åíû ïðè ïîìîùè
äðóãèõ áîëåå òîíêèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ.
Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÌÃÄ î÷åíü ñëîæíû. Ïðè ïåðåõîäå
îò òî÷íûõ ðåøåíèé ê ïðèáëèæåííûì â òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè
èñïîëüçóþòñÿ ñëó÷àéíûå ìàãíèòíûå (ãèäðîäèíàìè÷åñêèå) ïîëÿ. Ïðè
ýòîì îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè ïðèáëèæåííûå ñïåêòðàëüíûå ôîðìóëû
äëÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ÿâíàÿ ôîðìóëà ñàìîãî çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ ìîæåò áûòü íåèçâåñòíà. Ïðîèçâîëüíûé àñèìïòîòè÷åñêèé
òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò, îïðåäåëÿþùèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ, ïîðîæäàåò
ôóíêöèîíàë íà ñïåêòðå ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÃÄ, êîòîðûé
ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ñëó÷àéíîãî ðåøåíèÿ.

Âåðîÿòíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðîñòûõ ôîðìóë äëÿ âûñøèõ
àñèìïòîòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ìàãíèòíûõ ïîëåé. Ãèïîòåçà
À.Â.×åðíàâñêîãî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé
ïåðâûé èíòåãðàë I ñèñòåìû óðàâíåíèé èäåàëüíîé ÌÃÄ, ïðè óñëîâèè, ÷òî
ìàãíèòíîå ïîëå ïðåäñòàâëåíî îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ìàãíèòíûõ
òðóáîê (ñì. [A-Kh], ãë.3, ðàçäåë 7.3) ñ åäèíè÷íûìè ìàãíèòíûìè
ïîòîêàìè, îêàçûâàåòñÿ ðàâåí íåêîòîðîìó êîìáèíàòîðíîìó èíâàðèàíòó
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, âû÷èñëåííîìó äëÿ òðåõìåðíîãî çàöåïëåíèÿ, êîòîðîå
îáðàçîâàíî öåíòàëüíûìè ëèíèÿìè ñåìåéñòâà ìàãíèòíûõ òðóáîê.
Òîãäà ëèáî èíâàðèàíò I àëãåáðàè÷åñêè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàãíèòíóþ
ñïèðàëüíîñòü, ëèáî íå âûðàæàåòñÿ êîíå÷íîêðàòíûì íåñîáñòâåííûì
èíòåãðàëîì îò ïîëåé B è V è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ýòèõ ïîëåé
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ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. ×àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû â íàïðàâëåíèè
ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ãèïîòåçû ×åðíàâñêîãî áûëè ïîëó÷åíû
Ñ.Ñ.Ïîäêîðûòîâûì (2004, óñòíîå ñîîáùåíèå).

Åùå îäèí èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò î íåâîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü
ïðîñòóþ ôîðìóëó äëÿ âûñøèõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ òðàåêòîðèé
áåçäèâåðãåíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé áûë ïîëó÷åí Å.À.Êóäðÿâöåâîé, ñì.
[Kudr]. Ðåçóëüò Êóäðÿâöåâîé ïðåïÿòñòâóåò ïîñòðîåíèþ îäíîçíà÷íîãî
âûñøèåãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà áåçäèâåðãåíòíûõ ïîëåé áåç
ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ãèïîòåçà î âîçâðàùåíèè èç
ðàçäåëà 4 (ãèïîòåçà íå ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ). Âîïðîñ îá ýðãîäè÷íîñòè ïîñòðîåííûõ
èíâàðèàíòîâ íå èññëåäîâàí.

Â ðàçäåëå 2 âñïîìíèì äâå çàäà÷è, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì
ñâîéñòâ òóðáóëåíòíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà
ñïèðàëüíîñòè. Ïåðâàÿ çàäà÷à, êîòîðóþ ìíå îáúÿñíèë ïðîô.
Ä.Ä.Ñîêîëîâ, ñâÿçàíà ñ âåðõíåé îöåíêîé ñïåêòðà òóðáóëåíòíîãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñìûñë ýòîé çàäà÷è â ñëåäóþùåì: ìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ
ñëó÷àéíûõ âèõðåé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè äèññèïèðóåò ïî ñïåêòðó
èç îáëàñòè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñ ìàëûìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè
(êðóïíîìàñøòàáíûõ) â îáëàñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñ áîëüøèìè
âîëíîâûìè ÷èñëàìè (ìåëêîìàñøòàáíûõ). Ãåîìåòðè÷åñêè ýòîò ïðîöåññ
ìîæíî, êàê è â ñëó÷àå àíàëîãè÷íîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è [F],
ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê âîçíèêíîâåíèå ôðàêòàëüíîãî êàñêàäà âèõðåé,
âñå áîëåå ìåëêèõ ðàçìåðîâ. Ïðîöåññ ôðàêòàëèçàöèè íå ïðîèñõîäèò äî
áåñêîíå÷íîñòè, íî ëèøü äî îïðåäåëåííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, êîòîðûé
â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì ãèäðîäèíàìè÷åñêîé
ýíåðãèè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è èíâàðèàíòîì ìàãíèòíîé
ñïèðàëüíîñòè, îáà èíâàðèàíòà ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè
èäåàëüíîé ñèñòåìû (â ïðèñóòñòâèè ìàëîé äèññèïàöèè ýòè âåëè÷èíû
ÿâëÿþòñÿ àäèàáàòè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ
ñèñòåìû íå ñîõðàíÿåòñÿ, à òîïîëîãèÿ ðàçðóøàåòñÿ èç-çà ïåðåñîåäèíåíèÿ
ñèëîâûõ ëèíèé). Áîëåå äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è ïðèâîäèò ê òåîðèè êàñêàäíûõ ìîäåëåé. Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
ÌÃÄ êàñêàäíûå ìîäåëè ïîêà åùå íåäîñòàòî÷íî èçó÷åíû. Âûñøèå
àñèìïòîòè÷åñêèå èíâàðèàíòû, çàäàííûå â âèäå ôóíêöèîíàëîâ íà ñïåêòðå
ðåøåíèé, äîñòàâëÿþò â ýòîé çàäà÷å äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ,
êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà êàê äëÿ îöåíêè ïåðåíîñà ýíåðãèè ïî
ñïåêòðó, òàê è äëÿ îöåíêè ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó
ïðàâûõ è ëåâûõ òóðáóëåíòíûõ âèõðåé.

Âòîðàÿ çàäà÷à èç òåîðèè äèíàìî ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé ðîñòà
ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðîñòåéøèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàçâàåòñÿ α�ýôôåêò.
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Îí áûë îòêðûò â 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà Steenbeck, Krause,
R�adler (1966). Ñîãëàñíî îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó ýòîé òåîðèè ðîñò
ñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â óñëîâèÿõ ìîäåëè ñ óñðåäíåíèåì ñëó÷àéíîãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî ìåëêîìàñøòàáíûì âàðèàöèÿì ïîëÿ ñêîðîñòè, â
öåëîì, õàðàêòåðèçóåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ
çàöåïëåíèÿ ëèíèé ðîòîðà ïîëÿ ñêîðîñòè ñðåäû. Ðîñò ìàãíèòíîãî
ïîëÿ íàáëþäàåòñÿ, êîãäà àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà óêàçàííîãî ñðåäíåãî
êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ äîñòàòî÷íî âåëèêà è íå íàáëþäàåòñÿ â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ÷òî ôîðìóëû äëÿ
âûñøèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ïîëÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè
â ýòîì êîíòåêñòå ïðè ðàçâèòèè òåîðèè. Äðóãèå çàäà÷è äëÿ ïðèìåíåíèÿ
âûñøèõ àíàëîãîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà Õîïôà ìîæíî íàéòè
â [R-S-T],[H-M], [Gh]. Ðÿä ïðèëîæåíèé âûñøèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ
èíâàðèàíòîâ ñïèðàëüíîñòè ñâÿçàí ñ èçó÷åíèåì ïåðåïëåòåíèé ñèëîâûõ
ëèíèé â ìàãíèòíîé òðóáêå [P-F].

Â ðàçäåëå 3 ñòðîèòñÿ âûñøèé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò M ,
âûðàæàþùèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ íîñèòåëåì íà
òðåõ çàìêíóòûõ ìàãíèòíûõ ëèíèÿõ. Ïîä÷åðêíó, ÷òî â îòëè÷èè îò äðóãèõ
âûñøèõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, ïðèìåíÿâøèõñÿ â ýòîé çàäà÷å
(âïåðâûå ýòî áûëî ñäåëàíî â [M-R], ãäå ïðèìåíÿþòñÿ èíòåãàëû Ìàññè),
íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîïàðíûå êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ ñèëîâûõ ëèíèé
ïðèíèìàëè íóëåâûå çíà÷åíèÿ. Áîëåå òîãî, åñëè ïî êðàéíåé ìåðå, äâà èç
òðåõ ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé
îáðàùàþòñÿ â íóëü, òî è èíâàðèàíò M îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òåì íå ìåíåå,
èíâàðèàíò M íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîïàðíûå êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ.

Ðàçäåë 4 ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ íîâîãî ñåìåéñòâà àñèìïòîòè÷åñêèõ
òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ δq

B ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íàçûâàåìûõ
èíâàðèàíòàìè ìîíîìèàëüíîé ñïèðàëüíîñòè, ãäå íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð
2q íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ èíâàðèàíòà, à ïàðàìåòð 2q − 1 ñîâïàäàåò ñ
ïîðÿäêîì ýòîãî èíâàðèàíòà. Â êîíòåêñòå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé
íîâûé èíâàðèàíò ñóùåñòâåííîãî èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò: äëÿ
îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè îí ðàâåí q-îé
ñòåïåíè êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò. Äëÿ óðàâíåíèé ÌÃÄ
ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî àñèìïòîòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ, ò.ê. óæå ïðè q = 2 ïîëèíîìèàëüíàÿ (êâàäðàòè÷íàÿ)
ñïèðàëüíîñòü íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë ñïèðàëüíîñòè, êàê
ëåãêî ïîêàçàòü íà ïðèìåðå ïîëÿ, çàêëþ÷åííîãî â äâà äèçúþíêòíûõ
çåðêàëüíûõ øàðà ñ íåíóëåâîé ñïèðàëüíîñòüþ â êàæäîì øàðå. Â ýòîì
æå ðàçäåëå äîêàçàí îñíîâíîé ðåçóëüòàò, à èìåííî, ïîñòðîåí âûñøèé
àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò µB ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðûé ïîðîæäàåòñÿ
èíâàðèàíòîì M , ïîñòðîåííûì â ðàçäåëå 3.
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Ðàçäåë 5 ïîñâÿùåí îáùèì îáñóæäåíèÿì íà ïóòè âîçìîæíûõ
ïðèëîæåíèé âûñøèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ìàãíèòíûõ
ïîëåé. Ïðèëîæåíèÿ îñíîâàíû íà ïîíÿòèè êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà
ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðèâîäèòñÿ êîððåëÿöèîííûé òåíçîð äëÿ δ2 è
µ�èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå (ïðè âûïîëíåíèè ãèïîòåçû î ñõîäèìîñòè
íåêîòîðîãî ôîðìàëüíîãî ðÿäà, êîòîðàÿ íîñèò âåñüìà îáùèé õàðàêòåð),
ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàòü êàê çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé ÌÃÄ. Â ðàçäåëå 5 ïðèâîäèòñÿ íåîáõîäèìûé àëãåáðàè÷åñêèé
ìàòåðèàë è äàåòñÿ ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà çàöåïëåíèé
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Âûÿñíÿåì òîïîëîãè÷åñêóþ ïðèðîäó M�èíâàðèàíòà
íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Ñ.À.Ìåëèõîâà [Ìå].

Ðàáîòà äîêëàäûâàëàñü íà êîíôåðåíöèÿõ â èíñòèòóòå Ýéëåðà (Ñò-
Ïåòåðáóðã): 10-14 ñåíòÿáðÿ 2007 è íà Ìåìîðèàëå Â.À.Ðîõëèíà 11-16
ÿíâàðÿ 2010 è íà êîíôåðåíöèè ïî íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì 15-20 äåêàáðÿ
2009 (îç. Áàííîå). Àâòîð áëàãîäàðåí Â.È.Àðíîëüäó, Á.À.Áîðèñîâó, Â.Í.
Âàñèëüåâó, Î.Êàðïåíêîâó, Ñ.À.Ìåëèõîâó, Ë.Ï.Ïëàõòå, Â.Á.Ñåìèêîçó,
Ä.Ä.Ñîêîëîâó, À.Á.Ñîñèíñêîìó çà îáñóæäåíèÿ.

2. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ èíòåãðàëà
ñïèðàëüíîñòè â òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè
Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ: âåêòîð-ïîòåíöèàë A(x) ìàãíèòíîãî
ïîëÿ è èíòåãðàë ñïèðàëüíîñòè. Ïîñêîëüêó div(B(x)) = 0, ñóùåñòâóåò
âåêòîðíîå ïîëå A(x), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ rot(A) = B
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè: A(r) ∼ r−2, ïðè r → ∞. Ýòî âåêòîðíîå
ïîëå íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ïîòåíöèàëîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ B(x). Óñëîâèåì
div(A(x)) = 0 âåêòîð-ïîòåíöèàë îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí. Îïðåäåëåí
èíòåãðàë ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè ïî ôîðìóëå:

χ(B) =

∫
A(x) ·B(x) dx. (3)

Ïðèìåð Ä.Ä.Ñîêîëîâà: îöåíêà ñïåêòðà òóðáóëåíòíîãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ
Ïóñòü bk, 0 < k < N � íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ñïåêòðà ýíåðãèè E =∫

B2dx òóðáóëåíòíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå. Ïàðàìåòð N
îïðåäåëÿåò ãðàíèöó ñïåêòðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

b̄k = C2
b k

−α,
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ãäå α > 0 � ïîêàçàòåëü ñïåêòðà (ïðè α < 1 îöåíêà ýôôåêòèâíàÿ).
Êîýôôèöèåíòû ñïåêòðà ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè χ(B) îïðåäåëåíû
ðàâåíñòâîì bχ

k = C2
b k

−α−1, 0 < k < N (èíòåãðàë ñõîäèòñÿ). Ïîëíàÿ
ýíåðãèÿ ñèñòåìû U + E îöåíèâàåòñÿ ñíèçó ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâîì:

U + E > C2
b

∫ N

1

k−αdk (4)

(ïðè α < 1 èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ). Ìàãíèòíàÿ ñïèðàëüíîñòü χ(B)
äîñòàâëÿåò íèæíþþ îöåíêó êîíñòàíòû C2

b :

|χ(B)| ≤ C2
b

∫ N

1

k−α−1 = C2
b α

−1.

Íèæíÿÿ îöåíêà êîíñòàíòû C2
b îïðåäåëÿåò âåðõíþþ îöåíêó ãðàíèöû

ñïåêòðà N èç óðàâíåíèÿ (4).

Óðàâíåíèå èíäóêöèè äëÿ ñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, α-ýôôåêò
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî ñëó÷àéíîå ïîëå ñêîðîñòè V ′(x, t) ñî ñðåäíèì
çíà÷åíèåì V̄ (x, t) = 0. Ïðåäñòàâèì ìàãíèòíîå ïîëå B(x, t) â âèäå:
B(x, t) = B̄(x, t)+B′(x, t), ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì ìàãíèòíûì ïîëåì, à âòîðîå ñëàãàåìîå îïðåäåëÿåò
ñëó÷àéíûå âàðèàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. (Îòìå÷ó, ÷òî â îòëè÷èè îò òåîðèè
âîçìóùåíèé, ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âòîðè÷íîå ïîëå ìíîãî ìåíüøå
ïåðâîíà÷àëüíîãî, â íàøåì ñëó÷àå, íàïðîòèâ, ‖B′(x, t)‖ >> ‖B̄(x, t)‖.)

Â ðàáîòå [R] ïîêàçàíî, ÷òî ñðåäíåå ìàãíèòíîå ïîëå B̄ óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

−ηmrotrotB̄ + αrotB̄− ∂B̄

∂t
= 0, div(B̄) = 0.

Êîýôôèöèåíòû ηm, α â ýòîì óðàâíåíèè õàðàêòåðèçóþò ñêîðîñòü
èçìåíåíèÿ ñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Êîýôôèöèåíò ηm çàâèñèò
îò êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè è ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê
ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè. Â òî âðåìÿ êàê êîýôôèöèåíò α íå
çàâèñèò îò ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê è ðàâåí çíà÷åíèþ èíòåãðàëà
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñïèðàëüíîñòè

α = χw =

∫
(V (x), w(x))dx.
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3. Ôîðìóëà äëÿ âûñøåãî êîýôôèöèåíòà
çàöåïëåíèÿ 3 çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé
Ïóñòü L = L1 ∪ L2 ∪ L3� 3�êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå â R3, êîòîðîå ìû
îïðåäåëèì êàê çàìêíóòîå îäíîìåðíîå îðèåíòèðîâàííîå ïîäìíîãîîáðàçèå
ñ 3 êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè. Êîìïîíåíòû ïîäìíîãîîáðàçèÿ L ñíàáæåíû
íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé. Åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê L â
òî÷êå xi ∈ Li ⊂ L, i = 1, 2, 3, îáîçíà÷èì ÷åðåç ẋi.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè xi ∈ Li, îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïîëå A(xi; x) ñ
îñîáåííîñòüþ â òî÷êå x0 ïî ôîðìóëå:

A(xi; x) =
ẋi × (x− xi)

(x− xi)2
.

Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïîëå Ai(x) c îñîáåííîñòüþ íà êðèâîé Li,
íàçûâàåìîå âåêòîð-ïîòåíöèàëîì êîìïîíåíòû Li, ïî ôîðìóëå:

Ai(x) =

∮

Li

A(xi, x)dxi, xi ∈ Li. (5)

Äëÿ êàæäîé ïàðû òî÷åê xi ∈ Li, xj ∈ Lj, i 6= j, îïðåäåëèì âåêòîðíîå
ïîëå ~αi,j(xi, yj; x) ïî ôîðìóëå:

~α(xi, xj; x) = A(xi; x)×A(xj; x).

Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïîëå ~αi,j(x) c îñîáåííîñòüþ íà êðèâûõ Li, Lj ïî
ôîðìóëå:

~αi,j(x) = Ai(x)×Aj(x) =

∮

Li∪Lj

~αi,j(xi, xj; x)dxidxj, xi ∈ Li, xj ∈ Lj. (6)

Ïîëå ~αi,j(x), çàäàííîå ôîðìóëîé 6, îïðåäåëÿåò ïðåäåëüíûé (ïðè
ñòðåìëåíèè ê íóëþ äèàìåòðà ìàãíèòíûõ òðóáîê, äàëåå â àíàëîãè÷íûõ
ôîðìóëàõ ýòîò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñïåöèàëüíî îãîâàðèâàòüñÿ íå áóäåò)
ïîòåíöèàë Ai ×Aj â ôîðìóëå (19),[Akh] â íàèáîëåå óäîáíîé ôîðìå äëÿ
âû÷èñëåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (i, j), i, j = 1, 2, 3, i 6= j � êîýôôèöèåíò
çàöåïëåíèÿ i-îé è j�îé êîìïîíåíò L. Êîýôôèöèåíò (i, j) îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå:

(i, j) =
1

4π

∫ ∫ 〈ẋi, ẋj, xi − xj〉
‖xi − xj‖3

dxidxj, xi ∈ Li, xj ∈ Lj, (7)
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êîòîðûé â ñëó÷àå äâóõêîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç k.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕj,i : Li → R1, i 6= j � ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ,

îïðåäåëåííóþ âûáîðîì âåòâè ïðè èíòåãðèðîâàíèè âåêòîð-ïîòåíöèàëà
Aj ïî êîìïîíåíòå Li. Ýòî ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì (i, j)
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

ϕj,i(xi) =

∫ xi

pti

Aj(xi)dxi, xi ∈ Li, (8)

ãäå pti ∈ Li � âûáðàííàÿ òî÷êà íà êðèâîé Li. Ïî ïîñòðîåíèþ ϕj,i(pti) = 0,
ïðè÷åì ýòî çíà÷åíèå îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ (i, j)k, k ∈
Z. Ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ϕj,i âõîäèò â ôîðìóëó (19)[Akh], ýòà ôóíêöèÿ
îïðåäåëåíà óðàâíåíèåì (13)[Akh].

Ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ϕj,i ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû
ñòàíäàðòíîé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ϕ0

j,i(pti), ôóíêöèè ϕvar
j,i , äëÿ

êîòîðîé ñðåäíåå çíà÷åíèå íà Li îáðàùàåòñÿ â íóëü, è ïîñòîÿííîé
ôóíêöèè:

ϕj,i(xi) = ϕ0
j,i(pti) + ϕvar

j,i + C ′
i. (9)

Ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ϕ0
j,i(pti) îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: îíà ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíîé íà óíèâåðñàëüíîé
íàêðûâàþùåé L̃i íàä Li è îáðàùàåòñÿ â íóëü â îòìå÷åííîé òî÷êå pti ∈ Li.

Îïðåäåëèì ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë φi : Li → R1 ïî ôîðìóëàì:

φ1 = (3, 1)ϕ2,1 − (1, 2)ϕ3,1, (10)

φ2 = (1, 2)ϕ3,2 − (2, 3)ϕ1,2, (11)

φ3 = (2, 3)ϕ1,3 − (3, 3)ϕ3,1. (12)

Ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë φi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ,
îïðåäåëåííóþ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êîíñòàíòû. Ôîðìóëû
(10)�(12) ñîâïàäàþò ñ ôîðìóëàìè (16)-(18)[Akh]. Âîñïîëüçîâàâøèñü
ðàâåíñòâîì (9), ïåðåïèøåì ôîðìóëû (10), (11), (12) â âèäå:

φ1 = (3, 1)ϕvar
2,1 − (1, 2)ϕvar

3,1 + C1, (13)

φ2 = (1, 2)ϕvar
3,2 − (2, 3)ϕvar

1,2 + C2, (14)
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φ3 = (2, 3)ϕvar
1,3 − (3, 3)ϕvar

2,3 + C3. (15)

Âûáîð êîíñòàíò C1, C2, C3 â ôîðìóëàõ (11)-(13) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ:

∫

L1

C1dx1 =

∫

L1

ϕvar
1,2 (gradϕvar

1,3 , ẋ1)− (gradϕvar
1,2 , ẋ1)ϕ

var
1,3 dx1+ (16)

2

3

∫
〈A1(x),A2(x),A3(x)〉dx,

∫

L2

C2dx2 =

∫

L2

ϕvar
2,3 (gradϕvar

2,1 , ẋ2)− gradϕvar
2,3 , ẋ2)ϕ

var
2,1 dx2+ (17)

2

3

∫
〈A1(x),A2(x),A3(x)〉dx,

∫

L3

C3dx3 =

∫

L3

ϕvar
3,1 (gradϕvar

3,2 , ẋ3)− (gradϕvar
3,1 , ẋ3)ϕ

var
3,2 dx3+ (18)

2

3

∫
〈A1(x),A2(x),A3(x)〉dx.

Óðàâíåíèÿ (16) � (18) âëåêóò óðàâíåíèå (10)[Akh], ïîýòîìó
îïðåäåëÿþò äîïóñòèìóþ êàëèáðîâêó ïîòåíöèàëîâ. Ìíîæèòåëü 2

3
âî

âòîðûõ ñëàãàåìûõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óêàçàííûõ óðàâíåíèé âûòåêàåò
èç òîãî, ÷òî ïðè ñóììèðîâàíèè ýòèõ óðàâíåíèé, ïðè êîòîðîì
ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå (10)[Akh], ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå â ëåâîé
÷àñòè óòðàèâàåòñÿ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òðîéêè òî÷åê xi ∈ Li, i = 1, 2, 3 îïðåäåëèì
âåêòîðíîå ïîëå F(x1, x2, x3; x) ñ îñîáåííîñòÿìè â òî÷êàõ x1, x2, x3 ïî
ôîðìóëå:

F(x1, x2, x3; x) = (2, 3)(3, 1)~α1,2(x1, x2; x) + (3, 1)(1, 2)~α2,3(x2, x3; x)+ (19)

(1, 2)(2, 3)~α3,1(x3, x1; x),

ãäå ~α(xi, xj; x) îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (6).
Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïîëå F(x) c îñîáåííîñòÿìè íà êîìïîíåíòàõ

çàöåïëåíèÿ L ïî ôîðìóëå
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F(x) =

∮

L

F(x1, x2, x3; x)dx1dx2dx3. (20)

Âåêòîðíîå ïîëå, çàäàííîå óðàâíåíèåì (20), èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå
ãëàâíîãî ñëàãàåìîãî â ôîðìóëå (19)[Akh].

Îïðåäåëèì äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî W ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà Ãàóññà:

W =
1

4π

∫ ∫ 〈F(x),F(y), (x− y)〉
‖x− y‖3

dxdy. (21)

Èíòåãðàë (21) ñîâïàäàåò ñ ãëàâíûì ñëàãàåìûì ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â
ôîðìóëå (20)[Akh] äëÿ èíâàðèàíòà M .

Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïîëå Aφ
i (x) c îñîáåííîñòüþ íà êðèâîé Li ïî

ôîðìóëå:

Aφ
i (x) =

∮

Li

φi(xi)A(xi, x)dxi, xi ∈ Li. (22)

Îïðåäåëèì äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà b1;1,2, b1;1,3, b2;2,3, b2;2,1 b3;3,1, b3;3,2

ñëåäóþùèìè èíòåãðàëàìè, â êîòîðûå âõîäÿò âåêòîðíûå ïîëÿ, çàäàííûå
óðàâíåíèÿìè (5), (22):

b1;1,2 = −(2, 3)2(3, 1)

∫
〈A1(x),A2(x),Aφ

1(x)〉dx, (23)

b1;1,3 = −(2, 3)2(1, 2)

∫
〈A3(x),A1(x),Aφ

1(x)〉dx, (24)

b2;2,3 = −(3, 1)2(1, 2)

∫
〈A2(x),A3(x),Aφ

2(x)〉dx, (25)

b2;2,1 = −(3, 1)2(2, 3)

∫
〈A1(x),A2(x),Aφ

2(x)〉dx, (26)

b3;3,1 = −(1, 2)2(2, 3)

∫
〈A3(x),A1(x),Aφ

3(x)〉dx, (27)
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b3;3,2 = −(1, 2)2(3, 1)

∫
〈A2(x),A3(x),Aφ

3(x)〉dx. (28)

Èíòåãðàëû (23)�(28), âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáðàùàþòñÿ â íóëü, ò.ê.
âåêòîðíûå ïîëÿ Ai è Aφ

i , âîîáùå ãîâîðÿ, ëèíåéíî-íåçàâèñèìû. Ñóììà
èíòåãðàëîâ (23)�(28) ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé ÷àñòüþ îñòàòî÷íîãî ñëàãàåìîãî
â ïåðâîì ñëàãàåìîãî ôîðìóëû (20)[Akh] äëÿ èíâàðèàíòà M .

Îïðåäåëèì äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà b1;2,3, b2;3,1, b3;1,2 ñëåäóþùèìè
èíòåãðàëàìè:

b1;2,3 = −(1, 2)(2, 3)(3, 1)

∫
〈A2(x),A3(x),Aφ

1(x)〉dx, (29)

b2;3,1 = −(1, 2)(2, 3)(3, 1)

∫
〈A3(x),A1(x),Aφ

2(x)〉dx, (30)

b1;2,3 = −(1, 2)(2, 3)(3, 1)

∫
〈A1(x),A2(x),Aφ

3(x)〉dx. (31)

Ñóììà èíòåãðàëîâ (29)�(31) ñîâïàäàåò ñî âòîðîé ÷àñòüþ îñòàòî÷íîãî
ñëàãàåìîãî â ïåðâîì ñëàãàåìîãî ôîðìóëû (20)[Akh] äëÿ èíâàðèàíòà M .

Îïðåäåëèì äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà c1;1, c2;2, c3;3, c1;2, c2;3, c3;1

ñëåäóþùèìè èíòåãðàëàìè:

c1;1 = (2, 3)2

∮
φ1(ẋ1,A

φ
1)dx1, (32)

c2;2 = (3, 1)2

∮
φ2(ẋ2,A

φ
2)dx2, (33)

c3;3 = (3, 1)2

∮
φ3(ẋ3,A

φ
3)dx3, (34)

c1;2 = 2(2, 3)(3, 1)

∮
φ2(ẋ2,A

φ
1)dx2, (35)
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c2;3 = 2(3, 1)(1, 2)

∮
φ3(ẋ3,A

φ
2)dx3, (36)

c3;1 = 2(1, 2)(2, 3)

∮
φ1(ẋ1,A

φ
3)dx1. (37)

Ñóììà èíòåãðàëîâ (32)�(37) ñîâïàäàåò ñ ñóììîé òðåõ ïîñëåäíèõ
îñòàòî÷íûõ ñëàãàåìûõ â ôîðìóëû (20)[Akh] äëÿ èíâàðèàíòà M .

Îïðåäåëèì äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà d1;1, d2;2, d3;3, d1;2, d2;3, d3;1

ñëåäóþùèìè èíòåãðàëàìè:

d1;1 = −(2, 3)2

∮
φ2

1(ẋ1,A1)dx1, (38)

d2;2 = −(3, 1)2

∮
φ2

2(ẋ2,A2)dx2, (39)

d3;3 = −(3, 1)2

∮
φ2

3(ẋ3,A3)dx3, (40)

d1;2 = (3, 1)(2, 3)

∮
φ2

2(ẋ2,A1)dx2, (41)

d2;3 = (1, 2)(3, 1)

∮
φ2

3(ẋ3,A2)dx3, (42)

d3;1 = (2, 3)(1, 2)

∮
φ2

1(ẋ1,A3)dx1. (43)

Ñóììà èíòåãðàëîâ (28)�(43) ñîâïàäàåò ñ ñóììîé ïåðâûõ îñòàòî÷íûõ
ñëàãàåìûõ â ôîðìóëû (20)[Akh] äëÿ èíâàðèàíòà M .
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Ôîðìóëà èíâàðèàíòà M

Îïðåäåëèì âåùåñòâåííîå ÷èñëî M(L) ñëåäóþùåé ñóììîé èíòåãðàëîâ:

M = W +
3∑

i;j=1

bi;i,j +
3∑

i=1

(bi;i+1,i+2 + ci;i + ci,i+1 + di;i + di;i+1). (44)

Òåîðåìà 1. 1. Ñóììà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (44)
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùåéñÿ.

2. Âûðàæåíèå (44) îïðåäåëÿåò íå ðàâíûé íóëþ èíâàðèàíò
èçîòîïè÷åñêîãî êëàññà çàöåïëåíèÿ L, êîòîðûé íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1

Óòâåðæäåíèå 1 ñëåäóåò èç îöåíêè ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ. Ïðîâåðèì
ñõîäèìîñòü ãëàâíîãî ñëàãàåìîãî W , çàäàííîãî óðàâíåíèåì (21).
Ñëàãàåìûå â âûðàæåíèè W ðàçäåëåíû íà äâå ãðóïïû. Â ïåðâóþ ãðóïïó
âõîäÿò ñëàãàåìîå âèäà:

(2, 3)2(3, 1)2

∮

L1

∮

L′1

∮

L2

∮

L′2

(45)

〈A(x1; x)×A(x2; x),A(x′1; x
′)×A(x′2; x

′), (x− x′)〉
‖x− x′‖3

dxdx′dx1dx′1dx2dx′2.

è åùå äâà ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àþùèõñÿ öèêëè÷åñêîé
ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ. Âî âòîðóþ ãðóïïó âõîäÿò ñëàãàåìîå âèäà:

2(3, 1)(1, 2)(2, 3)2

∮

L1

∮

L′1

∮

L2

∮

L3

(46)

〈A(x1; x)×A(x2; x),A(x′3; x
′)×A(x′1; x

′), (x− x′)〉
‖x− x′‖3

dx1dx′1dx2dx′3.

è åùå äâà ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ, ïîëó÷àþùèõñÿ öèêëè÷åñêîé
ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ.

Â âûðàæåíèè (45) ïåðâûé ñîìíîæèòåëü (2, 3)2(3, 1)2

îïðåäåëåí êðàòíûì íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ïî 8�òî÷å÷íîìó
êîíôèãóðàöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó. Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ýòîãî
èíòåãðàëà äîêàçàíà â íèæå â Òåîðåìå 3 (â äàííîì ñëó÷àå ñõîäèìîñòü
î÷åâèäíà). Ñõîäèìîñòü ãëàâíîãî âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ â âûðàæåíèè
(45) ñëåäóåò èç ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îöåíîê. Ôîðìàëüíî èíòåãðàë,
îïðåäåëÿþùèé ýòîò ñîìíîæèòåëü, ðàñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó äëÿ åãî
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âû÷èñëåíèÿ ïðè x1 → x′1 òðåáóåòñÿ èíòåãðèðîâàòü îñîáåííîñòü ïîðÿäêà
r−4 ïî ïðîñòðàíñòâó ðàçìåðíîñòè 4. Èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ,
ïîñêîëüêó ïîðÿäîê îñîáåííîñòè íà 1 ìåíüøå, ÷åì åå ôîðìàëüíûé
ïîðÿäîê. Äëÿ ñëàãàåìîãî (46) è äëÿ àíàëîãè÷íûõ ñëàãàåìûõ îöåíêà
ñõîäèìîñòè àíàëîãè÷íà. Ñõîäèìîñòü ãëàâíîãî ñëàãàåìîãî W äîêàçàíà.

Ñëàãàåìîå b1,1;2 è åùå äâà äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ ñëàãàåìûõ â ôîðìóëå
(44) çàäàþòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì, èìåþùèì ôîðìàëüíóþ
îñîáåííîñòü ïîðÿäêà r−4, êîòîðóþ òðåáóåòñÿ èíòåãðèðîâàòü ïî
ïðîñòðàíñòâó ðàçìåðíîñòè 4. Èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó
ïîðÿäîê îñîáåííîñòè íà 1 ìåíüøå, ÷åì åå ôîðìàëüíûé ïîðÿäîê.

Cëàãàåìîå c1,1 è äâà äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷àþòñÿ
â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ îñîáåííîñòè ôîðìàëüíîãî ïîðÿäêà r−2

ïî ïðÿìîé. Ïðè ýòîì ñàì èíòåãðàë îñîáåííîñòè íå èìååò, ò.ê.
ïîðÿäîê ôîðìàëüíîé îñîáåííîñòè ñíèæàåòñÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè íà
2. Ñõîäèìîñòü îñòàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ â ôîðìóëå (45)
î÷åâèäíà.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2, à èìåííî, äîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå
(44) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäñòâèåì èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà (20) èç [Akh].
Ðàññìîòðèì ìàãíèòíîå ïîëå B = (B1,B2,B3), ëîêàëèçîâàííîå â òðåõ
ìàãíèòíûõ òðóáêàõ ñ åäèíè÷íûìè ïîòîêàìè, öåíòðàëüíûìè ëèíèÿìè
ìàãíèòíûõ òðóáîê ñëóæàò êîìïîíåíòû (L1, L2, L3) çàöåïëåíèÿ L.
Îïðåäåëåí èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò M(B), êîòîðûé ñîõðàíåíÿåòñÿ
ïðè äèôôåîìîðôèçìàõ ïðîñòðàíñòâà, ñîõðàíÿþùèõ îáú¼ì. Ðàññìîòðèì
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ìàãíèòíûõ ïîëåé B(ε), ε → 0+,
ïîëó÷åííîå ïðè ñòðåìëåíèè òîëùåíû òðóáêè ê íóëþ. Èíòåãðàë (20) èç
[Akh] îïðåäåëåí êàê èíòåãðàë ïî R3 è ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëåíî
åãî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå

lim
ε→0+

M(B(ε)). (47)

Èíòåãðàë, çàäàííûé ôîðìóëîé 122, ïåðåõîäèò â ïðåäåëüíûé èíòåãðàë,
çàäàííûé ôîðìóëîé 44. Ïîñêîëüêó èíòåãðàë M(B) èíâàðèàíòåí ïðè
èçîòîïèè, ñîõðàíÿþùåé îáúåì, òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è èíòåãðàë
44. Ïðîèçâîëüíûé èíâàðèàíò (îðèåíòèðîâàííûõ 3-êîìïîíåíòíûõ)
çàöåïëåíèé îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà,
ñîõðàíÿþùèõ îáú¼ì, îïðåäåëÿåò èíâàðèàíò èçîòîïè÷åñêîãî êëàññà
çàöåïëåíèé. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî èíâàðèàíò M ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íûì
ïðè çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâà. Â ðàçäåëå 6 íà îñíîâå
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êîìáèíàòîðíûõ ôîðìóë äëÿ ïîëèíîìà Êîíâåÿ ñòðîèòñÿ èíâàðèàíò,
êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå ÷åðåç M , êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò
ñïåöèàëüíûì ñâîéñòâàì, ñôîðìóëèðîâàííûì â Îïðåäåëåíèè 7.
Âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà î ñîâïàäåíèè ýòèõ äâóõ àíàëèòè÷åñêîãî è
êîìáèíàòîðíîãî èíâàðèàíòîâ (ïîäðîáíóþ ôîðìóëèðîâêó ñì. â êîíöå
ðàçäåëà 6). Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [TGKMSV] ìîæíî ïûòàòüñÿ
ïîëó÷èòü àëüòåðíàòèâíîå èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ èíâàðèàíòà
M , â ÷àñòíîñòè, ïûòàòüñÿ óïðîñòèòü îñòàòî÷íûå ñëàãàåìûå â ôîðìóëå
(44). Âûäâèãàåòñÿ åùå îäíà ãèïîòåçà, ñîãëàñíî êîòîðîé, èíâàðèàíò M
âêëþ÷åí â áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ èíâàðèàíòîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè: cëåäóþùèé
èíâàðèàíò â ýòîé ñåðèè îïðåäåëåí äëÿ 4-êîìïîíåíòíûõ îðèåíòèðîâàííûõ
çàöåïëåíèé è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òðè ïåðâûõ êîýôôèöèåíòà â ïîëèíîìå
Êîíâåÿ (ñì. ðàçäåë 6).

4. Àñèìïòîòè÷åñêèå èíâàðèàíòû
áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ
Ìû âñïîìíèì îïðåäåëåíèå Â.È.Àðíîëüäà àñèìïòîòè÷åñêîãî
êîýôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ B (ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì), ñëåäóÿ ó÷åáíèêó [À-Õ]. Äàëåå ìû ïîñòðîèì ìîíîíîìèàëüíûé
êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì àíàëîãîì
àñèìïòîòè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ, è, íàêîíåö, äîêàæåì
(÷àñòè÷íî) ðåçóëüòàòû î âûñøåì àñèìïòîòè÷åñêîì èíâàðèàíòå
ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû (Òåîðåìà 3 ï.2 è Îñíîâíàÿ Òåîðåìà 5
ï.2) ôîðìóëèðóþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå B
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âîçâðàùåíèÿ (ñì. íèæå). Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå
íå ñëèøêîì óìàëÿåò îáùíîñòè, ïîñêîëüêó äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
ïðåäñòàâëåííîãî êîíå÷íûì ÷èñëîì ìàãíèòíûõ òðóáîê, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî óêàçàííàÿ ãèïîòåçà âûïîëíåíà. Íî ïðè óñëîâèÿõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
â ÷àñòíîñòè, ïðè ó÷åòå ìàãíèòíîé äèññèïàöèè, êîãäà ìîãóò íàáëþäàòüñÿ
êðèòè÷åñêèå òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïåðåñîåäèíåíèå ñèëîâûõ
ëèíèé ïîëÿ, ãèïîòåçà î âîçâðàùåíèè óæå íå âûïîëíåíà. Ëåììû 2,5,7
äîêàçàíû áåç êàêèõ-ëèáî ïðåäïîëîæåíèé î íàëè÷èè ìàãíèòíûõ òðóáîê.
Äîêàçàòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íûé
èíâàðèàíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ áåç óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé íå óäàëîñü.
Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëàãàåìûé â ðàáîòå ïîäõîä ïîçâîëÿåò îïóñòèòü
ðàññóæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ àíàëèçîì ñèñòåìû "êîðîòêèõ"ïóòåé, êîòîðûå
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äëÿ âûñøèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ïðè íàëè÷èè êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëîæíûìè (ñì. îïðåäåëåíèå è
çàìå÷àíèÿ â [A-Kh], ãë. III, ðàçäåëû 3,4).

Îïðåäåëåíèå 2. Ãèïîòåçà î âîçâðàùåíèè Ïóñòü B, div(B) = 0 �
ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå â R3 ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì Ω ⊂ R3, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì, ïðè óñëîâèè, ÷òî íà ãðàíèöå
∂Ω ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî ïî êàñàòåëüíîé ê óêàçàííîé ïîâåðõíîñòè.
Ïóñòü {gt : Ω → Ω}� ôàçîâûé ïîòîê, îïðåäåëåííûé ïîëåì B. Ñêàæåì,
÷òî ïîëå B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âîçâðàùåíèÿ, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè x ∈ R3 ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå t0 > 0, t0 = t0(x), ÷òî {gt0(x) = x.

Èç óñëîâèÿ î âîçâðàùåíèè âûòåêàåò, ÷òî êàæäàÿ ñèëîâàÿ ëèíèÿ
ïîëÿ B çàìêíóòà, ïðè ýòîì íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå
â òðàíñâåðñàëüíîì ñå÷åíèè êàæäîé ñèëîâîé ëèíèè ÿâëÿëîñü áû
òîæäåñòâåííûì. Îáëàñòü Ω, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñâÿçíàÿ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì (ñêîëü óãîäíî òîíêèõ) ìàãíèòíûõ òðóáîê.

Îïðåäåëèì ãàóññîâ êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ òðàåêòîðèé ïîëÿ B çà
âðåìÿ T1, T2, âûïóùåííûõ èç òî÷åê x1, x2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ΛB(T1, T2; x1, x2) =
1

4πT1T2

∫ T2

0

∫ T1

0

〈∫ ẋ1(t1), ẋ2(t2), x1(t1)− x2(t2)〉
‖x1(t1)− x2(t2)‖3

dt1dt2,(48)

ΛB(x1, x2) = lim
T1,T2→+∞

ΛB(T1, T2; x1, x2), (49)

ãäå x1(ti) = gti(xi)�òðàåêòîðèÿ òî÷êè xi, à ẋi(ti) = d
dti

gtixi �
cîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû ñêîðîñòè.

(Ëåììà 2, [A-X], ñòð. 158, Ëåììà 4.12.)
Ïðåäåë ΛB(x1, x2) ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó íà R3×R3. Ôóíêöèÿ ΛB(x1, x2)
àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∫
ΛB(x1, x2)dx1dx2 =

χB, ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå (3).

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî èíòåãðàë ñïèðàëüíîñòè èìååò ïîðÿäîê
ãñ2ñì4, à ãàóññîâ êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ èìååò òîïîëîãè÷åñêèé
ïîðÿäîê 1.
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Ïðèñòóïèì ê îïðåäåëåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî q�ìîíîìèàëüíîãî
èíâàðèàíòà ñïèðàëüíîñòè (àñèìïòîòè÷åñêîãî q�ìîíîìèàëüíîãî
èíâàðèàíòà Õîïôà) Λ

(q)
B . Îïðåäåëèì ãàóññîâ êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ

ñòåïåíè q Λ
(q)
B (T1, T2; x1, x2) òðàåêòîðèé ïîëÿ B çà âðåìåíà T1, T2,

âûïóùåííûõ èç òî÷åê x1, x2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Λ
(q)
B (T1, T2; x1, x2) = (50)

1

4qπqT q
1 T q

2

∫ T1

0

. . .

∫ T1

0

∫ T2

0

. . .

∫ T2

0

〈ẋ1,1(t1,1), ẋ2,1(t2,1), x1,1(t1,1)− x2,1(t2,1)〉
‖x1,1(t1,1)− x2,1(t2,1)‖3

·· · · ·

〈ẋq,1(t1,q), ẋq,2(t2,q), x1,q(t1,q)− x2,q(t2,q)〉
‖x1,q(t1,q)− x2,q(t2,q)‖3

dt1,1 . . . dt1,qdt2,1 . . . dt2,q.

Â ýòîì êðàòíîì èíòåãðàëå ìîæíî ïîëîæèòü T1 = T2, ÷òî ïðèâîäèò ê
íåáîëüøîìó óïðîøåíèþ.

Îïðåäåëèì àñèìïòîòè÷åñêèé ãàóññîâ êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ
(âåðõíèé è íèæíèé) ñòåïåíè q Λ

(q)
B (x1, x2) òðàåêòîðèé ïîëÿ B,

âûïóùåííûõ èç òî÷åê x1, x2 ïî ôîðìóëàì:

Λ
(q)

B (x1, x2) = limT1,T2→+∞Λ
(q)
B (T1, T2; x1, x2), (51)

Λ
(q)
B (x1, x2) = limT1,T2→+∞Λ

(q)
B (T1, T2; x1, x2). (52)

Îïðåäåëèì àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò ñïèðàëüíîñòè ñïèðàëüíîñòè
(âåðõíèé è íèæíèé) ñòåïåíè q Λ

(q)

B Λ
(q)
B ïî ôîðìóëàì:

χ
(q)
B = limT1,T2→+∞

∫
Λ

(k)
B (T1, T2; x1, x2)dx1dx2, (53)

χ(q)

B
= limT1,T2→+∞

∫
Λ

(q)
B (T1, T2; x1, x2)dx1dx2. (54)

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáîçíà÷åíèé è ññûëîê äàëåå íå áóäåì ðàçëè÷àòü
âåðõíèé è íèæíèé èíâàðèàíòû. Ïîýòîìó äâå ïàðû ïðåäûäóùèõ ôîðìóë
îáúåäèíèì:

Λ
(q)
B (x1, x2) = lim

T1,T2→+∞
Λ

(q)
B (T1, T2; x1, x2), (55)

χ
(q)
B = lim

T1,T2→+∞

∫
Λ

(q)
B (T1, T2; x1, x2)dx1dx2. (56)
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Â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå q = 2 îïðåäåëèì àñèìïòîòè÷åñêèé
èíâàðèàíò êâàäðàòè÷íîé ñïèðàëüíîñòè Λ

(2)
B ïî ôîðìóëå:

χ
(2)
B = limT1,T2→+∞

∫
Λ

(2)

B (T1, T2; x1, x2)dx1dx2. (57)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò êâàäðàòè÷íîé
ñïèðàëüíîñòè èìååò ðàçìåðíîñòü ãñ4cì4, à ïîðîæäàåò åãî òîïîëîãè÷åñêèé
èíâàðèàíò: êâàäðàò êîýôôèöèåíòa çàöåïëåíèÿ, êîòîðûé èìååò
òîïîëîãè÷åñêèé ïîðÿäîê 2.

Òåîðåìà 3. �1. Îïðåäåëåíû àñèìïòîòè÷åñêèå èíòåãðàëüíûå
èíâàðèàíòû (53), (54) äèôôåîìîðôèçìîâ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì
ïðîñòðàíñòâà R3, ñîõðàíÿþùèõ îáúåì.

�2. Â ïðåäïîëîæåíèè î âîçâðàùåíèè ïîëÿ B âåðõíèé è íèæíèé
àñèìïòîòè÷åñêèå èíòåãðàëüíûå èíâàðèàíòû, îïðåäåëåííûå
ôîðìóëàìè (53), (54), ñîâïàäàþò è îïðåäåëåí àñèìïòîòè÷åñêèé
èíâàðèàíò ñïèðàëüíîñòè ñòåïåíè q χ

(q)
B (x1, x2) ïî ôîðìóëå (56). Áîëåå

òîãî, â ôîðìóëå (56) ñõîäèìîñòü ïî ïåðåìåííûì T1, T2 ðàâíîìåðíàÿ,
ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

χ
(q)
B =

∫
Λq

B(x1, x2)dx1dx2.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3

Ïðîâåðèì, ÷òî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî |χq
B| îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó

ñõîäÿùèìñÿ èíòåãðàëîì, êîòîðûé åñòü "âðåìåííîå ñðåäíåå"-
èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè Ωq × Ωq, íà
êîòîðîé äåéñòâóåò àáåëåâà ãðóïïà {gt1,1}×· · ·×{gt1,q}×{gt2,1}×· · ·×{gt2,q}.

Ïåðåïèøåì èíòåãðàë (56), çàìåíèâ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ [0, T1]
(ñîîòâåòñòâåííî [0, T2]) ïî êàæäîé ïåðåìåííîé t1,j, 1 ≤ j ≤ k,
(ñîîòâåòñòâåííî ïî êàæäîé ïåðåìåííîé t2,j, 1 ≤ j ≤ q), ââåäÿ
äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð èíòåãðèðîâàíèÿ ε > 0:

Λ
(q)
B (T1, T2; x1, x2; ε) = (58)

1

16qπkT q
1 T q

2

∫ T1

−T1

. . .

∫ T1

−T1

∫ T2

−T2

. . .

∫ T2

−T2

Kε(x1,1, x2,1, . . . , x1,q, x2,q)dt1,1 . . . dt1,qdt2,1 . . . dt2,q,

ãäå èíòåãðàëüíîå ÿäðî Kε âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:
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Kε(x1,1, x2,1, . . . , x1,q, x2,q) = (59)

ε−q

∫ ε

0

. . .

∫ ε

0

∫ ε

0

. . .

∫ ε

0

〈ẋ1,1(t1,1), ẋ2,1(t2,1), x1,1(t1,1)− x2,1(t2,1)〉
|x1,1(t1,1)− x2,1(t2,1)|3

· . . .

· 〈ẋq,1(t1,q), ẋq,2(t2,q), x1,q(t1,q)− x2,q(t2,q)〉
|x1,q(t1,q)− x2,q(t2,q)|3

dt1,1 . . . dt1,qdt2,1 . . . dt2,q.

Î÷åâèäíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ T1, T2 ïðè ε → 0+ èíòåãðàë (58)
ñòðåìèòñÿ ê èíòåãðàëó (55) (ðàâíîìåðíî ïî T1, T2). Ðàçíèöà çíà÷åíèé
äîïðåäåëüíîãî è ïðåäåëüíîãî èíòåãðàëîâ îáóñëîâëåíà ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè, êîãäà îäèí èç ïàðàìåòðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ {−T1, T1}, {−T2, T2}. Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ïðè
T1 → +∞, T2 → +∞, ïî÷òè ïðè ëþáûõ x1, x2 èíòåãðàë (58) ñòðåìèòñÿ ê
èíòåãðàëó (55). Èíòåãðàë (59) ïðåîáðàçóåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå èíòåãðàëîâ
ïî ôîðìóëå:

Kε(x1,1, x2,1, . . . , x1,q, x2,q) = (60)

ε−q

q∏
j=1

∫ ε

0

∫ ε

0

〈ẋ1,j(t1,j), ẋ2,j(t2,j), x1,j(t1,j)− x2,j(t2,j)〉
|x1,j(t1,j)− x2,j(t2,j)|3

dt1,jdt2,j.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë íå ïðåâûøàåò ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî. Òîãäà

Kε(x1,1, x2,1, . . . , x1,q, x2,q) ≤ (61)

1

qεq

q∑
j=1

(

∫ ε

0

∫ ε

0

∣∣∣∣
〈ẋ1,j(t1,j), ẋ2,j(t2,j), x1,j(t1,j)− x2,j(t2,j)〉

‖x1,j(t1,j)− x2,j(t2,j)‖3

∣∣∣∣ dt1,jdt2,j)
q.

Ïðàâóþ ÷àñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â êàæäîì ñîìíîæèòåëå
âûðàæåíèÿ (61) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ôèêñèðîâàííîì ε îöåíèâàåòñÿ
âåëè÷èíîé

C ln(ρ(x1,j, x2,j)), (62)

ãäå êîýôôèöèåíò C çàâèñèò îò çíà÷åíèé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà êîìïîíåò âåêòîðíîãî ïîëÿ B, ρ(x1,j, x2,j)�äëèíà
ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè x1,j íà ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
òî÷êó x2,j ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ẋ2,j.
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Ïîäñòàâèì íåðàâåíñòâà (61), (62) â âûðàæåíèå (60). Ýòî äîñòàâëÿåò
ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû èíòåãðàëüíîãî ÿäðà (59)
èíòåãðàëà (58):

Kε(x1,1, x2,1, . . . , x1,q, x2,q) ≤ Cq

εqq
lnq(ρ(x1, x2).

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë ∫
lnq(ρ(x1, x2)dx1dx2

ñõîäèòñÿ ïî êîìïàêòíîé ïîäîáëàñòè â R3(x1)×R3(x2) ïðè ïðîèçâîëüíîì
q, òî ïðè íåêîòîðîì êîíå÷íîì ε èíòåãðàë (56) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Èíòåãðàë (58) ïðèáëèæàåò èíòåãðàë (56)
ðàâíîìåðíî ïî ε ïðè ïðîèçâîëüíûõ T1, T2. Ýòèì äîêàçàíî, ÷òî èíòåãðàë
(56) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

Äîêàæåì, ÷òî χ
(q)
B ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âåêòîðíîãî ïîëÿ B

ïðè äèôôåîìîðôèçìàõ R3 ñ êîìïàêòíûì íîñòèåëåì, ñîõðàíÿþùèõ
îáúåì. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî k = 2, îáùèé
ñëó÷àé ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí. Ïóñòü D(s) : R3 → R3, s ∈
[0, s0] � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ãëàäêîå ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ,
ñîõðàíÿþùèõ îáúåì (âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþùååñÿ èíâàðèàíòíûì íà
îáëàñòè Ω), êîòîðîå ïåðåâîäèò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Id : R3 →
R3 â çàäàííûé äèôôåîìîðôèçì D(s0) (cóùåñòâîâàíèå òàêîãî ñåìåéñòâà
äèôôåîìîðôèçìîâ ñëåäóåò èç òåîðåìû À.È.Øíèðåëüìàíà ([A-X], ðàçäåë
7, ãë. IV). Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà s ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îò
ïåðåìåííîé T

χ
(q)
D(s)∗(B)(T, s) =

∫
Λ

(q)
D(s)∗(B)(T ; x1, x2)dx1dx2, (63)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî îáëàñòè D(s)(Ω) × D(s)(Ω). Èç
ïîëó÷åííûõ âûøå îöåíîê ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ χ

(q)
B (T )

îãðàíè÷åíà ñíèçó è ñâåðõó íà âñåé ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (0, +∞).
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 4. Ôóíêöèÿ
d

ds

∫
Λ

(q)
D(s)∗(B)(T1 = T, T2 = T ; x1, x2)dx1dx2dt2 (64)

ïðè T → +∞ ìàæîðèðóåòñÿ ôóíêöèåé CT−1 äëÿ ïîäõîäÿùåãî çíà÷åíèÿ
êîíñòàíòû 0 < C, êîòîðàÿ çàâèñèò ëèøü îò çíà÷åíèé ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ dD

ds
.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ðàññìîòðèì ñëó÷àé q = 2, îáùèé ñëó÷àé
ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí. Èç ñòàíäàðòíûõ âû÷èñëåíèé (ñì., íàïðèìåð,
[Mo])

d

ds

∫
Λ

(2)
D(s)∗(B)(T1, T2; x1, x2)dx1dx2dt1dt2 = (65)

1

16π2T 2
1 T 2

2

∫ T1

0

∫ T2

0

∫

R3×R3

〈ẋ1(t1, t), ẋ2(t2, t), x1(t1, t)− x2(t2, t)〉ψ
|x1(t1, t)− x2(t2, t)|3

dx1dx2dt1dt2,

ãäå ψ�îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, |ψ| < C, çàâèñÿùàÿ îò âåêòîðà ñêîðîñòè
D(s)
ds

âûáðàííîãî ñåìåéñòâà D(s). Îòñþäà êàæäîãî s ïðàâàÿ ÷àñòü
âûðàæåíèÿ (65) îöåíèâàåòñÿ, ïðè T1 = T2 = T → +∞ äëÿ ïîäõîäÿùåãî
C èíòåãðàëîì

1

16π2T 4

∫ T

0

∫ T

0

C |χB| dt1dt2,

êîòîðûé, î÷åâèäíî, èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè T−1 ïðè êàæäîì s ∈ [0, s0].
Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Èç äîêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî

d

ds
χ

(2)
B = 0,

d

ds
χ(2)

B
= 0.

Ïðè óñëîâèè âîçâðàùåíèÿ îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Ω ïðåäñòàâëåíà
ñèñòåìîé ìàãíèòíûõ òðóáîê è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (56) ïî
ïåðåìåííûì x1, x2 ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè T → ∞. Â ðåçóëüòàòå
ïåðåõîäó ê ïðåäåëó ïîëó÷èì, ÷òî ïðè êàæäîì s ∈ [0, s0]

d

ds
χ

(2)
D(s)∗(B) = 0.

Îòêóäà èíòåãðèðîâàíèåì ïî s ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî χ(q) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì
äèôôåîìîðôèçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ îáúåì. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå
Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííûé â Òåîðåìå 3 àñèìïòîòè÷åñêèé ìîíîìèàëüíûé
èíâàðèàíò ìîæíî îáîáùèòü è ðàññìàòðèâàòü àñèìïòîòè÷åñêèé
èíâàðèàíò, ïîñòðîåííûé ïî íàáîðó èç r, r ≥ 2 ñèëîâûõ ëèíèé
ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî ïîëèìîíîìà îò ïîïàðíûõ
êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ ýòèõ ëèíèé.

Òåïåðü ïåðåõîäèì ê ôîðìóëèðîâêå îñíîâíîé Òåîðåìû.

Òåîðåìà 5.
�1. Ïðè óñëîâèè î âîçâðàùåíèè îïðåäåëåí âûñøèé àñèìïòîòè÷åñêèé

èíâàðèàíò µB äèôôåîìîðôèçìîâ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì,
ñîõðàíÿþùèõ îáúåì, ïîñòðîåííûé êàê àñèìïòîòè÷åñêèé ïðåäåë
èíòåãðàëîâ â ôîðìóëå (44) ïî âñåâîçìîæíûì òðîéêàì òðàåêòîðèé
ïîëÿ B.

�2. Â îáùåì ñëó÷àå âûñøèé îïðåäåëåí âåðõíèé µB è íèæíèé
µ

B
àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò äèôôåîìîðôèçìîâ ñ êîìïàêòíûì

íîñèòåëåì, ñîõðàíÿþùèõ îáúåì.

Çàìå÷àíèå
Ðàçìåðíîñòü èíâàðèàíòà µB ðàâíà ãñ12ñì6.

Ïðèñòóïèì ê äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 5. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ïåðåíåñòè
îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòà M , çàäàííîå ôîðìóëîé (44), ñî ñëó÷àÿ
3-êîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ íà ñëó÷àé íåçàìêíóòîãî çàöåïëåíèÿ,
îïðåäåëåííîãî òðåìÿ èíòåãðàëüíûìè òðàåêòîðèÿìè çà âðåìÿ T . Äàëåå
âû÷èñëÿåì ñðåäíåå çíà÷åíèå M(x1, x2, x3; T ) ïî ïðîñòðàíñòâåííûì
êîîðäèíàòàì. Îïðåäåëÿåì µB ïåðåõîäÿ ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ïðåäåëó ïðè
T → +∞.

Îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòà µB

Îïðåäåëèì ãëàâíîå ñëàãàåìîå W . Ðàññìîòðèì òðîéêó òðàåêòîðèé ïîëÿ
B çà âðåìåíà T1, T2, T3 (äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì T1 = T2 = T3 = T ),
âûïóùåííûõ èç òî÷åê x1, x2, x3. Îáîçíà÷èì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∫ 〈~α1,2(ẋ1(t1), ẋ2(t2); y), ~α3,1(ẋ3(t3), ẋ′1(t′1); z), y − z〉
‖y − z‖3

dydz (66)
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÷åðåç a1,1,2,3(x1(t1), x
′
1(t

′
1), x2(t2), x3(t3)). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì

a2,2,3,1(x2(t2), x
′
2(t

′
2), x3(t3), x1(t1)), a3,3,1,2(x3(t3), x

′
3(t

′
3), x1(t1), x2(t2)).

Îïðåäåëèì W ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì, êîòîðîå àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ
(48):

WB(T ; x1, x2, x3) =
1

T 12
Λ2

B(T ; x1, x2)Λ
2
B(T ; x2, x3)Λ

2
B(T ; x3, x1) (67)

[

∫ T

0

∫ T

0

∫ T

0

∫ T

0

a1,1,2,3(x1, x
′
1, x2, x3)dt1dt′1dt2dt3+

∫ T

0

∫ T

0

∫ T

0

∫ T

0

a2,2,3,1(x2, x
′
2, x3, x1)dt2dt′2dt3dt1+

∫ T

0

∫ T

0

∫ T

0

∫ T

0

a3,3,1,2(x3, x
′
3, x1, x2)dt3dt′3dt1dt2].

Èíòåãðàë (67) îïðåäåëåí êàê ñóììà òðåõ èíòåãðàëîâ, êàæäûé
èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì, îïðåäåëåííûì
ïî êîíôèãóðàöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó 16 òî÷åê. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ñîìíîæèòåëÿ â ïåðâîì èíòåãðàëüíîì ñëàãàåìîì

∫ T

0

∫ T

0

∫ T

0

∫ T

0

a1,1,2,3(x1, x
′
1, x2, x3)dt1dt′1dt2dt3

òðåáóåòñÿ èíòåãðèðîâàòü ïî êîíôèãóðàöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó 4 òî÷åê,
äâå èç êîòîðûõ x1, x

′
1 ðàñïîëîæåíû íà ïåðâîé èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèè

ïîëÿ B äëèíû T (êîìïîíåíòà L1), òî÷êà x2 ðàñïîëîæåíà íà âòîðîé
èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèè (êîìïîíåíòà L2), òî÷êà x3 ðàñïîëîæåíà íà
òðåòüåé èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèè (êîìïîíåíòà L3). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êàæäîãî ñîìíîæèòåëÿ Λ2

B(T ; x1, x2), Λ2
B(T ; x2, x3), Λ2

B(T ; x3, x1) òðåáóåòñÿ
èíòåãðèðîâàòü ïî êîíôèãóðàöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó 4 òî÷åê, êàê ýòî
áûëî îïðåäåëåíî â Òåîðåìå 3. Èíòåãðàëû çàäàíû ôîðìóëîé (48).

Ïî àíàëîãèè ñ óðàâíåíèåì (49) îïðåäåëèì:

WB(x1, x2, x3) = T−12 lim
T→+∞

WB(T ; x1, x2, x3), (68)

ãäå x1(ti) = gti(xi)�òðàåêòîðèÿ òî÷êè xi, à ẋi(ti) = d
dti

gtixi �
cîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû ñêîðîñòè. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè
L�òðåõêîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå ñ âåêòîðíûì ïîëåì, çàäàííûì
íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé âäîëü êàæäîé êîìïîíåíòû, òî
àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäåë âûðàæåíèÿ (68) ñóùåñòâóåò è ðàâåí ñòàðøåìó
èíòåãðàëüíîìó ñëàãàåìîìó W â ôîðìóëå (44).
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Äëÿ îöåíêè îñòàâøèõñÿ èíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ òðåáóåòñÿ
ïîñòðîèòü ôóíêöèè (9) è ôóíêöèè (10), (11), (12) áåç ïðåäïîëîæåíèÿ
î çàìêíóòîñòè èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé. Ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íî è
îïóñêàåòñÿ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âñå ñëàãàåìûå, âõîäÿùèå â
óðàâíåíèå 44 áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè
ïîëÿ çàìêíóòû. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìîå îáîáùåíèå ôîðìóëû
(44) äîñòàâëÿåò çíà÷åíèå M(x1, x2, x3; T ), è îïðåäåëåíû âåðõíèé
àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ B

µB = limT→+∞T−12

∫ ∫ ∫
M(x1, x2, x3)dx1dx2dx3 (69)

è íèæíèé àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ B

µ
B

= limT→+∞T−12

∫ ∫ ∫
M(x1, x2, x3)dx1dx2dx3. (70)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 5 íàì ïîòðåáóåòñÿ îöåíêà ðîñòà
ãëàâíîãî è îñòàòî÷íûõ ñëàãàåìûõ â èíòåãðàëå (44) ïðè ïåðåõîäå ê
àñèìïòîòè÷åñêîìó ïðåäåëàì (69), (70).

Äëÿ îöåíêè ôóíêöèè ϕ2,1, çàäàííîé íà èíòåãðàëüíîé òðàåêòîðèè L1

ïîëÿ óðàâíåíèåì (9), îïðåäåëèì ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé n(x2, x1), ãäå
òî÷êà x2 ∈ L2 ôèêñèðîâàíà è ïàðàìåòðèçóåò ïîëå ñåìåéñòâà, à x1 ∈ L1�
ïðîèçâîëüíà. Îáîçíà÷èì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(A(x1; x), ẋ), x ∈ L2 (71)

÷åðåç n(x1, x), x ∈ L2. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì n(x2, x), x ∈ L1, n(x2, x), x ∈
L3, n(x3, x), x ∈ L2 n(x3, x), x ∈ L1, n(x1, x), x ∈ L3. Ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî: ∫ x=x1

x=pt1

∫

L2

n(x2, x)dx2dx = ϕ2,1.

Âûïèñàííàÿ ôîðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå ãðàäèåíòà
ôóíêöèè ϕ2,1 íà L1 îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû
èíòåãðàëîì (êîòîðûé çàòåì ïðåîáðàçóåòñÿ â èíòåãðàëüíîå ñðåäíåå
â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå T → +∞) ñåìåéñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé
n(x2, x) â òî÷êàõ x ∈ L1. Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû äëÿ
ôóíêöèé ϕ1,2, ϕ1,3, ϕ3,1, ϕ2,3, ϕ3,2.

Îáîçíà÷èì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫
〈A(x1; x),A(x2; x),A(x3; x)〉dx (72)

÷åðåç m(x1, x2, x3).
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Ëåììà 6. Ñóùåñòâóþò ÷èñëà C > 0, è ε > 0, çàâèñÿùèå ëèøü îò
àáñîëþòíûõ âåëè÷èíû ïîëÿ B è àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ïåðâûõ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïîëÿ B, òàêèå, ÷òî:

� èíòåãðàë

a1,1,2,3,ε =

∫ ε

0

∫ ε

0

∫ ε

0

∫ ε

0

a1,1,2,3(x1(t
′
1), x

′
1(t

′1), x2(t2), x3(t3))dt1dt′1dt2dt3 (73)

îöåíèâàåòñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå âûðàæåíèåì (C ln(r−1
1,2;1′,3)). Çäåñü

x1 = x1(0), x′1 = x′1(0) ∈ L1, x2 = x2(0) ∈ L2, x3 = x3(0) ∈ L3,
÷åðåç r1,2;1′,3 îáîçíà÷åí ìèíèìóì äâóõ äëèíí ïåðïåíäèêóëÿðîâ, ïåðâûé
èç êîòîðûõ îïóùåí èç òî÷êè x1 íà ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó
x2 ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ẋ2, âòîðîé èç êîòîðûõ îïóùåí èç
òî÷êè x′1 íà ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x3 ñ íàïðàâëÿþùèì
âåêòîðîì ẋ3. Àíàëîãè÷íûå îöåíêè ñïðàâåäëèâû äëÿ èíòåãðàëîâ
a2,2,3,1(x2(t2), x

′
2(t

′
2), x3(t3), x1(t1)), a3,3,1,2(x3(t3), x

′
3(t

′
3), x1(t1), x2(t2)).

� èíòåãðàë

m1,2,3;ε

∫ ε

0

∫ ε

0

∫ ε

0

m(x1(t1), x2(t2), x3(t3)dt1dt2dt3 (74)

îöåíèâàåòñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå âûðàæåíèåì C ln(r−1
1,2,3). Çäåñü

r1,2,3�ìèíèìóì èç òð¼õ ïåðïåíòèêóëÿðîâ, ïåðâûé èç êîòîðûõ
îïóùåí èç òî÷êè x1 íà ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x2 ñ
íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ẋ2, äâà îñòàâøèõñÿ îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî
ïðè öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ.

� èíòåãàë

ni,j;ε =

∫ ε

0

∫ ε

0

nxi(ti),xj(tj)dtidtj (75)

îöåíèâàåòñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå âûðàæåíèåì C ln(r−1
xi,xj

), ãäå
rxi,xj

�äëèííà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè xi íà ïðÿìóþ,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó xj ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ẋj.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 6

Îöåíèì îñîáåííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â (66). Ïðè
dist(x1, x2) → 0 è ïðè dist(x′1, x3) → 0 âåêòîðíûå ïîëÿ ~α1,2, ~α1,3

èìåþò îñîáåííîñòè ïîðÿäêà dist(x1, x2)
−3, dist(x′1, x3)

−3. Ïîýòîìó, åñëè
dist(x1, x

′
1), dist(x2, x3) ïðåâûøàþò ε, òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

èòíòåãðàëà (66) èìååò äâå îñîáåííîñòè ïîðÿäêîâ dist(x1, x2)
−3,

dist(x′1, x3)
−3 â êîðàçìåðíîñòè 3. Ïåðâàÿ îöåíêà äîêàçàíà.
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Ïðè ïåðåõîäå ê èíòåãðàëó (73), ðàññóæäàÿ êàê â (62), çàêëþ÷àåì,
÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå èìååò ïàðó îñîáåííîñòåé ïîðÿäêîâ
dist(x1, x2)

−2, dist(x′1, x3)
−2. Ïðè ïåðåìåíå ïîðÿäêà â (73) èíòåãðèðîâàíèå

ïî âíåøíåé ïåðåìåííîé âûïîëíÿåòñÿ ïî R3, ïîýòîìó èíòåãðàë àáñîëþòíî
ñõîäèòñÿ. Åñëè dist(x2, x3) → 0, òî çíà÷åíèå ýòîãî èíòåãðàëà îöåíèâàåòñÿ
ñâåðõó âåëè÷èíîé ïîðÿäêà ln(r−1

x2,x3
). Îöåíêà èíòåãðàëîâ (74), (75)

àíàëîãè÷íà (è ïðîùå). Ëåììà 6 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 5

Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì Òåîðåìû 1.
Âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû, ãäå óòâåðæäàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íûõ
ïðåäåëîâ â âûðàæåíèÿõ (69), (70) äîêàçûâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ïåðâîé
÷àñòüþ Òåîðåìû 3. Äëÿ îöåíêè ñõîäèñìîñòè èñïîëüçóåòñÿ Ëåììà
6. Èíâàðèàíòíîñòü µB è µ

B
ïðè äèôôåîìîðôèçìàõ ñ êîìïàêòíûì

íîñèòåëåì, ñîõðàíÿþùèõ îáúåì, äîêàçûâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ïåðâîé
÷àñòüþ Òåîðåìû 3. Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

5. Êîððåëÿöèîííûé òåíçîð µ�èíâàðèàíòà,
çàêîí ñîõðàíåíèÿ è äðóãèå òîïîëîãè÷åñêèå
îáñóæäåíèÿ
Äëÿ ïðèëîæåíèé âàæíû ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ âûñøèõ
òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå ìîæíî ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü
è òî÷íî îöåíèâàòü ïî êîððåëÿöèîííûì òåíçîðàì. Âîïðîñ î òîì,
íàñêîëüêî êîððåëÿöèîííûé òåíçîð ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì
ñîîòâåòñòâóþùåãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà ñëîæåí è íå ÿâëÿåòñÿ
ïðåäìåòîì àíàëèçà äàííîé ðàáîòû.

Êîððåëÿöèîííûé òåíçîð δ̃(B)

Ñ àñèìïòîòè÷åñêèì èíâàðèàíòîì χ
(2)
B , ïîñòðîåííûì â Òåîðåìå 3,

àññîöèèðîâàí êîððåëÿöèîííûé òåíçîð

δ(B) =
1

4π

∫
B2(x1)B

2(x2)(< ~e1(x1), ~e2(x2), x1 − x2 >)2

‖x1 − x2‖6
dx1dx2.

Ðàçìåðíîñòü êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà δ(B) ðàâíà ãñ4ñì2. Ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî:

χ
(2)
B ≤ δ(B).
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Èòàê, çíà÷åíèå δ(B) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ è ñëóæèò âåðõíåé îöåíêîé äëÿ
èíâàðèàíòà êâàäðàòè÷íîé ñïèðàëüíîñòè χ

(2)
B .

Êîððåëÿöèîííûé òåíçîð W3

Ñ àñèìïòîòè÷åñêèì èíâàðèàíòîì µB (ñì. Ãèïîòåçó 5) àññîöèèðîâàí
êîððåëÿöèîííûé òåíçîð W3:

∫

x1,x2,x3

B4(x1)B
4(x2)B

4(x3)γ(x1, x2)γ
2(x2, x3)γ(x3, x1)Γ(x1, x1, x2, x3)

ãäå γ(xi, xi+1) = 〈~ei(xi),~ei+1(xi+1),xi−xi+1〉
‖xi−xi+1‖3 , à Γ(x1, x

′
1, x2, x3) � èíòåãðàë Ãàóññà

äëÿ ïàðû ïîëåé A1(x1,y)×A2(x2,y)
|B1(x1)||B2(x2)| , A1(x1,z)×A3(x1,z)

|B1(x1)||B3(x3)| .
Êîððåëÿöèîííûé òåíçîð W3 èìååò ðàçìåðíîñòü ãñ12ñì−3.

Îòðèöàòåëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ãëàâíîãî ñëàãàåìîãî êîððåëÿöèîííîãî
òåíçîðà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåãðàë
èìååò îñîáåííîñòü. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
óêàçàííîãî êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî
êðàòíûé èíòåãðà àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà, ñîãëàñíî
êîòîðîé êîððåëÿöèîííûé òåíçîð W3(B) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì
èíâàðèàíòà µB òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîñëå ïåðåõîäà ê ñëó÷àéíûì ïîëÿì
(ñì. [R]) çíà÷åíèÿ µB è W3(B) ñîâïàäóò.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ
Ïóñòü W (B(t))�ïðîèçâîëüíûé êîððåëÿöèîííûé òåíçîð ïîëÿ B(t).
Îïðåäåëèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ wi(t) ïîðÿäêà i òåíçîðà W ïðè t ∈
(−T0, +T0), ïî ôîðìóëå wi(t) = diW (B(t))

dti
. Çíà÷åíèå wi(t) âû÷èñëÿåòñÿ

â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïî âåêòîðàì V (t), B(t), âõîäÿùèõ â
ñèñòåìó óðàâíåíèé ÌÃÄ.

Â ðàáîòå [A-K] îïðåäåëåíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå (ïî ïàðàìåòðó
t0) ñåìåéñòâî ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî
ôîðìàëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (ïî âðåìåíè t) ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÃÄ:

W(t, t0) = W (t) − w1(t)(t− t0) + w2(t)
(t− t0)

2

2!
+

+ . . . + (−1)iwi
(t− t0)

i

i!
+ . . . .

Ïðîô. Þ.Í.Ñìîëèí îáúÿñíèë àâòîðó, ÷òî èçëîæåííûé âûøå ìåòîä
ïîñòðîåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïîâòîðÿåò ìåòîä Ëàãðàíæà âàðàöèè
(áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà) ïîñòîÿííûõ.
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Ïðèìåðû êîððåëÿöèîííûõ òåíçîðîâ
Ïðèâåäåì ïðèìåðû êîððåëÿöèîííûõ òåíçîðîâ, êîòîðûå ñàìè íå
îïðåäåëÿþò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, íî ïîðîæäàþò (ôîðìàëüíûé) çàêîí
ñîõðàíåíèÿ, îïèñàííûé âûøå.

1. Èíòåãðàë ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñïèðàëüíîñòè â ïðèñóòñòâèè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

2. Èíòåãðàëû ìàãíèòíîé è ïåðåêðåñòíîé ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòåé â
ïðèñóòñòâèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé è ìàãíèòíîé âÿçêîñòè.

3. Êîððåëÿöèîííûé òåíçîð δ̃ àñèìïòîòè÷åñêîé êâàäðàòè÷íîé
ñïèðàëüíîñòè.

4. Êîððåëÿöèîííûå òåíçîðû W3,W4, . . . àñèìïòîòè÷åñêèõ âûñøèõ
ìàãíèòíûõ ñïèðàëüíîñòåé.

Â çàêëþ÷åíèè îòìå÷ó, ÷òî ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíîé
(ãèäðîäèíàìè÷åñêîé) âÿçêîñòè òîïîëîãè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ, ñâÿçàííûå
ñ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ÌÃÄ ïî-ïðåæíåìó âîçìîæíû. Íàïðèìåð, â
ðàáîòå [À-Ê-Ê] ïðåäëîæåíî òîïîëîãè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ôîðìóëû
([À-X] Ãë.3, ðàçäåë 7.3, çàìå÷àíèå 7.19) äëÿ äèññèïàöèè èíòåãðàëà
ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîé âÿçêîñòè íà îñíîâå
ôîðìóëû Êàëóãàðèàíó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ âåð÷åíèÿ è ñêðó÷èâàíèÿ
(ñì. [A-X], ðàçäåë 7.4). Îñîáûé èíòåðåñ â ýòîì êîíòåêñòå ïðåäñòàâëÿåò
êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà (92), äîêàçàííàÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

6. Òîïîëîãè÷åñêèé ñìûñë àñèìïòîòè÷åñêîé
âûñøåé ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè
Ñôîðìóëèðóåì ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà çàöåïëåíèÿ.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü (L, ξ)�
ïðîèçâîëüíîå m�êîìïîíåíòíîå îñíàùåííîå çàöåïëåíèå. Îïðåäåëèì
îñíàùåííîå çàöåïëåíèå r(L, ξ), r ∈ Z, êàê m�êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå,
êîìïîíåíòû êîòîðîãî ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå çàìåíû ñîîòâåòñòâóþùåé
îñíàùåííîé êîìïîíåíòû (Li, ξi) îñíàùåííîãî çàöåïëåíèÿ (L, ξ),
i = 1, . . . m, íà êîìïîíåíòó r(Li, ξi), ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå (r, 1)�
êðàòíîé íàìîòêè âäîëü Li, ò.å. êîìïîíåíòà r(Li, ξi) îáõîäèò r âäîëü
ïàðàëëåëè è 1�êðàòíî âäîëü ìåðèäèàíà ãðàíèöû òîíêîé ðåãóëÿðíîé
îêðåñòíîñòè êîìïîíåíòû Li, íà êîòîðîé îñíàùåíèå ξi îïðåäåëÿåò
ñèñòåìó êîîðäèíàòíûõ ïàðàëëåëåé. Ïðè r = 0 ïîëó÷àåòñÿ çàöåïëåíèå ñ
ìàëåíüêèìè íåçàóçëåííûìè äèçúþíêòíûìè êîìïîíåíòàìè.

Îñíàùåíèå ξ èíäóöèðóåò îñíàùåíèå çàöåïëåíèÿ r(L, ξ). Îñíàùåíèå
rξi ê ïðîèçâîëüíîé êîìïîíåíòå r(Li, ξi) çàöåïëåíèÿ r(L, ξ) îïðåäåëåíî
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âåêòîðîì âíóòðåííåé íîðìàëè ê ãðàíèöå ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè
êàæäîé êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ L.

Ïóñòü (L, ξ; L0)� ïðîèçâîëüíîå (m − 1)�êîìïîíåíòíîå îñíàùåííîå
çàöåïëåíèå c îäíîé âûäåëåííîé êîìïîíåíòîé L0 ⊂ L. Îïðåäåëèì m�
êîìïîíåíòíîå îñíàùåííîå çàöåïëåíèå (L, ξ; L0)

↑. Êàæäàÿ èç ïîñëåäíèõ
(m − 2) êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ (L, ξ) ïðåîáðàçóåòñÿ òîæäåñòâåííî;
îòìå÷åííàÿ îñíàùåííàÿ êîìïîíåíòà (L0, ξ0) çàöåïëåíèÿ L çàìåíÿåòñÿ íà
ïàðó ïàðàëëåëüíûõ îñíàùåííûõ êîìïîíåíò (L↑0,1, ξ

↑
0,1; L

↑
0,2, ξ

↑
0,2), ïåðâàÿ

èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ L0, à âòîðàÿ ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ìàëîãî
ñäâèãà êîìïîíåíòû L0 âäîëü âåêòîðîâ îñíàùåíèÿ ξ0. Îñíàùåíèÿ ξ↑0,1,
ξ↑0,2 îïðåäåëÿþòñÿ êàê èíäóöèðîâàííûå îñíàùåíèåì ξ0. Ïî (m − 1)�
êîìïîíåíòíîìó îñíàùåííîìó çàöåïëåíèþ (L, ξ; L0) ñ îòìå÷åííîé
êîìïîíåíòîé è öåëîìó ÷èñëó r îïðåäåëÿþòñÿ äâà îñíàùåííûõ
m�êîìïîíåíòíûõ çàöåïëåíèÿ, îáîçíà÷àåìûõ ÷åðåç r((L, ξ; L0)

↑),
(r(L, ξ; L0))

↑. Çàöåïëåíèå r((L, ξ; L0)
↑) ïîëó÷åíî ïîñëåäîâàòåëüíûì

ïðèìåíåíèåì îïåðàöèè óäâîåíèÿ îòìå÷åííîé êîìïîíåíòû è îïåðàöèè
r�êðàòíîé íàìîòêè âäîëü êàæäîé èç äâóõ îòìå÷åííûõ êîìïîíåíò
ñ èíäóöèðîâàííûì îñíàùåíèåì è âäîëü îñòàëüíûõ îñíàùåííûõ
êîìïîíåíò. Çàöåïëåíèå (r(L, ξ; L0))

↑ ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ
óêàçàííûõ îïåðàöèé â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ò.å. ñíà÷àëà êàæäàÿ
êîìïîíåíòà, âêëþ÷àÿ îòìå÷åííóþ, ïðåîáðàçóåòñÿ â r-êðàòíóþ íàìîòêó
ïî çàäàííîìó îñíàùåíèþ, ïðè÷åì íà íàìîòêå îòìå÷åííîé êîìïîíåíòû
îïðåäåëåíî èíäóöèðîâàííîå îñíàùåíèå, çàòåì ó ïîëó÷åííîãî çàöåïëåíèÿ
îòìå÷åííàÿ êîìïîíåíòà óäâàèâàåòñÿ ïî îñíàùåíèþ.
Îïðåäåëåíèå 7.

Ñêàæåì, ÷òî èíâàðèàíò I äëÿ m�êîìïîíåíòíûõ çàöåïëåíèé (çíà÷åíèå
I íå çàâèñèò îò îñíàùåíèÿ çàöåïëåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì
èíâàðèàíòîì ñòåïåíè s (çàìå÷ó, ÷òî åñëè èíâàðèàíò I èìååò êîíå÷íûé
ïîðÿäîê, òî ñòåïåíü èíâàðèàíòà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò ñ åãî
ïîðÿäêîì), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

�1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:
I(r(L, ξ)) = rsI(L) + o(rs). (76)

�2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:
I(r((L, ξ; L0)

↑)) = I((r(L, ξ; L0))
↑) + o(rs), (77)

ãäå ÷åðåç o(rs) îáîçíà÷åíû ìíîãî÷ëåíû ïåðåìåííîé r ñòåïåíè ìåíüøåé
s, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò òîëüêî îò îñíàùåííîãî çàöåïëåíèÿ
(L, ξ).
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Çàìå÷àíèå ïî ïîâîäó óñëîâèÿ �2 â Îïðåäåëåíèè 7

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå B = B(t), t ∈ [0, 1] çàâèñèò îò
âðåìåíè (íå ÿâëÿåòñÿ âìîðîæåííûì) è â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0
èìååò òîëüêî çàìêíóòûå ñèëîâûå ëèíèè âíóòðè îäíîé ìàãðèòíîé òðóáêè,
íî ïðè t 6= 0 ïîÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåçàìêíóòûå òðàåêòîðèè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíè ti = 1

i
, i → +∞ âñå ìàãíèòíûå

ëèíèÿ ïîëÿ B ïî-ïðåæíåìó çàìêíóòû, è ìàãíèòíàÿ òðóáêà â êàæäûé
òàêîé ìîìåíò õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷ècëîì ñêðó÷èâàíèÿ âîêðóã öåíòðàëüíîé
ëèíèè. Ïðè t = ti äëÿ êàæäîãî íàáîðà m ñèëîâûõ ëèíèé ïîëÿ B(ti)
îïðåäåëåíî çíà÷åíèå I. Çíà÷åíèå I(B(ti)) êîððåêòíî îïðåäåëåíî êàê
ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî âñåì m�íàáîðàì ñèëîâûõ ëèíèé. Óñëîâèå 2 â ýòîì
ñëó÷àå îçíà÷àåò I(B(ti)) → I(B(0)), ïðè i → +∞.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 8. Ïðè m = 3 ñóùåñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò
ñòåïåíè 12, êîòîðûé îïðåäåëåí èíâàðèàíòîì êîíå÷íîãî ïîðÿäêà è íå
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò.

Àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò çàöåïëåíèÿ: q�ìîíîìèàëüíûé
êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ
Ïóñòü L = L1 ∪ L2 � äâóêîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå, êîìïîíåíòû
êîòîðîãî çàöåïëåíû ñ êîýôôèöèåíòîì k. Îïðåäåëèì q�ìîíîìèàëüíûé
êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ âûðàæåíèåì kq. Ïðè q = 1 1�ìîíîìèàëüíûé
êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ êîýôèöèåíòîì çàöåïëåíèÿ
k. Èíâàðèàíò kq, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èìååò ïîðÿäîê q â
ñìûñëå Â.À.Âàñèëüåâà, ñì. [V]. Äîêàæåì, ÷òî èíâàðèàíò ks ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ñòåïåíè s = 2q. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò
ïðîâåðèòü ðàâåíñòâà (76), (77).

Ïðè s = 1 ðàññìàòðèâàåìûé èíâàðèàíò ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì
çàöåïëåíèÿ k, äëÿ êîòîðîãî îáà ðàâåíñòâà (76), (77) ïðîñòî ïðîâåðèòü.
Äåéñòâèòåëüíî, çíà÷åíèå k îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì (7), ïðè ïåðåõîäå îò
çàöåïëåíèÿ L ê çàöåïëåíèþ rL çíà÷åíèå èíòåãðàëà (7) óâåëè÷èâàåòñÿ â
r2 ðàç. Ïîýòîìó çíà÷åíèå I = kq óâåëè÷èâàåòñÿ â r2q ðàç, ÷òî äîêàçûâàåò
ðàâåíñòâî (76).

Ïðîâåðèì ôîðìóëó (77) äëÿ I = kq. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì ýòó ôîðìóëó
ïðè q = 1. Ïóñòü (L, ξ)�îñíàùåííûé óçåë. Ðàññìîòðèì 2�êîìïîíåíòíîå
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çàöåïëåíèå (L, ξ)↑ = (L↑, ξ↑) è äâóõêîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå r(L↑, ξ↑).
Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

k(r((L, ξ)↑)) = r2k((L, ξ)↑). (78)

Ðàññìîòðèì îñíàùåííûé óçåë r(L, ξ) è äâóõêîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå
(r(L, ξ))↑. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé î÷åâèäíî, ÷òî k((r(L, ξ))↑) =
kr2 + r. Îòêóäà ïî ôîðìóëå (78) ïîëó÷àåì

k((r(L, ξ))↑) = k(r((L, ξ)↑)) + r. (79)

Èç ýòîé ôîðìóëû î÷åâèäíî âûòåêàåò ôîðìóëà (77) ïðè q = 1. Ïðè
ïðîèçâîëüíîì q ýòà ôîðìóëà òàêæå ñïðàâåäëèâà, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáå
÷àñòè ðàâåíñòâà (79) äîñòàòî÷íî âîçâåñòè â ñòåïåíü q.

q�Ìîíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ kq ÿâëÿåòñÿ
êîìáèíàòîðíûì àíàëîãîì èíâàðèàíòà q�ñïèðàëüíîñòè χ

(q)
B , ïîñòðîåííîãî

â ðàçäåëå 4.

Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà M̃ (ñì. íèæå Îïðåäåëåíèå 17)
íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûé ìàòåðèàë. Íàïîìíèì ïðîñòåéøèå
ñâîéñòâà èíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ìíîãîêîìïîíåíòíûõ
çàöåïëåíèé.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Êîíâåÿ m�êîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ L:

∇L(z) = zm−1(c0 + c1z
2 + · · ·+ cnz

2n). (80)

Ïî ïîâîäó îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ñì. [P-S],[Me].
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íâàðèàíòû çàöåïëåíèÿ, êîòîðûå âûðàæàåòñÿ

àëãåáðàè÷åñêè ÷åðåç êîýôôèöèåíòû c0, c1 ýòîãî ìíîãî÷ëåíà (ìíîãî÷ëåí
áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ íå òîëüêî ê ñàìîìó çàöåïëåíèþ L, íî òàêæå è êî âñåì
ïîäçàöåïëåíèÿì çàöåïëåíèÿ L ñ ìåíüøèì ÷èñëîì êîìïîíåíò).

Ïðîñòåéøèì èíâàðèàíòîì óêàçàííîãî âèäà, êîòîðûé íå âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ïîïàðíûå êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò, ÿâëÿåòñÿ
Îáîáùåííûé èíâàðèàíò Ñàòî-Ëåâèíà. Ýòîò èíâàðèàíò îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ
m = 2, L = L1 ∪ L2 â ðàáîòå [Akh2] (ñì. òàêæå [A-R], [A-M-R])
íà îñíîâå ýëåìåíòàðíûõ ñîîáðàæåíèé. Îáîáùåííûé èíâàðèàíòîì Ñàòî-
Ëåâèíà îïðåäåëåí â ðàáîòàõ [Ìå],[N] (â ýòèõ ðàáîòàõ ïðèâîäÿòñÿ ññûëêè
íà áîëåå ðàííèå ðàáîòû äðóãèõ àâòîðîâ) ïî ôîðìóëå:

β(L) = c1(L)− c0(L)(c1(L1) + c1(L2)). (81)

Â ôîðìóëå (81) c0(L) ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì çàöåïëåíèÿ lk(L1, L2)
êîìïîíåíò, c1(L1), c1(L2) íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòàìè Êàññîíà óçëîâ,
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îáðàçîâàííûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè. Â äàëüíåéøåì â ýòîì
ðàçäåëå êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ c0(L) êîìïîíåíò 2-êîìïîíåíòíîãî
çàöåïëåíèÿ áóäåò äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç k.

Îïðåäåëèì ïðîñòåéøåå 2-êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå, êîòîðîå íàçîâåì
k�çàöåïëåíèåì Õîïôà è îáîçíà÷èì ÷åðåç L+

Hopf (k). Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà L1

çàöåïëåíèÿ L+
Hopf (k) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàíäàðòíóþ îðèåíòèðîâàííóþ

îêðóæíîñòü â âûäåëåííîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, à âòîðàÿ êîìïîíåíòà
L2 ðàñïîëîæåíà íà ãðàíèöå ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ïåðâîé êîìïîíåíòû
è îäíîêðàòíî îáìàòûâàåò ïåðâóþ îðèåíòèðîâàííóþ êîìïîíåíòó â òîì
æå íàïðàâëåíèè ñ êîýôôèöèåíòîì çàöåïëåíèÿ k, ò.å., îáõîäÿ îäèí ðàç
âäîëü ïàðàëëåëè êîìïîíåíòû L1, êîìïîíåíòà L2 k ðàç îáîðà÷èâàÿñü
âîêðóã L1 âäîëü ìàðèäèàíà. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ïåðåíóìåðàöèè
êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ L+

Hopf (k) íîâîå çàöåïëåíèå èçîòîïíî èñõîäíîìó.
Ëåãêî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî

r(L0, ξ0)
↑ = L+

Hopf (r), (82)

ãäå (L0, ξ0) � ñòàíäàðòíàÿ îêðóæíîñòü â âûäåëåííîé ïëîñêîñòè,
ñíàáæåííàÿ òðèâèàëüíûì (ïëîñêèì) îñíàùåíèåì. Ñîãëàñíî ââåäåííûì
âûøå îáîçíà÷åíèÿì c0(L

+
Hopf (k)) = k.

Çàöåïëåíèå L+
Hopf (k) îáëàäàåò åñòåñòâåííûì îñíàùåíèåì. Îñíàùåíèå

ê êîìïîíåíòå L2 âûáèðàåòñÿ ïî âåêòîðó âíóòðåííåé íîðìàëè ê ãðàíèöå
ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè êîìïîíåíòû L1, íà êîòîðîé ëåæèò êîìïîíåíòà
L2. Âåêòîð îñíàùåíèÿ ê ïðîèçâîëüíîé òî÷êå íà êîìïîíåíòå L1 ëåæèò â
íîðìàëüíîé ïëîñêîñòè ê êîìïîíåíòå L1 è íàïðàâëåí ê òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ
óêàçàííîé ïëîñêîñòè ñ êîìïîíåíòîé L2. Êîýôôèöèåíò ñàìîçàöåïëåíèÿ
êàæäîé êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ L+

Hopf (k) ðàâåí k. Â ÷àñòíîñòè, ïðè
k = 0 ðàññìàòðèâàåìûå îñíàùåíèÿ êîìïîíåíò ïàðàëëåëüíû âûäåëåííîé
ïëîñêîñòè.

Çàöåïëåíèå L+
Hopf (k) ìîäåëèðóåò ïàðó áëèçêèõ çàìêíóòûõ ìàãíèòíûõ

ëèíèé ïðîñòåéøåé êîíôèãóðàöèè ñ çàäàííûì êîýôôèöèåíòîì
çàöåïëåíèÿ k, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì ñêðó÷åííîñòè
åñòåñòâåííîãî îñíàùåíèÿ êàæäîé êîìïîíåíòû.

Ëåììà 9. Îáîáùåííûé èíâàðèàíò Ñàòî-Ëåâèíà, îïðåäåëåííûé ïî
ôîðìóëå (81) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó:

β(L+
Hopf (k)) =

(k + 1)k(k − 1)

6
. (83)
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Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 9

Ïðèâåäåì äâà íåçàâèñèìûõ äîêàçàòåëüñòâà.
Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî. Ñòàíäàðòíîå âû÷èñëåíèå ëåâîé ÷àñòè

ôîðìóëû (83) ñ ïðèìåíåíèåì ñîîòíîøåíèé ïîäñêîêà äëÿ ìíîãî÷ëåíà
(80) è ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà íóëþ êîýôôèöèåíòà c1 îò îáåèõ êîìïîíåíò
L1, L2 çàöåïëåíèÿ L+

Hopf (k), ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî β(L+
Hopf (k)) ÿâëÿåòñÿ

ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 3 îò ïåðåìåííîé k. Ïðè k = −1, 0 èëè +1, î÷åâèäíî,
ïîëó÷èì β(L+

Hopf (k)) = 0. Ïðè ýòîì íà îñíîâàíèè ïðîñòîãî ïðÿìîãî
ðàññóæäåíèÿ ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî β(L+

Hopf (2)) = 1. Ðàâåíñòâî (83)
îêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì.

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî. Íàðÿäó ñ çàöåïëåíèåì L+
Hopf (k) ðàññìîòðèì

çàöåïëåíèå L−Hopf (−k), êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç LHopf (−k) â ðåçóëüòàòå
îáðàùåíèÿ îðèåíòàöèè îäíîé èç êîìïîíåíò. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû
ïîäñêîêà äëÿ ïîëèíîìà Êîíâåÿ [PS] â ðåçóëüòàòå ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ïîëó÷èì C1(L

−
Hopf (−k)) = 0. Êîìïîíåíòû

L−Hopf (−k) íåçàóçëåíû è ïî ôîðìóëå (81) ïîëó÷èì β(L−Hopf (−k)) =
0. Îòñþäà ïî ðåçóëüòàòó [N] îá èçìåíåíèè çíà÷åíèÿ îáîáùåííîãî
èíâàðèàíòà Ñàòî-Ëåâèíà âûòåêàåò ôîðìóëà (83). Ëåììà 9 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå
Â ðàìêàõ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ âûñøèõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî çàöåïëåíèå L+

Hopf (k)
äîñòàâëÿåò òðèâèàëüíûé îáúåêò ñ òî÷êè çðåíèÿ èíâàðèàíòà âûñøåé
ñïèðàëüíîñòè. Îïðåäåëåíèå Îáîáùåííîãî èíâàðèàíòà Ñàòî-Ëåâèíà,
ïðåäëîæåííîå àâòîðîì â ðàáîòå [Akh2], îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ ïî
ôîðìóëå (81) è äîñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

β◦(L) = c1(L)− k(c1(L1) + c1(L2))− P (k), (84)

ãäå P (k)- ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè îò êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ
êîìïîíåíò, îïðåäåëÿåìûé ïî ôîðìóëå:

P (k) =
(k + 1)k(k − 1)

6
. (85)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èíâàðèàíòà β◦ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

β◦(L+
Hopf (k)) = 0, (86)

β◦(L−Hopf (k)) = −P (k), (87)
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ãäå çàöåïëåíèå L−Hopf (k) áûëî îïðåäåëåíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 9.
Â òî âðåìÿ êàê äëÿ èíâàðèàíòà β ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

β(L+
Hopf (k)) = P (k), (88)

β(L−Hopf (k)) = 0. (89)

Èíâàðèàíò β◦, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå (86) íàçîâåì
íîðìàëèçîâàííûì Îáîáùåííûì èíâàðèàíòîì Ñàòî-Ëåâèíà.
Íîðìàëèçîâàííûé èíâàðèàíò β◦ è èíâàðèàíò β èìåþò ïîðÿäîê
3.

Â ñëó÷àå k(L) = 0 Îáîáùåííûé èíâàðèàíò Ñàòî-Ëåâèíà
áûë îïðåäåëåí â ðàáîòå [S-L] è íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Ñàòî-
Ëåâèíà. Â ðàáîòå [A-R] áûëî ïîñòðîåíî èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèÿ
äëÿ èíâàðèàíòà Ñàòî-Ëåâèíà. Íèæåñëåäóþùàÿ ôîðìóëà (92)
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëû èç [A-R] (ñì. òàêæå
[A-K]) èìååò àñèìïòîòè÷åñêèé ñìûñë è ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ
ñðåäû, â êîòîðîé âñåâîçìîæíûå ïàðû ìàãíèòíûõ ëèíèé çàöåïëåíû
â àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå ñ íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðè
ìàëîì âîçìóùåíèè òàêîé ñðåäû âîçíèêàþò ïàðû ìàãíèòíûõ ëèíèé,
çàöåïëåííûõ â àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè,
è èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå èíâàðèàíòà Ñàòî-Ëåâèíà èçìåíÿåòñÿ,
ïðè÷åì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà Ñàòî-Ëåâèíà
îïðåäåëÿåòñÿ "ìåðîé çàóçëåííîñòè“ òðàåêòîðèé èñõîäíîé ñèñòåìû.
Àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå äëÿ èíâàðèàíòà ñïèðàëüíîñòè ïðîâîäèòñÿ â
[A-K-K].

Ëåììà 10. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 2-êîìïîíåíòíîãî îñíàùåííîãî
çàöåïëåíèÿ (L, ξ) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

Q(r) + β◦(rL1, L2) = r2β◦(L), (90)

Q(r) + β◦(L1, rL2) = r2β◦(L), (91)

ãäå Q(r) íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííîé r ñòåïåíè íå âûøå
4, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò òîëüêî îò äâóõ ïàðàìåòðîâ: k(L),
k(L1, ξ1) â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (90) è k(L), k(L2, ξ1) â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (91).
Â ñëó÷àå k(L) = 0, èìååì Q(r) = 0.
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2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îñíàùåííîãî óçëà (L, ξ) ïðè óñëîâèè k(L, ξ) = 0
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

β◦(r((L, ξ)↑)) = 2r4C1(L), (92)

ãäå C1(L)�èíâàðèàíò Êàññîíà óçëà L.

Çàìå÷àíèå
Â ñëó÷àå k(L, ξ) 6= 0 äàæå ïðè k(L1, ξ1) = 0 èëè k(L2, ξ2) = 0
ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (90), (91) è ðàâåíñòâà (92) èìåþò ðàçíûé ïîðÿäîê
ïî ïåðåìåííîé r. Îáîáùåííûé èíâàðèàíò Ñàòî-Ëåâèíà íå ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêèì èíâàðèàíòîì çàöåïëåíèé â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 7.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå k(L, ξ) = 0 Îáîáùåííûé èíâàðèàíò Ñàòî-Ëåâèíà
óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå èç Îïðåäåëåíèÿ 7 c ïîêàçàòåëåì s = 4, è
âòîðîé àêñèîìå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîïðàâêè, ðàâíîé çíà÷åíèþ èíâàðèàíòà
Êàññîíà.

Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî (92). Ìóðàêàìè è Íàêàøèøè, è òàêæå Ñ.Â.
Ìàòâååâûì, áûëî îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ∆�äâèæåíèÿ, êîòîðîå îêàçàëîñü
óäîáíûì äëÿ ïîäñ÷åòà çíà÷åíèé èíâàðèàíòîâ ìàëûõ ïîðÿäêîâ (ñì. [Na]
è ïîñëåäóþùèå ññûëêè).

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó [Akh2] (ñì. òàêæå [A-M-R]) Îáîáùåííûé
èíâàðèàíò Ñàòî-Ëåâèíà β◦ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì
íîðìèðîâêè (86) è íèæåñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè (93),(94) ïîäñêîêà
èíâàðèàíòà β ïðè ∆�äâèæåíèÿõ ðàçíûõ âèäîâ:

β◦(L)|t=t0+ε − β◦(L)|t0−ε = O(x)O(y)(lk(L+
x , L′)− lk(L−x , L′)−O(x)), (93)

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ∆�äâèæåíèè ó÷àñòâóþò äâå âåòâè îäíîé
êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ è îäíà âåòâü äðóãîé êîìïîíåíòû.

β(L)|t=t0+ε − β(L)t0−ε = 0, (94)

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ∆�äâèæåíèè ó÷àñòâóþò òðè âåòâè îäíîé
êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ.

Â ôîðìóëå (93) ÷åðåç O(x) îáîçíà÷åíî àëãåáðàè÷åñêîå çíà÷åíèå
âåðøèíû x èñ÷åçàþùåãî òðåóãîëüíèêà ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, íà äèàãðàììå
(ïðîåêöèè) çàöåïëåíèÿ, â êîòîðîé ñàìîïåðåñåêàåòñÿ îäíà èç êîìïîíåíò
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L çàöåïëåíèÿ L, ñêàæåì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, êîìïîíåíòà L1

(ñëó÷àé êîìïîíåíòû L2 àíàëîãè÷åí); O(y)� àëãåáðàè÷åñêîå çíà÷åíèå
ïðîèçâîëüíîé äðóãîé âåðøèíû y èñ÷åçàþùåãî òðåóãîëüíèêà íà
äèàãðàììå çàöåïëåíèÿ; L+

x � çàìêíóòàÿ ïåòëÿ íà äèàãðàììå çàöåïëåíèÿ
ñ âåðøèíîé â òî÷êå x, êîòîðàÿ ñîäåðæèò äâå ñòîðîíû èñ÷åçàþùåãî
òðåóãîëüíèêà (ïî ñîãëàøåíèþ ýòà ïåòëÿ ëåæèò íà L1), L−x �îñòàâøàÿñÿ
ïåòëÿ íà òîé æå êîìïîíåíòå L1, L′�îñòàâøàÿñÿ êîìïîíåíòà çàöåïëåíèÿ
(ïî ñîãëàøåíèþ L′ = L2).

Ïóñòü çàöåïëåíèå L ïðè t = t0 ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè ïîìîùè ∆�
äâèæåíèÿ. Òîãäà çàöåïëåíèå rL, ïðè t = t0 ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè ïîìîùè
ñåìåéñòâà r2 ∆�äâèæåíèé. Äîêàæåì ôîðìóëó:

r4β◦(L)|t=t0+ε − r4β◦(L)|t0−ε = β◦(rL)|t=t0+ε − β◦(rL)t0−ε. (95)

Íà äèàãðàììå çàöåïëåíèÿ rL ðàññìîòðèì r2 òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
xi, i = 1, . . . , r2, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû â îêðåñòíîñòè âåðøèíû x
èñ÷åçàþùåãî òðåóãîëüíèêà íà äèàãðàììå L. Â êàæäîé òàêîé òî÷êå xi

ðàññìîòðèì ïåòëþ (rL)+
x íà äèàãðàììå çàöåïëåíèÿ rL, âåòâü êîòîðîé

íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ ñ òåõ æå ñòîðîí, ÷òî è âåòâü L+
x . Îáîçíà÷èì

êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ lk(L1, L2) êîìïîíåíò L äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç
k, à êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ lk(L+

x , L′), lk(L−x , L′) ÷åðåç λ+(x), λ−(x)
ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, λ+(x) + λ−(x) = k.

Â êàæäîé òî÷êå xi íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû
λ+(xi) = lk((rL)+

x , rL′), λ−(xi) = lk((rL)+
x , rL′. Ñîãëàñíî ýòîìó

âû÷èñëåíèþ:
r2∑

i=1

λ+(xi)

k3
= λ+(x)+(λ+(x)+1)+ · · ·+(λ+(x)+ i)+ · · ·+(λ+(x)+(k−1)).

r2∑
i=1

λ−(xi)

k3
= (λ−(x)+(k−1))+(λ−(x)+(k−2))+· · ·+(λ−(x)+i)+· · ·+λ−(x).

Ïîýòîìó
r2∑

i=1

λ+(xi)− λ−(xi)

k3
= k(λ+(x)− λ−(x)).

Ðàâåíñòâî (95) äîêàçàíî.
×òîáû äîêàçàòü ðàâåíñòâà (90), (91) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (L, ξ)

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ýòî ðàâåíñòâî äëÿ çàöåïëåíèÿ LHopf (k), ñ
ïðîèçâîëüíûì, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñòàíäàðòíûì îñíàùåíèåì êîìïîíåíò,
÷òî î÷åâèäíî.
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Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî (92). Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó [Akh2] (ñì. òàêæå [A-
M-R]) Îáîáùåííûé èíâàðèàíò Ñàòî-Ëåâèíà óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëå:

β◦(L↑) = 2c1(L)k((L, ξ)↑), (96)

ãäå çàöåïëåíèå (L,ξ)↑ îïðåäåëåíî â ðåçóëüòàòå óäâîåíèÿ îñíàùåííîãî
óçëà (L, ξ), c1(L) � èíâàðèàíò Êàññîíà óçëà L, k((L, ξ)↑)� êîýôôèöèåíò
çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò.

Ðàññìîòðèì çàöåïëåíèå (r(L, ξ))↑, êîòîðîå ïîëó÷åíî óäâîåíèåì óçëà
r(L, ξ). Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

c1(rL) = r3c1(L). (97)

Äåéñòâèòåëüíî, êàê äîêàçàíî â [Akh2], (ñì. òàêæå [A-M-R]) èíâàðèàíò
Êàññîíà c1(L) ïðè ∆�äâèæåíèè èçìåíÿåòñÿ íà ½çíàê èñ÷åçàþùåãî
òðåóãîëüíèêà". Ñòîðîíû èñ÷åçàþùåãî òðåóãîëüíèêà îáðàçîâàíû òðåìÿ
îòðåçêàìè âåòâåé ïðîåêöèè óçëà â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè ∆�
äâèæåíèÿ. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (97) î÷åâèäíî, à èç óðàâíåíèé (96) (79),
(97) âûòåêàåò ðàâåíñòâî (92). Â ñëó÷àå k(L1, ξ1) = 0 óïðîùåíèå ôîðìóëû
(90) î÷åâèäíî.

Ðàâåíñòâî (92) âûòåêàåò èç ôîðìóëû (96) äëÿ çàöåïëåíèÿ r(L, ξ) è èç
ôîðìóëû (79) ïðè k(L, ξ) = 0. Ëåììà 8 äîêàçàíà.

Ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ èíâàðèàíòà M è íîðìàëèçîâàííîãî
èíâàðèàíòà M◦.

Ïóñòü L = L1 ∪ L2 ∪ L3� 3-êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå. Ðàññìîòðèì
èíâàðèàíò γ(L), ïîñòðîåííûé â ðàáîòå [Me]. Ýòîò èíâàðèàíò âûðàæàåòñÿ
÷åðåç êîýôôèöèåíòû c1 è k = c0 ïîëèíîìà Êîíâåÿ îò âñåâîçìîæíûõ
ïîäçàöåïëåíèé çàöåïëåíèÿ L ïî ôîðìóëå:

γ(L) = c1(L)− (98)

((1, 2)(2, 3) + (2, 3)(3, 1) + (3, 1)(1, 2))(c1(L1) + c1(L2) + c1(L3))

−((3, 1) + (2, 3))(c1(L1 ∪ L2)− (1, 2)(c1(L1) + c1(L2)))

−((1, 2) + (3, 1))(c1(L2 ∪ L3)− (2, 3)(c1(L2) + c1(L3)))

−((2, 3) + (1, 2))(c1(L3 ∪ L1)− (3, 1)(c1(L3) + c1(L1))),

ãäå ÷åðåç (i, j) îáîçíà÷åí êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ k(Li ∪ Lj) ïàðû
êîìïîíåíò Li, Lj, i, j = 1, 2, 3, i 6= j, çàöåïëåíèÿ L.
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Îïðåäåëèì 3-êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå L−Hopf ((1, 2); (2, 3); (3, 1)),
çàâèñÿùåå îò òðåõ öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ (1, 2), (2, 3), (3, 1) ∈ Z.
Ðàññìîòðèì òðè äâóõêîìïîíåíòíûõ çàöåïëåíèÿ L−Hopf ((2, 3)),
L−Hopf ((3, 1)), L−Hopf ((1, 2)), êîòîðûå ðàñïîëîæèì â îêðåñòíîñòè âåðøèí
ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî, ëåæàùåãî â
ïëîñêîñòè â R3. Îïðåäåëèì çàöåïëåíèå L−Hopf ((1, 2); (2, 3); (3, 1))
êàê 3-êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå, êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïðåäåëåíû
â ðåçóëüòàòå ñâÿçíîé ñóììû ïåðâîé êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ
L−Hopf ((2, 3)) ñî âòîðîé êîìïîíåíòîé çàöåïëåíèÿ L−Hopf ((3, 1)),
ïåðâîé êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ L−Hopf ((3, 1)) ñî âòîðîé êîìïîíåíòîé
çàöåïëåíèÿ L−Hopf ((1, 2)), ïåðâîé êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ L−Hopf ((1, 2))

ñî âòîðîé êîìïîíåíòîé çàöåïëåíèÿ L−Hopf ((2, 3)). Ñóììèðîâàíèå
ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðû êîìïîíåíò äâóõêîìïîíåíòíûõ çàöåïëåíèé â
ðàçíûõ âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà ïðîèñõîäèò âäîëü ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà
áåç ïåðåêðó÷èâàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
Êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ L−Hopf ((1, 2); (2, 3); (3, 1)) ñîîòâåòñòâóþò
ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà, îáîçíà÷èì ýòè êîìïîíåíòû ÷åðåç L1, L2,
L3. Îáîçíà÷åíèÿ âûáðàíû òàê, ÷òî k(L1, L2) = (1, 2), k(L2, L3) = (2, 3),
k(L3, L1) = (3, 1).

Íàðÿäó ñ çàöåïëåíèåì L−Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1)) îïðåäåëèì òàêæå
çàöåïëåíèå L+

Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1)) ñ òåìè æå ïðåäïèñàííûìè
êîýôôèöèåíòàìè çàöåïëåíèÿ. Ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïåðàöèÿ
ñâÿçíîãî ñóììèðîâàíèÿ ïðîèñõîäèò ïðè ïîìîùè íàáîðà çàöåïëåíèé
L+

Hopf ((2, 3)), L+
Hopf ((3, 1)), LHopf ((1, 2))−, âìåñòî íàáîðà çàöåïëåíèé

L−Hopf ((2, 3)), L−Hopf ((3, 1)), L−Hopf ((1, 2)). (Êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ
L−Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1)) óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ðàñïîëîæåííûìè
â îêðåñòíîñòè òîíêîãî òîðà, ñâÿçàííîå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò
âäîëü îòðåçêîâ ïàðàëëåëåé òîðà. Îáà ñåìåéñòâà çàöåïëåíèé
{L+

Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1))} è {L−Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1))} äîïóñêàþò
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå
ñèììåòðèè, ïåðåâîäÿùåå çàöåïëåíèå {L+

Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1))} â
çàöåïëåíèå {−L+

Hopf ((3, 2), (2, 1), (1, 3))} ñ îáðàùåííîé îðèåíòàöèåé
êîìïîíåíò, ïðè êîòîðîé ïåðâàÿ è òðåòüÿ êîìïîíåíòû ïåðåñòàâëÿþòñÿ.
Óêàçàííàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü íå âëèÿåò íà äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå.)

Èç ôîðìóëû (98) ëåãêî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâà:

γ(L−Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1))) = 0, (99)

γ(L+
Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1))) = R((1, 2), (2, 3), (3, 1)), (100)
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ãäå ìíîãî÷ëåí R((1, 2), (2, 3), (3, 1)) îò ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ
çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò îïðåäåëåí îïðåäåëåí ïî ôîðìóëå:

R((1, 2), (2, 3), (3, 1)) = (101)

(1, 2)2(2, 3)(3, 1) + (2, 3)2(3, 1)(1, 2) + (3, 1)2(1, 2)(2, 3)

2
+

3(1, 2)(2, 3)(3, 1)

2
.

Îïðåäåëèì íîðìàëèçîâàííûé èíâàðèàíò γ◦(L) ïî ôîðìóëå:

γ◦(L) = γ(L)−R((1, 2), (2, 3), (3, 1)). (102)

Ëåãêî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâà:

γ◦(L+
Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1))) = 0, (103)

γ◦(L−Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1))) = −R((1, 2), (2, 3), (3, 1)). (104)

Íîðìàëèçîâàííûé èíâàðèàíò γ◦ è èíâàðèàíò γ èìåþò ïîðÿäîê 4.
Â ñëåäóþùåé ëåììå âûïèøåì ôîðìóëû Ñ.À.Ìåëèõîâà (ñì. [M])

ñêà÷êîâ èíâàðèàíòà γ (àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû äëÿ
íîðìàëèçîâàííîãî èíâàðèàíòà γ◦) ïðè ãîìîòîïèè çàöåïëåíèÿ, ïðè
êîòîðîé êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ ìîãóò ñàìîïåðåñåêàòüñÿ, íî íå
ìîãóò ïåðåñåêàòü äðóã äðóãà. Ïóñòü Lsing;3 � îñîáîå 3-êîìïîíåíòíîå
çàöåïëåíèå, êîìïîíåíòû L1, L2 ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, à êîìïîíåíòà
Lsing,3 ñàìîïåðåñåêàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L+;3,
L−;3 � äâà 3-êîìïîíåíòíûõ çàöåïëåíèÿ, ïåðâûå äâå êîìïîíåíòû
êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ L1, L2, òðåòüÿ êîìïîíåíòà L3;+ çàöåïëåíèÿ
L3;+ îïðåäåëåíà â ðåçóëüòàòå îäíîãî ïðåäïèñàííîãî ðàçðåøåíèÿ
îñîáåííîñòè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êîìïîíåíòû Lsing,3, òðåòüÿ êîìïîíåíòà
L3;− çàöåïëåíèÿ L−;3 îïðåäåëåíà â ðåçóëüòàòå äðóãîãî ðàçðåøåíèÿ
îñîáåííîñòè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êîìïîíåíòû Lsing,3.

Îïðåäåëèì 4-êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå Ls;3, ñ êîìïîíåíòàìè
(L1, L2, L3+, L3−). Ïåðâûå äâå êîìïîíåíòû ó çàöåïëåíèé Ls;3, Lsing;3

îäèíàêîâûå, à êîìïîíåíòû L3+, L3− çàöåïëåíèÿ Ls;3 ïîëó÷åíû â
ðåçóëüòàòå ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ ñãëàæèâàíèÿ îñîáîé êîìïîíåíòû
Lsing,3 çàöåïëåíèÿ Lsing;3.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (1, 3+) (1, 3−) êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ
êîìïîíåíòû L1 c êîìïîíåíòàìè L3+, L3− ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì
÷åðåç (2, 3+) (2, 3−) êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíòû L2 c
êîìïîíåíòàìè L3+, L3− ñîîòâåòñòâåííî.

Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû ïðè çàìåíàõ íîìåðà 3 → 1,
3 → 2 îñîáîé êîìïîíåíòû.
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Ëåììà 11. Èíâàðèàíò γ(L) 3-êîìïîíåíòíûõ çàöåïëåíèé
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

γ(L+;3)− γ(L−;3) = (1, 2)((1, 3+)(2, 3−) + (1, 3−)(2, 3+)), (105)

γ(L+;1)− γ(L−;1) = (2, 3)((2, 1+)(3, 1−) + (2, 1−)(3, 1+)), (106)

γ(L+;2)− γ(L−;2) = (3, 1)((3, 2+)(1, 2−) + (3, 2−)(1, 2+)), (107)

Äëÿ íîðìàëèçîâàííîãî èíâàðèàíòà γ◦ âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 11

Ôîðìóëû ïîäñêîêà èíâàðèàíòà γ, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ñîîòíîøåíèÿì
(105),(106),(107), äîêàçàíû â [Me], ñòð. 11. Ëåììà 11 äîêàçàíà.

Èçó÷èì ôîðìóëó ïîäñêîêà èíâàðèàíòà γ◦ ïðè ∆�äâèæåíèè
êîìïîíåíò. Èçó÷èì ñëó÷àé, êîãäà â ∆�äâèæåíèè ó÷àñòâóþò âñå òðè
êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ L. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì çàöåïëåíèÿ L− = (L1,− ∪ L2,− ∪ L3,−), L+ = (L1,+ ∪
L2,+ ∪ L3,+), èñ÷åçàþùèé òðåóãîëüíèê ABC−, îáðàçîâàííûé òðåìÿ
âåòâÿìè ïðîåêöèè çàöåïëåíèÿ L−, ëåæàùèìè íà ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ
çàöåïëåíèÿ è ðîæäàþùèéñÿ òðåóãîëüíèê ABC+, îáðàçîâàííûé òðåìÿ
ñîîòâåòñòâóþùèìè âåòâÿìè ïðîåêöèè çàöåïëåíèÿ L+. Íóìåðàöèþ
âåðøèí òðåóãîëüíèêà âûáåðåì òàê, ÷òî âåðøèíà A êàê â èñ÷åçàþùåì,
òàê è â ðîæäàþùåìñÿ òðåóãîëüíèêå, ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè ïðîåêöèé
êîìïîíåíò L2 è L3, âåðøèíà B ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè ïðîåêöèé
êîìïîíåíò L3 è L1, âåðøèíà C ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè ïðîåêöèé
êîìïîíåíò L1 è L2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (L1,±¯L2,±, L3,±)�äâóõêîìïîíåíòíîå
çàöåïëåíèå, ïîëó÷åíîå â ðåçóëüòàòå ñãëàæèâàíèÿ êîìïîíåíò L1,± è L2,±
â âåðøèíå C±, çäåñü è äàëåå ± îçíà÷àåò îäèí èç äâóõ âîçìîæíûõ
âûáîðîâ çíàêà. Àíàëîãè÷íî ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ (L2,±¯L3,±, L1,±), (L3,±¯
L1,±, L2,±).
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Ëåììà 12. Èíâàðèàíò γ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì ïðè
∆�äâèæåíèè, â êîòîðîì ó÷àñòâóþò âñå òðè êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ:

γ(L+)− γ(L−) = β(L1,+ ¯ L2,+, L3,+)− β(L1,+ ¯ L2,+, L3,+) = (108)

β(L2,+ ¯ L3,+, L1,+)− β(L2,+ ¯ L3,+, L1,+) =

β(L3,+ ¯ L1,+, L2,+)− β(L3,+ ¯ L1,+, L2,+).

Äëÿ íîðìàëèçîâàííûõ èíâàðèàíòîâ γ◦, β◦ âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 12

Ïðèìåíèì ôîðìóëû (98), (99). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

c1(L+)− c1(L−) = γ(L+)− γ(L−). (109)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ∆�äâèæåíèè, â êîòîðîì ó÷àñòâóþò âñå òðè
êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ L, èçìåíÿåòñÿ ëèøü ïåðâîå ñëàãàåìîå â
ôîðìóëå (98). Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ∆�äâèæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ 3
ðàçíûìè ñïîñîáàìè â âèäå êîìïîçèöèè ãîìîòîïèè ñ ïåðåñå÷åíèåì äâóõ
êîìïîíåíò (ïðè îäíîì èç òðåõ ñïîñîáîâ ∆�äâèæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
êîìïîçèöèåé ïðåîáðàçîâàíèÿ ãîìîòîïèè ñ ïåðåñå÷åíèåì êîìïîíåíò L1

è L2, èçîòîïèè, ïðè êîòîðîé ïðîåêöèÿ îñòàâøàÿñÿ êîìïîíåíòû L3

äâèæåòñÿ ÷åðåç âåðøèíó A èñ÷åçàþùåãî òðåóãîëüíèêà è îáðàòíîé
ãîìîòîïèè ñ ïåðåñå÷åíèåì òåõ æå êîìïîíåíò. Ïðèìåíèì ïîî÷åðåäíî
ôîðìóëó äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ìíîãî÷ëåíå Êîíâåÿ ê
êàæäîìó èç ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå:

c1(L+)− c1(L−) = c1(L1,+ ¯ L2,+, L3,+)− c1(L1,− ¯ L2,−, L3,−). (110)

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (84) è âûðàçèì èíâàðèàíò c1 â ôîðìóëå
(110) ÷åðåç èíâàðèàíò β◦. Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

c1(L1,+ ¯ L2,+, L3,+)− c1(L1,− ¯ L2,−, L3,−) = (111)

β(L1,+ ¯ L2,+, L3,+)− β(L1,− ¯ L2,−, L3,−).

Ïîäñòàâëÿÿ (111) â ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (110) è äàëåå ïîëó÷åííóþ
ôîðìóëó â ôîðìóëó (109), ïîëó÷èì îäíî èç òðåõ òðåáóåìûõ ðàâåíñòâ
â (108). Îñòàëüíûå äâà ðàâåíñòâà äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ëåììà 12
äîêàçàíà.
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Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü L = (L1 ∪ L2 ∪ L3) � ïðîèçâîëüíîå 3-
êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå. Îïðåäåëèì èíâàðèàíò M(L) ïî ôîðìóëå

M(L) = (1, 2)(2, 3)(3, 1)γ(L)− (112)

((1, 2)2(1, 3)2β(L2 ∪ L3) + (2, 3)2(2, 1)2β(L3 ∪ L1) + (2, 3)2(2, 1)2β(L3 ∪ L1)).

Îïðåäåëèì íîðìàëèçîâàííûé èíâàðèàíò M◦(L) ïî ôîðìóëå

M◦(L) = (1, 2)(2, 3)(3, 1)γ◦(L)− (113)

((1, 2)2(1, 3)2β◦(L2∪L3)+(2, 3)2(2, 1)2β◦(L3∪L1)+(2, 3)2(2, 1)2β◦(L3∪L1)).

Òåîðåìà 14.
1. Èíâàðèàíò M óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì ïðè

ãîìîòîïèè çàöåïëåíèÿ ñ òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåé
êîìïîíåíòå:

M(L+;3)−M(L−;3) = (1, 2)2(2, 3)(3, 1)((1, 3+)(2, 3−) + (1, 3−)(2, 3+))(114)

−(1, 2)2(3, 1)2(2, 3+)(2, 3−)− (2, 3)2(2, 1)2(1, 3+)(1, 3−),

M(L+;1)−M(L−;1) = (1, 2)(2, 3)2(3, 1)((2, 1+)(3, 1−) + (2, 1−)(3, 1+))(115)

−(2, 3)2(1, 2)2(3, 1+)(3, 1−)− (3, 1)2(3, 2)2(2, 1+)(2, 1−),

M(L+;2)−M(L−;2) = (1, 2)(2, 3)(3, 1)2((3, 2+)(1, 2−) + (3, 2−)(1, 2+))(116)

−(3, 1)2(2, 3)2(1, 2+)(1, 2−)− (1, 2)2(1, 3)2(3, 2+)(3, 2−).

Äëÿ íîðìàëèçîâàííîãî èíâàðèàíòà M◦ âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ.

Èíâàðèàíò M óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì ïðè ∆�
äâèæåíèè, â êîòîðîì ó÷àñòâóþò âñå òðè êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ:

M(L+)−M(L−) = (117)

(1, 2)(2, 3)(3, 1)(β◦(L1,+ ¯ L2,+, L3,+)− β◦(L1,+ ¯ L2,+, L3,+)) =

(1, 2)(2, 3)(3, 1)(β◦(L2,+ ¯ L3,+, L1,+)− β◦(L2,+ ¯ L3,+, L1,+)) =

(1, 2)(2, 3)(3, 1)(β◦(L3,+ ¯ L1,+, L2,+)− β◦(L3,+ ¯ L1,+, L2,+)).
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Äëÿ íîðìàëèçîâàííûõ èíâàðèàíòîâ M◦, β◦ âûïîëíÿþòñÿ
àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ.

Èíâàðèàíò M óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ íîðìèðîâêè:

M(L−Hopf ((2, 3), (1, 2), (3, 1))) = 0. (118)

Íîðìàëèçîâàííûé èíâàðèàíò M◦ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ íîðìèðîâêè:

M◦(L+
Hopf ((2, 3), (1, 2), (3, 1))) = 0. (119)

2. Èíâàðèàíòû M è M◦ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè
(114)-(119). Èíâàðèàíòû M è M◦ ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ïîðÿäêà 7 â
ñìûñëå Â.À.Âàñèëüåâà.

3. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå (1, 2) = (2, 3) = (3, 1) = k ôîðìóëû äëÿ
èíâàðèàíòîâ M è M◦ ïðèîáðåòàþò âèä:

M = k3C1(L)− 3k4[C1(L1, L2) + C1(L2, L3) + C1(L3, L1)] (120)

−k5[C1(L1) + C2(L2) + C3(L3)].

M◦ = k3C1(L)− 3k4[C1(L1, L2) + C1(L2, L3) + C1(L3, L1)] (121)

−k5[C1(L1) + C2(L2) + C3(L3)]− 2k7 − 3k6

2
+

k5

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 14.
Ôîðìóëû (114),(115),(116),(117) âûòåêàþò èç ôîðìóë (105), (106), (107)
ïîäñêîêîâ äëÿ èíâàðèàíòà γ◦ è àíàëîãè÷íûõ õîðîøî èçâåñòíûõ ôîðìóë
ïîäñêîêîâ äëÿ èíâàðèàíòà β◦ ïðè ýëåìåíòàðíîé ãîìîòîïèè çàöåïëåíèÿ
(ñì, [A-R],[Me],[N]). Ôîðìóëà (118) âûòåêàåò èç ôîðìóë (98), (118).
Âòîðàÿ è òðåòüÿ ÷àñòü òåîðåìû î÷åâèäíû. Òåîðåìà 14 äîêàçàíà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà è äîêàçàòåëüñòâà
Òåîðåìû 8 íàì ïîòðåáóþòñÿ äâå ëåììû, â êîòîðûõ èññëåäóþòñÿ
ñâîéñòâà èíâàðèàíòà M è êîòîðûå èìåþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.
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Ïóñòü (L, ξ) = ((L1, ξ1), (L2, ξ2), (L3, ξ3)) � òðåõêîìïîíåíòíîå îñíàùåííîå
çàöåïëåíèå. Ðàññìîòðèì çàöåïëåíèå (r(L1, ξ1), L2, L3), r ∈ N. Îáîçíà÷èì
äëÿ êðàòêîñòè ýòî çàöåïëåíèå ÷åðåç 1rL. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì 2rL =
(L1, r(L2, ξ2), L3), 3rL = (L1, L2, r(L3, ξ3)).

Ëåììà 15. Ïóñòü çàöåïëåíèå 1rL̄ ïîëó÷åíî èç çàöåïëåíèÿ 1rL â
ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðâîé êîìïîíåíòû r(L1, ξ1) íà êîìïîíåíòó L′1
ïóòåì âêëåèâàíèÿ ïðîèçâîëüíîé êðàøåíîé êîñû èç r íèòåé âäîëü
êîðîòêîãî îòðåçêà íà êîìïîíåíòå L1 çàöåïëåíèÿ L. Cïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

M(1rL̄) = M(1rL). (122)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè âûáîðå äðóãîãî îñíàùåíèÿ ξ′1 êîìïîíåíòû L1 ïîëó÷èì
çàöåïëåíèå (1rL)′ = (r(L1, ξ

′
1), L2, L3) äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

M((1rL)′) = M(1rL). (123)

Ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå (122), (123) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîé äðóãîé
êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ L.

Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû âûïîëíÿþòñÿ äëÿ íîðìàëèçîâàííîãî
èíâàðèàíòà M◦.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 15

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó äëÿ ñëó÷àÿ ïðåîáðàçîâàíèå íà ýëåìåíòàðíóþ
êîñó, ñêðó÷èâàþùóþ äâå íèòè. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ
ãîìîòîïèåé ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé òðàíñâåðñàëüíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íà
ïàðå ïàðàëëåëüíûõ âåòâåé êîìïîíåíòû r(L1, ξ1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (1, 2), (2, 3), (3, 1) êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ 1rL. Ïóñòü r1, r2 � íàòóðàëüíûå
÷èñëà, r1 +r2 = r, ðàâíûå êîëè÷åñòâàì âèòêîâ êîìïîíåíò rL+

1 , rL−1 âäîëü
êîìïîíåíòû L1. Ïðèìåíèì ôîðìóëó (115) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîäñêîêà
èíâàðèàíòà M ïðè ïðåîáðàçîâàíèè çàöåïëåíèÿ 1rL â çàöåïëåíèå L̄.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó
2(1, 2)2(2, 3)2(3, 1)2r1r2, âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå èçìåíÿþòñÿ íà
âåëè÷èíó −(1, 2)2(2, 3)2(3, 1)2r1r2. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå M íå
èçìåíÿåòñÿ. Ëåììà 15 äîêàçàíà.

Ëåììà 16. 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

M(1rL) = r4M(L) +1 Q(r), (124)
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ãäå 1Q(r) îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå:

1Q(r) = M(1rL
−
Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1))− L−Hopf (r(1, 2), (2, 3), r(3, 1)),

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò òîëüêî îò ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ
çàöåïëåíèÿ (1, 2), (2, 3), (3, 1) çàöåïëåíèÿ L. Àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà
ñïðàâåäëèâû äëÿ çàöåïëåíèé 2rL, 3rL.

2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

M(rL) = r12M(L) + Q(r), (125)

ãäå Q(r) îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå

Q(r) = M(rL−Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1))− L−Hopf (r
2(1, 2), r2(2, 3), r2(3, 1)),

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò òîëüêî îò êîýôôèöèåíòîâ
çàöåïëåíèÿ (1, 2), (2, 3), (3, 1) çàöåïëåíèÿ L.

3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 2�êîìïîíåíòíîãî îñíàùåííîãî çàöåïëåíèÿ L c
îòìå÷åííîé ïåðâîé êîìïîíåíòîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

M(L↑, ξ) = S(k(L1, ξ1), k(L)), (126)

ãäå ìíîãî÷ëåí S(k(L1, ξ1), k(L)), ðàâíûé M((L−)↑Hopf (k), ξ′), çàâèñèò
òîëüêî îò êîýôôèöèåíòà ñàìîçàöåïëåíèÿ îñíàùåííîé êîìïîíåíòû
(L1, ξ1) (êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì ñàìîçàöåïëåíèÿ
îñíàùåííîé êîìïîíåíòû (L−1;Hopf , ξ

′)) è îò êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ
êîìïîíåíò k(L).

Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû âûïîëíÿþòñÿ äëÿ íîðìàëèçîâàííîãî
èíâàðèàíòà M◦.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 16

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1. Ðàññìîòðèì íèæåñëåäóþùèé ñïèñîê 1-4
ýëåìåíòàðíûõ îñîáûõ ïðåîáðàçîâàíèé çàöåïëåíèÿ L:

�1. ∆�äâèæåíèå, â êîòîðîé ó÷àñòâóåò ëèøü ïåðâàÿ êîìïîíåíòà L1.
�2. Ïðåîáðàçîâàíèå ñ òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êîìïîíåíòû L2.
�3. Ïðåîáðàçîâàíèå ñ òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êîìïîíåíòû L3.
�4. ∆�äâèæåíèå, â êîòîðîì ó÷àñòâóþò âñå òðè êîìïîíåíòû

çàöåïëåíèÿ L.
Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàöåïëåíèÿ L

ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ξ ïðåîáðàçîâàíèé 1-4,
ïåðåâîäÿùàÿ çàöåïëåíèå L â çàöåïëåíèå LHopf ((2, 3), (1, 2), (3, 1)).
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Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû çàöåïëåíèÿ LHopf ((2, 3), (1, 2), (3, 1))
÷åðåç (L1;Hopf , L2;Hopf , L3;Hopf ). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ξ ïîðîæäàåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rΞ ïðåîáðàçîâàíèé èç ñïèñêà 1-4 çàöåïëåíèÿ 1rL â
çàöåïëåíèå 1rLHopf .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ξi èç
ñïèñêà ïðåîáðàçîâàíèé 1-4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç rξi � ýëåìåíòàðíîå
ïðåîáðàçîâàíèå òèïà 2,3,4 èëè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé òèïà 1, êîòîðûå ñîîòâåòâåòñòâóþò ýëåìåíòàðíîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ ξi çàöåïëåíèÿ 1rL. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L−, L+�çàöåïëåíèÿ,
ñâÿçàííûå ïðåîáðàçîâàíèåì ξi. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1rL−, 1rL+ �
çàöåïëåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî çàöåïëåíèÿì L−, L+ ïðè r-êðàòíîé íàìîòêå
ïåðâîé êîìïîíåíòû. Çàöåïëåíèÿ 1rL−, 1rL+ ñâÿçàíû ýëåìåíòàðíûì
ïðåîáðàçîâàåíèåì rξi òèïà 2,3,4 èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé rξi òèïà 1. Äëÿ ëþáîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ξi çàöåïëåíèÿ L è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
åìó ïðåîáðàçîâàíèÿ rξi çàöåïëåíèÿ rL ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

r4(M(L+)−M(L−)) = M(1rL+)−M(1rL−). (127)

Ýòî ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ôîðìóë (114) - (117). Òåïåðü äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî (124) äëÿ çàöåïëåíèÿ LHopf ((2, 3), (1, 2), (3, 1))), ÷òî
î÷åâèäíî ñ ó÷åòîì Ëåììû 15. Äëÿ çàöåïëåíèé 2rL, 3rL äîêàçàòåëüñòâà
àíàëîãè÷íû. Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2. Ðàâåíñòâî (125) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà
(124) è àíàëîãè÷íûõ åìó ðàâåíñòâ äëÿ äâóõ îñòàâøèõñÿ êîìïîíåíò.
Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 3. Ðàññìîòðèì íèæåñëåäóþùèé ñïèñîê 1-2
ýëåìåíòàðíûõ îñîáûõ ïðåîáðàçîâàíèé 2-êîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ L:

�1. ∆�äâèæåíèå, â êîòîðîé ó÷àñòâóåò ëèøü ïåðâàÿ êîìïîíåíòà L1.
�2. ïðåîáðàçîâàíèå ñ òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êîìïîíåíòû L2.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 2-êîìïîíåíòíîãî

îñíàùåííîãî çàöåïëåíèÿ (L, ξ) ñ c0(L) = k ñóùåñòâóåò
íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ξ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
1-2, ïåðåâîäÿùàÿ îñíàùåííîå çàöåïëåíèå (L, ξ) â çàöåïëåíèå
(LHopf (k), ξ′). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ξ èíäóöèðóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Ξ↑ ïðåîáðàçîâàíèé 3-êîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ (L↑) â 3-êîìïîíåíòíîå
çàöåïëåíèå (LHopf (k)↑). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îñíàùåíèÿ ξ1 êîìïîíåíòû
LHopf ;1 çàöåïëåíèÿ LHopf (k) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà M(LHopf (k)↑) =
M(3kLHopf (1)↑) = k4M(LHopf (1)↑) = k4M(LHopf (1, 1, k)) = 0. Ïðîâåðèì,
÷òî äëÿ êàæäîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
çíà÷åíèå M(L↑) íå ìåíÿåòñÿ.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðåîáðàçîâàíèÿ 1. Â ôîðìóëå (118) ìåíÿþòñÿ
òîëüêî ñëàãàåìûå (1, 2)(2, 3)(3, 1)γ◦ è (2, 3)(1, 3)β◦(L1,1, L1,2), ãäå
êîìïîíåíòû L1,1, L1,2 ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå óäâîåíèÿ êîìïîíåíòû
L1 ïî çàäàííîìó îñíàùåíèþ ξ, ÷åðåç (1, 2) îáîçíà÷åí k(L1,1, L1,2), ÷åðåç
(1, 3) îáîçíà÷åí k(L1,1, L3), ÷åðåç (2, 3) îáîçíà÷åí k(L1,2, L3). Êàæäîå
ñëàãàåìîå ìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó

2σk(L1,1, L1,2)k(L1,1, L3)k(L1,2, L3),

ãäå σ�çíàê èñ÷åçàþùåãî òðåóãîëüíèêà â îñîáîé òî÷êå ∆�äâèæåíèÿ.
Èçìåíåíèÿ ñëàãàåìûõ îáðàòíû ïî âåëè÷èíå è êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà.
Äîêàçàíî, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè 1 çíà÷åíèå M(L↑) íå ìåíÿåòñÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðåîáðàçîâàíèÿ 1. Â ôîðìóëå (127) ìåíÿþòñÿ
òîëüêî ñëàãàåìûå (1, 2)(2, 3)(3, 1)γ◦(L↑) è (1, 2)2(2, 3)2β◦(L1,1, L3),
(1, 2)2(1, 3)2β◦(L1,2, L3). Èçìåíåíèÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ñêîìïåíñèðîâàíî
ñóììàðíûì èçìåíåíèåì âòîðîãî è òðåòüåãî. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè
ïðåîáðàçîâàíèè 2 çíà÷åíèå M(L↑) íå ìåíÿåòñÿ. Óòâåðæäåíèå 3 äîêàçàíî.
Ëåììà 16 äîêàçàíà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îñíàùåííîãî 3-êîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ
(L, ξ) = ((L1, ξ1), (L2, ξ2), (L3, ξ3)), ïåðåîáîçíà÷èì çàöåïëåíèå
((2, 3)(L1, ξ1), (3, 1)(L2, ξ2), (1, 2)(L3, ξ3)) ÷åðåç (Lnorm, ξnorm). Ñîãëàñíî
ïîñòðîåíèþ âñå ïîïàðíûå êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò
çàöåïëåíèÿ (Lnorm, ξnorm) îäèíàêîâûå è ðàâíû ïðîèçâåäåíèþ
(1, 2)(2, 3)(3, 1) ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò
çàöåïëåíèÿ (L, ξ).

Îïðåäåëåíèå 17. Îïðåäåëèì èíâàðèàíò M̃ ïî ôîðìóëå

M̃(L) =
M◦(Lnorm, ξnorm)

(1, 2)4(2, 3)4(3, 1)4
, (128)

åñëè (1, 2)(2, 3)(3, 1) 6= 0.

Ëåììà 18. Çíà÷åíèå M̃(L), îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (128), ÿâëÿåòñÿ
èíâàðèàíòîì êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Åãî ìîæíî äîîïðåäåëèòü ïî
íåïðåðûâíîñòè ïðè (1, 2)(2, 3)(3, 1) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 18

Ïîñêîëüêó M◦ èíâàðèàíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà è ïî Ëåììå 15 è,
êðîìå òîãî, åãî çíà÷åíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà îñíàùåíèÿ ξ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå M◦(Lnorm, ξnorm) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ìíîãî÷ëåí, îò ïåðåìåííûõ (1, 2), (2, 3), (3, 1), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî
çàâèñÿò îò çíà÷åíèé C1 íà ñîáñòâåííûõ ïîäçàöåïëåíèÿõ. Äîêàæåì, ÷òî
ýòîò ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ íà (1, 2)(2, 3)(3, 1) Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé
(124), áëàãîäàðÿ êîòîðîé äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî C1(L

norm, ξnorm)
îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè õîòÿáû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ
(1, 2), (2, 3) èëè (3, 1) îáðàòèëñÿ â íóëü. Â òàêîì ñëó÷àå çàöåïëåíèå
(Lnorm, ξnorm) ñîäåðæèò ìàëåíüêóþ íåçàóçëåííóþ êîìïîíåíòó, è ïî
ñâîéñòâó ìíîãî÷ëåíà Êîíâåÿ ýòî âûïîëíåíî (ñì. [P-S]). Ëåììà 18
äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 8

Äîêàæåì, ÷òî èíâàðèàíò M̃ , îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå (128), ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêèì ò.å. ïðîâåðèì ðàâåíñòâà (76) è (77).

Ïðîâåðèì ôîðìóëó (76). Ïóñòü (L, ξ)�ïðîèçâîëüíîå îñíàùåííîå
çàöåïëåíèå, (Lnorm, ξnorm)�åãî íîðìàëèçàöèÿ, r(L, ξ), r(Lnorm, ξnorm)�
çàöåïëåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå r�êðàòíîé íàìîòêè çàöåïëåíèé
(L, ξ), (Lnorm, ξnorm) ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå Ξ
çàöåïëåíèÿ (L, ξ) â çàöåïëåíèå (L+

Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1)), ñîñòîÿùåå
èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ∆�äâèæåíèé, îïåðàöèé çàìåíû îñíàùåíèÿ
êîìïîíåíò è èçîòîïèé (ïåðåñå÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò íå
äîïóñêàåòñÿ). Ðàññìîòðèì äâèæåíèå rΞ çàöåïëåíèÿ r(L, ξ) â çàöåïëåíèå
rL+

Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1)), èíäóöèðîâàííîå Ξ. Èñïîëüçóÿ Îïðåäåëåíèå
17, èç Ëåììû 16 âûòåêàåò, ÷òî ïîäñêîêè δM̃(Ξ), δM̃(rΞ) èíâàðèàíòà M̃
ïðè Ξ è ïðè rΞ ñâÿçàíû ôîðìóëîé

r12δM̃(Ξ) = δM̃(rΞ).

Äîêàæåì ðàâåíñòâî:

r12M̃(L+
Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1))) + o(r12) = (129)

M̃(rL+
Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1))).

Ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè
ôîðìóëû (129) ïðèíèìàåò âèä:

r12((1, 2)(2, 3)(3, 1))−4M◦(L+
Hopf )

norm((1, 2), (2, 3), (3, 1))).

Ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (129) ïðèíèìàåò âèä:

(r6(2, 2)(2, 3)(3, 1))−4)M◦(r3(L+
Hopf )

norm((1, 2), (2, 3), (3, 1)).
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Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé t3 → t ðàâåíñòâî (129) ïðèîáðåòàåò âèä:

r12M◦((L+
Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1)))norm) + o(r12) = (130)

M◦(r(L+
Hopf ((1, 2), (2, 3), (3, 1)))norm).

Èç Ëåììû 16 âûòåêàåò, ÷òî ðàâåíñòâî (130) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó:

r12M◦((L+
Hopf (k, k, k) + o(r12) = M◦(r(L+

Hopf (k, k, k))), (131)

ãäå k = (1, 2)(2, 3)(3, 1). Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (119) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
ðàâåíñòâî

M◦(r(L+
Hopf (k, k, k))) = o(r12). (132)

Êîýôôèöèåíòû ñàìîçàöåïëåíèÿ îñíàùåííûõ êîìïîíåíò çàöåïëåíèÿ
L+

Hopf (k, k, k), âûáèðàþòñÿ ðàâíûìè k.
Äîêàæåì ðàâåíñòâî (132). Çàöåïëåíèå r(L+

Hopf (k, k, k)) ïåðåâîäèì â
çàöåïëåíèå L+

Hopf (r
2k, r2k, r2k) ïðè ïîìîùè êîìïîçèöèè ãîìîòîïèé Ξ3 ◦

Ξ2 ◦ Ξ1.
Ãîìîòîïèÿ Ξ1 èìååò r ïåðåñå÷åíèé êîìïîíåò ñ íîìåðàìè 1 è

2 è ïîñëå òàêîé ãîìîòîïèè êîìïîíåíòà rL2 áóäåò ðàñïîëîæåíà â
îêðåñòíîñòè öåíòðàëüíîé ëèíèè êîìïîíåíòû rL1, ïðè÷åì êîýôôèöèåíò
çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò 1 è 2 óìåíüøèòñÿ íà r, à êîýôôèöèåíòû
çàöåïëåíèÿ êàæäîé èç ýòèõ êîìïîíåíò ñ êîìïîíåíòîé 3 íå èçìåíÿòñÿ.
Â ðåçóëüòàòå ãîìîòîïèè Ξ1 çàöåïëåíèå Ξ1(L

+
Hopf (r

2k, r2k)) ñîâïàäàåò
ñ çàöåïëåíèåì (rk((L0, ξ0), rL3)

↑, ãäå (L0, ξ0)�îñíàùåííûé óçåë ñ
êîýôôèöèåíòîì ñàìîçàöåïëåíèÿ çàöåïëåíèÿ k. Çàòåì êîýôôèöèåíò
çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò 1 è 2 çàöåïëåíèÿ ((rk(L0, ξ0))

↑, rL3) óâåëè÷èâàåì
äî r2k ìàëîé ãîìîòîïèåé Ξ2 ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè. Â ðåçóëüòàòå
ãîìîòîïèè çàöåïëåíèÿ Ξ1(rL

+
Hopf (k, k, k)) ïîëó÷èòñÿ çàöåïëåíèå Ξ2 ◦

Ξ1(rL
+
Hopf (k, k)) c ðàâíûìè ïîïàðíûìè êîýôôèöèåíòàìè çàöåïëåíèÿ.

Ïåðåîáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ãîìîòîïèþ Ξ2 ◦ Ξ1 ÷åðåç Ψ. Ãîìîòîïèþ
Ψ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè r ýëåìåíòàðíûõ ãîìîòîïèé Ψi,
i = 1, . . . r, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êîìïîíåíò
ñ ðàçíûìè çíàêàìè è íå ìåíÿåò êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ:

Ψ = Ψr ◦ . . . Ψ1.

Ãîìîòîïèÿ Ξ3 ïåðåâîäèò çàöåïëåíèå Ψ(rL+
Hopf (k, k)) â çàöåïëåíèå

L+
Hopf (r

2k, r2k, r2k). Ãîìîòîïèè òàêîãî âèäà èçó÷àëèñü â Ëåììå 16.3.
Ãîìîòîïèÿ Ξ3 íå ìåíÿåò çíà÷åíèå M◦.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç δM◦ ïîäñêîê èíâàðèàíòà M◦ ïðè ãîìîòîïèè Ψ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç δC1(L1, L2), δC1(L1, L2, L3) ïîäñêîê êîýôôèöèåíòà
C1 ïðè îãðàíè÷åíèè ãîìîòîïèè Ψ íà ïîäçàöåïëåíèÿ èç ïåðâûõ äâóõ
êîìïîíåíò, à ÷åðåç δC1(L1, L2, L3) ïîäñêîê êîýôôèöèåíòà C1 ïðè
ãîìîòîïèè Ψ äëÿ âñåãî 3-êîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ. C ó÷åòîì ðàâåíñòâà
(124) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ðàâåíñòâà:

δC1(L1, L2) = O(r3), (133)

δC1(L1, L2, L3) = O(r5). (134)

Ïðîñëåäèì çà èçìåíåíèåì êîýôôèöèåíòà C1(L1, L2) ïðè
ýëåìåíòàðíîé ãîìîòîïèè Ψi. Ïðè ãîìîòîïèè Ψi ñêà÷åê δ(C1)i

êîýôôèöèåíòà C1 èìååò ïîðÿäîê ir, ñóììà ñêà÷êîâ
∑r

i=1 δ(C1)i èìååò
ïîðÿäîê r3. Ôîðìóëà (133) äîêàçàíà.

Ïðîñëåäèì çà èçìåíåíèåì êîýôôèöèåíòà C1(L1, L2, L3) ïðè
ýëåìåíòàðíîé ãîìîòîïèè Ψi. Ïðè ãîìîòîïèè Ψi ñêà÷åê δ(C1)i

êîýôôèöèåíòà C1 îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà ir3, ñëåäîâàòåëüíî,
ñóììà ñêà÷êîâ

∑r
i=1 δ(C1)i èìååò ïîðÿäîê r5. Ôîðìóëà (134) äîêàçàíà.

Ôîðìóëà (76) äîêàçàíà.
Ïðîâåðèì ôîðìóëó (77). Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê

ðàâåíñòâó

M◦(r(L+
Hopf (r

2
5 , r

2
5 , r

2
5 ))) = o(r12). (135)

Ðàâåíñòâî (135) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâó (132) ïðè
èñïîëüçîâàíèè îöåíîê:

δC1(L1, L2) = O(r3+ 2
5 ), (136)

δC1(L1, L2, L3) = O(r5+ 4
5 ). (137)

Òåîðåìû 8 äîêàçàíà.
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èíâàðèàíòîì (44).
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