Ğăňěůăŋĺě ő śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřăţ ĺ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺ£ţ čĺŕěř¡řňĺšőćżţ ňăšřĺű

(ďőłńăď, ŕřőůĺšăŋŋżľ ŋă śěňĺŋăřě Ć.Ĺ. Ăřŋőńĳďă 29 śěŋš£ąř£ 1998č.)

Ň.İ. Łăğăř£ŋ kazarian@mccme.ru

Őďŋő ĺğ ŕřő£ćńěŋĺľ R−C −H šřőľśšćěŋŋőśšĺ ć ňăšěňăšĺłě, ăłšĺćŋő ŕřőŕăčăŋďĺřşěňőľ Ăřŋőńĳďőň, ŕřĺćěďěŋő ć śńěďş¿źěľ šăąńĺűě.

R C H

Łńăśśż Ÿšĺťěń£-Şĺšŋĺ w_i Łńăśśż Ůęěŋ£ c_i Łńăśśż Ŕőŋšř£čĺŋă p_i

Šăćšőńőčĺůěśłőě ćěłšőřŋőě řăśśńőěŋĺě ŋăď P^1 LR ↓ RP^{1 ∼}= S^1 LC ↓ C P^{1 ∼}= S^2 LH ↓ HP^{1 ∼}= S^4

őďŋőňěřŋőě ćěźěśšćěŋŋőě őďŋőňěřŋőě łőňŕńěłśŋőě őďŋőňěřŋőě łćăšěřŋĺőŋŋőě (Ňěąĺşśă) (Ţőŕťă) (ůěšżřěţňěřŋőě ćěźěśšćěŋŋőě) w_1(LR) = 1 c_1(LC ) = ±1 p_1(LH) = ±1

Řăśśńőěŋĺě ćěłšőřőć ěďĺŋĺůŋőľ ďńĺŋż O(1)^∼=S^0 → S^1 ↓ S^1

U(1)^∼=S^1 → S^3 ↓ S^2

Sp(1)^∼=S^3 → S^7 ↓ S^4

Śĺňňěšřĺůěśłĺě ňăšřĺűż İřňĺšőćż ňăšřĺűż Čĺŕěř¡řňĺšőćż ňăšřĺűż

Űěńĳ ďőłńăďă | őąž£śŋĺšĳ ŋĺęŋĺľ ŕřăćżľ şčőń šăąńĺűż, šěőřĺ¿ čĺŕěř¡řňĺšőćżţ ňăšřĺű.

Ğăňěůăŋĺě. Ğŋăł ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ůĺśńă řăśśńőěŋĺ£ Ţőŕťă £ćń£ěšś£ ŋőřňĺřőćłőľ, ćţőď£źěľ ć őŕřěďěńěŋĺě łńăśśőć Ůęěŋ£. Ć ăńčěąřăĺůěśłőľ čěőňěšřĺĺ őŋ, łăł ŕřăćĺńő, ćżąĺřăěšś£ őšřĺűăšěńĳŋżň; ć šőŕőńőčĺĺ ůăśšő ĺśŕőńĳğşěšś£ ŕřőšĺćőŕőńőęŋőě śőčńăÿěŋĺě, ć łőšőřőň c_1(LC ) = 1. Ăŋăńőčĺůŋőě ğăňěůăŋĺě ĺňěěš ňěśšő ďń£ łńăśśőć Ŕőŋšř£čĺŋă.

İřňĺšőćż ĺ śĺňňěšřĺůŋżě ňăšřĺűż

Ŋăŕőňŋĺň šě řěğşńĳšăšż Ć.Ĺ. Ăřŋőńĳďă ĺğ šěőřĺĺ śĺňňěšřĺůŋżţ ĺ ¡řňĺšőćżţ ňăšřĺű ([1], [2]), łőšőřżě ňż śőąĺřăěňś£ őąőąźăšĳ ŋă łćăšěřŋĺőŋŋżľ śńşůăľ.

Řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő C^n śő śšăŋďăřšŋőľ ¡řňĺšőćőľ śšřşłšşřőľ ⟨x, y⟩ = ∑ x_iy_i, x = (x_1, . . ., x_n), y = (y_1, . . ., y_n). Őŕřěďěńěŋĺě. Ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř A ∈ End(C^n ) ŋăğżćăěšś£ ¡řňĺšőćżň őšŋőśĺšěńĳŋő ďăŋŋőľ ¡řňĺšőćőľ śšřşłšşřż, ěśńĺ ŕřĺ ćśěţ x, y ∈ C^n ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő ⟨Ax, y⟩ = ⟨x, Ay⟩.

Ňăšřĺűă ¡řňĺšőćă őŕěřăšőřă ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě şďőćńěšćőř£ěš řăćěŋśšćş A^∗ = A, čďě A^∗ = A^T. Ĺğ łşřśă ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż ţőřőÿő ĺğćěśšŋő, ůšő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ¡řňĺšőćă őŕěřăšőřă ćěźěśšćěŋŋż, ă śőąśšćěŋŋżě ŕřőśšřăŋśšćă, őšćěůă¿źĺě řăğńĺůŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň, őřšőčőŋăńĳŋż. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ćś£łĺľ ¡řňĺšőć őŕěřăšőř ďĺăčőŋăńĺğĺřşěšś£ ć (¡řňĺšőćő) őřšőčőŋăńĳŋőň ąăğĺśě.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ M = M(n)^∼= R^{n2} ŕřőśšřăŋśšćő ćśěţ ¡řňĺšőćżţ őŕěřăšőřőć. Ďĺśłřĺňĺŋăŋšőň ˚ ⊂ M ŋăğżćăěšś£ ňŋőęěśšćő őŕěřăšőřőć, ĺňě¿źĺţ łřăšŋżě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£. Ŋăď ďőŕőńŋěŋĺěň M^0 = M ⊂ ˚ ĺňěěšś£ n ěśšěśšćěŋŋżţ őďŋőňěřŋżţ řăśśńőěŋĺľ L_1, . . ., L_n, śńő£ňĺ łőšőřżţ ŋăď šőůłőľ A ∈ M^0 £ćń£¿šś£ őďŋőňěřŋżě śőąśšćěŋŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă L_i(A) ⊂ C^n (ğăŋşňěřőćăŋŋżě ć ŕőř£ďłě ćőğřăśšăŋĺ£ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ).

Ğăňěůăŋĺě. Ŕřőśšřăŋśšćő M^0 čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋő ňŋőčőőąřăğĺ¿ ťńăčőć F_n. Šőůŋěě, ĺňěěšś£ ěśšěśšćěŋŋőě řăśśńőěŋĺě M^0 → F_n śő śš£čĺćăěňżňĺ śńő£ňĺ (n-ňěřŋżňĺ łńěšłăňĺ). Őŕěřăšőřş A śőŕőśšăćń£ěšś£ ťńăč L_1 ⊂ L_1⊕L_2 ⊂ · · · ⊂ L_1⊕ · · · ⊕L_n = C^n . Łńăśśż u_i = c_1(L_i) ∈ H^2(M^0) ŕőřőęďă¿š łőčőňőńőčĺĺ ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ĺğ ťőřňşńż Şĺšŋĺ (1 + u_1) · · · (1 + u_n) = c(L_1 ⊕ · · · ⊕ L_n) = c(C^n ) = 1

ćżšěłăěš, ůšő ćśě śĺňňěšřĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ őš u_i őąřăźă¿šś£ ć ŋőńĳ. Ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ, ďřşčĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ ňěęďş u_i ŋěš, šő ěśšĳ H^∗(M^0)^∼= Z[u_1, . . ., u_n]/Sym, čďě ůěřěğ Sym őąőğŋăůěŋő ŕřőśšřăŋśšćő śĺňňěšřĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ őš ŕěřěňěŋŋżţ u_i.

Őďŋă ĺğ őśŋőćŋżţ šěőřěň śšăšĳĺ [2] őŕĺśżćăěš ğăłřşůěŋŋőśšĳ řăśśńőěŋĺľ ćąńĺğĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă.

Šěőřěňă. Ďĺśłřĺňĺŋăŋš ć ŕřőśšřăŋśšćě ¡řňĺšőćżţ őŕěřăšőřőć £ćń£ěšś£ őśőążň

ŕőďňŋőčőőąřăğĺěň ćěźěśšćěŋŋőľ łőřăğňěřŋőśšĺ šřĺ. Řăśśňőšřĺň ňăńěŋĳłş¿ ďćşňěřŋş¿ śťěřş S^2, ğăűěŕńěŋŋş¿ ś ďĺśłřĺňĺŋăŋšőň, ćąńĺğĺ ěčő šőůłĺ A šăłőľ, ůšő őŕěřăšőř A ĺňěěš ŕăřş śőćŕăďă¿źĺţ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ λ_1 < . . . < λ_k = λ_{k+1} < . . . < λ_n (ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ šřěţňěřŋş¿ šřăŋśćěřśăńĳ ł ďĺśłřĺňĺŋăŋšş ć šőůłě A ĺ ŋă ŋěľ śťěřş ňăńěŋĳłőčő řăďĺşśă ś űěŋšřőň ć šőůłě A). Šőčďă őčřăŋĺůěŋĺ£ ŋă S^2 řăśśńőěŋĺľ L_i šřĺćĺăńĳŋż ŕřĺ i ≠ k, k + 1, ă ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě ůĺśńă c_1(S^2, L_k) ĺ c_1(S^2, L_{k+1}) ŕřőšĺćőŕőńőęŋż ĺ řăćŋż ±1.

Ğŋăłĺ ůĺśěń ±1 őŕřěďěń£¿šś£ ćżąőřőň őřĺěŋšăűĺĺ śťěřż S^2. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ n = 2. Ŕřőśšřăŋśšćő ¡řňĺšőćżţ (2 × 2)-ňăšřĺű A = ( a w w b ) , a, b ∈ R, w ∈ C ůěšżřěţňěřŋő. Ŕřĺąăćńěŋĺě śłăń£řŋőľ ňăšřĺűż ŋě ňěŋ£ěš śőąśšćěŋŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺľ, ŕő- ¡šőňş ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ śłăń£řŋżţ ňăšřĺű řăśśńőěŋĺ£ L_1 ĺ L_2 šřĺćĺăńĳŋż, ĺ ďń£ ĺğşůěŋĺ£ ¡šĺţ řăśśńőěŋĺľ ďőśšăšőůŋő őčřăŋĺůĺšĳś£ šřěţňěřŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň ňăšřĺű śő śńěďőň ŋőńĳ, šő ěśšĳ ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő b = −a. Ăŋăńőčĺůŋő, şňŋőęěŋĺě ňăšřĺűż ŋă ćěźěśšćěŋŋş¿ łőŋśšăŋšş ŋě ňěŋ£ěš śőąśšćěŋŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺľ, ŕő¡šőňş šőŕőńőčĺ£ ¡šĺţ řăśśńőěŋĺľ őŕřěďěń£ěšś£ ĺţ őčřăŋĺůěŋ£ňĺ ŋă ěďĺŋĺůŋş¿ śťěřş S^2, ğăďăŋŋş¿ şřăćŋěŋĺěň a^2 +|w|^2 = 1. Ğăňěšĺň, ůšő a^2 +|w|^2 = − det(A), ŕő¡šőňş śťěřă S^2 śőćŕăďăěš ś ňŋőęěśšćőň ¡řňĺšőćżţ ňăšřĺű ś śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ λ_{1,2} = ±1.

Řăśśňőšřĺň őšőąřăęěŋĺě S^2 → C P^1, śőŕőśšăćń£¿źěě ňăšřĺűě śőąśšćěŋŋőě ŋăŕřăćńěŋĺě ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň −1. İšő őšőąřăęěŋĺě ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕő őďŋőňş śőąśšćěŋŋőňş ŋăŕřăćńěŋĺ¿ ćšőřőě ćőśśšăŋăćńĺćăěšś£ őďŋőğŋăůŋő łăł őřšőčőŋăńĳŋőě. Ă ŕőśłőńĳłş śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ğăďăŋż, šő ¡šĺň őŕěřăšőř A ŕőńŋőśšĳ¿ őŕřěďěń£ěšś£. Ŕő ŕőśšřőěŋĺ¿, ŕřĺ ¡šőň őšőęďěśšćńěŋĺĺ S^2 = C P^1 őčřăŋĺůěŋĺě řăśśńőěŋĺ£ L_1 ŋă śťěřş S^2 śőćŕăďăěš ś šăćšőńőčĺůěśłĺň řăśśńőěŋĺěň ŋăď C P^1 , šő ěśšĳ őŋő ĺğőňőřťŋő őążůŋőňş řăśśńőěŋĺ¿ Ţőŕťă ś ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺň ůĺśńőň ±1 (ğŋăł ğăćĺśĺš őš šőčő, śőćŕăďăěš ĺńĺ ŋěš ćżąřăŋŋă£ őřĺěŋšăűĺ£ śťěřż S^2 ś łőňŕńěłśŋőľ őřĺěŋšăűĺěľ

ŋă C P^1 ). Ăŋăńőčĺůŋőě řăśśşęďěŋĺě śŕřăćěďńĺćő ĺ ďń£ ćšőřőčő řăśśńőěŋĺ£ L2. Ğăňěšĺň,

ůšő řăćěŋśšćő c_1(S^2, L_1) + c_1(S^2, L_2) = 0 ć ďăŋŋőň łőŋšěłśšě śćőďĺšś£ ł şšćěřęďěŋĺ¿, ůšő ďĺťťěőňőřťĺğň C P^1 → C P^1 , śőŕőśšăćń£¿źĺľ łőňŕńěłśŋőľ ŕř£ňőľ ć C^2 ěě ¡řňĺšőćő őřšőčőŋăńĳŋőě ďőŕőńŋěŋĺě, őąřăźăěš őřĺěŋšăűĺ¿.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż. Ŕřĺćěďěŋŋżě ćżÿě řăśśşęďěŋĺ£ ďőłăğżćă¿š šěőřěňş ďń£ śńşůă£ n = 2. Ďőłăğăšěńĳśšćő őąźěčő śńşůă£ ńěčłő śćőďĺšś£ ł řăśśňőšřěŋŋőňş. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ŕşśšĳ ňăšřĺűă A = A^∗ šăłă£, łăł ć şśńőćĺĺ šěőřěňż. Ĺğ šőčő, ůšő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ λ_i ŋě £ćń£¿šś£ łřăšŋżňĺ ŕřĺ i ≠ k, k + 1 ćżšěłăěš, ůšő řăśśńőěŋĺ£ L_i łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋż ć ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ U ⊂ M šőůłĺ A. Ć ůăśšŋőśšĺ, ĺţ őčřăŋĺůěŋĺ£ ŋă M^0 ∩ U šřĺćĺăńĳŋż. Őšś¿ďă ćżšěłăěš, ůšő ďćşňěřŋőě řăśśńőěŋĺě ~^2 = (L_1⊕ · · · ⊕L_{k−1}⊕L_{k+2}⊕ · · · ⊕L_n)^⊥ šăłęě ŕřőďőńęăěšś£ ŋă ćśě U ĺ, ć ůăśšŋőśšĺ, šřĺćĺăńĳŋő. Łřőňě šőčő, ćŋě ďĺśłřĺňĺŋăŋšă ĺňěěšś£ řăğńőęěŋĺě ~^2 = L_k ⊕L_{k+1}. Řăśśňőšřĺň łăłş¿-ŋĺąşďĳ ¡řňĺšőćş šřĺćĺăńĺğăűĺ¿ ¡šőčő ďćşňěřŋőčő řăśśńőěŋĺ£. Őčřăŋĺůěŋĺě ¡řňĺšőćă őŕěřăšőřă B ∈ U ŋă ďćşňěřŋőě ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő ~^2(B) ğăďăěš śşąňěřśĺćŋőě őšőąřăęěŋĺě U → M(2) őłřěśšŋőśšĺ U ŋă őłřěśšŋőśšĳ ŋăůăńă łőőřďĺŋăš ć ŕřőśšřăŋśšćě ¡řňĺšőćżţ (2 × 2)-ňăšřĺű. Ďĺśłřĺňĺŋăŋš ĺ řăśśńőěŋĺ£ L_k, L_{k+1} £ćń£¿šś£ őąřăšŋżňĺ őąřăğăňĺ ŕřĺ ¡šőň őšőąřăęěŋĺĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺţ řăśśńőěŋĺľ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ďćşňěřŋżţ ¡řňĺšőćżţ ňăšřĺű. Ŕő šěőřěňě ő ŋě£ćŋőľ ťşŋłűĺĺ ŕőďňŋőčőőąřăğĺě ˚ ∩ U čńăďłőě, ĺ ěčő łőřăğňěřŋőśšĳ řăćŋă łőřăğňěřŋőśšĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă ć M(2), šő ěśšĳ šřěň. Łřőňě šőčő, ćś£łă£ šřěţňěřŋă£ šřăŋśćěřśăńĳ ł ďĺśłřĺňĺŋăŋšş ć U ďĺťťěőňőřťŋő őšőąřăęăěšś£ ŋă šřăŋśćěřśăńĳ ł ďĺśłřĺňĺŋăŋšş ć ŕřőśšřăŋśšćě M(2). İšő řăśśşęďěŋĺě śćőďĺš śńşůăľ ŕřőĺğćőńĳŋőčő n ł şęě řăśśňőšřěŋŋőňş śńşůă¿ n = 2. �

Ăŋăńőčĺůŋă£ šěőřěňă ĺňěěš ňěśšő ĺ ć ćěźěśšćěŋŋőň śńşůăě ([1]). Šěőřěňă. Ć n(n + 1)/2-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ćěźěśšćěŋŋżţ śĺňňěšřĺůŋżţ ňăšřĺű

ďĺśłřĺňĺŋăŋš, őąřăğőćăŋŋżľ ňăšřĺűăňĺ ś łřăšŋżňĺ śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ, £ćń£- ěšś£ őśőążň ŕőďňŋőčőőąřăğĺěň łőřăğňěřŋőśšĺ ďćă. Ŕřĺ őąţőďě ćőłřşč ďĺśłřĺňĺŋăŋšă ć őłřěśšŋőśšĺ ňăšřĺűż ś śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ λ_1 < . . . < λ_k = λ_{k+1} < . . . < λ_n ćěźěśšćěŋŋżě ŕř£ňżě L_i śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć śőţřăŋ£¿š ŋăŕřăćńěŋĺě ŕřĺ i ≠ k, k + 1 ĺ ňěŋ£¿š ŋăŕřăćńěŋĺě ŕřĺ i = k, k + 1. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, őčřăŋĺůěŋĺě řăśśńőěŋĺľ L_i ŋă ŕěšń¿, őąţőď£źş¿ ďĺśłřĺňĺŋăŋš, šřĺćĺăńĳŋő ŕřĺ i ≠ k, k+1 ĺ ĺğőňőřťŋő ŋěšřĺćĺăńĳŋőňş řăśśńőěŋĺ¿ Ňěąĺşśă ŕřĺ i = k, k + 1.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ¡šőľ šěőřěňż ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğăšěńĳśšćş ŕřěďżďşźěľ. Ğďěśĳ śńşůăľ n = 2 ďăęě ąőńěě ŋăčń£ďěŋ, ŕőśłőńĳłş ćěźěśšćěŋŋőě ďćşňěřŋőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő ňőęŋő £ćŋő ÀşćĺďěšĳÁ.

Čĺŕěř¡řňĺšőćż ňăšřĺűż

Ą«őńĳÿă£ ůăśšĳ ńĺŋěľŋőľ ăńčěąřż ŕěřěŋőśĺšś£ ŋă śńşůăľ ŕřőĺğćőńĳŋőčő ŋěłőňňşšăšĺćŋőčő šěńă.

Ŋăŕőňŋĺň, ůšő łćăšěřŋĺőŋż őąřăğş¿š ďćşňěřŋőě łőňŕńěłśŋőě (ůěšżřěţňěřŋőě ćěźěśšćěŋŋőě) ŕřőśšřăŋśšćő H ¡ńěňěŋšőć ćĺďă w = a + jb, čďě a, b ∈ C . Şňŋőęěŋĺě ĺ őŕěřăűĺ£ śőŕř£ęěŋĺ£ ğăďă¿šś£ ŕřăćĺńăňĺ j^2 = −1, bj = jb, , a + jb = a − jb. Ŕřĺ ¡šőň |w|^2 = ww = ww = |a|^2 + |b^2|, śşňňă łćăďřăšőć ćśěţ ůěšżřěţ ćěźěśšćěŋŋżţ łőőřďĺŋăš.

Şňŋőęěŋĺě łćăšěřŋĺőŋőć ăśśőűĺăšĺćŋő, ŋő ŋě łőňňşšăšĺćŋő. Ŕő¡šőňş čőćőř£ ő ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřăţ ć n-ňěřŋőň łćăšěřŋĺőŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě, ŋşęŋő şšőůŋ£šĳ, łăłőě ďěľśšćĺě łćăšěřŋĺőŋőć ĺňěěšś£ ććĺďş, ńěćőě, ĺńĺ ŕřăćőě. Ňż ąşďěň ćśěčďă ĺśŕőńĳğőćăšĳ ŕřăćőě ďěľśšćĺě. İšő śőčńăÿěŋĺě şďőąŋő šěň, ůšő ďěľśšćĺě őŕěřăšőřă A, x → Ax, ğăŕĺśżćăěšś£ šőčďă őążůŋżň şňŋőęěŋĺěň ňăšřĺűż A ŋă ćěłšőř-śšőńąěű x, ă şśńőćĺě H-ńĺŋěľŋőśšĺ ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě A(xλ) = (Ax)λ, x ∈ H^n , λ ∈ H.

Ćś£łőě ńĺŋěľŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ĺňěěš śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ďń£ ćś£- łőľ łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřż, šő ěśšĳ ¡ńěňěŋšă i ∈ H, šăłőčő ůšő i^2 = −1 (šăłĺě ¡ńěňěŋšż őąřăğş¿š śťěřş S^2) őŕěřăšőř A: H^n = C^{2n} → H^n = C^{2n} £ćń£ěšś£ łőňŕńěłśŋżň, ĺ ŕő¡šőňş ŋăľďěšś£ ćěłšőř x ∈ H^n šăłőľ, ůšő Ax = xλ ďń£ ŋěłőšőřőčő łćăšěřŋĺőŋă λ (łőňŕńěłśŋőčő őšŋőśĺšěńĳŋő ćżąřăŋŋőľ łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřż). Ŋěłőňňşšăšĺćŋőśšĳ şňŋőęěŋĺ£ ć H ćńěůěš śńěďş¿źěě ĺŋšěřěśŋőě £ćńěŋĺě. Ŕőśłőńĳłş A(xμ) = xλμ = (xμ)μ^{−1}λμ, šő ŕőď ďěľśšćĺěň łćăšěřŋĺőŋőć śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż ŕěřěţőď£š ć śőąśšćěŋŋżě ćěłšőřż, őďŋăłő śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŕřĺ ¡šőň ňőčşš ĺğňěŋĺšĳś£!

Śńěďśšćĺě. Ěśńĺ łćăšěřŋĺőŋ λ ćěźěśšćěŋŋżľ, šő ňŋőęěśšćő śőąśšćěŋŋżţ ćěłšő-

řőć ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň λ £ćń£ěšś£ łćăšěřŋĺőŋŋő ńĺŋěľŋżň ŕőďŕřőśšřăŋśšćőň.

Ć őąźěň śńşůăě ĺŋćăřĺăŋšăňĺ śőŕř£ęěŋĺ£ λ → μ^{−1}λμ £ćń£¿šś£ ćěźěśšćěŋŋă£ ůăśšĳ łćăšěřŋĺőŋă λ ĺ ňőďşńĳ ěčő ňŋĺňőľ ůăśšĺ. Ěśńĺ ďń£ őŕěřăšőřă A śşźěśšćşěš ąăğĺś ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, šő ¡šőš ąăğĺś ňőęŋő ćżąřăšĳ šăł, ůšőąż śőőšćěšśšćş¿źĺě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ λ_1, . . ., λ_n ążńĺ łőňŕńěłśŋżňĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ćżąřăŋŋőľ łőňŕńěłśŋőľ śšřşłšşřż. Šőčďă ÀőłőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăŋĺěÁ CA őŕěřăšőřă A (šő ěśšĳ šőš ęě őŕěřăšőř A, řăśśňăšřĺćăěňżľ łăł łőňŕńěłśŋżľ őŕěřăšőř C^{2n} → C^{2n} ) šăłęě ĺňěěš ąăğĺś ĺğ śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć, ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ řăćŋż λ_1, λ_1, . . ., λ_n, λ_n.

Őŕřěďěńěŋĺě. (Čĺŕěř)¡řňĺšőćőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňőľ ŋă łćăšěřŋĺőŋŋőň n-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě H^n ŋăğżćăěšś£ ćěźěśšćěŋŋă£ łćăďřăšĺůŋă£ ťőřňă Q, ĺŋćăřĺăŋšŋă£ őšŋőśĺšěńĳŋő ďěľśšćĺ£ čřşŕŕż Sp(1) łćăšěřŋĺőŋőć ďńĺŋż 1. Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, Q(xλ) = |λ|^2Q(x) ŕřĺ ćśěţ x ∈ H^n ĺ λ ∈ H.

Őŕřěďěńěŋĺě. (Čĺŕěř)¡řňĺšőćőľ ŕőńşšőřăńĺŋěľŋőľ ťőřňőľ ŋăğżćăěšś£ ćěźěśšćěŋŋő ąĺńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě H^n ×H^n → H: (x, y) → B(x, y) šăłőě, ůšő ćżŕőńŋ£¿šś£ šőęďěśšćă B(y, x) = B(x, y), B(xλ, yμ) = λB(x, y)μ ŕřĺ ćśěţ x, y ∈ H^n , λ, μ ∈ H. Őŕřěďěńěŋĺě. Ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř A ŋăğżćăěšś£ (čĺŕěř)¡řňĺšőćżň őšŋőśĺšěńĳŋő śšăŋďăřšŋőľ ťőřňż ⟨x, y⟩ = ∑ x_iy_i, ěśńĺ ŕřĺ ćśěţ x, y ∈ H^n ćżŕőńŋ£ěšś£ řăćěŋśšćő ⟨Ax, y⟩ = ⟨x, Ay⟩. Ňăšřĺűă čĺŕěř¡řňĺšőćă őŕěřăšőřă ć śšăŋďăřšŋőň ąăğĺśě (čĺŕěř)¡řňĺšőćă, A^∗ = A, čďě A^∗ = A^T.

Ćśě šřĺ őŕřěďěńěŋĺ£ ğăďă¿š ĺğőňőřťŋżě őąžěłšż: őčřăŋĺůěŋĺě ŕőńşšőřăńĺŋěľŋőľ ¡řňĺšőćőľ ťőřňż ŋă ďĺăčőŋăńĳ £ćń£ěšś£ łćăďřăšĺůŋőľ ¡řňĺšőćőľ ťőřňőľ; ş ćś£łőľ ¡řňĺšőćőľ łćăďřăšĺůŋőľ ťőřňż ĺňěěšś£ ŕőń£řĺğăűĺ£, šő ěśšĳ śőőšćěšśšćş¿źă£ ěľ ŕőńşšőřăńĺŋěľŋă£ ťőřňă; łřőňě šőčő, ćś£łă£ ŕőńşšőřăńĺŋěľŋă£ ¡řňĺšőćă ťőřňă ĺňěěš ćĺď B(x, y) = ⟨x, Ay⟩, čďě A | ¡řňĺšőć őŕěřăšőř.

Ńěňňă. Ćśě śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ ¡řňĺšőćă őŕěřăšőřă ćěźěśšćěŋŋż, ă śőąśšćěŋ-

ŋżě ŕőďŕřőśšřăŋśšćă, őšćěůă¿źĺě řăğńĺůŋżň śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň, őřšőčőŋăńĳŋż (őšŋőśĺšěńĳŋő ťőřňż ⟨·, ·⟩).

Ďőłăğăšěńĳśšćő ăŋăńőčĺůŋő łőňŕńěłśŋőňş śńşůă¿ ĺ £ćń£ěšś£ ŕřőśšżň şŕřăęŋěŋĺěň. Őŕřěďěńĺň ŋăąőř śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ λ_1 6 · · · 6 λ_n ¡řňĺšőćă őŕěřăšőřă A, ŕőńăčă£ łřăšŋőśšĳ łăęďőčő śőąśšćěŋŋőčő ğŋăůěŋĺ£ řăćŋőľ řăğňěřŋőśšĺ (ŋăď H) śőőšćěšśšćş¿źěčő śőąśšćěŋŋőčő ŕőďŕřőśšřăŋśšćă. Šőčďă łăęďőě ůĺśńő λ_i ćţőďĺš ć ŋăąőř śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ őłőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăŋĺ£ CA: C^{2n} → C^{2n} ś łřăšŋőśšĳ¿ 2, ĺ ć ŋăąőř śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ őćěźěśšćńěŋĺ£ RA: R^{4n} → R^{4n} ś łřăšŋőśšĳ¿ 4.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ M = M(n)^∼= R^{2n2−n} ŕřőśšřăŋśšćő ćśěţ čĺŕěř¡řňĺšőćżţ (n × n)- ňăšřĺű, šő ěśšĳ ¡řňĺšőćżţ őŕěřăšőřőć ć ŕřőśšřăŋśšćě H^n . Őąőğăŋăůĺň ůěřěğ ˚ ⊂ M ďĺśłřĺňĺŋăŋš, śőśšő£źĺľ ĺğ őŕěřăšőřőć ś łřăšŋżňĺ śőąśšćěŋŋżňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ, ĺ ůěřěğ M^0 = M \ ˚ | ďőŕőńŋěŋĺě ł ďĺśłřĺňĺŋăŋšş. Ŋăď M^0 ĺňě¿šś£ n łćăšěřŋĺőŋŋżţ (ćěźěśšćěŋŋő ůěšżřěţňěřŋżţ) ćěłšőřŋżţ řăśśńőěŋĺľ L_1, . . ., L_n śőąśšćěŋŋżţ ćěłšőřőć. Ŕřĺ ¡šőň řăśśńőěŋĺě L_1 ⊕ · · · ⊕ L_n = H^n | šřĺćĺăńĳŋőě ćěźěśšćěŋŋő 4n-ňěřŋőě.

Šěőřěňă. Ďĺśłřĺňĺŋăŋš ć ŕřőśšřăŋśšćě čĺŕěř¡řňĺšőćżţ őŕěřăšőřőć £ćń£ěšś£ őśő-

ążň ŕőďňŋőčőőąřăğĺěň ćěźěśšćěŋŋőľ łőřăğňěřŋőśšĺ ŕ£šĳ. Řăśśňőšřĺň ňăńěŋĳłş¿ 4- ňěřŋş¿ śťěřş S^4, ğăűěŕńěŋŋş¿ ś ďĺśłřĺňĺŋăŋšőň, ćąńĺğĺ ěčő šőůłĺ A šăłőľ, ůšő őŕěřăšőř A ĺňěěš ŕăřş śőćŕăďă¿źĺţ śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ λ_1 < . . . < λ_k = λ_{k+1} < . . . < λ_n (ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ ŕ£šĺňěřŋş¿ šřăŋśćěřśăńĳ ł ďĺśłřĺňĺŋăŋšş ć šőůłě A ĺ ŋă ŋěľ śťěřş ňăńěŋĳłőčő řăďĺşśă ś űěŋšřőň ć šőůłě A). Šőčďă őčřăŋĺůěŋĺ£ ŋă S^4 řăśśńőěŋĺľ L_i šřĺćĺăńĳŋż ŕřĺ i ≠ k, k + 1, ă ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě ůĺśńă p_1(S^4, L_k) ĺ p_1(S^4, L_{k+1}) ŕřőšĺćőŕőńőęŋż ĺ řăćŋż ±1.

Łăł ĺ ć łőňŕńěłśŋőň śńşůăě, ğŋăłĺ ůĺśěń ±1 őŕřěďěń£¿šś£ ćżąőřőň őřĺěŋšăűĺĺ śťěřż S^4.

Ďőłăğăšěńĳśšćő śńőćő ć śńőćő ŕőćšőř£ěš ďőłăğăšěńĳśšćő ăŋăńőčĺůŋőľ šěőřěňż ć łőňŕńěłśŋőň śńşůăě. Ŕřĺ n = 2 ŕřőśšřăŋśšćő čĺŕěř¡řňĺšőćżţ (2 × 2)-ňăšřĺű A = ( a w w b ) , a, b ∈ R, w ∈ H ÿěśšĺňěřŋő. Ěďĺŋĺůŋă£ śťěřă S^4 ć ŕřőśšřăŋśšćě šăłĺţ ňăšřĺű śő śńěďőň ŋőńĳ ğăďăěšś£ şřăćŋěŋĺ£ňĺ b = −a, a^2+|w|^2 = 1. Şśńőćĺě A ∈ S^4 řăćŋőśĺńĳŋő şśńőćĺ¿ šőčő, ůšő őŕěřăšőř A ĺňěěš śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ λ_{1,2} = ±1 (śň. ŋĺęě). Ŕő¡šőňş śőőšćěšśšćĺ£ S^4 → HP^1 , śőŕőśšăćń£¿źĺě őŕěřăšőřş ŋăŕřăćńěŋĺ£ ěčő śőąśšćěŋŋżţ ŕőďŕřőśšřăŋśšć, őšćěůă¿źĺţ śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺ£ň λ_1 = −1 ĺ λ_2 = 1, £ćń£¿šś£ ćğăĺňŋő őďŋőğŋăůŋżňĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, őčřăŋĺůěŋĺ£ řăśśńőěŋĺľ L_1 ĺ L_2 ŋă śťěřş S^4 ĺğőňőřťŋż šăćšőńőčĺůěśłőňş řăśśńőěŋĺěň ŋăď HP^1, ĺ ĺţ ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺě ůĺśńă řăćŋż p_1(S^4, L_1) = −p_1(S^4, L_2) = ±1 ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš ćżąőřă őřĺěŋšăűĺĺ śťěřż.

Śńşůăľ ŕřőĺğćőńĳŋőčő n śćőďĺšś£ ł śńşůă¿ n = 2 ăŋăńőčĺůŋő šőňş, łăł ¡šő śďěńăŋő ć łőňŕńěłśŋőň śńşůăě.

Łćăšěřŋĺőŋŋżľ őŕřěďěńĺšěńĳ

Ţőřőÿő ĺğćěśšŋő, ůšő őŕřěďěńĺšěńĳ detR(A) = det(RA) őćěźěśšćńěŋĺ£ RA łőňŕńěłśŋőčő őŕěřăšőřă A: C^n → C^n řăćěŋ łćăďřăšş ňőďşń£ łőňŕńěłśŋőčő őŕřěďěńĺšěń£, detR(A) = | detC (A)|^2. Ś ďřşčőľ śšőřőŋż, őłőňŕńěłśĺťĺűĺřőćăŋĺě CA łćăšěřŋĺőŋŋőčő őŕěřăšőřă

A: H^n → H^n ćňěśšě ś śőąśšćěŋŋżň ğŋăůěŋĺěň λ śőďěřęĺš ĺ śőąśšćěŋŋőě ğŋăůěŋĺě λ, ŕő¡šő-

ňş őŕřěďěńĺšěńĳ detC (A) = det(CA) ćśěčďă ćěźěśšćěŋŋżľ ĺ ŕőńőęĺšěńĳŋżľ. Ć.Ĺ.Ăřŋőńĳď ŕřěďŕőńőęĺń, ůšő ş ťőřňşńż detR(A) = | detC (A)|^2 ďőńęěŋ śşźěśšćőćăšĳ łćăšěřŋĺőŋŋżľ ăŋăńőč. Ňż ŕřőďěňőŋśšřĺřşěň ¡šş ăŋăńőčĺ¿ ć ůăśšŋőň śńşůăě čĺŕěř¡řňĺšőćżţ őŕěřăšőřőć.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ A | čĺŕěř¡řňĺšőć őŕěřăšőř. Ŕşśšĳ λ_1, . . ., λ_n ∈ R | śőąśšćěŋŋżě ğŋăůěŋĺ£ őŕěřăšőřă A (ćğ£šżě ś şůěšőň łřăšŋőśšěľ). Łćăšěřŋĺőŋŋżň őŕřěďěńĺšěńěň őŕěřăšőřă ŋăğżćăěšś£ ćěźěśšćěŋŋőě ůĺśńő, řăćŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ěčő śőąśšćěŋŋżţ ğŋăůěŋĺľ,

detH(A) = n∏ i=1 λ_i ∈ R. Śńěďśšćĺě (őŕřěďěńěŋĺ£). detC (A) = (detH(A))^2, detR(A) = (detC (A))^2 = (detH(A))^4. Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ n = 1. Šőčďă (1 × 1)-ňăšřĺűă A = (a) ćěźěśšćěŋŋă, ĺ detH(A) = a, detC (A) = a^2, detR(A) = a^4.

Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ n = 2, A = ( a w w b ) , a, b ∈ R, w ∈ H. Ŕřĺćěďěň łćăďřăšĺůŋş¿ ťőřňş,

ğăďăćăěňş¿ ňăšřĺűěľ A, ł śşňňě łćăďřăšőć, ( 1 0 −a^{−1}w 1 ) ( a w w b ) ( 1 −a^{−1}w 0 1 ) = ( a 0 0 a^{−1}(ab − ww) . )

Ňăšřĺűż, ŋă łőšőřżě ňż ďőňŋőęăńĺ ňăšřĺűş A śńěćă ĺ śŕřăćă, ďĺăčőŋăńĳŋżě ś ěďĺŋĺűăňĺ ŋă ďĺăčőŋăńĺ. Ŕő¡šőňş łőňŕńěłśŋżľ őŕřěďěńĺšěńĳ ŕřĺ ¡šőň ŋě ĺğňěŋĺńś£, ĺ detC (A) = (ab − ww)^2. Śńěďőćăšěńĳŋő, detH(A) = ab − ww. Ć ŕřĺćěďěŋŋőľ ćżłńăďłě şśńőćĺě a ≠ 0, łőŋěůŋő, ŋě śşźěśšćěŋŋő. Śşźěśšćěŋŋżň £ćń£- ěšś£ šő, ůšő ůĺśńă a ĺ a^{−1} ćěźěśšćěŋŋż, ĺ ŕő¡šőňş łőňňşšĺřş¿š śő ćśěňĺ łćăšěřŋĺőŋăňĺ.

Ŕřĺňěř. Ŕşśšĳ n = 3. Ăŋăńőčĺůŋżň śŕőśőąőň ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ťőřňşńş

detH a w v w b u v u c = abc − auu − bvv − cww + uvw + w v u.

Łăł ĺ ć śńşůăě n = 2, ¡šő ćżřăęěŋĺě śőćŕăďăěš ś őążůŋőľ ťőřňşńőľ ďń£ őŕřěďěńĺšěń£. Ŕěřćżě 4 śńăčăěňżţ ćěźěśšćěŋŋż ĺ ć ŋĺţ ŕőř£ďőł śőňŋőęĺšěńěľ ŋěśşźěśšćěŋěŋ. Ć ŕőśńěďŋĺţ ďćşţ śńăčăěňżţ ŕőř£ďőł śőňŋőęĺšěńěľ, ćőőąźě čőćőř£, ňěŋ£šĳ ŋěńĳğ£.

Ğăňěšĺň, ůšő ďń£ ń¿ążţ ďćşţ łćăšěřŋĺőŋőć u ĺ v ćěńĺůĺŋă uv + v u = 2Re(uv) ćěźěśšćěŋŋă ĺ śĺňňěšřĺůŋă őšŋőśĺšěńĳŋő u ĺ v, uv + v u = vu + u v. (∗) Ŕő¡šőňş ć ďćşţ ŕőśńěďŋĺţ śńăčăěňżţ ć ŕřĺćěďěŋŋőľ ťőřňşńě ďń£ őŕřěďěńĺšěń£ ůĺśńă u, v, w ňőęŋő ŕěřěśšăćń£šĳ űĺłńĺůěśłĺ.

Šěőřěňă. Ćěńĺůĺŋă detH(A) ŕőńĺŋőňĺăńĳŋő ğăćĺśĺš őš łő¡ťťĺűĺěŋšőć ¡řňĺšőćőľ

ňăšřĺűż A = {a_{ij} }. Ąőńěě šőčő, ĺňěěš ňěśšő ťőřňşńă

detH(A) = ∑ σ (−1)^σ n∏ i=1 a_{iσ(i)}, čďě śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺğćőďĺšś£ ŕő ćśěň ŕěřěśšăŋőćłăň ňŋőęěśšćă {1, . . ., n}, (−1)^σ | ğŋăł ŕěřěśšăŋőćłĺ, ă ŕőř£ďőł, ć łőšőřőň ŕěřěňŋőęă¿šś£ ¡ńěňěŋšż, śšő£źĺě ŋă őďŋőľ ďĺăčőŋăńĺ, ğăďăěšś£ łőňąĺŋăšőřŋżň ŕřăćĺńőň, ŕřĺćěďěŋŋżň ŋĺęě.

Ŕřăćĺńő, ğăďă¿źěě ŕőř£ďőł şňŋőęěŋĺ£ ¡ńěňěŋšőć, śőśšőĺš ć śńěďş¿źěň. Ŕřěďŕőńőęĺň śŕěřćă, ůšő ŕěřěśšăŋőćłă σ | űĺłńĺůěśłă£. Šőčďă ŕěřěśšăŋőćłă σ^{−1} | šăłęě űĺłńĺůěśłă£, ĺ (−1)^σ = (−1)^σ�^1 = (−1)^{n−1}. Ŕőńőęĺň śşňňş śńăčăěňżţ ć ćżřăęěŋĺĺ ďń£ őŕřěďěńĺšěń£, őšćěůă¿źĺţ ŕěřěśšăŋőćłăň σ ĺ σ^{−1}, řăćŋőľ

(−1)^{n−1}(a_{i1i2} a_{i2i3} · · · a_in_{i1} + a_{i1i}na_in_in�_1 · · · a_{i2i1} ),

čďě ŕěřěśšăŋőćłă ĺňěěš ćĺď σ(i_k) = i_{k+1} ŕřĺ k < n, ĺ σ(i_n) = i_1. Ĺğ ¡řňĺšőćőśšĺ ňăšřĺűż A ćżšěłăěš, ůšő ¡šă śşňňă ćěźěśšćěŋŋă (łăł śşňňă ďćşţ śőŕř£ęěŋŋżţ ůĺśěń), ă ĺğ šőęďěśšćă (∗) ćżšěłăěš, ůšő ¡šă śşňňă ŋě ğăćĺśĺš őš šőčő ňěśšă, ć łőšőřőň ňż řăğąĺćăěň űĺłń.

Ŋăğőćěň ůăśšĺůŋżň őŕřěďěńĺšěńěň śşňňş

dtH(A) = ∑ σ űĺłń. (−1)^{n−1} n∏ i=1 a_{iσ(i)}, čďě śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺğćőďĺšś£ ŕő ćśěň űĺłńĺůěśłĺň ŕěřěśšăŋőćłăň, ă ¡ńěňěŋšż, śšő£źĺě ŋă őďŋőľ ďĺăčőŋăńĺ, ŕěřěňŋőęă¿šś£ śőčńăśŋő ŕřĺćěďěŋŋőňş ćżÿě ŕřăćĺńş.

Őąźă£ ŕőďśšăŋőćłă £ćń£ěšś£ ŕřőĺğćěďěŋĺěň ŋěğăćĺśĺňżţ űĺłńőć. Ŕőńőęĺň

detH(A) = ∑ I1,...,Im dtH(A_{I1} ) · . . . · dtH(A_Im).

Ğďěśĳ śşňňĺřőćăŋĺě ŕřőĺğćőďĺšś£ ŕő ćśěň řăğąĺěŋĺ£ň ňŋőęěśšćă {1, . . ., n} ŋă ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ ŕőďňŋőęěśšćă I_1, . . ., I_m. İřňĺšőćă ňăšřĺűă A_I £ćń£ěšś£ čńăćŋőľ ŕőďňăšřĺűěľ, őąřăğőćăŋŋőľ ŕěřěśěůěŋĺěň śšřőł ĺ śšőńąűőć, ŋőňěřă łőšőřżţ ŕřĺŋăďńěęăš ňŋőęěśšćş I. Ŕőř£ďőł, ć łőšőřőň ŕěřěňŋőęă¿šś£ ůăśšĺůŋżě őŕřěďěńĺšěńĺ, ŋěśşźěśšćěŋěŋ, ŕőśłőńĳłş őŋĺ ćśě ćěźěśšćěŋŋżě. §śŋő, ůšő ŕőśńě řăśłřżšĺ£ ćśěţ śłőąőł ć ŕřĺćěďěŋŋőň ćżřăęěŋĺĺ, ŕőńşůăěšś£ śşňňă šăłőčő ćĺďă, łăł ć ťőřňşńĺřőćłě šěőřěňż.

Ďń£ łćăšěřŋĺőŋŋőčő őŕřěďěńĺšěń£ ĺňě¿šś£ ťőřňşńż řăğńőęěŋĺ£ ŕő śšřőłě ĺńĺ śšőńąűş, ăŋăńőčĺůŋżě śőőšćěšśšćş¿źĺň ťőřňşńăň łőňňşšăšĺćŋőčő śńşůă£.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ğăďăŋă ňăšřĺűă A ĺ ůĺśńă k, l, šăłĺě, ůšő ŕőśńě ćżůěřłĺćăŋĺ£ kľ śšřőłĺ ĺ l-čő śšőńąűă őśšăěšś£ ¡řňĺšőćă ňăšřĺűă. Ŋăğőćěň ć ¡šőň śńşůăě ňăšřĺűş A ŕőůšĺ ¡řňĺšőćőľ (őšŋőśĺšěńĳŋő k-ľ śšřőłĺ ĺ l-čő śšőńąűă). Ŋăŕřĺňěř, ňăšřĺűă, ŕőńşůěŋŋă£ ĺğ ¡řňĺšőćőľ ćżůěřłĺćăŋĺěň ŕřőĺğćőńĳŋżţ śšřőłĺ ĺ śšőńąűă, ŕőůšĺ ¡řňĺšőćă. Ăŋăńőčĺůŋő, ěśńĺ ĺğ ŕőůšĺ ¡řňĺšőćőľ (őšŋőśĺšěńĳŋő k-ľ śšřőłĺ ĺ l-čő śšőńąűă) ňăšřĺűż ćżůěřłŋşšĳ k-¿ śšřőłş ĺ ŕřőĺğćőńĳŋżľ śšőńąěű, ĺńĺ l-ľ śšőńąěű ĺ ŕřőĺğćőńĳŋş¿ śšřőłş, šő őśšăŋěšś£ ŕőůšĺ ¡řňĺšőćă ňăšřĺűă ŋă ěďĺŋĺűş ňěŋĳÿěčő řăğňěřă. Ćś£łă£ ¡řňĺšőćă ňăšřĺűă ŕőůšĺ ¡řňĺšőćă őšŋőśĺšěńĳŋő k-ľ śšřőłĺ ĺ k-čő śšőńąűă ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋőčő k 6 n.

Ğăňěůăŋĺě. Ŋőňěř śšřőłĺ ĺ ŋőňěř śšőńąűă, łőšőřżě ŋěőąţőďĺňő ćżůěřłĺćăšĳ, ćţőď£š ć őŕřěďěńěŋĺě ŕőůšĺ ¡řňĺšőćőľ ňăšřĺűż. Ŋăŕřĺňěř, ŕőůšĺ ¡řňĺšőćă ňăšřĺűă ( a w v b ) , a, b ∈ R, v, w ∈ H őšŋőśĺšěńĳŋő ŕěřćőľ śšřőłĺ ĺ ŕěřćőčő śšőńąűă, ĺ šă ęě ŕőůšĺ ¡řňĺšőćă ňăšřĺűă őšŋőśĺšěńĳŋő ćšőřőľ śšřőłĺ ĺ ćšőřőčő śšőńąűă, śůĺšă¿šś£ řăğńĺůŋżňĺ, ĺ ŕřĺ w ≠ v őŕřěďěńěŋŋżě ŋĺęě łćăšěřŋĺőŋŋżě őŕřěďěńĺšěńĺ ďń£ ŋĺţ, ćőőąźě čőćőř£, řăğńĺůă¿šś£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ ňăšřĺűă A řăğňěřă n × n ŕőůšĺ ¡řňĺšőćă őšŋőśĺšěńĳŋő k-ľ śšřőłĺ ĺ l-čő śšőńąűă. Ğăďăďĺň őŕřěďěńĺšěńĳ ŕőůšĺ ¡řňĺšőćőľ ňăšřĺűż A ťőřňşńőľ

detH(A) = n∑ i=1 (−1)^{k+i}a_{ki}M_{ki} = n∑ i=1 (−1)^{i+l}M_{il}a_{il}, čďě ňĺŋőřż M_{ki}, M_{il} | őŕřěďěńĺšěńĺ ŕőůšĺ ¡řňĺšőćżţ ňăšřĺű, ŕőńşůă¿źĺţś£ ĺğ ňăšřĺűż A ćżůěřłĺćăŋĺěň śőőšćěšśšćş¿źĺţ śšřőłĺ ĺ śšőńąűă.

Šěőřěňă. Ŕřĺćěďěŋŋőě ĺŋďşłšĺćŋőě őŕřěďěńěŋĺě őŕřěďěńĺšěń£ ŕőůšĺ ¡řňĺšőćőľ ňă-

šřĺűż ůěřěğ őŕřěďěńĺšěńĺ ŕőůšĺ ¡řňĺšőćżţ ňăšřĺű ňěŋĳÿĺţ řăğňěřŋőśšěľ łőřřěłšŋő. Ć ůăśšŋőśšĺ, ěśńĺ ňăšřĺűă A ¡řňĺšőćă, šő ŕřĺćěďěŋŋżě ťőřňşńż śŕřăćěďńĺćż ďń£ ń¿- ążţ k ĺ l.

Śńěďśšćĺě. Ňăšřĺűă, őąřăšŋă£ ł ¡řňĺšőćőľ ňăšřĺűě A, ğăďăěšś£ ťőřňşńőľ

{A^{−1}}_{ij} = 1 detH(A) (−1)^{i+j} M_{ji}. Ŕőśńě šőčő, łăł ¡šĺ šěőřěňż śťőřňşńĺřőćăŋż, ĺţ ďőłăğăšěńĳśšćă ŋě śőśšăćń£¿š šřşďă, ĺ őśšăćń£¿šś£ śńşÿăšěń£ň ć łăůěśšćě şŕřăęŋěŋĺ£.

Ńĺšěřăšşřă

[1] Ăřŋőńĳď Ć.Ĺ., Ňőďż ĺ łćăğĺňőďż, ŤĂŊ, 6 (1972), 94-101.

[2] Arnold V.I., Remarks on eigenvalues and eigenvectors of Hermitian matrces, Berry phases, adiabatic connections and quantum Hall e¸ect, Selecta Math., 1995, V.1, p.1{19.

[3] Arnold V.I., Relatives of the quotient of the complex projective plane by complex conjugation, preprint (1998).