ĹŊĆĂŘĹĂŊŠŻ ŠĹŔĂ j^+ , j^−, st ČŃĂĎŁĹŢ ŁŘĹĆŻŢ ŊĂ ĎĆŞŇĚŘŊŻŢ ŇŊŐČŐŐĄŘĂĞĹ§Ţ.

Ă. Ć. Ĺŋÿăłőć

Ććěďěŋĺě.

Ďń£ łřĺćżţ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ŋă ŕńőśłőśšĺ Ć. Ĺ. Ăřŋőńĳď ć [1] őŕřěďěńĺń šřĺ ąăğĺśŋżţ ĺŋćăřĺăŋšă j^+ , j^− ĺ st. İšĺ ĺŋćăřĺăŋšż £ćń£¿šś£ ĺŋćăřĺăŋšăňĺ ŕěřćőčő ŕőř£ďłă ć śňżśńě Ć. Ă. Ćăśĺńĳěćă őšŋőśĺšěńĳŋő śőőšćěšśšćş¿źĺţ śšřăšőć. Łřőňě šőčő, ĺŋćăřĺăŋšż j^+ , j^− ŕřěďśšăćĺňż ć ćĺďě śşňňż ("ąőńěě šőŋłĺţ") ĺŋćăřĺăŋšőć łřĺćżţ ŋă ŕńőśłőśšĺ j^+_{(i1;i2)}, j^−_{(ĩ1;ĩ2)}, őŕřěďěńěŋŋżţ ďń£ ćśěţ ŋěşŕőř£ďőůěŋŋżţ ŕăř űěńżţ ůĺśěń (i_1 , i_2) ĺ ŕőńşűěńżţ ůĺśěń (~i_1,~i_2). İšĺ ĺŋćăřĺăŋšż ććěďěŋż ć [2]. Ć ŋăśšő- £źěľ řăąőšě ŕőłăğżćăěšś£, ůšő ăŋăńőčĺ ĺŋćăřĺăŋšőć j^+ , j^− ĺ st őŕřěďěńěŋż ĺ ďń£ łřĺćżţ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ŋă ďćşňěřŋőľ ŕőćěřţŋőśšĺ. Šăłęě őŕřěďěń£¿šś£ "¡ńěňěŋšăřŋżě" ĺŋćăřĺăŋšż (ăŋăńőčĺ ĺŋćăřĺăŋšőć j^+_{(i1;i2)}, j^−_{(ĩ1;ĩ2)}), ŋă łőšőřżě řăśŕăďă¿šś£ ĺŋćăřĺăŋšż j^+ , j^− ĺ st.

Ŕşśšĳ M^2 | ďćşňěřŋőě ćěźěśšćěŋŋőě ňŋőčőőąřăğĺě, ˙ | ŕřőśšřăŋśšćő C^1-čńăďłĺţ ĺňňěřśĺľ őłřşęŋőśšĺ S^1 (ŋă łőšőřőľ ňż ŕřěďŕőńăčăěň ğăťĺłśĺřőćăŋŋőľ šőůłş ⋆) ć M^2. İńěňěŋšż ŕřőśšřăŋśšćă ˙ ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ łřĺćżňĺ (ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ M^2).

Ğăňłŋşšőě ŕőďňŋőęěśšćő D łőřăğňěřŋőśšĺ őďĺŋ ňŋőęěśšćă ćśěţ łřĺćżţ ˙ ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ śšřăšőň, ěśńĺ ć őłřěśšŋőśšĺ ń¿ąőľ šőůłĺ, ńěęăźěľ ć D ćŋě ňŋőęěśšćă łőřăğňěřŋőśšĺ 2 (ć D), ŕăřă (˙, D) ńőłăńĳŋő ďĺťťěőňőřťŋă ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ A×(R^2, D_0), čďě A | ąěśłőŋěůŋőňěřŋőě ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, D_0 | řőśšőł ăńčěąřăĺůěśłőľ łřĺćőľ ć (R^2, 0).

Łőőřĺěŋšăűĺ£ čńăďłőľ ůăśšĺ śšřăšă D | ¡šő ćżąőř őďŋőľ ĺğ ďćşţ ůăśšěľ, ŋă łőšőřżě śšřăš ďěńĺš ŕřőśšřăŋśšćő ˙, ć őłřěśšŋőśšĺ łăęďőľ ŋěőśőąőľ šőůłĺ. İšă ůăśšĳ ŋăğżćăěšś£ ŕőńőęĺšěńĳŋőľ.

Łőőřĺěŋšăűĺ£ čńăďłőľ ůăśšĺ śšřăšă D ŋăğżćăěšś£ łőřřěłšŋőľ, ěśńĺ ć őłřěśšŋőśšĺ ń¿ąőľ őśőąőľ šőůłĺ śšřăšă D, ŋě ńěęăźěľ ć ňŋőęěśšćě łőřăğňěřŋőśšĺ 2 ć D, ćżŕőńŋ£ěšś£ śńěďş¿źěě şśńőćĺě:

Ĺŋďěłś ŕěřěśěůěŋĺ£ ń¿ąőľ őąźěľ śš£čĺćăěňőľ őřĺěŋšĺřőćăŋŋőľ ğăňłŋşšőľ łřĺćőľ śő śšřăšőň D (ĺŋďěłś ŕěřěśěůěŋĺ£ ěśšĳ řăğŋőśšĳ łőńĺůěśšć ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ĺ őšřĺűăšěńĳŋżţ ŕěřěśěůěŋĺľ) řăćěŋ ŋşń¿.

Śšřăš D ŋăğżćăěšś£ łőőřĺěŋšĺřşěňżň, ěśńĺ śşźěśšćşěš łőřřěłšŋă£ łőőřĺěŋšăűĺ£ ěčő čńăďłőľ ůăśšĺ, ĺ łőőřĺěŋšĺřőćăŋŋżň, ěśńĺ šăłă£ łőőřĺěŋšăűĺ£ ćżąřăŋă.

Łřĺćżě őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ĺğ ˙ ňőčşš ĺňěšĳ ć łăůěśšćě őśőąěŋŋőśšěľ šőńĳłő ŕřőśšżě śăňőŕěřěśěůěŋĺ£. Ć őąźĺţ őďŋőŕăřăňěšřĺůěśłĺţ śěňěľśšćăţ łřĺćżţ ŋă M^2 ŕřĺ őšďěńĳŋżţ ğŋăůěŋĺ£ţ ŕăřăňěšřőć ňőčşš ćśšřěůăšĳś£ łřĺćżě, ĺňě¿źĺě (ŕőňĺňő ŕřőśšżţ śăňőŕěřěśěůěŋĺľ) őďŋş ĺğ śńěďş¿źĺţ őśőąěŋŋőśšěľ (śň. řĺś. 1): J^+ | śőŋăŕřăćńěŋŋőě śăňőłăśăŋĺě, J^− | ŋěśőŋăŕřăćńěŋŋőě śăňőłăśăŋĺě, St | šřőľŋőě śăňőŕěřěśěůěŋĺě. Ğăňżłăŋĺ£ ňŋőęěśšć łřĺćżţ, ĺňě¿źĺţ śőőšćěšśšćş¿źĺě őśőąěŋŋőśšĺ, őąőğŋăůĺň ůěřěğ J^+ , J^−, St.

Ňŋőęěśšćă J^+ , J^−, St £ćń£¿šś£ śšřăšăňĺ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřőě ďćşŕăřăňěšřĺůěśłőě śěňěľśšćő łřĺćżţ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£. Ć ŋěň łřőňě łřĺćżţ ś őśőąěŋŋőśš£ňĺ J^+ , J^− ĺ St ňőčşš şęě ćśšřěůăšĳś£ łřĺćżě, łőšőřżě ĺňě¿š:

(1) ńĺąő ďćě őśőąěŋŋőśšĺ ć řăğńĺůŋżţ šőůłăţ ŕőćěřţŋőśšĺ M^2;

(2) ńĺąő őďŋş ĺğ śńěďş¿źĺţ őśőąěŋŋőśšěľ: ă). šřőľŋş¿ šőůłş, ć łőšőřőľ ďćě ćěšćĺ łăśă¿šś£;

ą). šőůłş ůěšżřěţłřăšŋőčő śăňőŕěřěśěůěŋĺ£; ć). šőůłş śăňőłăśăŋĺ£ ś ŕőř£ďłőň łăśăŋĺ£, łăł ş čřăťĺłőć ťşŋłűĺľ y = 0 ĺ y = x^3 ć ŋşńě.

Ć ŕěřćőň śńşůăě, ćżŕĺśăć ŕőďţőď£źş¿ ćěřśăńĳŋş¿ ďćşŕăřăňěšřĺůěśłş¿ ďěťőřňăűĺ¿, ňż ŕőńşůĺň ŋă ŕńőśłőśšĺ ŕăřăňěšřőć ďćě šřăŋśćěřśăńĳŋő ŕěřěśěłă¿źĺěś£ ć ŋşńě ŕř£ňżě, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ śőőšćěšśšćşěš łřĺćżň ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ M^2 ś őďŋőľ ĺğ ďćşţ řăśśňăšřĺćăěňżţ őśőąěŋŋőśšěľ. Šăłĺň

Řăąőšă ćżŕőńŋěŋă ŕřĺ ůăśšĺůŋőľ ŕőďďěřęłě čřăŋšőć ŘŤŤĹ 96-01-01104 ĺ INTAS 96-0713.

Typeset by AMS-TEX 1

őąřăğőň, ňż ĺňěěň ďěńő ś šřăŋśćěřśăńĳŋżň ŕěřěśěůěŋĺěň śőőšćěšśšćş¿źĺţ śšřăšőć. Ŕřĺ ¡šőň ďń£ őďŋőčő śšřăšă łřĺćă£ D_0 ěśšĳ ńĺąő őąžěďĺŋěŋĺě ďćşţ ŕř£ňżţ, ěśńĺ ć ďăŋŋőľ šőůłě ŋăąń¿ďăěšś£ śăňőŕěřěśěůěŋĺě ¡šőčő śšřăšă, ńĺąő őďŋă ŕř£ňă£, ěśńĺ ŕěřěśěůěŋĺě ŕřőĺśţőďĺš ś ďřşčĺň śšřăšőň. Ćő ćšőřőň śńşůăě ŕőśńě ćżŕĺśżćăŋĺ£ ŕőďţőď£źĺţ ćěřśăńĳŋżţ ďěťőřňăűĺľ ŕřĺćěďěŋŋżţ őśőąěŋŋőśšěľ ŕőńşůăěň ŋă ŕńőśłőśšĺ ŕăřăňěšřőć: ă). ďćě łăśă¿źĺěś£ ć ŋşńě łřĺćżě (őďŋă ĺğ ŋĺţ śőőšćěšśšćşěš śšřăšş St, ďřşčă£ | J^+ ĺńĺ J^−); ą). ůěšżřě ŕěřěśěłă¿źĺěś£ ć ŋşńě ŕř£ňżě (ćśě śőőšćěšśšćş¿š St); ć). ŕőńşłşąĺůěśłş¿ ŕăřăąőńş ś ćěřÿĺŋőľ ć ŋşńě (śőőšćěšśšćşěš J^+ ĺńĺ J^−). Ŕřĺ ¡šőň ďń£ őďŋőčő śšřăšă ć łăęďőň śńşůăě D_0 £ćń£ěšś£ ďěľśšćĺšěńĳŋő řőśšłőň ăńčěąřăĺůěśłőľ łřĺćőľ. Ŕőďřőąŋěě őśőąěŋŋőśšĺ ă). ĺ ą). řăśśňőšřěŋż ć [1], §5.

Śšřăšż J^+ , J^− ŋăďěń£¿šś£ ěśšěśšćěŋŋőľ łőőřĺěŋšăűĺěľ. Ŕşšĳ ŋă ˙ ŕěřěśěłăěš śšřăš ć ŕőńőęĺšěńĳŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ, ěśńĺ ŕřĺ śőőšćěšśšćş¿źěľ ŕěřěśšřőľłě łőńĺůěśšćő šőůěł śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ łřĺćőľ şćěńĺůĺćăěšś£ ŋă 2. Śšřăš St šăłęě ŋăďěń£ěšś£ łőőřĺěŋšăűĺěľ. Ďń£ ğŋăůěŋĺ£ ŕăřăňěšřă, ŕřěďÿěśšćş¿źěčő ąĺťşřłăűĺőŋŋőňş, řăśśňőšřĺň ŋă őłřşęŋőśšĺ S^1 ŕřőőąřăğż šřěţ śńĺćă¿źĺţś£ šőůěł śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ĺ śőěďĺŋĺň ŕő ďćă ŕřőőąřăğă łăęďőľ šőůłĺ ţőřďăňĺ. Ŕşśšĳ q | łőńĺůěśšćő ŕăř ŕěřěśěłă¿źĺţś£ ţőřď. Ğŋăłőň (ĺńĺ ĺŋďěłśőň) ŕěřěśěůěŋĺ£ ŋăğőćěň (−1)^q. Ŕřĺňěř ŕřĺćěďěŋ ŋă řĺś. 2. Ŋěšřşďŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ¡šă łőőřĺěŋšăűĺ£ śőćŕăďăěš ś łőőřĺěŋšăűĺěľ, ććěďěŋŋőľ Ć. Ĺ. Ăřŋőńĳďőň ć [1]. Łőřřěłšŋőśšĳ ŕřĺćěďěŋŋżţ łőőřĺěŋšăűĺľ ďń£ śšřăšőć J^+ , J^− ĺ St ďőłăğăŋă ć [1].

Ĺŋćăřĺăŋš łřĺćżţ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ M^2 | ¡šő ńőłăńĳŋő ŕőśšő£ŋŋă£ ťşŋłűĺ£ ŋă ďőŕőńŋěŋĺĺ ˙ \ D ł śšřăšş D. Ĺŋćăřĺăŋšőň ŕěřćőčő ŕőř£ďłă (ć śňżśńě Ć. Ă. Ćăśĺńĳěćă), śőőšćěšśšćş¿źĺň łőőřĺěŋšĺřőćăŋŋőňş śšřăšş D, ŋăğżćăěšś£ ĺŋćăřĺăŋš, łőšőřżľ ĺňěěš ťĺłśĺřőćăŋŋżľ ŋěŋşńěćőľ śłăůőł ŕřĺ šřăŋśćěřśăńĳŋőň ŕőńőęĺšěńĳŋőň ŕěřěśěůěŋĺĺ śšřăšă D. Šăłőľ ĺŋćăřĺăŋš śşźěśšćşěš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ĺŋďěłś ŕěřěśěůěŋĺ£ ń¿ąőľ ŕěšńĺ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ śő śšřăšőň D řăćěŋ ŋşń¿. İšő őğŋăůăěš, ůšő łńăśś łőčőňőńőčĺľ [D] ∈ H^1(˙), ďćőľśšćěŋŋżľ ł śšřăšş D, řăćěŋ ŋşń¿. Ĺŋćăřĺăŋš ŕěřćőčő ŕőř£ďłă, śőőšćěšśšćş¿źĺľ śšřăšş D, őŕřěďěń£ěšś£ ćěńĺůĺŋőľ śłăůłă ŕřĺ ŕěřěśěůěŋĺĺ D ĺ śćőĺňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ďń£ ťĺłśĺřőćăŋŋżţ ŕřĺŋăďńěęăźĺţ ˙ \ D ŕřěďśšăćĺšěńěľ ĺğ łăęďőľ łőňŕőŋěŋšż ść£ğŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă ˙.

Ŕěřěď ťőřňşńĺřőćłőľ őśŋőćŋżţ řěğşńĳšăšőć ăćšőř ćżřăęăěš ąńăčőďăřŋőśšĳ Ć. Ĺ. Ăřŋőńĳďş ğă ŕőśšăŋőćłş ğăďăůĺ ĺ ŕőńěğŋżě őąśşęďěŋĺ£, ă šăłęě Ś. Ň. Čşśěľŋ-Ğăďě ğă őůěŋĳ ŕřőďőńęĺšěńĳŋżě ĺ ŕńőďőšćőřŋżě őąśşęďěŋĺ£, łőšőřżě ŕřĺćěńĺ ć šőň ůĺśńě ł ĺğňěŋěŋĺ¿ ŋěłőšőřżţ řěğşńĳšăšőć.

Ťőřňşńĺřőćłĺ őśŋőćŋżţ řěğşńĳšăšőć.*

Ğăťĺłśĺřşěň šőůłş s_0 ∈ ST M^2 ĺ ěě ŕřőěłűĺĺ p_0 ĺ m_0 ŋă P T M^2 ĺ M^2 śőőšćěšśšćěŋŋő. İšĺ šőůłĺ śůĺšă¿šś£ őšňěůěŋŋżňĺ ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżţ čřşŕŕ. Ğăťĺłśĺřşěň šăłęě őřĺěŋšăűĺ¿ ŕőćěřţŋőśšĺ M^2 ć ňăńőľ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ m_0. Ĺğ ŋěě ĺŋďşűĺřş¿šś£ őřĺěŋšăűĺĺ śńőěć řăśśńőěŋĺľ ST M^2 ĺ P T M^2 ŋăď šőůłőľ m_0 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, őřĺěŋšăűĺĺ ć őłřěśšŋőśš£ţ šőůěł s_0 ĺ p_0.

Ŕşśšĳ κ | łřĺćă£ ŋă M^2. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ κ^s ŕőďŋ£šĺě łřĺćőľ κ ďő ńěęăŋďřőćă şğńă ć ST M^2 : κs(x) = ( κ(x), τ (x) ) , čďě τ (x) | ŋőřňĺřőćăŋŋżľ łăśăšěńĳŋżľ ćěłšőř ł łřĺćőľ κ ć šőůłě x; ůěřěğ κ^p őąőğŋăůĺň śőőšćěšśšćş¿źĺľ ńěęăŋďřőć şğěń ć P T M^2.

Ŕřĺňěř. Šőůłě śăňőłăśăŋĺ£ łřĺćőľ κ śőőšćěšśšćşěš šőůłă śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ şğńă κ^p, ĺ ŋăőąőřőš.

Ŕřĺ ¡šőň śăňőłăśăŋĺě | śőŋăŕřăćńěŋŋőě šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă şğěń κ^s śăňőŕěřěśěłăěšś£.

Ďăńěě ňż ąşďěň ťőřňşńĺřőćăšĳ ćśě ŕőŋ£šĺ£ śŋăůăńă ďń£ şğńőć ć ŕřőśšřăŋśšćăţ ST M^2 ĺńĺ P T M^2, ă ŕőšőň őčřăŋĺůĺćăšĳ ĺţ ŋă ńěęăŋďřőćż ŕőďŋ£šĺ£ łřĺćżţ. Ďń£ łřĺćżţ ś śăňőłăśăŋĺ£ňĺ ¡šă łőŋśšřşłűĺ£, łăł śńěďşěš ĺğ ŕřĺňěřă, ěśšěśšćěŋŋă. Ć śńşůăě őśőąěŋŋőśšĺ | šřőľŋőčő śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ĺ ć ŋěłőšőřżţ ďřşčĺţ śńşůă£ţ őŋă ąşďěš ŋěśłőńĳłő ĺśłşśśšćěŋŋă, ŋő, łăł ąşďěš ćĺďŋő ć ďăńĳŋěľÿěň, őŕřăćďăŋă.

Őŕřěďěńĺň ĺŋćăřĺăŋš ŋşńěćőčő ŕőř£ďłă.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőńŋżľ ĺŋďěłś şğńă ć ŕřőśšřăŋśšćě ST M^2 | ¡šő ěčő łńăśś śćőąőďŋőľ čőňőšőŕĺůě-

śłőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ć ňŋőęěśšćě ćśěţ ŕěšěńĳ ŋă ST M^2. Ňŋőęěśšćő łńăśśőć śćőąőďŋőľ čőňőšőŕĺůěśłőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŕěšěńĳ ŋă ST M^2 őąőğŋăůĺň ůěřěğ π^{ść}_1 (ST M^2 ).

*Ć. Ůěřŋőć ŋěğăćĺśĺňő ŕőńşůĺń ăŋăńőčĺůŋżě řěğşńĳšăšż. Őŋĺ ĺğńőęěŋż ć řăąőšě [3].

Ğăňěůăŋĺě. Ňŋőęěśšćő π^{ść}_1 (ST M^2) ěśšěśšćěŋŋő ĺğőňőřťŋő ťăłšőřş čřşŕŕż π_1(ST M^2 ) ŕő ďěľśšćĺ¿ śăňőľ ŋă śěąě śőŕř£ęěŋĺěň.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőńŋżň ĺŋďěłśőň łřĺćőľ κ ŋăğőćěň ŕőńŋżľ ĺŋďěłś şğńă κ^s.

Ŕşśšĳ γ | ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš ňŋőęěśšćă π^{ść}_1 (ST M^2). Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ˙_‚ ňŋőęěśšćő ćśěţ łřĺćżţ ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ M^2, ŕőńŋżľ ĺŋďěłś łőšőřżţ řăćěŋ γ. Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ ŕőńŋőčő ĺŋďěłśă śńěďşěš, ůšő ďń£ řăğńĺůŋżţ ¡ńěňěŋšőć γ_1, γ_2 ∈ π^{ść}_1 (ST M^2) ŕřőśšřăŋśšćă ˙_{‚1} ĺ ˙_{‚2} ŋě ŕěřěśěłă¿šś£.

Šěőřěňă 1. Ďń£ ń¿ąőčő ¡ńěňěŋšă γ ∈ π^{ść}_1 (ST M^2 ) ŕřőśšřăŋśšćő ˙‚ ŋěŕşśšő ĺ ść£ğŋő. Őŕřěďěńěŋĺě. Śšřăš ŋăğżćăěšś£ ŕřĺćőďĺňżň, ěśńĺ őŋ £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň ŋě śőćŕăďă¿źĺţ ś

ŋĺň śšřăšőć. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě śšřăš ŋăğżćăěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň.

Ŕřĺňěř. Ĺŋďěłśőň őąőřőšă ĺňňěřśĺĺ őřĺěŋšĺřőćăŋŋőľ őłřşęŋőśšĺ ć ŕńőśłőśšĳ ŋăğżćăěšś£ łőńĺ-

ůěśšćő ŕőńŋżţ őąőřőšőć ŋőřňĺřőćăŋŋőčő łăśăšěńĳŋőčő ćěłšőřă (śšěŕěŋĳ őšőąřăęěŋĺ£, śőŕőśšăćń£- ¿źěčő šőůłě őłřşęŋőśšĺ ŋăŕřăćńěŋĺě ŕřőĺğćőďŋőľ ĺňňěřśĺĺ ć ¡šőľ šőůłě). Ďń£ śńşůă£ M^2 = R^2 ŕőłăğăŋő ć [2], ůšő śšřăš J^+ £ćń£ěšś£ őąžěďĺŋěŋĺěň śůěšŋőčő ůĺśńă ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš J^+_ī , čďě —i ∈ S^2Z(S^2 Z| śĺňňěšřĺůěśłĺľ łćăďřăš Z). Łăęďă£ łőňŕőŋěŋšă £ćń£ěšś£ ğăňżłăŋĺěň ňŋőęěśšćă łřĺćżţ ś śőŋăŕřăćńěŋŋżň śăňőłăśăŋĺěň ĺ ťĺłśĺřőćăŋŋżňĺ ĺŋďěłśăňĺ őąőřőšă ŕěšěńĳ, ŋă łőšőřżě řăğąĺćăěš łřĺćş¿ šőůłă śăňőłăśăŋĺ£. Śšřăš St ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě ⋃ i∈Z^{Sti, łăęďă£ łőň-}

ŕőŋěŋšă £ćń£ěšś£ ğăňżłăŋĺěň ňŋőęěśšćă łřĺćżţ ś šřőľŋżň śăňőŕěřěśěůěŋĺěň ĺ ĺŋďěłśőň őąőřőšă, řăćŋżň i. Łőňŕőŋěŋšż St_i ŋěŕřĺćőďĺňż.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ π^+_1 (P T M^2) őąřăğ π_1(ST M^2) ŕřĺ ěśšěśšćěŋŋőň ŋăłřżšĺĺ p : ST M^2 → P T M^2, π^−_1 (P T M^2) = π_1(P T M^2) \ π^+_1 (P T M^2).

Őŕřěďěńěŋĺě. Ćőśĳňěřłőľ ć ŕřőśšřăŋśšćě P T M^2 ś ŕőďŋ£šĺěň ć ST M^2 ŋăğőćěň łőňňşšăšĺćŋş¿

ďĺăčřăňňş ST M^2 ←−−−− g S^1 p sc P T M^2 ←−−−− h S^1 ∨ S^1 .

Ğďěśĳ őšőąřăęěŋĺě sc : S^1 → S^1 ∨ S^1 £ćń£ěšś£ śłńěľłőľ ďćşţ řăğńĺůŋżţ šőůěł.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ďćě ćőśĳňěřłĺ ś ŕőďŋ£šĺ£ňĺ, őŕřěďěń£ěňżě šřőľłăňĺ (g1, sc1, h1) ĺ (g0, sc0, h0) čőňő-

šőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż, ěśńĺ ŋăľďěšś£ ŋěŕřěřżćŋőě śěňěľśšćő ćőśĳňěřőł ś ŕőďŋ£šĺ£ňĺ (g_t, sc_t, h_t), łőšőřőě ĺţ śőěďĺŋ£ěš. Ňŋőęěśšćő śőőšćěšśšćş¿źĺţ łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ AJ, ă śăň łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ćőśĳňěřłĺ ś ŕőďŋ£šĺěň ąşďěň ŋăğżćăšĳ ěě j-ĺŋďěłśőň.

Ŕřő łăęďş¿ ćőśĳňěřłş ś ŕőďŋ£šĺěň ňőęŋő śłăğăšĳ, śłńěĺćă¿šś£ ĺńĺ ŋěš ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ g : S^1 → ST M^2 šě ďćě šőůłĺ, łőšőřżě śłńěĺćă¿šś£ ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ sc, šő ěśšĳ ŋăľďěšś£ ĺńĺ ŋěš őšőąřăęěŋĺě ~g : S^1 ∨ S^1 → ST M^2 šăłőě, ůšő g = ~g ∘ sc. Ŕő¡šőňş ňŋőęěśšćő ćőśĳňěřőł ś ŕőďŋ£- šĺ£ňĺ ěśšěśšćěŋŋő řăśŕăďăěšś£ ŋă ďćă ňŋőęěśšćă. Ăŋăńőčĺůŋő AJ = AJ^+ ⊔ AJ^−, ňŋőęěśšćő AJ^+ śőśšőĺš ĺğ j-ĺŋďěłśőć šěţ ćőśĳňěřőł, ďń£ łőšőřżţ őšőąřăęěŋĺě ~g śşźěśšćşěš, ă AJ^− | ĺğ šěţ, ďń£ łőšőřżţ ŋě śşźěśšćşěš.

Őŕĺÿěň ňŋőęěśšćă AJ^±. Ďń£ ¡šőčő ğăŋşňěřşěň ŕěšńĺ ćőśĳňěřłĺ. Ń¿ąş¿ ćőśĳňěřłş ś ŕőďŋ£- šĺěň ňőęŋő čőňőšőŕĺěľ ŕěřěćěśšĺ ć šăłş¿, ůšő őąřăğ ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ h "ďćőľŋőľ" šőůłĺ ąşłěšă ąşďěš šőůłőľ p_0, ă śłńěĺćă¿źă£ś£ šőůłă, ĺğ łőšőřőľ ćżţőďĺš ŕěřćă£ ŕěšń£, ŕőď ďěľśšćĺěň őšőąřăęěŋĺ£ g ŕěřěľďěš ć šőůłş m_0. Šăłĺň őąřăğőň, łăęďőľ ćőśĳňěřłě ňőęŋő ŕőśšăćĺšĳ ć śőőšćěšśšćĺě ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš ňŋőęěśšćă π_1(P T M^2) × π_1(P T M^2). Ŋő őŕĺśăŋŋżţ čőňőšőŕĺľ ňŋőčő, ĺ ń¿ążě ďćă ŕőńşůă¿źĺţś£ šăłĺň őąřăğőň ¡ńěňěŋšă őšńĺůă¿šś£ śőŕř£ęěŋĺěň ŋă łăłőľ-šő ¡ńěňěŋš čřşŕŕż π^+_1 (P T M^2) ∼= π_1(ST M^2 ). Ćśŕőňĺŋă£, ůšő ć ďěľśšćĺšěńĳŋőśšĺ ŕěšńĺ ćőśĳňěřłĺ ŋěşŕőř£ďőůěŋż, ă ş śăňĺţ ćőśĳňěřőł ěśšĳ ŕőďŋ£šĺ£, ŕőńşůăěň śńěďş¿źěě. Ňŋőęěśšćő AJ^+ ĺğőňőřťŋő ťăłšőřş ňŋőęěśšćă π_1(ST M^2 ) × π_1(ST M^2) ŕő ďěľśšćĺ¿ čřşŕŕ:

(1) čřşŕŕż Z_2 | śĺňňěšřĺěľ őšŋőśĺšěńĳŋő ďĺăčőŋăńĺ; (2) čřşŕŕż π_1(ST M^2) | śőŕř£ęěŋĺěň őąőĺţ śőňŋőęĺšěńěľ.

Ăŋăńőčĺůŋő ňŋőęěśšćő AJ^− ĺğőňőřťŋő ťăłšőřş ňŋőęěśšćă π^−_1 (P T M^2) × π^−_1 (P T M^2) ŕő ďěľśšćĺ¿ čřşŕŕ:

(1) čřşŕŕż Z_2 | śĺňňěšřĺěľ őšŋőśĺšěńĳŋő ďĺăčőŋăńĺ; (2) čřşŕŕż π^+_1 (P T M^2) | śőŕř£ęěŋĺěň őąőĺţ śőňŋőęĺšěńěľ.

Őŕřěďěńěŋĺě. İńěňěŋšż ňŋőęěśšćă AJ^+ ąşďěň ŋăğżćăšĳ j^+ -ĺŋďěłśăňĺ, ă ňŋőęěśšćă

AJ^− | j^−-ĺŋďěłśăňĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋăğőćěň j^+ -ĺŋďěłśőň šőůłĺ śőŋăŕřăćńěŋŋőčő śăňőłăśăŋĺ£ łřĺćőľ κ j^+ -ĺŋďěłś ćőśĳ-

ňěřłĺ ś ŕőďŋ£šĺěň ST M^2 ←−−−− »^s

S^1 p sc P T M^2 ←−−−− h S^1 ∨ S^1 .

Ğďěśĳ őšőąřăęěŋĺě sc śłńěĺćăěš ďćě šőůłĺ, ć őąřăğăţ łőšőřżţ ŕřőĺśţőďĺš ďăŋŋőě śăňőłăśăŋĺě, őšőąřăęěŋĺě h ğăňżłăěš ďĺăčřăňňş.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ăŋăńőčĺůŋő j^−-ĺŋďěłśőň šőůłĺ ŋěśőŋăŕřăćńěŋŋőčő śăňőłăśăŋĺ£ łřĺćőľ κ ŋăğőćěň

j^−-ĺŋďěłś śőőšćěšśšćş¿źěľ ćőśĳňěřłĺ ś ŕőďŋ£šĺěň.

Őŕřěďěńěŋĺě. Şğńőň ć ŕřőśšřăŋśšćě ST M^2 ś šřőľŋżň śăňőŕěřěśěůěŋĺěň ŕřőěłűĺĺ ŋă ŕőćěřţ-

ŋőśšĳ M^2 ŋăğőćěň łőňňşšăšĺćŋş¿ ďĺăčřăňňş ST M^2 ←−−−− g S^1 sc M^2 ←−−−− h K .

Ğďěśĳ ůěřěğ K őąőğŋăůěŋ ąşłěš šřěţ őłřşęŋőśšěľ, őšőąřăęěŋĺě sc : S^1 → K £ćń£ěšś£ śłńěľłőľ šřěţ řăğńĺůŋżţ šőůěł.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ďćă şğńă ś šřőľŋżň śăňőŕěřěśěůěŋĺěň ŕřőěłűĺĺ, őŕřěďěń£ěňżě šřőľłăňĺ (g1, sc1, h1)

ĺ (g_0, sc_0, h_0) čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż, ěśńĺ ŋăľďěšś£ ŋěŕřěřżćŋőě śěňěľśšćő şğńőć ś šřőľŋżňĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ňĺ ŕřőěłűĺľ (g_t, sc_t, h_t), łőšőřőě ĺţ śőěďĺŋ£ěš. Ňŋőęěśšćő śőőšćěšśšćş¿źĺţ łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ ASt, ă śăň łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ şğńă ąşďěň ŋăğżćăšĳ ěčő st-ĺŋďěłśőň.

Ń¿ąőľ şğěń ś šřőľŋżň śăňőŕěřěśěůěŋĺěň ŕřőěłűĺĺ ňőęŋő čőňőšőŕĺěľ ŕřěćřăšĺšĳ ć şğěń ś šřőľŋżň śăňőŕěřěśěůěŋĺěň ć šőůłě s_0 ć śăňőň ŕřőśšřăŋśšćě ST M^2 , ŕřĺůěň ń¿ąă£ šăłă£ čőňőšőŕĺ£ ąşďěš ¡łćĺćăńěŋšŋă śńěďş¿źěľ. Śŋăůăńă ŋăďő śďěńăšĳ šăł, ůšőąż ć šřőľŋőě śăňőŕěřěśěůěŋĺě ŕřőěłűĺĺ ŕřőěűĺřőćăńőśĳ šřőľŋőě śăňőŕěřěśěůěŋĺě şğńă, šő ěśšĳ ůšőąż őšőąřăęěŋĺě g "ŕřőŕşśłăńőśĳ" ůěřěğ sc: g = ~g ∘ sc. Ŕőšőň ŕěřěćěďěň őąřăğ ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ ~g őšňěůěŋŋőľ šőůłĺ ąşłěšă K ć šőůłş s_0.

Ŕő¡šőňş ňŋőęěśšćő ASt ĺğőňőřťŋő ťăłšőřş ňŋőęěśšćă π_1(ST M^2 ) × π_1(ST M^2 ) × π_1(ST M^2 ) ŕő ďěľśšćĺ£ň śńěďş¿źĺţ čřşŕŕ:

(1) Čřşŕŕă Z_3 ďěľśšćşěš űĺłńĺůěśłőľ ŕěřěśšăŋőćłőľ śőňŋőęĺšěńěľ, ůšő śőőšćěšśšćşěš űĺłńĺůěśłőľ ŕěřěŋşňěřăűĺĺ ŕěšěńĳ | ŕřőőąřăğőć őłřşęŋőśšěľ ĺğ ąşłěšă K.

(2) Čřşŕŕă π_1(ST M^2 ) ďěľśšćşěš śőŕř£ęěŋĺěň ćśěţ śőňŋőęĺšěńěľ, ůšő śőőšćěšśšćşěš řăğńĺůŋżň śŕőśőąăň ŕřĺćěďěŋĺ£ šőůłĺ šřőľŋőčő śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ şğńă ć šőůłş s_0.

(3) Čřşŕŕă Z^3 ďěľśšćşěš śńěďş¿źĺň őąřăğőň: (i_1, i_2, i_3)(γ_1 , γ_2, γ_3) = (f^{i1} γ_1f^{−i2} , f^{i2} γ_2f^{−i3} , f^{i3} γ_3f^{−i1} ), čďě f | łńăśś őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő śńő£ ST M^2 ŋăď šőůłőľ m_0). İšő śőőšćěšśšćşěš ŋěőďŋőğŋăůŋőśšĺ ŕřĺćěďěŋĺ£ şğńă ł šřőľŋőňş śăňőŕěřěśěůěŋĺ¿: ń¿ąş¿ ćěšćĳ ňőęŋő ŋěśłőńĳłő řăğ ŕřőŋěśšĺ ćďőńĳ śńő£ řăśśńőěŋĺ£ ST M^2 → M^2 | őłřşęŋőśšĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋăğőćěň st-ĺŋďěłśőň šőůłĺ šřőľŋőčő śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ łřĺćőľ κ st-ĺŋďěłś şğńă ś

šřőľŋżň śăňőŕěřěśěůěŋĺěň ŕřőěłűĺĺ ST M^2 ←−−−− »^s

S^1 sc M^2 ←−−−− h K .

Ğďěśĳ őšőąřăęěŋĺě sc śłńěĺćăěš šřĺ šőůłĺ, ć őąřăğăţ łőšőřżţ ŕřőĺśţőďĺš ďăŋŋőě śăňőŕěřěśěůěŋĺě, őšőąřăęěŋĺě h ğăňżłăěš ďĺăčřăňňş.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ D őďĺŋ ĺğ śšřăšőć J^+ , J^− ĺńĺ St, ă ůěřěğ AD | ňŋőęěśšćő śőőšćěšśšćş¿źĺţ ĺŋďěłśőć. Ŕşśšĳ α ∈ AD | łăłőľ-ńĺąő j^+ , j^− ĺńĺ st-ĺŋďěłś. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ D_¸ ğăňżłăŋĺě ňŋőęěśšćă łřĺćżţ, ş łőšőřżţ ěśšĳ őśőążě šőůłĺ šĺŕă D, ĺŋďěłś łőšőřżţ řăćěŋ α. Ěśńĺ ňŋőęěśšćő D¸ ŋěŕşśšő, šő őŋő £ćń£ěšś£ śšřăšőň. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, řăśśňőšřĺň šě ęě ćěřśăńĳŋżě ďěťőřňăűĺĺ őśőąěŋŋőśšěľ, ůšő ĺ ďń£ śăňĺţ śšřăšőć J^+ , J^− ĺ St. Ďń£ ¡šĺţ ćěřśăńĳŋżţ ďěťőřňăűĺľ ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ĺŋďěłś őśőąěŋŋőśšĺ ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ćďőńĳ łăęďőľ ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšż łřĺćőľ őśőąěŋŋőśšěľ.

Śšřăš D ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě őąžěďĺŋěŋĺ£ ⋃ ¸∈AD D¸. Šěőřěňă 2. Ňŋőęěśšćă D¸ ŋěŕşśšż ĺ £ćń£¿šś£ ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ śšřăšăňĺ.

Ŋěŕřĺćőďĺňżě łőňŕőŋěŋšż śšřăšőć ŋăśńěďş¿š łőőřĺěŋšăűĺ¿ ś śăňĺţ śšřăšőć. Łřőňě ¡šőčő, ć čřşŕŕě łőčőňőńőčĺľ H^1(˙) łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋż łőűĺłńż, ďćőľśšćěŋŋżě ł ŋĺň. Ĺśśńěďşěň ĺţ ŋă łőčőňőńőčĺůŋőśšĳ ŋşń¿.

Őŕřěďěńěŋĺě. Šőůłőľ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřőěłűĺĺ ŋă ŕőćěřţŋőśšĳ M^2 şğńă ć ŕřőśšřăŋśšćě ST M^2

ŋăğőćěň łőňňşšăšĺćŋş¿ ďĺăčřăňňş ST M^2 ←−−−− g S^1 sc M^2 ←−−−− h S^1 ∨ S^1 .

Ğďěśĳ őšőąřăęěŋĺě sc : S^1 → S^1 ∨ S^1 £ćń£ěšś£ śłńěľłőľ ďćşţ řăğńĺůŋżţ šőůěł.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ďćě šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřőěłűĺľ, őŕřěďěń£ěňżě šřőľłăňĺ (g1, sc1, h1) ĺ

(g_0, sc_0, h_0) čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż, ěśńĺ ŋăľďěšś£ ŋěŕřěřżćŋőě śěňěľśšćő ŕřőőąřăğőć šőůěł śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřőěłűĺľ (g_t, sc_t, h_t), łőšőřőě ĺţ śőěďĺŋ£ěš. Ňŋőęěśšćő śőőšćěšśšćş¿źĺţ łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ őąőğŋăůĺň ůěřěğ AI, ă śăň łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřőěłűĺĺ ąşďěň ŋăğżćăšĳ ěě šĺŕőň.

Ňŋőęěśšćő AI őŕĺśżćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő ňŋőęěśšćş ASt. Őŋő ĺğőňőřťŋő ťăłšőřş ňŋőęěśšćă π_1(ST M^2 ) × π_1(ST M^2) ŕő ďěľśšćĺ£ň śńěďş¿źĺţ čřşŕŕ:

(1) Čřşŕŕă Z_2 ďěľśšćşěš śĺňňěšřĺěľ őšŋőśĺšěńĳŋő ďĺăčőŋăńĺ. (2) Čřşŕŕă π_1(ST M^2 ) ďěľśšćşěš śőŕř£ęěŋĺěň őąőĺţ śőňŋőęĺšěńěľ.

(3) Čřşŕŕă Z^2 ďěľśšćşěš śńěďş¿źĺň őąřăğőň: (i_1, i_2)(γ_1, γ_2) = (f^{i1} γ_1f^{−i2} , f^{i2} γ_2f^{−i1} ). Ůěřěğ f ğďěśĳ őąőğŋăůěŋ łńăśś ć π_1(ST M^2) őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő śńő£ řăśśńőěŋĺ£ ST M^2 → M^2 ŋăď šőůłőľ m_0.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋăğőćěň šĺŕőň šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ łřĺćőľ κ šĺŕ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřő-

ěłűĺĺ ŋă M^2 şğńă κ^s ć ŕřőśšřăŋśšćě ST M^2 ST M^2 ←−−−− »^s

S^1 sc M^2 ←−−−− h S^1 ∨ S^1 .

Ğďěśĳ őšőąřăęěŋĺě sc śłńěĺćăěš ďćě šőůłĺ, ć őąřăğăţ łőšőřżţ ŕřőĺśţőďĺš ďăŋŋőě śăňőŕěřěśěůěŋĺě, őšőąřăęěŋĺě h ğăňżłăěš ďĺăčřăňňş.

Ń¿ąőľ šĺŕ ĺğ AI řěăńĺğşěšś£ łăł šĺŕ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŋěłőšőřőľ łřĺćőľ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ňŋőęěśšćő AI ěśšĳ ťăłšőř ňŋőęěśšćă AJ^+ ŕő ďěľśšćĺ¿ čřşŕŕż Z^2 (śň. ćżÿě). Ŕő¡šőňş ďń£ ń¿ąőčő ¡ńěňěŋšă ĺğ AI ňőęŋő ŋăľšĺ j^+ -ĺŋďěłś, łőšőřżľ ńěęĺš ć ěčő ŕřőőąřăğě. Ŕő šěőřěňě 2 ¡šőš j^+ -ĺŋďěłś řěăńĺğşěšś£ ŋă ŋěłőšőřőľ łřĺćőľ, őąřăğş£ šőůłş śăňőłăśăŋĺ£, łőšőřă£ £ćń£ěšś£ ć šőň ůĺśńě šőůłőľ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ěě šĺŕ ąşďěš šăłĺň, łăł ŋşęŋő.

Řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš ňŋőęěśšćă AI ĺ łřĺćş¿ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£, ŋă łőšőřőľ őŋ řěăńĺğşěšś£ łăł šőůłă śăňőŕěřěśěůěŋĺ£. Ŕşśšĳ őąě ŕěšńĺ, ŋă łőšőřżě ďěńĺšś£ łřĺćă£ šőůłőľ ¡šőčő śăňőŕěřěśěůěŋĺ£, ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňż. Šőčďă ćś£ łřĺćă£ łőőřĺěŋšĺřşěňă. Ğăťĺłśĺřşěň ŋă ŋěľ łőőřĺěŋšăűĺ¿. Šőčďă šőůłě śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ňőęŋő ŕřĺŕĺśăšĳ ğŋăł "+", ěśńĺ ŋăŕřăćńěŋĺ£ ćżţőďă ćěšćĺ łřĺćőľ śőćŕăďăěš ś ŋăŕřăćńěŋĺěň łőőřĺěŋšăűĺĺ, ğăďăŋŋżň ŋă ďřşčőľ ćěšćĺ. Ğŋăł "{" ŕřĺŕĺśżćăěšś£ ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě. Őŕřěďěńěŋĺě ğŋăłă ŋě ğăćĺśĺš őš šőčő, łăłş¿ ĺğ ćżţőď£źĺţ ćěšćěľ łřĺćőľ ňż řăśśňăšřĺćăěň. Łřőňě šőčő, ŕřĺ řěčşń£řŋőľ čőňőšőŕĺĺ łřĺćőľ řăğŋőśšĳ łőńĺůěśšć ŕřĺŕĺśăŋŋżţ "+" ĺ "{" śőţřăŋ£ěšś£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Šĺŕ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ łřĺćőľ, ďń£ łőšőřőčő őąě őšďěń£ěňżě ŕěšńĺ ŋěłőőřĺěŋ-

šĺřşěňż, ŋăğżćăěšś£ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňő-śąăńăŋśĺřőćăŋŋżň, ěśńĺ łőńĺůěśšćă "+" ĺ "{", ŕřĺŕĺśăŋŋżţ šőůłăň ďăŋŋőčő šĺŕă, śőćŕăďă¿š. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě ŋăğőćěň ¡šőš šĺŕ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňőŋěśąăńăŋśĺřőćăŋŋżň.

Ŕřĺňěř. Ŋă řĺś. 3ă ĺğőąřăęěŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺł, ĺğ łőšőřőčő śłńěĺćăěšś£ ŕőćěřţŋőśšĳ ŕő śšőřőŋăň a

ĺ b. Šőůłă śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřĺćěďěŋŋőľ łřĺćőľ ĺňěěš ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňő-ŋěśąăńăŋśĺřőćăŋŋżľ šĺŕ.

Řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřżľ j-ĺŋďěłś β. Ć śĺńş šěőřěňż 2 ŋăľďěšś£ őąźă£ łřĺćă£ κ_˛ ś śăňőłăśăŋĺěň, ĺňě¿źă£ ¡šőš j-ĺŋďěłś. Šőůłă śăňőłăśăŋĺ£ £ćń£ěšś£ ĺ šőůłőľ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ¡šőľ łřĺćőľ. Őąőğŋăůĺň šĺŕ ŕőńşůěŋŋőľ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ůěřěğ α_˛.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋăğőćěň j-ĺŋďěłś β ŕăřŋżň, ěśńĺ ćżŕőńŋ£¿šś£ ďćă şśńőćĺ£:

(1) łřĺćă£ κ_˛ ďěńĺšś£ šőůłőľ śăňőłăśăŋĺ£ ŋă ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňżě ŕěšńĺ; (2) šĺŕ α_˛ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňő-ŋěśąăńăŋśĺřőćăŋ.

Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě j-ĺŋďěłś β ŋăğżćăěšś£ ŋěŕăřŋżň. Ŕăřőľ ł ŕăřŋőňş j-ĺŋďěłśş β £ćń£ěšś£ j-ĺŋďěłś łřĺćőľ ś śăňőłăśăŋĺěň, łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ĺğ łřĺćőľ κ˛ ďőąăćńěŋĺěň ŋă śćőĺ ŕěšńĺ ŕő őďŋőľ ňăńěŋĳłőľ ŕěšńě ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ (śň. řĺś. 4ă ĺ 4ą).

Łőřřěłšŋőśšĳ ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£, šő ěśšĳ šő, ůšő ĺŋďěłś, ŕăřŋżľ ł ŕăřŋőňş ł ďăŋŋőňş ĺŋďěłśş ěśšĳ ĺśţőďŋżľ, ŕőłăğăŋă ŋă řĺś. 5.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ őąě ŕěšńĺ, ŋă łőšőřżě łřĺćă£ ďěńĺšś£ šőůłőľ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ďăŋŋőčő šĺŕă, łőőřĺěŋšĺřşěňż.

Řăśśňőšřĺň čőňőšőŕĺ¿, ŕěřěćőď£źş¿ ć śěą£ ŋěłőšőřş¿ őąźş¿ šőůłş śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřőěłűĺĺ şğńă ć ŕřőśšřăŋśšćě ST M^2 : ST M^2 ←−−−− G S^1 × I Sc M^2 ←−−−− H (S^1 ∨ S^1 ) × I .

Ğďěśĳ őšőąřăęěŋĺě Sc ďěľśšćşěš ć śńő£ţ ŋăď śőćŕăďă¿źĺňĺ šőůłăňĺ őšřěğłă I. Ŕřőőąřăğ őšőąřăęěŋĺ£ Sc ňŋőęěśšćă {pt} × I (pt | "ďćőľŋă£" šőůłă ąşłěšă) ěśšĳ ďćě ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ łřĺćżě ŋă űĺńĺŋďřě S^1 × I. Řăśśňőšřĺň ŕřőěłűĺ¿ őďŋőľ ĺğ ŋĺţ ŋă ŕěřćżľ śőňŋőęĺšěńĳ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ S^1 × I. Őąőğŋăůĺň ěě ůěřěğ ~pt.

Őŕřěďěńěŋĺě. Šőůłş śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřőěłűĺĺ ŋă ŕőćěřţŋőśšĳ M^2 şğńă őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ć ŕřő-

śšřăŋśšćě ST M^2 ŋăğőćěň śĺňňěšřĺůŋőľ, ěśńĺ śşźěśšćşěš čőňőšőŕĺ£, ŕěřěćőď£źă£ ěě ć śěą£ ĺ ďń£ łőšőřőľ ŕőńşůěŋŋă£ łřĺćă£ ~pt £ćń£ěšś£ ŋěğăňłŋşšőľ, šő ěśšĳ ¡šă čőňőšőŕĺ£ "ŕěřěśšăćń£ěš" ďćě śńĺćă¿źĺěś£ šőůłĺ ňěśšăňĺ.

Šĺŕ α ∈ AI ŋăğőćěň śĺňňěšřĺůŋżň, ěśńĺ őąźă£ šőůłă śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ¡šőčő šĺŕă £ćń£ěšś£ śĺňňěšřĺůŋőľ, ĺ ŋěśĺňňěšřĺůŋżň ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě.

Řăśśňőšřĺň ŋěśĺňňěšřĺůŋżľ šĺŕ ĺğ AI. Ŕşśšĳ őŋ řěăńĺğşěšś£ łăł šĺŕ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŋěłőšőřőľ łřĺćőľ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£. Ć śĺńş ŋěśĺňňěšřĺůŋőśšĺ ŕěšńĺ, łőšőřżě őšďěń£¿šś£ ćśěćőğňőęŋżňĺ šőůłăňĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ¡šőčő šĺŕă, ňőęŋő čńőąăńĳŋő řăğďěńĺšĳ ŋă ďćă łńăśśă.

Šăł łăł őąě ŕěšńĺ łőőřĺěŋšĺřşěňż, šő ĺ ćś£ łřĺćă£ łőőřĺěŋšĺřşěňă. Ğăťĺłśĺřşěň ŋă ŋěľ łőőřĺěŋšăűĺ¿. Łăęďőľ šőůłě śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ďăŋŋőčő šĺŕă ŕřĺŕĺÿěň ğŋăł "+", ěśńĺ ŋăŕřăćńěŋĺě ćżţőďă ćěšćĺ łřĺćőľ ć ŕěšń¿ ŕěřćőčő łńăśśă śőćŕăďăěš ś łőőřĺěŋšăűĺěľ, ğăďăŋŋőľ ŋă ďřşčőľ ćěšćĺ łřĺćőľ. Ğŋăł "{" ŕřĺŕĺśżćăěšś£ ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě. Łřőňě šőčő, ŕřĺ řěčşń£řŋżţ čőňőšőŕĺ£ţ łřĺćőľ řăğŋőśšĳ łőńĺůěśšć "+" ĺ "{" ŋě ĺğňěŋ£ěšś£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Šĺŕ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ łřĺćőľ, ďń£ łőšőřőčő őąě őšďěń£ěňżě ŕěšńĺ łőőřĺěŋ-

šĺřşěňż, ŋăğżćăěšś£ łőőřĺěŋšĺřşěňő-śąăńăŋśĺřőćăŋŋżň, ěśńĺ łőńĺůěśšćő ğŋăłőć "+" ĺ "{" śőćŕăďăěš, ĺńĺ śăň šĺŕ śĺňňěšřĺůěŋ. Ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě šĺŕ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŋăğżćăěšś£ łőőřĺěŋšĺřşěňő-ŋěśąăńăŋśĺřőćăŋŋżň.

Ŕřĺňěř. Ŋă řĺś. 3ą ĺğőąřăęěŋ ňŋőčőşčőńĳŋĺł, ĺğ łőšőřőčő śłńěĺćăěšś£ ŕőćěřţŋőśšĳ ŕő śšőřőŋăň a

ĺ b. Šĺŕ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřĺćěďěŋŋőľ łřĺćőľ £ćń£ěšś£ łőőřĺěŋšĺřşěňő-ŋěśąăńăŋśĺřőćăŋŋżň.

Řăśśňőšřĺň šěŕěřĳ ŋěłőšőřżľ st-ĺŋďěłś β. Ć śĺńş šěőřěňż 2 ŋăľďěšś£ őąźă£ łřĺćă£ κ_˛ ś šřőľŋżň śăňőŕěřěśěůěŋĺěň, ĺňě¿źă£ ¡šőš st-ĺŋďěłś. Ŕřĺćěďěň ¡šş łřĺćş¿ ć őąźěě ŕőńőęěŋĺě šăł, ůšőąż ĺğ šőůłĺ šřőľŋőčő śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ řőďĺńĺśĳ šřĺ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£. Ěśńĺ őďŋă ĺğ ¡šĺţ šőůěł őšďěń£ěš śš£čĺćăěňş¿ ŕő M^2 ŕěšń¿, šő ďřşčĺě ďćě šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ĺňě¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě šĺŕ. Őąőğŋăůĺň ěčő ůěřěğ α_˛.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋăğőćěň st-ĺŋďěłś β ŕăřŋżň ŕěřćőčő šĺŕă, ěśńĺ:

(1) őďŋă ĺ šőńĳłő őďŋă ĺğ őšďěń£ěňżţ ŕěšěńĳ śš£čĺćăěňă; (2) ćśě őšďěń£ěňżě ŕěšńĺ łőőřĺěŋšĺřşěňż; (3) šĺŕ α_˛ łőőřĺěŋšĺřşěňő-ŋěśąăńăŋśĺřőćăŋ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋăğőćěň st-ĺŋďěłś β ŕăřŋżň ćšőřőčő šĺŕă, ěśńĺ:

(1) őďŋă ĺ šőńĳłő őďŋă ĺğ őšďěń£ěňżţ ŕěšěńĳ śš£čĺćăěňă; (2) őąě ďřşčĺě őšďěń£ěňżě ŕěšńĺ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňż; (3) šĺŕ α_˛ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňő-ŋěśąăńăŋśĺřőćăŋ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ěśńĺ st-ĺŋďěłś ŋě £ćń£ěšś£ ŕăřŋżň ŕěřćőčő ĺńĺ ćšőřőčő šĺŕă, šő őŋ ŋăğżćăěšś£ ŋě-

ŕăřŋżň. Ŕăřőľ ł ŕăřŋőňş st-ĺŋďěłśş £ćń£ěšś£ st-ĺŋďěłś łřĺćőľ, ş łőšőřőľ šřőľŋőě śăňőŕěřěśěůěŋĺě őšńĺůăěšś£ őš šřőľŋőčő śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ łřĺćőľ κ_˛ ŕőř£ďłőň ŕěšěńĳ (śň. řĺś. 4ć).

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ D őďĺŋ ĺğ śšřăšőć J^+ , J^− ĺńĺ St. Ŕşśšĳ β ∈ AD | łăłőľ-ńĺąő j^+ , j^− ĺńĺ st-ĺŋďěłś.

Šěőřěňă 3. Łőűĺłń, ďćőľśšćěŋŋżľ ł śšřăšş D˛, łőčőňőńőčĺůěŋ 0 ć őďŋőňěřŋőľ čřşŕŕě łőčőňőńőčĺľ

H^1(˙, Z) šőčďă šőńĳłő šőčďă, łőčďă ĺŋďěłś β ŋěŕăřŋżľ.

Ěśńĺ β | ŕăřŋżľ j-ĺŋďěłś, ă ~β | ěčő ŕăřă, šő [J^±_˛ ] − [J^±_{~˛} ] = 0 ć H^1(˙, Z). Ěśńĺ β | ŕăřŋżľ

st-ĺŋďěłś, ă ~β | ěčő ŕăřă, šő [St˛] ± [St_~˛] = 0 ć H^1(˙, Z). Ć ¡šőľ ťőřňşńě ŋăďő ąřăšĳ +, ěśńĺ β | ŕěřćőčő šĺŕă; ĺ −, ěśńĺ ćšőřőčő.

Ďăńěě ůěřěğ T^2 ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ďćşňěřŋżľ šőř, ůěřěğ Kl | ąşšżńłş Łńěľŋă. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ŋěłőšőřżľ čőňőšőŕĺůěśłĺľ łńăśś ŕěšěńĳ ŋă M^2 łőőřĺěŋšĺřşěň, ěśńĺ őąźă£ łřĺćă£, ĺňě¿źă£ ¡šőš šĺŕ, łőőřĺěŋšĺřşěňă. Ăŋăńőčĺůŋő čőňőšőŕĺůěśłĺľ łńăśś ŕěšěńĳ ŋă M^2 ŋěłőőřĺěŋšĺřşěň, ěśńĺ őąźă£ łřĺćă£, ĺňě¿źă£ ¡šőš šĺŕ, ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňă.

Šěőřěňă 4. Řăśśňőšřĺň ¡ńěňěŋš γ ∈ π^{ść}_1 (ST M^2), pγ ∈ π^{ść}_1 (M^2) | ěčő ŕřőěłűĺ£. Ŕşśšĳ ¡ńěňěŋš pγ

ŋěšřĺćĺăńěŋ ĺ łőőřĺěŋšĺřşěň. Ěśńĺ M^2 ≠ T^2, Kl, šő π_1(˙_‚) = Zh Z, ěśńĺ ęě M^2 = T^2 ĺńĺ Kl, šő π_1(˙‚ ) = Zh (Zh Z). Ěśńĺ ¡ńěňěŋš pγ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěň, M^2 ≠ RP^2, šő π_1(˙‚ ) = Z.

Ďăńěě ŕşśšĳ pγ šřĺćĺăńěŋ, M^2 ≠ S^2 , RP^2. Ěśńĺ γ ŋěšřĺćĺăńěŋ, šő π_1(˙_‚ ) = Z× π^{łőőř}_1 (M^2) (ğďěśĳ ŕőď π^{łőőř}_1 (M^2) ĺňěěšś£ ć ćĺďş ŕőďčřşŕŕă ćśěţ łőőřĺěŋšĺřşěňżţ ¡ńěňěŋšőć π_1(M^2)); ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě π_1(˙_‚) = π_1(ST M^2).

Ŕřĺ M^2 = S^2 čřşŕŕă π_1(˙_‚) = Z_2. Ŕřĺ M^2 = RP^2 čřşŕŕă π_1(˙_‚ ) = Z_4. Łřőňě šőčő, ŕřĺ M^2 ≠ RP^2, S^2, ˙_‚ £ćń£ěšś£ ŕřőśšřăŋśšćőň šĺŕă K(π, 1).

Ďőłăğăšěńĳśšćă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 1.

Ŕşśšĳ ˙^{s1;s2} | ŕřőśšřăŋśšćő ńěęăŋďřőćżţ ŕőďŋ£šĺľ C^1-ĺňňěřśĺľ őšřěğłă ć M^2, śőěďĺŋ£¿źĺţ šőůłĺ s_1, s_2 ∈ ST M^2, W^{s1;s2} | ŕřőśšřăŋśšćő ćśěţ ŋěŕřěřżćŋżţ ŕşšěľ, śőěďĺŋ£¿źĺţ šőůłĺ s_1 ĺ s_2. Šőčďă ˙^{s1;s2} ⊂ W^{s1;s2} . Ŕşśšĳ W^{s1;s2}_0 | łăłă£-ŋĺąşďĳ łőňŕőŋěŋšă ść£ğŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă W^{s1;s2} , ˙^{s1;s2}_0 = ˙^{s1;s2} ∩ W^{s1;s2}_0 .

Ńěňňă 1. Ŕřőśšřăŋśšćő ˙^{s1;s2}_0 ŋěŕşśšő ĺ ść£ğŋő. Ďń£ ń¿ąőčő k ≥ 1 čřşŕŕă πk(˙^{s1;s2}_0 ) ĺğőňőřťŋă

čřşŕŕě π_{k+1}(ST M^2 ).

Ğăňěůăŋĺě. Ć řăąőšě [4] S. Smale ďőłăğăń ¡šő şšćěřęďěŋĺě ć śńşůăě s_1 = s_2.

Ďőłăğăšěńĳśšćő ńěňňż 1. Řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő E ńěęăŋďřőćżţ ŕőďŋ£šĺľ C^1-ĺňňěřśĺľ őšřěğłă ć M^2, ćżţőď£źĺţ ĺğ šőůłĺ s_1 . Ŕřőśšřăŋśšćő E čőňőšőŕĺůěśłĺ šřĺćĺăńĳŋő ([4, Lemma 6.2]). Řăśśňőšřĺň őšőąřăęěŋĺě ˛n : E → ST M^2, śőŕőśšăćń£¿źěě ŕşšĺ ĺğ E ěčő łőŋěůŋş¿ šőůłş ć ST M^2 . Šřőľłă (E, ST M^2, ˛n) ěśšĳ řăśśńőěŋĺě ć śňżśńě Śěřřă ([4, Theorem B]). Śńőľ ŋăď šőůłőľ s_2 ěśšĳ ˙^{s1;s2} . Ğăŕĺÿěň šőůŋş¿ čőňőšőŕĺůěśłş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăśśńőěŋĺ£ ć ŋşńěćőň ůńěŋě:

· · · → 0 → π_1(ST M^2, s_2) → π_0(˙^{s1;s2} ) → 0.

Čřşŕŕă π_1(ST M^2 , s_2) ďěľśšćşěš ŋă ňŋőęěśšćě π_0(˙^{s1;s2}) śćőąőďŋő, őřąĺšă łăęďőčő ¡ńěňěŋšă ěśšĳ ćśě ňŋőęěśšćő π_0(˙^{s1;s2} ). Řăśśňőšřĺň ¡ńěňěŋš σ ∈ π_1(ST M^2 ). Šőčďă, ěśńĺ ¡ńěňěŋš γ ∈ π_0(˙^{s1;s2} ) ĺňěěš łńăśś ~γ ∈ π_0(W^{s1;s2} ), šő łńăśś ć π_0(W^{s1;s2} ) ¡ńěňěŋšă σ(γ) ěśšĳ ~γσ (ĺňěěšś£ ććĺďş ěśšěśšćěŋŋőě śćőąőďŋőě ďěľśšćĺě čřşŕŕż π_1(ST M^2 , s_2) śńěćă ŋă ňŋőęěśšćě π_0(W^{s1;s2} )). Ćăřĳĺřş£ σ, ŕőńşůĺň, ůšő ňŋőęěśšćő łńăśśőć ¡ńěňěŋšőć ĺğ π_0(˙^{s1;s2}) ěśšĳ ćśě π_0(W^{s1;s2} ). Ŕő¡šőňş ňŋőęěśšćő ˙^{s1;s2}_0 ŋěŕşśšő. Łřőňě šőčő, šăł łăł ďěľśšćĺě čřşŕŕż π_1(ST M^2 ) śćőąőďŋő ŋă π_0(W^{s1;s2} ), šő łńăśśż řăğńĺůŋżţ ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă π_0(˙^{s1;s2} ) řăğńĺůŋż. Ŕő¡šőňş ňŋőęěśšćő ˙^{s1;s2}_0 ść£ğŋő.

Ğăŕĺśżćă£ šőůŋş¿ čőňőšőŕĺůěśłş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ řăśśńőěŋĺ£ (E, ST M^2, ˛n) ć őśšăńĳŋżţ ůńěŋăţ, ŕőńşůăěň:

· · · → 0 → π_{k+1}(ST M^2 , s_2) → π_k(˙^{s1;s2}_0 ) → 0 → . . . ,

šő ěśšĳ π_k(˙^{s1;s2}_0 ) = π_{k+1}(ST M^2 ), k ∈ N . �

Ğăňěůăŋĺě. Ć śńşůăě s_1 = s_2 = s_0 łőňŕőŋěŋšż ść£ğŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă ˙^{s0;s0} ěśšěśšćěŋŋő ŋşňěřş- ¿šś£ ¡ńěňěŋšăňĺ ňŋőęěśšćă π_1(ST M^2, s_0) = π_0(W^{s0;s0} ). Łőňŕőŋěŋšě ść£ğŋőśšĺ, śőďěřęăźěľ ŋěłőšőřżľ ńěęăŋďřőć şğěń, śőőšćěšśšćşěš ŕřőśšő čőňőšőŕĺůěśłĺľ łńăśś ¡šőčő şğńă.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 1. Ěśńĺ ďćě łřĺćżě řěčşń£řŋő čőňőšőŕŋż, šő ĺţ ńěęăŋďřőćż şğńż ć ŕřőśšřăŋśšćě ST M^2 šăłęě čőňőšőŕŋż, šő ěśšĳ ĺňě¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě ŕőńŋżľ ĺŋďěłś. Őšś¿ďă ŕőńŋżě ĺŋďěłśż śăňĺţ łřĺćżţ šőęě śőćŕăďă¿š.

Őąřăšŋő: ŕşśšĳ ďćă ńěęăŋďřőćżţ ŕőďŋ£šĺ£ κ^s_1 ĺ κ^s_2 łřĺćżţ κ_1 ĺ κ_2 ĺňě¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě ŕőńŋżľ ĺŋďěłś. Őąőğŋăůĺň őąřăğ őšňěůěŋŋőľ šőůłĺ ⋆ ∈ S^1 ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ κ^s_1 ůěřěğ s_1. Ŕşśšĳ W | ŕřőśšřăŋśšćő şğńőć ć ST M^2 . Řăśśňőšřĺň őąźş¿ čőňőšőŕĺ¿ σ : [0, 1] → W , łőšőřă£ ŕěřěćőďĺš şğěń κ^s_2 ć şğěń κ^s_1. Ŕřĺ ¡šőľ čőňőšőŕĺĺ őšňěůěŋŋă£ šőůłă ćšőřőčő şğńă őŕĺśżćăěš ŕşšĳ σ(t)(⋆). Ćżąěřěň šěŕěřĳ čőňőšőŕĺ¿ ~σ : [0, 1] → ˙ şğńă κ^s_2 šăł, ůšőąż ŕřĺ ćśěţ t ∈ [0, 1] σ(t)(⋆) = ~σ(t)(⋆). Ŕşśšĳ ~σ(1) = ~κ^s_2. Şğńż κ^s_1 ĺ ~κ^s_2 čőňőšőŕŋż ć łńăśśě őążůŋżţ şğńőć, ŕřĺůěň ¡šş čőňőšőŕĺ¿ ňőęŋő ćżąřăšĳ ć ŕřőśšřăŋśšćě W^{s1;s1} . Ďěľśšćĺšěńĳŋő, řăśśňőšřĺň ŋěŕřěřżćŋőě śěňěľśšćő λ čőňěőňőřťĺğňőć ŕřőśšřăŋśšćă ST M^2 šăłőě, ůšő λ(t)(σ(t)(⋆)) = s_1, λ(1) = id. Šőčďă ęěńăěňă£ čőňőšőŕĺ£ ěśšĳ ŕřĺ 0 ≤ t ≤^1_2 λ(1 − 2t) ∘ σ(1 − 2t), ŕřĺ^1_2 ≤ t ≤ 1 λ(2t − 1) ∘ ~σ(2t − 1). Šăł łăł şğńż κ^s_1 ĺ ~κ^s_2 čőňőšőŕŋż ć ŕřőśšřăŋśšćě W^{s1;s1} , šő ŕő ńěňňě 1 őŋĺ čőňőšőŕŋż ć ŕřőśšřăŋśšćě ˙^{s1;s1} . Śńěďőćăšěńĳŋő, şğńż κ^s_1 ĺ κ^2_s čőňőšőŕŋż ć ŕřőśšřăŋśšćě ˙. �

Őŕĺśăŋĺě čřşŕŕż π1(ST M^2 ).

Śŋăůăńă ćż£śŋĺň śšřşłšşřş čřşŕŕż π_1(ST M^2 ), ă ŕőšőň | ňŋőęěśšćă π^{ść}_1 (ST M^2 ).

Śńşůăľ M^2 = S^2 ĺńĺ RP^2.

Ć ¡šőň śńşůăě π_1(ST M^2) = π^{ść}_1 (ST M^2) ěśšĳ Z_2 ĺńĺ Z_4 śőőšćěšśšćěŋŋő. Ŕřěďśšăćĺšěńĺ ĺğőąřăęěŋż ŋă řĺś. 6.

Śńşůăľ M^2 ≠ S^2 , RP^2.

Řăśśňőšřĺň řăśśńőěŋĺě ST M^2 → M^2 śő śńőěň S^1. Ěčő šőůŋă£ čőňőšőŕĺůěśłă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ć ŕěřćőň ůńěŋě ĺňěěš ćĺď:

· · · → π_2(M^2) → π_1(S^1) → π_1(ST M^2 ) → π_1(M^2) → π_0(S^1 ) → . . .

ĺńĺ 0 → Z→ π_1(ST M^2) → π_1(M^2) → 0. Šő ěśšĳ π_1(ST M^2 , s) łăł ňŋőęěśšćő ňőęěš ążšĳ őšőęďěśšćńěŋő ś {(i, β)|i ∈ Z, β ∈ π_1(M^2)}. Ďń£ šăłőčő ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ŋăďő ćżąřăšĳ ĺğ ŕřőőąřăğőć łăęďőčő ¡ńěňěŋšă β ∈ π_1(M^2) ć čřşŕŕě π_1(ST M^2 ) őďĺŋ, śőőšćěšśšćş¿źĺľ (0, β). Šőčďă ¡ńěňěŋš (i, β) ŕřěďśšăćń£ěšś£ ć ćĺďě f^i(0, β), čďě f | łńăśś őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő śńő£ řăśśńőěŋĺ£ ST M^2 → M^2 ŋăď šőůłőľ m_0. Şňŋőęěŋĺě ďăěšś£ ťőřňşńőľ (i_1, β_1)(i_2 , β_2) = (i_1 + i_2 · ε(β_1 ) + l(β_1 , β_2), β_1β_2), čďě ε(β_1) = ±1 ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš šőčő, łőőřĺěŋšĺřşěň ńĺ β_1 . Ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ ůĺśńă l(β_1 , β_2) ĺśŕőńĳğşěšś£ řăćěŋśšćő (0, β_1)(0, β_2)(0, β_1β_2)^{−1} = f^{l(˛1;˛2)}. Ćżąěřěň šěŕěřĳ ¡ńěňěŋšż (0, β) śŕěűĺăńĳŋżň őąřăğőň.

Őŕřěďěńěŋĺě. Šőůłă śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ čńăďłőľ łřĺćőľ ŋăğżćăěšś£ łřăľŋěľ, ěśńĺ őŋă őšďěń£ěš śš£-

čĺćăěňş¿ ŕěšń¿.

Őŕřěďěńěŋĺě. İńěňěŋš σ ∈ π1(ST M^2 ) ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšżň, ěśńĺ ćżŕőńŋ£ěšś£ őďŋő ĺ šőńĳłő őďŋő

ĺğ śńěďş¿źĺţ şśńőćĺľ:

(1) łńăśś σ šřĺćĺăńěŋ;

(2) śşźěśšćşěš ńěęăŋďřőć şğěń ś őšňěůěŋŋőľ šőůłőľ s_0, łńăśś łőšőřőčő ěśšĳ σ, šăłőľ, ůšő ěčő ŕřőěłűĺ£ ŋă M^2 ŋěćżřőęďěŋă ĺ ŋěśš£čĺćăěňă, ĺ ŋĺłăłă£ šőůłă śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ŕřőěłűĺĺ ŋě £ćń£ěšś£ łřăľŋěľ.

Ňŋőęěśšćő ćśěţ ŕřőśšżţ ¡ńěňěŋšőć őąőğŋăůĺň ůěřěğ S_0. Ůěřěğ S őąőğŋăůĺň őąžěďĺŋěŋĺě őąřăğőć ňŋőęěśšćă S_0 ŕřĺ ďěľśšćĺĺ čřşŕŕż π_1(ST M^2 ) śőŕř£ęěŋĺěň.

Ńěňňă 2. Ŕřĺ ěśšěśšćěŋŋőľ ŕřőěłűĺĺ π1(ST M^2) → π1(M^2) őąřăğ ňŋőęěśšćă S ěśšĳ π1(M^2). Ŕřő-

őąřăğ ń¿ąőčő łőőřĺěŋšĺřşěňőčő ¡ńěňěŋšă ňŋőęěśšćă π_1(M^2) ěďĺŋśšćěŋěŋ. Ń¿ążě ďćă ŕřőőąřăğă łăęďőčő ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňőčő ¡ńěňěŋšă őšńĺůă¿šś£ ŋă f^{2k}, k ∈ Z.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ κ ∈ ˙^{s0;s0} | ŋěłőšőřă£ łřĺćă£, φ | ŕěšń£ ŋă (ST M^2 , s_0). Ŕřőĺğćěďěň řěčşń£řŋş¿ čőňőšőŕĺ¿ łřĺćőľ κ šăł, ůšőąż őšňěůěŋŋă£ šőůłă şğńă κ^s ŕřőÿńă ŕěšń¿ φ. Šőčďă čőňőšőŕĺůěśłĺľ šĺŕ ŕőńşůěŋŋőľ łřĺćőľ ć ST M^2 ěśšĳ [φ]^{−1}[κ][φ]. Šăłĺň őąřăğőň, śőŕř£ęěŋĺ£ň łńăśśă łřĺćőľ śőőšćěšśšćş¿š ěě ďěťőřňăűĺĺ. Őšłşďă ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ ¡ńěňěŋšă γ ĺğ π_1(ST M^2 ) ňŋőęěśšćş S řăćŋőśĺńĳŋă šőňş, ůšő ńěęăŋďřőć şğěń-ŕřěďśšăćĺšěńĳ łńăśśă γ ňőęŋő śćőąőďŋő ŕřőčőňőšőŕĺřőćăšĳ ďő ńĺłćĺďăűĺĺ łřăľŋĺţ šőůěł śăňőŕěřěśěůěŋĺ£.

Ŕěřćőě şšćěřęďěŋĺě ńěňňż čěőňěšřĺůěśłĺ őůěćĺďŋő. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ňż ňőęěň ŕřőśšő "śčńăďĺšĳ" łřăľŋĺě šőůłĺ łřĺćőľ, ŋě ĺğňěŋ££ ěě čőňőšőŕĺůěśłĺľ šĺŕ (śň. řĺś. 7).

Ďőłăęěň ćšőřőě şšćěřęďěŋĺě. Ŕşśšĳ β | ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ łőőřĺěŋšĺřşěňżľ ¡ńěňěŋš ňŋőęěśšćă π_1(M^2). Ŕőśšřőĺň ŋăłřżšĺě p : B → M^2 ŕő ŕőďčřşŕŕě čřşŕŕż π_1(M^2), ŕőřőęďěŋŋőľ ¡ńěňěŋšőň β. Ĺğ ŕőśšřőěŋĺ£ śńěďşěš, ůšő B | őřĺěŋšĺřőćăŋŋă£ šřşąłă S^1 × R^1. Őřĺěŋšăűĺ£ ŕőńşůăěšś£ ŕőďŋ£šĺěň őřĺěŋšăűĺĺ ĺğ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ m_0 ć őłřěśšŋőśšĳ šőůłĺ u | őšňěůěŋŋőľ šőůłĺ B. Šěŕěřĳ łăęďőľ łřĺćőľ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ κ ∈ ˙^{s0;s0} , ĺňě¿źěľ šĺŕ β, ŕőśšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě ůĺśńő ν(κ). Ďń£ ¡šőčő ŕőďŋĺňěň κ ŋă ŕőćěřţŋőśšĳ B ś őšňěůěŋŋőľ šőůłőľ u ĺ ŕřĺŕĺÿěň ćśěň łřăľŋĺň šőůłăň śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ ůĺśńă ±1: +1, ěśńĺ őřĺěŋšăűĺ£ ąăğĺśă ĺğ łăśăšěńĳŋőčő ćěłšőřă ł ćěšćĺ, ćţőď£źěľ ć śš£čĺćăěňş¿ ŕěšń¿, ĺ łăśăšěńĳŋőčő ćěłšőřă ł ćěšćĺ, ćżţőď£źěľ ĺğ śš£čĺćăěňőľ ŕěšńĺ, śőćŕăďăěš ś őřĺěŋšăűĺěľ B; −1 ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě (śň. řĺś. 8). Ůĺśńő ν(κ) ěśšĳ śşňňă ŕőśšřőěŋŋżţ ±1. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ν(κ) ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ŕřĺ řěčşń£řŋżţ čőňőšőŕĺ£ţ, őśšăćń£¿źĺţ őšňěůěŋŋş¿ šőůłş łřĺćőľ ŋěŕőďćĺęŋőľ. Ăąśőń¿šŋă£ ćěńĺůĺŋă ůĺśńă ν(κ) ŋě ňěŋ£ěšś£ ŋĺ ŕřĺ łăłĺţ řěčşń£řŋżţ čőňőšőŕĺ£ţ. Ś łřĺćőľ κ śŋĺňă¿šś£ ćśě łřăľŋĺě šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ν(κ) = 0 (śň. řĺś. 9).

Ŕřěďśšăćĺšěńĺ őďŋőčő ĺ šőčő ęě ŕřőőąřăğă ¡ńěňěŋšă β ć ňŋőęěśšćě π_1(ST M^2) ĺňě¿š őďĺŋăłőćőě ůĺśńő ν, ŕřěďśšăćĺšěńĺ řăğńĺůŋżţ ŕřőőąřăğőć | řăğŋżě. Őšś¿ďă ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš şšćěřęďěŋĺě ńěňňż ďń£ łőőřĺěŋšĺřşěňőčő β.

Ŕşśšĳ ¡ńěňěŋš β ŋěłőőřĺěŋšĺřşěň. Šőčďă ŕőńőęĺň ν(κ) ∈ Z_2 řăćŋżň ůěšŋőśšĺ łőńĺůěśšćă łřăľŋĺţ šőůěł śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ łřĺćőľ. Ńěčłő ŕřőćěřĺšĳ, ůšő ν(κ) ŋě ĺğňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋżţ řěčşń£řŋżţ čőňőšőŕĺ£ţ. Ś łřĺćőľ κ śŋĺňă¿šś£ ćśě łřăľŋĺě šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ν(κ) = 0 (śň. řĺś. 10). Ŕřěďśšăćĺšěńĺ őďŋőčő ĺ šőčő ęě ŕřőőąřăğă ¡ńěňěŋšă β ć ňŋőęěśšćě π_1(ST M^2) ĺňě¿š őďĺŋăłőćőě ůĺśńő ν. Ŕřěďśšăćĺšěńĺ ŕřőőąřăğőć, őšńĺůă¿źĺţś£ ŋă f^{2k}, ĺňě¿š šăłęě őďĺŋăłőćőě ůĺśńő ν, ă ŋă f^{2k+1} | řăğŋżě (k ∈ Z). Őšś¿ďă ŋěňěďńěŋŋő śńěďşěš şšćěřęďěŋĺě ńěňňż ďń£ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňőčő β. �

İńěňěŋšőň (0, β) ŋăğőćěň őďĺŋ ĺğ ŕřőśšżţ ŕřőőąřăğőć ¡ńěňěŋšă β.

Ğăňěůăŋĺě. Ńěčłő ŕőłăğăšĳ, ůšő |l(β, β^{−1})| ěśšĳ 0 ĺńĺ 1 ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš šőčő, łőőřĺěŋšĺřşěň ńĺ β (śň. řĺś. 11). Łřőňě ¡šőčő, l(β, β^{−1} ) = ε(β) · l(β^{−1} , β). Ěśńĺ ŕőćěřţŋőśšĳ M^2 őřĺěŋšĺřşěňă, šő šăłĺě ¡ńěňěŋšż β_1 ĺ β_2 , ůšő l(β_1 , β_2) ≠ 0, šăłęě ňőčşš śşźěśšćőćăšĳ (śň. řĺś. 12).

Őŕĺśăŋĺě ňŋőęěśšćă π^{ść}_1 (ST M^2) ć śńşůăě M^2 ≠ S^2, RP^2.

Ńěňňă 3. Ŕşśšĳ ¡ńěňěŋš δ ∈ π1(ST M^2) łőőřĺěŋšĺřşěň. Šőčďă (k, β)^{−1}(i, δ)(k, β) = (i · ε(β), β^{−1} δβ).

Ěśńĺ δ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěň, šő ŋăľďěšś£ šăłőě w ∈ Z, ůšő (k, β)^{−1}(i, δ)(k, β) = (i + 2w, β^{−1}δβ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ĺğ ńěňňż 2 ďń£ łőőřĺěŋšĺřşěňőčő δ śńěďşěš, ůšő (k, β)^{−1}(0, δ)(k, β) = = (0, β^{−1}δβ), šăł łăł S ĺŋćăřĺăŋšŋő őšŋőśĺšěńĳŋő śőŕř£ęěŋĺľ, ă ŕřőśšőľ ¡ńěňěŋš ŋăď β^{−1}δβ ěďĺŋśšćěŋěŋ. Ŋő šőčďă (k, β)^{−1}(i, δ)(k, β) = (k, β)^{−1}f^i(0, δ)(k, β) = f^{i·"(˛)}(0, β^{−1}δβ) = (ε(β)i, β^{−1} δβ).

Ďń£ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňőčő δ ăŋăńőčĺůŋő ĺğ ńěňňż 2 ŋăľďěšś£ šăłőě q ∈ Z, ůšő (k, β)^{−1}(0, δ)(k, β) = = (2q, β^{−1}δβ). Ŋő šőčďă (k, β)^{−1}(i, δ)(k, β) = (k, β)^{−1}f^i(0, δ)(k, β) = f^{i·"(˛)} (2q, β^{−1}δβ) = = (i · ε(β) + 2q, β^{−1}δβ) = (i + 2w, β^{−1}δβ) ďń£ ŋěłőšőřőčő w ∈ Z. �

Ŕşśšĳ ¡ńěňěŋš δ łőőřĺěŋšĺřşěň. Ŋăľďěň łńăśś ¡ńěňěŋšă (i, δ) ć π^{ść}_1 (ST M^2). İšő ěśšĳ ňŋőęěśšćő ¡ńěňěŋšőć ćĺďă (k, β)^{−1}(i, δ)(k, β), čďě β ĺ k ŕřőąěčă¿š π_1(M^2) ĺ Zśőőšćěšśšćěŋŋő. Ěśńĺ β łőőřĺěŋšĺřşěň, šő (k, β)^{−1}(i, δ)(k, β) = (i, β^{−1}δβ). Ěśńĺ ęě β ŋěłőőřĺěŋšĺřşěň, šő (k, β)^{−1}(i, δ)(k, β) = (−i, β^{−1}δβ). Őŕřěďěńěŋĺě. Ňŋőęěśšćőň łńăśśőć śćőąőďŋőľ čőňőšőŕĺůěśłőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ś šőůŋőśšĳ¿

ďő śőţřăŋěŋĺ£ őřĺěŋšăűĺĺ ŋăğőćěň ťăłšőř ňŋőęěśšćă π_1(M^2, m_0) ŕő őšŋőÿěŋĺ£ň ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ćĺďă δγδ^{−1} ∼ γ, čďě δ ∈ π_1(M^2) łőőřĺěŋšĺřşěň. Őąőğŋăůĺň ¡šő ňŋőęěśšćő ůěřěğ π^{őř}_1 (M^2).

Ŕşśšĳ M^2 ŋěőřĺěŋšĺřşěňő. Řăśśňőšřĺň ěśšěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě a_∗ : π^{őř}_1 (M^2) → π^{ść}_1 (M^2) ťăłšőřĺğăűĺĺ π^{őř}_1 (M^2) ŕő śőőšŋőÿěŋĺ¿ βγβ^{−1} = γ, čďě β ∈ π_1(M^2) | ŋěłőšőřżľ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňżľ ¡ńěňěŋš. Őšőąřăęěŋĺě a_∗ ś¿řžěłšĺćŋő, ŕřőőąřăğ łăęďőčő ¡ńěňěŋšă ĺğ π^{ść}_1 (M^2) śőśšőĺš ĺğ őďŋőčő ĺńĺ ďćşţ ¡ńěňěŋšőć π^{őř}_1 (M^2). Őąőğŋăůĺň śőőšćěšśšćş¿źĺě ŕőďňŋőęěśšćă π^{ść}_1 (M^2) ůěřěğ π^{ść}_1^′(M^2) ĺ πść_1^{′′}(M^2). Ĺğ ŕřőőąřăğőć ¡ńěňěŋšőć πść_1^{′′}(M^2) ćżąěřěň ŕő őďŋőňş ¡ńěňěŋšş πőř_1 (M^2) ĺ śőśšăćĺň ĺğ ŋĺţ ňŋőęěśšćő π^{őř}_{1 0}(M^2) ⊂ π^{őř}_1 (M^2).

Ěśńĺ M^2 őřĺěŋšĺřşěňő, šő π^{őř}_1 (M^2) = π^{ść}_1 (M^2). Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő π^{ść}_1^′(M^2) = ∅, π^{ść}_1^{′′}(M^2) = = π^{őř}_{1 0}(M^2) = π^{ść}_1 (M^2). (Ğăňěšĺň, ůšő őŕřěďěńěŋĺ£ ć őřĺěŋšĺřşěňőň ĺ ŋěőřĺěŋšĺřşěňőň śńşůă£ţ ţőš£ ĺ řăğńĺůŋż ŕő ťőřňě, ŋő ĺňě¿š őďĺŋ śňżśń.)

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ π^{ść;łőőř}_1 (M^2) ⊂ π^{ść}_1 (M^2) ňŋőęěśšćő łńăśśőć łőőřĺěŋšĺřşěňżţ ¡ńěňěŋšőć π_1(M^2), ă ůěřěğ π^{ść;ŋěłőőř}

1 (M^2) ⊂ π^{ść}_1 (M^2) | ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňżţ. Ğăňěšĺň, ůšő π^{ść;ŋěłőőř}_1 (M^2) ⊂ π^{ść}_1^′(M^2). Šőčďă ŕőďňŋőęěśšćő ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă π^{ść}_1 (ST M^2 ) ś łőőřĺěŋšĺřşěňżňĺ ŕřőěłűĺ£ňĺ ć π_1(M^2) ěśšĳ (Z× π^{ść}_1^{′′}(M^2)) ∪ ((N ∪ {0}) × (π^{ść}_1^′(M^2) ∩ π^{ść;łőőř}_1 (M^2))).

Ěśńĺ ¡ńěňěŋš δ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěň, šő (0, β)^{−1}(i − 2k, δ)(0, β) = (i + 2q, β^{−1}δβ) ďń£ ŋěłőšőřőčő q ∈ Z. Őšłşďă (k, β)^{−1}(i, δ)(k, β) = (0, β)^{−1}f^{−k}(i, δ)f^k(0, β) = (0, β)^{−1}f^{−2k}(i, δ)(0, β) = = f^{−2k"(˛)}(0, β)^{−1}(i, δ)(0, β) = (i + 2q − 2kε(β), β^{−1}δβ). Śńěďőćăšěńĳŋő, ŕőďňŋőęěśšćő ¡ńěňěŋšőć ňŋőęěśšćă π^{ść}_1 (ST M^2 ) ś ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňżňĺ ŕřőěłűĺ£ňĺ ěśšĳ Z_2 × π^{ść;ŋěłőőř}_1 (M^2).

Čěőňěšřĺůěśłőě őŕřěďěńěŋĺě ŕőńŋőčő ĺŋďěłśă łřĺćőľ ć śńşůăě M^2 ≠ S^2 , RP^2.

Łăęďőľ łřĺćőľ ňż śšăćĺň ć śőőšćěšśšćĺě ěě ŕőńŋżľ ĺŋďěłś. Ŕřĺ ¡šőň ćšőřă£ (čőňőšőŕĺůěśłă£) ůăśšĳ ĺŋďěłśă ŕő łřĺćőľ őŕřěďěń£ěšś£ čěőňěšřĺůěśłĺ. Őŕřěďěńĺň šěŕěřĳ čěőňěšřĺůěśłĺ ŕěřćş¿ ůăśšĳ | ĺŋďěłś őąőřőšă łřĺćőľ, £ćń£¿źĺľś£ ăŋăńőčőň ĺŋďěłśă Şĺšŋĺ łřĺćőľ ŋă ŕńőśłőśšĺ (ňż şęě őŕřěďěńĺńĺ ŋěłĺľ ěčő ăŋăńőč | ůĺśńő ν(κ)).

Ŕşśšĳ κ ∈ ˙ | ŋěłőšőřă£ łřĺćă£ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£. Őŋă ğăďăěš łńăśś [κ] = δ ∈ π_1(M^2, κ(⋆)). Ŕőśšřőĺň ŋăłřżšĺě p : B → M^2 ŕő ŕőďčřşŕŕě π_1(M^2), ŕőřőęďěŋŋőľ δ. Ĺğ ŕőśšřőěŋĺ£ śńěďşěš, ůšő B | ńĺąő őřĺěŋšĺřşěňă£ šřşąłă, ńĺąő ńĺśš Ňěąĺşśă, ńĺąő ŕńőśłőśšĳ R^2.

Ććěďěň ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ o ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ B őřĺěŋšăűĺ¿, "ŕřőďőńęěŋŋş¿ ćďőńĳ ŕşšĺ ω", ω : [0; 1] → M^2, ω(0) = p(o), ω(1) = m_0. Ŕşśšĳ ~ω : [0; 1] → B | ŕőďŋ£šĺě ŋă B ŕşšĺ ω, ŕřĺůěň ω = p ∘ ~ω, ~ω(0) = o. Őřĺěŋšăűĺ£ ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ o ŕőńşůăěšś£ ŕőďŋ£šĺěň őřĺěŋšăűĺĺ ĺğ őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ m_0 ∈ M^2 ć őłřěśšŋőśšĳ šőůłĺ ~ω(1) ĺ ŕřőďőńęěŋĺěň ěě ćďőńĳ ŕşšĺ ~ω.

Ŕşśšĳ ~κ | ŋěćżřőęďěŋŋőě čńăďłőě őšőąřăęěŋĺě ĺğ S^1 ć B, šăłőě, ůšő κ = p ∘ ~κ. Řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő ST B. Őŋő čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋő ńĺąő ďćşňěřŋőňş šőřş T^2, ńĺąő ąşšżńłě Łńěľŋă Kl, ńĺąő S^1 śőőšćěšśšćěŋŋő. Ćżďěńĺň ć ĺţ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżţ čřşŕŕăţ őąřăğş¿źĺě: a śőőšćěšśšćşěš őďŋőňş ŕőćőřőšş ć ŕőńőęĺšěńĳŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ łăśăšěńĳŋőčő ćěłšőřă ć šőůłě o = ~κ(⋆), b | őąţőďş čőřńőćőčő śěůěŋĺ£ B ć ŋăŕřăćńěŋĺĺ ~κ (b őŕřěďěń£ěšś£ ć śńşůăě B ≠ R^2). Ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ a ćőśŕőńĳğşěňś£ ććěďěŋŋżň ŕőńőęĺšěńĳŋżň ŋăŕřăćńěŋĺěň ŕőćőřőšă ć őłřěśšŋőśšĺ šőůłĺ o.

Łřĺćă£ ~κ ğăďăěš ŋěłőšőřş¿ ŕěšń¿ ŋă ST B. Řăğńőęĺň ěě łńăśś ć π_1(B) ŕő őąřăğş¿źĺň. Ŕşśšĳ k | śšěŕěŋĳ a ć ¡šőň řăğńőęěŋĺĺ. Ĺŋďěłśőň őąőřőšă łřĺćőľ κ, ğăćĺś£źĺň őš ŕşšĺ ω, i(κ, ω) ŋăğőćěň ůĺśńő k. Ŕřěďśšăćĺšěńĺ ĺğőąřăęěŋż ŋă řĺś. 13.

Ěśńĺ čőňőšőŕĺůěśłĺľ šĺŕ γ łřĺćőľ κ ŕřĺŋăďńěęĺš π^{ść}_1^′ ĺ łřĺćă£ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňă, šő ĺŋďěłś őąőřőšă ŕőńőęĺň řăćŋżň i(κ, ω) (mod 2). Ěśńĺ łřĺćă£ łőőřĺěŋšĺřşěňă, šő ĺŋďěłśőň őąőřőšă ŋăğőćěň |i(κ, ω)|, ω | ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŕşšĳ. Ěśńĺ ęě γ ∈ π^{ść}_1^{′′}, šő ĺŋďěłśőň őąőřőšă ŋăğőćěň ůĺśńő i(κ, ω), čďě ω | šăłőľ ŕşšĳ, ůšő [ω^{−1}κω] ∈ π^{őř}_{1 0}.

Čěőňěšřĺůěśłőě şśńőćĺě ŕřĺŋăďńěęŋőśšĺ ¡ńěňěŋšă ĺğ π^{ść}_1 (M^2) ňŋőęěśšćş π^{ść}_1^′(M^2).

Řăśśňőšřĺň ¡ńěňěŋš γ ∈ π^{ść}_1 (M^2). Ěčő ŕřĺŋăďńěęŋőśšĳ ňŋőęěśšćş π^{ść}_1^′(M^2) ¡łćĺćăńěŋšŋă śşźěśšćőćăŋĺ¿ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňőčő łńăśśă ć π_1(M^2), łőňňşšĺřş¿źěčő ś ŕřěďśšăćĺšěńěň γ. Śńěďş¿źĺě ńěňňż ćż£śŋ£¿š şśńőćĺ£ łőňňşšĺřőćăŋĺ£ ¡ńěňěŋšőć čřşŕŕż π_1(M^2).

Ńěňňă 4. Ń¿ąőě čńăďłőě ďćşňěřŋőě ňŋőčőőąřăğĺě, ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ čřşŕŕă łőšőřőčő ŕőřőęďěŋă

ŋě ąőńěě, ůěň ďćşň£ ¡ńěňěŋšăňĺ, ďĺťťěőňőřťŋő őďŋőňş ĺğ śńěďş¿źĺţ:

S^2, S^2 \ U_1 ≈ R^2, S^2 \ (U_1 ∪ U_2), S^2 \ (U_1 ∪ U_2 ∪ U_3), RP^2, RP^2 \ U_1, RP^2 \ (U_1 ∪ U_2), T^2, T^2 \ U_1, Kl, Kl \ U_1,

čďě U_i | ŋěŕěřěśěłă¿źĺěś£ ğăňłŋşšżě ďĺśłĺ.

Ńěňňă 5. Ń¿ąă£ ŕőďčřşŕŕă π1(M^2), M^2 ≠ T^2, Kl, ŕőřőęďěŋŋă£ ďćşň£ ¡ńěňěŋšăňĺ ś ŋěšřĺćĺăńĳŋżň

śőőšŋőÿěŋĺěň, ĺğőňőřťŋă Z.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŕőďčřşŕŕă čřşŕŕż π_1(M^2) ĺğőňőřťŋă ťşŋďăňěŋšăńĳŋőľ čřşŕŕě ŋěłőšőřőčő ŋăłřżšĺ£ ŕőćěřţŋőśšĺ M^2. Šőčďă ĺśłőňă£ ŕőďčřşŕŕă ěśšĳ ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ čřşŕŕă őďŋőčő ĺğ ŕěřěůĺśńěŋŋżţ ć ńěňňě 4 ňŋőčőőąřăğĺľ. Ĺğ ¡šĺţ ňŋőčőőąřăğĺľ ťşŋďăňěŋšăńĳŋżňĺ čřşŕŕăňĺ, ŕőřőęďěŋŋżňĺ ďćşň£ ¡ńěňěŋšăňĺ ś ŋěšřĺćĺăńĳŋżň śőőšŋőÿěŋĺěň, őąńăďă¿š šőńĳłő őřĺěŋšĺřşěňă£ ĺ ŋěőřĺěŋšĺřşěňă£ šřşąłĺ, T^2 ĺ Kl. Ŋő T^2 ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, Kl ŋě ňőčşš ŋăłřżćăšĳ ŕőćěřţŋőśšĺ, őšńĺůŋżě őš T^2 ĺ Kl. Ťşŋďăňěŋšăńĳŋżě čřşŕŕż őřĺěŋšĺřşěňőľ ĺ ŋěőřĺěŋšĺřşěňőľ šřşąőł řăćŋż

Z. �_{Řăśśňőšřĺň ŋěłőšőřżľ ¡ńěňěŋš γ ∈ π1(M 2). Ŕşśšĳ π1(Kl) = ⟨a, b⟩, ŕřĺůěň a łőőřĺěŋšĺřşěň, b}

ŋěłőőřĺěŋšĺřşěň.

Ńěňňă 6. Ěśńĺ ńĺąő M^2 ≠ T^2, Kl ĺ γ ŋěšřĺćĺăńěŋ, ńĺąő M^2 = Kl ĺ γ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěň, šő ∃ n ∈ N ,

θ ∈ π_1(M^2) : θn = γ ĺ ∀k ≥ n ∀~θ ∈ π_1(M^2) ~θk ≠ γ. Ćśě łőňňşšĺřş¿źĺě ś γ ¡ńěňěŋšż £ćń£¿šś£ śšěŕěŋ£ňĺ ¡ńěňěŋšă θ. Ěśńĺ ęě M^2 ěśšĳ ńĺąő T^2, ńĺąő Kl ĺ γ = a^lb^{2j}, l ≠ 0, šő γ łőňňşšĺřşěš śő ćśěňĺ łőőřĺěŋšĺřşěňżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ. Ěśńĺ ęě M^2 = Kl ĺ γ = b^{2j}, šő γ łőňňşšĺřşěš śő ćśěňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ čřşŕŕż π_1(Kl).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ M^2 ≠ T^2, Kl. Őůěćĺďŋő, ůšő ∃n, ∀k ≥ n ∀~θ ∈ π_1(M^2) ~θ^k ≠ γ. Ŕőłăęěň ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ θ. Ŕşśšĳ θ_1, θ_2 ∈ π_1(M^2) šăłőćż, ůšő θ^n_1 = θ^n_2 = γ. Šőčďă ŕőďčřşŕŕă ⟨θ_1, θ_2⟩ ŕő ńěňňě 5 ĺğőňőřťŋă Z. Ŋő ć Zĺğ řăćěŋśšćă θ^n_1 = θ^n_2 śńěďşěš θ_1 = θ_2.

Ŕşśšĳ šěŕěřĳ α ∈ π_1(M^2) łőňňşšĺřşěš ś γ. Šőčďă ŕőďčřşŕŕă ⟨θ, α⟩ ŕő ńěňňě 5 ĺğőňőřťŋă Z. Ŕő śćőľśšćăň θ, θ | őąřăğş¿źă£ Z. Šőčďă α | ŋěłőšőřă£ śšěŕěŋĳ θ.

Ć śńşůăě M^2 = T^2 čřşŕŕă π_1(T^2) ăąěńěćă. Ć śńşůăě M^2 = Kl ŕřőćěďěň ćżůĺśńěŋĺ£:

ak^1 bw^1 ak^2 bw^2 = ak^{1+(−1)w1} k^2 bw^{1+}w^2 ;

ak^2 bw^2 ak^1 bw^1 = ak^{2+(−1)w2} k^1 bw^{2+}w^1 ;

Ŕő¡šőňş ďćă ¡ńěňěŋšă łőňňşšĺřş¿š šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă k_1(1 − (−1)^{w2} ) = k_2(1 − (−1)^{w1} ). Řăćěŋśšćő ďőśšĺčăěšś£ ć ŕ£šĺ śńşůă£ţ:

(1) ůĺśńă w_1 ĺ w_2 ůěšŋż; (2) ůĺśńő w_1 ůěšŋő ĺ k_1 = 0; (3) ůĺśńő w_2 ůěšŋő ĺ k_2 = 0; (4) k_1 = k_2 = 0;

(5) ůĺśńă w_1 ĺ w_2 ŋěůěšŋż ĺ k_1 = k_2.

Őšłşďă ěśńĺ w_1 ŋěůěšŋő, šő a^{k1} b^{w1} łőňňşšĺřşěš šőńĳłő ś a^{k1} b^{w2} , w_2 | ŋěůěšŋő, ĺ b^{w2} , w_2 | ůěšŋő. Ćśě ¡šĺ ¡ńěňěŋšż ěśšĳ śšěŕěŋĺ ¡ńěňěŋšă θ = a^{k1} b. Ěśńĺ w_1 | ůěšŋő, šő a^{k1} b^{w1} łőňňşšĺřşěš ś a^{k2} b^{w2} , w_2 | ůěšŋő. Ěśńĺ ęě ěźě ĺ k_1 = 0, šő bw^1 łőňňşšĺřşěš śő ćśěňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ. �

Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ M^2 ŋěőřĺěŋšĺřşěňő ĺ ŋě £ćń£ěšś£ RP^2. İńěňěŋš γ ∈ π^{ść}_1 (M^2) ńěęĺš ć π^{ść}_1^′(M^2)

šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋ ńĺąő šřĺćĺăńěŋ, ńĺąő śćőąőďŋő čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšěŋ ŋěśłőńĳłő řăğ ŕřőľďěŋŋőľ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňőľ ŕěšńě.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ γ ŋěšřĺćĺăńěŋ, ~γ ∈ π_1(M^2) | ŕřěďśšăćĺšěńĳ γ, M^2 ≠ Kl. İńěňěŋš γ ∈ πść_1^′(M^2) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ~γ łőňňşšĺřşěš ś ŋěłőšőřżň ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňżň ¡ńěňěŋšőň ĺğ π_1(M^2). Řăśśňőšřĺň θ ĺğ ńěňňż 6 ďń£ ~γ. Šőčďă ŕřěďżďşźěě şśńőćĺě řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ŋěłőšőřă£ śšěŕěŋĳ θ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňă, šő ěśšĳ śăň θ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěň. Ůšő, ąěğşśńőćŋő, řăćŋőśĺńĳŋő šőňş, ůšő ~γ, ă, ğŋăůĺš, ĺ γ čőňőšőŕĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšěŋ ŋěśłőńĳłő řăğ ŕřőľďěŋŋőľ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňőľ ŕěšńě.

Ć śńşůăě M^2 = Kl ¡ńěňěŋš łőňňşšĺřşěš ś ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňżň šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋ ńĺąő śăň ŋěłőőřĺěŋšĺřşěň, ńĺąő ěśšĳ b^{2j}, b | ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňă£ őąřăğş¿źă£. �

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 2.

Śŋőćă őąőğŋăůĺň ůěřěğ D őďĺŋ ĺğ śšřăšőć J^+, J^− ĺńĺ St, ă ůěřěğ AD | ňŋőęěśšćő śőőšćěšśšćş¿źĺţ ĺŋďěłśőć. Ŕşśšĳ α ∈ AD | łăłőľ-ńĺąő j^+ , j^− ĺńĺ st-ĺŋďěłś. Ňŋőęěśšćő D_¸ £ćń£ěšś£ ğăňżłăŋĺěň ňŋőęěśšćă łřĺćżţ, ŋă łőšőřżţ ěśšĳ őśőążě šőůłĺ šĺŕă D, łőšőřżě ĺňě¿š ĺŋďěłś α.

Őąőğŋăůĺň ůěřěğ ~D ňŋőęěśšćő łőňňşšăšĺćŋżţ ďĺăčřăňň ćĺďă ST M^2 ←−−−− »^s

S^1 sc X ←−−−− h K .

Ć ŋěľ şůăśšćşěš ŕřőěłűĺ£ sc : S^1 → K, čďě K ěśšĳ ąşłěš q őłřşęŋőśšěľ. Ğďěśĳ ůĺśńő q řăćŋő 2 (śńşůăľ j-ĺŋďěłśă) ĺńĺ 3 (śńşůăľ st-ĺŋďěłśă). Ŕőď ňŋőčőőąřăğĺěň X ňż ŕőďřăğşňěćăěň ńĺąő P T M^2, ńĺąő M^2 śőőšćěšśšćěŋŋő. Ďăńěě, κ^s | ńěęăŋďřőć şğěń, śőőšćěšśšćş¿źĺľ łřĺćőľ κ ∈ ˙. Ŕşśšĳ ~D_¸ ⊂ ~D | ňŋőęěśšćő śőőšćěšśšćş¿źĺţ ďĺăčřăňň ĺŋďěłśă α.

Ńěňňă 7. Ŕřőśšřăŋśšćő ~D¸ ŋěŕşśšő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Řăśśňőšřĺň łăłş¿-ŋĺąşďĳ łőňňşšăšĺćŋş¿ ďĺăčřăňňş, ŕřěďśšăćń£¿źş¿ ĺŋďěłś α: ST M^2 ←−−−− g S^1 sc X ←−−−− h K .

Ćżďěńĺň šě šőůłĺ, łőšőřżě śłńěĺćă¿šś£ ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ sc. Ćżďěńěŋŋżě šőůłĺ ďěń£š őłřşęŋőśšĳ S^1 ŋă ŋěśłőńĳłő ďşč: S^1 = I_1 ∪ · · · ∪ Iq. İšĺ ďşčĺ £ćń£¿šś£ ŕřőőąřăğăňĺ őłřşęŋőśšěľ ĺğ ąşłěšă K. Őšőąřăęěŋĺě g : S^1 → ST M^2 ŕřĺ őčřăŋĺůěŋĺĺ ŋă ¡šĺ ďşčĺ ďăěš q ŕşšěľ ć ŕřőśšřăŋśšćě ST M^2 . Ŕő ńěňňě 1 ¡šĺ ŕşšĺ čőňőšőŕĺěľ, ŋě ďćĺčă¿źěľ łőŋűż ŕşšěľ, ňőęŋő śďěńăšĳ ńěęăŋďřőćżňĺ ŕőďŋ£šĺ£ňĺ

C^1-čńăďłĺţ ŕşšěľ ŋă M^2. Šăł łăł łőŋűż ŕşšěľ őśšăńĺśĳ šěňĺ ęě, šő ňőęŋő śłńěĺšĳ ŋőćőě őšőąřăęěŋĺě ~g : S^1 → ST M^2, łőšőřőě ąşďěš şęě ńěęăŋďřőćżň ŕőďŋ£šĺěň C^1-čńăďłőľ łřĺćőľ. Őąřăğż ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ ~g q śłńěĺćă¿źĺţś£ ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ sc šőůěł šě ęě, ůšő ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ g. Ŕő- ¡šőňş ŕřĺ ŕřőěłűĺĺ ST M^2 → X őŋĺ šăłęě śłńěĺćă¿šś£. Śńěďőćăšěńĳŋő, śşźěśšćşěš őšőąřăęěŋĺě ~h : K → X, ğăňżłă¿źěě ďĺăčřăňňş. Ĺšăł, śőőšćěšśšćş¿źă£ šőůłă ŕőńşůěŋŋőľ łřĺćőľ ĺňěěš ĺŋďěłś

α. �

Ć ŕřőśšřăŋśšćě ~D_¸ ćżďěń£ěšś£ ŕőďňŋőęěśšćő ~D^0_¸ ďĺăčřăňň, śőőšćěšśšćş¿źĺţ łřĺćżň, ş łőšőřżţ:

(1) ńĺąő ŋě ąőńěě ďćşţ ŕřőśšżţ őśőąěŋŋőśšěľ šĺŕă D ĺ ĺŋďěłśă α; (2) ńĺąő őďŋă ŋě ąőńěě ůěň śďćőěŋŋă£ őśőąěŋŋőśšĳ šĺŕă D ĺ ĺŋďěłśă α.

Őčřăŋĺůěŋĺ£ ŋă őśőąěŋŋőśšĺ ďřşčĺţ šĺŕőć ĺńĺ ĺŋďěłśőć ŋě ŋăłńăďżćă¿šś£. Ňŋőęěśšćő ~D^0_¸ őšłřżšő ĺ ćś¿ďş ŕńőšŋő ć ~D_¸. Łřőňě šőčő, ń¿ąőľ ŕşšĳ, śőěďĺŋ£¿źĺľ ďćě šőůłĺ ĺğ ~D^0_¸, ňőęŋő ŕőÿěćěńĺšĳ šăł, ůšőąż őŋ űěńĺłőň ńěęăń ć ~D^0_¸. Ŕő¡šőňş łőřăğňěřŋőśšĳ ňŋőęěśšćă ~D_¸ \ ~D^0_¸ ć ~D_¸ ŋě ňěŋĳÿě ďćşţ.

Řăśśňőšřĺň ěśšěśšćěŋŋőě őšőąřăęěŋĺě N : ~D_¸ → D_¸. Őŋő śšăćĺš ć śőőšćěšśšćĺě ďĺăčřăňňě, ŕőśšřőěŋŋőľ ŕő łřĺćőľ κ, śăňş łřĺćş¿ κ. Ć őłřěśšŋőśšĺ ń¿ąőľ šőůłĺ ĺğ ~D^0_¸ őšőąřăęěŋĺě N ŕěřěćőďĺš ~D_¸ ć őďŋş ĺğ ńőłăńĳŋő ŋěŕřĺćőďĺňżţ łőňŕőŋěŋš śšřăšă D_¸. İšő ňőęŋő ŕřőćěřĺšĳ, ćżŕĺśăć ćěřśăńĳŋżě ďěťőřňăűĺĺ ďăŋŋżţ őśőąěŋŋőśšěľ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ć śĺńş őšłřżšőśšĺ ňŋőęěśšćă ~D^0_¸, őąřăğ łăęďőľ ěčő łőňŕőŋěŋšż ść£ğŋőśšĺ ńěęĺš ć łăłőľ-šő ŋěŕřĺćőďĺňőľ łőňŕőŋěŋšě śšřăšă D_¸. Šăł łăł łőřăğňěřŋőśšĳ ňŋőęěśšćă ~D_¸ \ ~D^0_¸ ŋě ňěŋĳÿě ďćşţ, šő łőňŕőŋěŋšăň ść£ğŋőśšĺ ňŋőęěśšćă ~D0_¸ śőőšćěšśšćş¿š łőňŕőŋěŋšż ść£ğŋőśšĺ ňŋőęěśšćă ~D_¸. Ŕő¡šőňş őšőąřăęěŋĺě N şśšăŋăćńĺćăěš ćğăĺňőőďŋőğŋăůŋőě śőőšćěšśšćĺě ňěęďş łőňŕőŋěŋšăňĺ ść£ğŋőśšĺ ňŋőęěśšćă ~D_¸ ĺ ŋěŕřĺćőďĺňżňĺ ŕőďśšřăšăňĺ śšřăšă D_¸.

Ńěňňă 8. Ŕřőśšřăŋśšćő ~D¸ ść£ğŋő.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕőśšşŕĺň šăłęě, łăł ĺ ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 1. Ŕşśšĳ ďćě ďĺăčřăňňż, ŕőńşůěŋŋżě ĺğ łřĺćżţ κ_0 (g_0 = κ^s_0) ĺ κ_1 (g_1 = κ^s_1), ĺňě¿š őďĺŋ ĺ šőš ęě ĺŋďěłś. Řăśśňőšřĺň śőőšćěšśšćş¿źş¿ čőňőšőŕĺ¿ (g_t, sc_t, h_t). Őąőğŋăůĺň őšňěůěŋŋş¿ šőůłş ąşłěšă K ůěřěğ b. Ŕşśšĳ x_1(t), . . . , xq(t) ∈ S^1 | ŕřőőąřăğż šőůłĺ b ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ sct. Ŕřőĺğćěďěň řěčşń£řŋş¿ čőňőšőŕĺ¿ κt (0 ≤ t ≤^1_2 ) łřĺćőľ κ_0 šăł, ůšőąż κst(xi(t)) ≡ g_2t(xi(2t)), 0 ≤ t ≤^1_2 . Őŋă ŕőřőęďăěš čőňőšőŕĺ¿ (κ^s_t , sc_{2t}, ~h_t). Ğďěśĳ őšőąřăęěŋĺě ~h_t ğăňżłăěš śőőšćěšśšćş¿źş¿ ďĺăčřăňňş.

Ăŋăńőčĺůŋő ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż 1 ňőęŋő ŕőłăğăšĳ, ůšő ďĺăčřăňňż (κ^s1_2 , sc_1, ~h 1_2 ) ĺ (κ^s_1, sc_1, h_1) čőňőšőŕŋż ć łńăśśě ďĺăčřăňň ś ŕőśšő£ŋŋőľ ŕřőěłűĺěľ S^1 → K ĺ ŋěŕőďćĺęŋżňĺ őąřăğăňĺ šőůěł xi(1) ŕřĺ őšőąřăęěŋĺĺ g.

Řăśśňőšřĺň őďĺŋ ĺğ šěţ őšřěğłőć, ŋă łőšőřżě ďěń£š őłřşęŋőśšĳ S^1 šőůłĺ x_i(1). Ďń£ ŋěčő ŕő ńěňňě 1 šăłă£ čőňőšőŕĺ£ ňőęěš ążšĳ ćżąřăŋă şęě ć łńăśśě ńěęăŋďřőćżţ ŕőďŋ£šĺľ C^1-ĺňňěřśĺľ ¡šőčő őšřěğłă ć M^2. Śłńěĺćă£ ĺğ őšřěğłőć őłřşęŋőśšĳ, ŕőńşůăěň, ůšő šăłă£ čőňőšőŕĺ£ (^1_2 ≤ t ≤ 1) ňőęěš ążšĳ ćżąřăŋă ć łńăśśě ďĺăčřăňň, ŕőśšřőěŋŋżţ ŕő łřĺćżň ŋă M^2.

Řěğşńĳšĺřş¿źă£ čőňőšőŕĺ£ śőěďĺŋ£ěš ďćě šőůłĺ ĺğ ~D_¸ ŕşšěň ćŋşšřĺ ~D_¸. �

Ĺšăł, łőňŕőŋěŋšă ść£ğŋőśšĺ ňŋőęěśšćă ~D_¸ šőńĳłő őďŋă. Ŕő¡šőňş ŋěŕřĺćőďĺňżľ ŕőďśšřăš śšřăšă D¸ šăłęě šőńĳłő őďĺŋ, šő ěśšĳ śšřăš D¸ ŋěŕřĺćőďĺň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 4.

Ňż ŋăľďěň π_1(˙_‚), čďě γ | ŋěłőšőřżľ ŕőńŋżľ ĺŋďěłś. Ğăšěň ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě šěőřěňż 3 ŕřőćěřĺň řăćěŋśšćő ŋşń¿ ğŋăůěŋĺľ šřěąşěňżţ łőűĺłńőć ŋă őąřăğş¿źĺţ čřşŕŕż π_1(˙_‚).

Őšňěšĺň šőůłş ć ˙_‚ | ŋěłőšőřş¿ łřĺćş¿ κ_0, šăłş¿, ůšő κ^s_0(⋆) = s_0. Şğěń κ^s_0 ğăďăěš łńăśś ~γ ∈ π_1(ST M^2, s_0).

Ŕřĺćěďěň ŕřĺňěř ŋěšřĺćĺăńĳŋőľ ŕěšńĺ ŋă ŕřőśšřăŋśšćě ˙_‚ .

Őŕřěďěńěŋĺě. Őŕěřăűĺ£ "ŕřőčőŋ ŕěšńĺ" ćďőńĳ łőőřĺěŋšĺřşěňőľ łřĺćőľ (řĺś. 14) śőśšőĺš ĺğ šřěţ

¡šăŕőć:

(1) "řőęďěŋĺ£" ŕăřż ŕěšěńĳ (řĺś. 14ă);

(2) ŕřőčőŋă řőęďěŋŋőľ ŕěšńĺ ŕő łřĺćőľ (řĺś. 14ą); (3) "śňěřšĺ" ŕőńşůĺćÿěľś£ ŕăřż ŕěšěńĳ (řĺś. 14ć).

Ŕřőśšřăŋśšćő ˙_‚ ěśšěśšćěŋŋő řăśśńőěŋő ŋăď ST M^2 őšőąřăęěŋĺěň fp, łőšőřőě śőŕőśšăćń£ěš łřĺćőľ őšňěůěŋŋş¿ šőůłş ěě ńěęăŋďřőćă şğńă. Ŕřĺ ¡šőň fp(κ_0 ) = s_0. Ŕő¡šőňş őŕřěďěńěŋ čőňőňőřťĺğň fp_∗ : π_1(˙‚, κ_0) → π_1(ST M^2, s_0).

Ŕřĺňěř. Ďń£ "ŕřőčőŋă ŕěšńĺ" śőőšćěšśšćş¿źă£ ŕěšń£, őŕĺśżćăěňă£ őšňěůěŋŋőľ šőůłőľ ńěęăŋ-

ďřőćă şğńă łřĺćőľ, £ćń£ěšś£ őďŋĺň őąţőďőň śńő£ řăśśńőěŋĺ£ ST M^2 → M^2 ŋăď šőůłőľ s_0 ć ŕőńőęĺšěńĳŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ.

Ńěňňă 9. Čőňőňőřťĺğň fp∗ ĺŋžěłšĺćěŋ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ σ : [0, 1] → ˙_‚ | ŕěšń£, σ(0) = σ(1) = κ_0, ŕřĺůěň ŕěšń£ σ(t)(⋆) śš£čĺćăěňă. Řăśśňőšřĺň śš£čĺćă¿źş¿ čőňőšőŕĺ¿ ~σ : [0, 1] × [0, 1] → ST M^2, ~σ(t, 0) = σ(t)(⋆), ~σ(t, 1) = ~σ(1, t) = = ~σ(0, t) = s_0 ďń£ ń¿ąőčő 0 ≤ t ≤ 1. Ŕőśšřőĺň ŋěŕřěřżćŋőě őšőąřăęěŋĺě λ : [0, 1] × [0, 1] → diff(M^2 ), šăłőě, ůšő ŕřĺ ń¿ążţ 0 ≤ t_1, t_2 ≤ 1 ćżŕőńŋ£ěšś£ dλ(t_1, t_2)(σ(t_1)(⋆)) = ~σ(t_1, t_2), λ(0, t_2) = λ(1, t_2) = = λ(t_1, 0) = id. Ğďěśĳ ůěřěğ diff(M^2 ) őąőğŋăůěŋő ŕřőśšřăŋśšćő ďĺťťěőňőřťĺğňőć ŕőćěřţŋőśšĺ M^2, id | šőęďěśšćěŋŋżľ ďĺťťěőňőřťĺğň, dλ | ěśšěśšćěŋŋőě ŕőďŋ£šĺě λ ďő ďĺťťěőňőřťĺğňă ŕřőśšřăŋśšćă ST M^2. Čőňőšőŕĺ£ (t_1, t_2) → λ(t_1, t_2) ∘ σ(t_1) ŕěřěćőďĺš ŕěšń¿ λ(t_1, 0) ∘ σ(t_1) = σ(t_1) ć ŕěšń¿ λ(t_1, 1)∘σ(t_1). Ŋő ŕěšń£ λ(t_1, 1)∘σ(t_1) ğăďăěš řěčşń£řŋş¿ čőňőšőŕĺ¿ łřĺćőľ κ_0, ŋě ďćĺčă¿źş¿ őšňěůěŋŋş¿ šőůłş şğńă κ^s_0. Šő ěśšĳ ďń£ ń¿ąőčő 0 ≤ t_1 ≤ 1 λ(t_1, 1) ∘ σ(t_1) ∈ ˙^{s0;s0} . Ŋő šăłă£ ŕěšń£ śš£čĺćăěňă, ůšő śńěďşěš ĺğ śńěďş¿źěľ ńěňňż. Ŕő¡šőňş śš£čĺćăěňă ĺ ŕěšń£ σ. �

Ńěňňă 10. Ćśě łőňŕőŋěŋšż ść£ğŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă ˙^{s0;s0}_‚ ĺňě¿š šřĺćĺăńĳŋżě ťşŋďăňěŋšăńĳŋżě

čřşŕŕż.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕő ńěňňě 1 π_1(˙^{s0;s0}_‚ ) = π_2(ST M^2 ). Šăł łăł ŕőćěřţŋőśšĳ M^2 ŋăłřżćăěšś£ ńĺąő ŕńőśłőśšĳ¿ R^2, ńĺąő śťěřőľ S^2, šő ŕřőśšřăŋśšćő ST M^2 ŋăłřżćăěšś£ ńĺąő S^1 ×R^2, ńĺąő RP^3 = ST S^2 . Ş őąőĺţ ¡šĺţ ŕřőśšřăŋśšć čřşŕŕż π_2 šřĺćĺăńĳŋż. �

Ńěňňă 11. Őąřăğ ňőŋőňőřťĺğňă fp∗ śőśšőĺš ĺğ ćśěţ ¡ńěňěŋšőć čřşŕŕż π1(ST M^2), łőňňşšĺřş¿źĺţ

ś ~γ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ ¡ńěňěŋš ~β ŕřĺŋăďńěęĺš őąřăğş ňőŋőňőřťĺğňă fp_∗. Šőčďă śşźěśšćşěš řěčşń£řŋă£ čőňőšőŕĺ£, ŕřĺ łőšőřőľ őšňěůěŋŋă£ šőůłă ńěęăŋďřőćă şğńă łřĺćőľ őŕĺśżćăěš ŕěšń¿ šĺŕă ~β. Ŕőśńě šăłőľ řěčşń£řŋőľ čőňőšőŕĺĺ šĺŕ şğńă ąşďěš řăćěŋ ~β−1 ~γ ~β, łőšőřżľ ďőńęěŋ śőćŕăďăšĳ ś ~γ. Őšłşďă ŕőńşůăěň: ~β^{−1} ~γ ~β = ~γ.

Šěŕěřĳ ŋăďő ćż£śŋĺšĳ, łăłĺě ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ ¡ńěňěŋšőć ňőčşš ążšĳ řěăńĺğőćăŋż ŕěšń£ňĺ ŋă ˙_‚.

Śńşůăľ M^2 ≠ RP^2, S^2.

Ŕşśšĳ ~γ = (i, δ), ~β = (k, β), δ, β ∈ π_1(M^2). Šăł łăł ¡ńěňěŋšż (k, β) ĺ (i, δ) łőňňşšĺřş¿š, šő ¡ńěňěŋšż δ ĺ β šăłęě ďőńęŋż łőňňşšĺřőćăšĳ. Ŕőńşůĺň šěŕěřĳ őčřăŋĺůěŋĺ£ ŋă ĺŋďěłś őąőřőšă ĺ ŕřőćěřĺň, řěăńĺğş¿šś£ ńĺ ŕěšńĺ, şďőćńěšćőř£¿źĺě ¡šĺň őčřăŋĺůěŋĺ£ň.

Ă). İńěňěŋš δ łőőřĺěŋšĺřşěň. Šőčďă ŕő ńěňňě 3 (k, β)^{−1}(i, δ)(k, β) = (i · ε(β), β^{−1} δβ). Ěśńĺ β łőőřĺěŋšĺřşěň, šő ĺňěěň: −k + i + k = i | ćśěčďă ćżŕőńŋ£ěšś£. Ěśńĺ β ŋěłőőřĺěŋšĺřşěň, šő ŕőńşůăěň: k − i − k = i, ĺńĺ i = 0, šő ěśšĳ łőňňşšĺřş¿źĺě ¡ńěňěŋšż (k, β) ś ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňżň β śşźěśšćş¿š šőńĳłő šőčďă, łőčďă i = 0.

Łńăśś ŕěšńĺ-ŕřőěłűĺĺ "ŕřőčőŋă ŕěšńĺ" ěśšĳ (1, e), čďě e ∈ π_1(M^2) | šřĺćĺăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš. Ŕő- ¡šőňş ćěğďě šřěąşěšś£ ŕőśšřőĺšĳ ŕěšńĺ, ďă¿źĺě ć ŕřőěłűĺĺ (0, β). İńěňěŋšż β ćżďěń£¿šś£ ŕřĺćěďěŋŋżň ćżÿě şśńőćĺěň. Ďăńěě řăğąĺřă¿šś£ śńşůăĺ, ćżďěńěŋŋżě ć ńěňňě 6, ĺ śńşůăĺ řăćěŋśšćă ŋşń¿ ůĺśńă i.

1. Ŕőćěřţŋőśšĳ M^2 ŋě £ćń£ěšś£ šőřőň ĺńĺ ąşšżńłőľ Łńěľŋă, ¡ńěňěŋš δ ŋěšřĺćĺăńěŋ, i ≠ 0. Řăśśňőšřĺň θ ĺğ ńěňňż 6. Šőčďă β = θ^j ďń£ ŋěłőšőřőčő j. Šăł łăł i ≠ 0, šő β | łőőřĺěŋšĺřşěň, k | ń¿ąőě. Ĺšăł, ŕő ńěňňě 6 őąřăğ őšőąřăęěŋĺ£ fp_∗ ŕőřőęďěŋ łőňňşšĺřş¿źĺňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ (1, e) ĺ (0, ~θ). Ğďěśĳ ~θ ěśšĳ θ, ěśńĺ θ łőőřĺěŋšĺřşěň, ĺńĺ ć θ^2 ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě. Ŕřěďž£ćĺň ŕěšń¿ ďń£ (0, ~θ). Ŕőśšřőĺň ŋăłřżšĺě p : B → M^2, π_1(B) = Z(B = R × S^1 | őřĺěŋšĺřşěňă£ šřşąłă), ĺ ěě őąřăğş¿źă£ ŕřĺ ŋăłřżšĺĺ ŕěřěţőďĺš ć ~θ. Šőčďă šřěąşěňă£ ŕěšń£ ŋă ˙_‚ ŕőńşůăěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ ŕőńŋőčő ŕőćőřőšă šřşąłĺ ĺ ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£ ŋă M^2. Šăłĺň őąřăğőň ć ďăŋŋőň śńşůăě π_1 = Z× Z.

2. Ŕőćěřţŋőśšĳ M^2 ŋě £ćń£ěšś£ šőřőň ĺńĺ ąşšżńłőľ Łńěľŋă, ¡ńěňěŋš δ ŋěšřĺćĺăńěŋ, i = 0. Šőčďă ćőğĳňěň θ ĺğ ńěňňż 6. Šőčďă β = θ^j ďń£ ŋěłőšőřőčő j. Šăł łăł i = 0, šő β | ń¿ąőľ, k | ń¿ąőě. Ĺšăł, ŕő ńěňňě 6 őąřăğ őšőąřăęěŋĺ£ fp_∗ ŕőřőęďěŋ ŋěłőňňşšĺřş¿źĺňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ (1, e) ĺ (0, θ); (0, ~θ)(1, e)(0, ~θ)^{−1} = (ε(θ), e). Ŕřěďž£ćĺň ŕěšń¿ ďń£ (0, θ). Ŕőśšřőĺň ŋăłřżšĺě p : B → M^2, π_1(B) = Z, ĺ ěě őąřăğş¿źă£ ŕřĺ ŋăłřżšĺĺ ŕěřěţőďĺš ć θ. Šőčďă šřěąşěňă£ ŕěšń£ ŋă ˙_‚ ŕőńşůăěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ řěčşń£řŋőľ čőňőšőŕĺĺ łřĺćőľ ŋă čőřńőćőě śěůěŋĺě šřşąłĺ B, ĺŋćăřĺăŋšŋőě ŕřĺ ŕőćőřőšăţ; ŕőńŋőčő ŕőćőřőšă šřşąłĺ; őąřăšŋőľ řěčşń£řŋőľ čőňőšőŕĺĺ ĺ ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£ ćśěčő ŋă M^2. Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ θ łőőřĺěŋšĺřşěň, šő π_1 = Z× Z. Ěśńĺ ęě θ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěň, šő π_1 = π_1(Kl) = Zh Z.

3. İńěňěŋš δ šřĺćĺăńěŋ, i ≠ 0. Šăł łăł i ≠ 0, šő β | ń¿ąőľ łőőřĺěŋšĺřşěňżľ ¡ńěňěŋš, k | ń¿ąőě. Őąřăğ őšőąřăęěŋĺ£ fp_∗ ŕőřőęďěŋ (1, e) ĺ łőňňşšĺřş¿źĺňĺ ś ŋĺň ¡ńěňěŋšăňĺ ćĺďă (0, θ), θ ∈ πłőőř_1 (M^2). Ğďěśĳ ůěřěğ πłőőř_1 (M^2) őąőğŋăůěŋă ŕőďčřşŕŕă ćśěţ łőőřĺěŋšĺřşěňżţ ¡ńěňěŋšőć čřşŕŕż π_1(M^2). Ŕřěďž£ćĺň ŕěšń¿ ďń£ (0, θ). Ŕőśšřőĺň ŋăłřżšĺě p : R^2 → M^2. Šőčďă šřěąşěňă£ ŕěšń£ ŋă ˙_‚ ŕőńşůăěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ "śęăšĺ£" łřĺćőľ "ŕőůšĺ ć šőůłş"; ŕěřěŋőśă ěě ŕő R^2 ć śőőšćěšśšćş¿źĺľ ŕřőőąřăğ šőůłĺ m_0; "řăśš£ęěŋĺ£" ĺ ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£ ¡šőľ řěčşń£řŋőľ čőňőšőŕĺĺ ŋă M^2. Šăłĺň őąřăğőň, ć ďăŋŋőň śńşůăě π_1 = Z× π^{łőőř}_1 (M^2).

4. İńěňěŋš δ šřĺćĺăńěŋ, i = 0. Šőčďă β | ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš, k | ń¿ąőě. Őąřăğ őšőąřăęěŋĺ£ fp_∗ ěśšĳ ćś£ čřşŕŕă π_1(ST M^2 ). Ŕřěďž£ćĺň ŕěšń¿ ďń£ (0, θ). Ŕőśšřőĺň ŋăłřżšĺě p : R^2 → M^2. Šőčďă šřěąşěňă£ ŕěšń£ ŋă ˙_‚ ŕőńşůăěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ "śęăšĺ£" łřĺćőľ "ŕőůšĺ ć šőůłş"; ŕěřěŋőśă ěě ŕő R^2 ć śőőšćěšśšćş¿źĺľ ŕřőőąřăğ šőůłĺ m_0; "řăśš£ęěŋĺ£"; "őąřăźěŋĺ£" (řĺś. 15), ěśńĺ θ | ŋěłőőřĺěŋšĺřşěň, ĺ ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£ ćśěľ řěčşń£řŋőľ čőňőšőŕĺĺ ŋă M^2. Ĺšăł, π_1 = π_1(ST M^2).

5. Ŕőćěřţŋőśšĳ M^2 ěśšĳ šőř ĺńĺ ąşšżńłă Łńěľŋă, δ ĺ i | ń¿ążě łřőňě šőčő śńşůă£, łőčďă M^2 = Kl, i = 0, δ = b^2j. Ğďěśĳ ůěřěğ b śŋőćă őąőğŋăůěŋă ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňă£ őąřăğş¿źă£ čřşŕŕż π_1(Kl). Šőčďă ńĺąő ĺğ-ğă šőčő, ůšő i ≠ 0, ńĺąő ŕő ńěňňě 6, łőčďă i = 0, β | ń¿ąőľ łőőřĺěŋšĺřşěňżľ ¡ńěňěŋš, k | ń¿ąőě. Őąřăğ őšőąřăęěŋĺ£ fp_∗ ěśšĳ πłőőř_1 (ST M^2) ∼= Z× Z× Z. Ŕěšń£ ďń£ (0, θ) řěăńĺğşěšś£ ěśšěśšćěŋŋżň śďćĺčőň ĺğ čřşŕŕż ďćĺęěŋĺľ T^2 (ć śńşůăě Kl | ďćşńĺśšŋő ŋăłřżćă¿źěčő). Šăłĺň őąřăğőň, ć ďăŋŋőň śńşůăě π_1 = Z× Z× Z.

6. Ŕőćěřţŋőśšĳ M^2 ěśšĳ ąşšżńłă Łńěľŋă Kl, i = 0, δ = b^{2j}. Šőčďă ŕő ńěňňě 6 β | ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš, k | ń¿ąőě ůĺśńő. Őąřăğ őšőąřăęěŋĺ£ fp_∗ ěśšĳ ćśě π_1(ST M^2 ). Ŕřěďž£ćĺň ŕěšń¿ ďń£ (0, θ). Őŋă ŕőńşůăěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ řěčşń£řŋőľ čőňőšőŕĺĺ łřĺćőľ ŋă őłřşęŋőśšĳ ąşšżńłĺ Łńěľŋă, řěăńĺğş¿źş¿ őąřăğş¿źş¿ b; ďćĺęěŋĺ£ ąşšżńłĺ Łńěľŋă; őąřăšŋőľ řěčşń£řŋőľ čőňőšőŕĺĺ ĺ ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£ ćśěčő ŋă Kl. Šăłĺň őąřăğőň, π_1 = π_1(ST Kl).

Ą). İńěňěŋš δ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěň. Ćőğĳňěň ¡ńěňěŋš θ ∈ π_1(M^2) ĺ ůĺśńő n, şďőćńěšćőř£¿źĺě şśńőćĺ¿ ńěňňż 6. Őůěćĺďŋő, ůšő θ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěň, ĺ ůĺśńő n ŋěůěšŋő. Ŕşśšĳ n = 2w + 1.

Ńěňňă 12. (i, δ) = (i, θ)^n.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Šăł łăł n = 2w + 1, šő (i, θ)^n = (i, θ)^{2w}(i, θ). Šăł łăł ŕőńőęĺšěńĳŋă£ śšěŕěŋĳ ŕřőśšőčő ¡ńěňěŋšă (0, θ) £ćń£ěšś£ šăłęě ŕřőśšżň ¡ńěňěŋšőň, ĺ ŕřőśšőľ ¡ńěňěŋš ŋăď θ^{2w} ěďĺŋśšćěŋěŋ (ńěňňă 2), šő (0, θ)^{2w} = (0, θ^{2w}). Ďăńěě, (i, θ)(i, θ) = f^i(0, θ)f^i(0, θ) = f^{i−i}(0, θ)^2 = (0, θ^2). Ŕő¡šőňş (i, θ)^{2w} = (0, θ^{2w}). Őšłşďă (i, θ)^n = (i, θ)^{2w}(i, θ) = (0, θ^{2w})(i, θ) = (i + l(θ^{2w}, θ), δ). Śńěďőćăšěńĳŋő, řăćěŋśšćő (i, θ)^n = (i, δ) řăćŋőśĺńĳŋő řăćěŋśšćş l(θ^{2w}, θ) = 0 (śň. řĺś. 16). �

Ńěňňă 13. İńěňěŋš čřşŕŕż π1(ST M^2) łőňňşšĺřşěš ś (i, δ) šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋ £ćń£ěšś£

śšěŕěŋĳ¿ ¡ńěňěŋšă (i, θ).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Őůěćĺďŋő, ůšő ćśě śšěŕěŋĺ ¡ńěňěŋšă (i, θ) łőňňşšĺřş¿š ś (i, δ). Ŕşśšĳ ¡ńěňěŋš (k, β) šăłęě łőňňşšĺřşěš ś (i, δ). Šőčďă ŕő ńěňňě 6 β = θ^r. Ŕşśšĳ (k, β) = f^d(i, θ)^r. Ćżŕĺÿěň şśńőćĺě łőňňşšĺřőćăŋĺ£, şůĺšżćă£, ůšő ε(δ) = −1: (0, e) = (k, β)^{−1}(i, δ)(k, β)(i, δ)^{−1} = = (i, θ)^{−r}f^{−d}(i, δ)f^d(i, θ)^r(i, δ)^{−1} = (i, θ)^{−r}f^{−d}f^{−d}(i, δ)(i, θ)^r(i, δ)^{−1} = f^{−2d·"(„r )}(i, θ)^{−r}(i, δ)(i, θ)^r(i, δ)^{−1} = = f^{−2d·"(„r )}(0, e). Őšłşďă d = 0, šő ěśšĳ ń¿ąőľ ¡ńěňěŋš, łőňňşšĺřş¿źĺľ ś (i, δ), £ćń£ěšś£ śšěŕěŋĳ¿ ¡ńěňěŋšă (i, θ). �

Ĺšăł, őąřăğ őšőąřăęěŋĺ£ fp_∗ ŕőřőęďěŋ ¡ńěňěŋšőň (i, θ). Ŕřěďž£ćĺň ŕěšń¿ ďń£ (i, θ). Ŕőśšřőĺň ŋăłřżšĺě p : B → M^2 ŕő ŕőďčřşŕŕě čřşŕŕż π_1(M^2), ŕőřőęďěŋŋőľ θ. Ŕőćěřţŋőśšĳ B £ćń£ěšś£ ńĺśšőň Ňěąĺşśă. Šřěąşěňă£ ŕěšń£ ŋă ˙_‚ ŕőńşůăěšś£ łőňŕőğĺűĺěľ (śň. řĺś. 17) řěčşń£řŋőľ čőňőšőŕĺĺ łřĺćőľ ł ŕřőśšěľÿěňş ćĺďş; ŕőńŋőčő ŕőćőřőšă ńĺśšă Ňěąĺşśă; ŕřőďćĺęěŋĺ£ i ŕěšěńĳ ůěřěğ őšňěůěŋŋş¿ šőůłş; őąřăšŋőľ řěčşń£řŋőľ čőňőšőŕĺĺ; ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£ ćśěčő ŋă M^2. Šăłĺň őąřăğőň, ć ďăŋŋőň śńşůăě π_1 = Z.

Śńşůăľ M^2 = S^2 . Ğďěśĳ π_1(ST S^2 ) = Z_2 ăąěńěćă, őšłşďă π_1(˙_‚) = Z_2. Ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ¡ńěňěŋš ďěľśšćşěš ŕřőśšő ŕőćőřőšőň S^2 , śőţřăŋ£¿źĺň łăśăšěńĳŋőě ŕřőśšřăŋśšćő ć šőůłě m_0.

Śńşůăľ M^2 = RP^2. Ğďěśĳ π_1(ST RP^2) = Z_4 ăąěńěćă, ŕő¡šőňş π_1(˙_‚) = Z_4. Ďěľśšćĺě ŋěšřĺćĺăńĳŋőčő łőőřĺěŋšĺřşěňőčő ¡ńěňěŋšă (2 ć ăďďĺšĺćŋőľ ğăŕĺśĺ Z_4) ŋă ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňş¿ łřĺćş¿ (1) ŕřĺćěďěŋő ŋă řĺś. 18. Ďěľśšćĺě ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňőčő ¡ńěňěŋšă, śőőšćěšśšćş¿źěčő 1, ŋă łřĺćőľ šĺŕă 2 ŕřĺćěďěŋő ŋă řĺś. 19. Őśšăńĳŋżě ďěľśšćĺ£ ŋă őśšăńĳŋżţ šĺŕăţ łřĺćżţ ńĺąő ăŋăńőčĺůŋż, ńĺąő ŕőńşůă¿šś£ łőňŕőğĺűĺěľ şęě őŕĺśăŋŋżţ.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 3 ć śńşůăě M^2 ≠ S^2, RP^2.

Ŕřőćěřĺň řăćěŋśšćő ŋşń¿ ğŋăůěŋĺľ łőűĺłńőć šěőřěňż 3 ŋă őąřăğş¿źĺţ čřşŕŕż π_1(˙_‚). Ć śńşůăě Ă-1 ¡ńěňěŋš δ ěśšĳ ~θ^n (n ěśšĳ ńĺąő^j_2 , ńĺąő j). Łőňŕőğĺűĺ¿ n śďćĺčőć ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ŋă łőňŕőğĺűĺ¿ ŕěřěŕăřăňěšřĺğăűĺĺ (¡šő ŕěšń£ ŋă ˙_‚, ĺŋďşűĺřşěňă£ ŕőćőřőšőň őłřşęŋőśšĺ-ŕřőőąřăğă S^1: ěśńĺ S^1 = R/mod 1, šő φ(t)(x) = κ_0(x+t)) ĺ ŋěśłőńĳłĺţ "ŕřőčőŋőć ŕěšńĺ". Ŕěšń£ ŕăřăňěšřĺğăűĺĺ ŋě ŕěřěśěłăěšś£ ŋĺ ś őďŋĺň ĺğ śšřăšőć, ŕő¡šőňş šřěąşěňőě řăćěŋśšćő ŋşń¿ ğŋăůěŋĺ£ łőűĺłńőć ŋă śďćĺčăţ śńěďşěš ĺğ řăćěŋśšćă ŋşń¿ ğŋăůěŋĺ£ łőűĺłńőć ŋă "ŕřőčőŋăţ ŕěšńĺ", ůšő ąşďěš ŕőłăğăŋő ďăńěě.

Ć śńşůăě Ă-2 ¡ńěňěŋš δ ěśšĳ θ^j. Łőňŕőğĺűĺ£ j śďćĺčőć, śőőšćěšśšćş¿źĺţ (0, θ), šăłęě ğăňěŋ£ěšś£ ŋă łőňŕőğĺűĺ¿ ŕěřěŕăřăňěšřĺğăűĺĺ ĺ ŋěśłőńĳłĺţ "ŕřőčőŋőć ŕěšńĺ".

Ć śńşůăě Ą (i, δ) = (i, θ)^n. Łőňŕőğĺűĺ£ n śďćĺčőć, śőőšćěšśšćş¿źĺţ (0, θ), ěśšĳ ŕřőśšő ŕěřěŕăřăňěšřĺğăűĺ£ łřĺćőľ.

Ć śńşůă£ţ Ă-3, Ă-4 (θ | łőőřĺěŋšĺřşěň), Ă-5, Ă-6 ŕőśšřőěŋŋżě ŕěšńĺ ŕřĺ ŕřăćĺńĳŋőň ćżąőřě őšňěůěŋŋőľ łřĺćőľ κ_0 ŋě ŕěřěśěłă¿šś£ śő śšřăšăňĺ, ŕő¡šőňş ğŋăůěŋĺ£ ŋă ŋĺţ řăćŋż ŋşń¿ ć śĺńş őŕřěďěńěŋĺľ. Ć śńşůăě Ă-4, θ | ŋěłőőřĺěŋšĺřşěň, ğŋăůěŋĺě łőűĺłńőć ŋă ŕěšńě, śőőšćěšśšćş¿źěľ (0, θ^2), řăćŋő ŋşń¿. Ŕő¡šőňş ğŋăůěŋĺě ĺ ŋă ŕěšńě, śőőšćěšśšćş¿źěľ (0, θ), řăćŋő ŋşń¿.

Ŕřőćěřłă ďń£ "ŕřőčőŋă ŕěšńĺ".

Šěŕěřĳ řăśśňőšřĺň őŕěřăűĺ¿ "ŕřőčőŋă ŕěšńĺ" ŕő łřĺćőľ. Śŋăůăńă ŕřőćěřĺň, ůšő śşňňă ğŋăůěŋĺľ łőűĺłńőć ŋă ¡šăŕăţ "řőęďěŋĺ£" ĺ "śňěřšĺ" ŕăřż ŕěšěńĳ řăćŋă ŋşń¿ (řĺś. 20). Šăł łăł ŕěšń£ ňőęěš ążšĳ śďěńăŋă śłőńĳ şčőďŋő ňăńőľ, šő ŋăś ąşďşš ĺŋšěřěśőćăšĳ šőńĳłő ŕřőţőďż ŕřőčőŋ£ěňőľ ŕěšńĺ ůěřěğ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ łřĺćőľ. Šăł łăł "ŕřőčőŋ ŕěšńĺ" őŕřěďěń£ńś£ šőńĳłő ďń£ łőőřĺěŋšĺřşěňżţ łřĺćżţ, šő ďăńěě ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ šőńĳłő łőőřĺěŋšĺřşěňżě łřĺćżě.

Őąě ŕěšńĺ, őšďěń£ěňżě šőůłőľ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£, łőőřĺěŋšĺřşěňż.

Ŕěřěśěůěŋĺ£ śő śšřăšőň J^+ , ćőğŋĺłă¿źĺě ĺğ ďăŋŋőľ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£, ŕřĺćěďěŋż ŋă řĺś. 21. Ďěťőřňăűĺ£ ŕěřěśěłăěšś£ ś őďŋőľ ĺ šőľ ęě łőňŕőŋěŋšőľ śšřăšă ŕő őďŋőňş řăğş ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ. Ŕő¡šőňş łőűĺłńż, ďćőľśšćěŋŋżě ł łőňŕőŋěŋšăň J^+ , łőšőřżě śőőšćěšśšćş¿š łřĺćżň ś ďćşň£ łőőřĺěŋšĺřşěňżňĺ ŕěšń£ňĺ, łőčőňőńőčĺůŋż ŋşń¿.

Ŕěřěśěůěŋĺ£ śő śšřăšőň J^−, ćőğŋĺłă¿źĺě ĺğ ďăŋŋőľ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£, ćěďşš śěą£ ăŋăńőčĺůŋő.

Ďń£ šřőľŋżţ śăňőŕěřěśěůěŋĺľ śň. řĺś. 22. Řěčşń£řŋă£ čőňőšőŕĺ£ ŕěřěśěłăěšś£ ś ďćşň£ łőňŕőŋěŋšăňĺ śšřăšă St ŕő őďŋőňş řăğş ć řăğńĺůŋżţ ŋăŕřăćńěŋĺ£ţ. Ĺŋďěłśż α_1 ĺ α_2 ¡šĺţ łőňŕőŋěŋš śőďěřęăš šřĺćĺăńĳŋżľ łńăśś ĺ őšńĺůă¿šś£ ŕőř£ďłőň ŕěšěńĳ. Ŕřĺ ŕřőţőęďěŋĺĺ ňăńěŋĳłőľ ŕěšńĺ ůěřěğ šőůłş śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ šőčő ęě šĺŕă, ŋő "ŕřőšĺćőŕőńőęŋőčő" ğŋăłă, ŕřőĺśţőďĺš ŕěřěśěůěŋĺě ďěťőřňăűĺĺ ś łőňŕőŋěŋšăňĺ šěţ ęě ĺŋďěłśőć, ŋő ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ (śň. řĺś. 23). Ŕő¡šőňş ďń£ šőčő, ůšőąż ążńĺ łőčőňőńőčĺůŋż ŋşń¿ łőűĺłńż, ďćőľśšćěŋŋżě ł łőňŕőŋěŋšăň śšřăšă St ĺŋďěłśőć α_1 ĺ α_2, ŋěőąţőďĺňő ĺ ďőśšăšőůŋő, ůšőąż ńĺąő őąă ĺŋďěłśă śőćŕăďăńĺ, ńĺąő ŋă ćśěľ łřĺćőľ ůĺśńő šőůěł śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ šĺŕă α_i, łőšőřżň ŕřĺŕĺśăŋ ğŋăł "+", śőćŕăďăńő ś ůĺśńőň šőůěł, łőšőřżň ŕřĺŕĺśăŋ ğŋăł "{". Śőćŕăďěŋĺě ĺŋďěłśőć α_1 ĺ α_2 ŕřőĺśţőďĺš šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ńĺąő ěźě őďŋă ŕěšń£ šřĺćĺăńĳŋă, ńĺąő šĺŕ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ śĺňňěšřĺůěŋ.

İšő ĺ őšřăęěŋő ć őŕřěďěńěŋĺĺ łőőřĺěŋšĺřşěňőľ śąăńăŋśĺřőćăŋŋőśšĺ šĺŕőć šőůěł śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ łřĺćőľ ĺ ŕăřŋőśšĺ st-ĺŋďěłśőć ŕěřćőčő šĺŕă. Ć śńşůăě łőőřĺěŋšĺřşěňőľ ŋěśąăńăŋśĺřőćăŋŋőśšĺ łőčőňőńőčĺůŋă ŋşń¿ ąşďěš šőńĳłő śşňňă śőőšćěšśšćş¿źĺţ łőűĺłńőć, ĺąő šăłĺň őąřăğőň ćłńăďż őďŋőľ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ łőňŕěŋśĺřş¿šś£.

Őąě ŕěšńĺ, őšďěń£ěňżě šőůłőľ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£, ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňż.

Ŕěřěśěůěŋĺ£ śő śšřăšőň J^+, ćőğŋĺłă¿źĺě ĺğ ďăŋŋőľ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£, ĺğőąřăęěŋż ŋă řĺś. 24. Řěčşń£řŋă£ čőňőšőŕĺ£ ŕěřěśěłăěšś£ ś ďćşň£ łőňŕőŋěŋšăňĺ śšřăšă J^+ ŕő őďŋőňş řăğş ć őďŋőň ĺ šőň ęě ŋăŕřăćńěŋĺĺ. Ĺŋďěłśż α_1 ĺ α_2 ¡šĺţ łőňŕőŋěŋš őšńĺůă¿šś£ ĺŋďěłśăňĺ őąőřőšă ŕěšěńĳ. Ŕřĺ ŕřőţőęďěŋĺĺ ňăńěŋĳłőľ ŕěšńĺ ůěřěğ šőůłş śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ łřĺćőľ šőčő ęě šĺŕă, ŋő "ŕřőšĺćőŕőńőęŋőčő" ğŋăłă, ŕřőĺśţőďĺš ŕěřěśěůěŋĺě ďěťőřňăűĺĺ ś łőňŕőŋěŋšăňĺ śšřăšă J^+ šěţ ęě ĺŋďěłśőć, ŋő ć ŕřőšĺćőŕőńőęŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ (śň. řĺś. 25). Ŕő¡šőňş ďń£ šőčő, ůšőąż ążńĺ łőčőňőńőčĺůŋż ŋşń¿ łőűĺłńż, ďćőľśšćěŋŋżě ł łőňŕőŋěŋšăň śšřăšă ĺŋďěłśőć α_1 ĺ α_2, ŋěőąţőďĺňő, ůšőąż ŋă ćśěľ łřĺćőľ ůĺśńő šőůěł śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ šĺŕă α_i, łőšőřżň ŕřĺŕĺśăŋ ğŋăł "+", śőćŕăďăńő ś ůĺśńőň šőůěł, łőšőřżň ŕřĺŕĺśăŋ ğŋăł "{".

İšő ĺ őšřăęěŋő ć őŕřěďěńěŋĺĺ ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňőľ śąăńăŋśĺřőćăŋŋőśšĺ šőůěł śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ łřĺćőľ ĺ ŕăřŋőśšĺ j^+ -ĺŋďěłśőć. Ć śńşůăě ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňőľ ŋěśąăńăŋśĺřőćăŋŋőśšĺ łőčőňőńőčĺůŋă ŋşń¿ ąşďěš šőńĳłő řăğŋőśšĳ śőőšćěšśšćş¿źĺţ łőűĺłńőć, ĺąő šăłĺň őąřăğőň ćłńăďż őďŋőľ šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ łőňŕěŋśĺřş¿šś£.

Śĺšşăűĺ£ ś J^− řăğąĺřăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő.

Śńşůăľ śšřăšă St řăğąĺřăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő śńşůă¿ łőőřĺěŋšĺřşěňżţ ŕěšěńĳ. Řăğńĺůĺě śőśšőĺš ć šőň, ůšő łăęďă£ šőůłă śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ "ďăěš ćłńăď" ŋě + ĺ −, łăł řăŋěě, ă + ĺ + ĺńĺ − ĺ − ć řăğńĺůŋżě łőňŕőŋěŋšż. Ŕő¡šőňş ďń£ šőčő, ůšőąż ążńĺ łőčőňőńőčĺůŋż ŋşń¿ łőűĺłńż, ďćőľśšćěŋŋżě ł łőňŕőŋěŋšăň śšřăšă ĺŋďěłśőć α_1 ĺ α_2, ŋěőąţőďĺňő, ůšőąż ŋă ćśěľ łřĺćőľ ůĺśńő šőůěł śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ šĺŕă α_i, łőšőřżň ŕřĺŕĺśăŋ ğŋăł "+", śőćŕăďăńő ś ůĺśńőň šőůěł, łőšőřżň ŕřĺŕĺśăŋ ğŋăł "{". Ŕő¡šőňş ć śńşůăě ŋěłőőřĺěŋšĺřşěňőľ ŋěśąăńăŋśĺřőćăŋŋőśšĺ łőčőňőńőčĺůŋă ŋşń¿ ąşďěš šőńĳłő řăğŋőśšĳ śőőšćěšśšćş¿źĺţ łőűĺłńőć.

Ďőłăğăšěńĳśšćő šěőřěňż 3 ć śńşůăě M^2 = S^2 ĺńĺ RP^2.

Ć śńşůăě M^2 = S^2 ŕřĺćěďěŋŋżě őąřăğş¿źĺě čřşŕŕż π_1(˙_‚) ŋě ŕěřěśěłă¿š śšřăšőć. Ć śńşůăě M^2 = RP^2 ćďőńĳ ćśěţ ŕěšěńĳ ňőęŋő ćżŕĺśăšĳ ŕřĺřăźěŋĺ£ ćśěţ řăśśňăšřĺćăěňżţ łőűĺłńőć ĺ ŕőńşůĺšĳ, ůšő ćśě őŋĺ řăćŋż 0 (śň. řĺś. 18, 19).

Őšżśłăŋĺě śšăřÿĺţ čőňőšőŕĺůěśłĺţ čřşŕŕ.

Šěŕěřĳ ŋăľďěň čřşŕŕş π_k(˙_‚) ŕřĺ k > 1. Ďń£ ¡šőčő śŋőćă řăśśňőšřĺň ńőłăńĳŋő šřĺćĺăńĳŋőě řăśśńőěŋĺě fp : ˙_‚ → ST M^2 śő śńőěň ˙_‚ ∩˙^{s;s}. Šăł łăł π_k(˙^{s;s}) = π_{k+1}(ST M^2) = 0 ŕřĺ M^2 ≠ RP^2, S^2, šő ĺğ šőůŋőľ čőňőšőŕĺůěśłőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ řăśśńőěŋĺ£ ŕőńşůăěň, ůšő π_k(˙_‚ ) šřĺćĺăńĳŋż, k > 1.

Śŕĺśőł ńĺšěřăšşřż.

1. Arnold V.I. Plane curves, their invariants, perestroikas and classi˛cations // Singularities and Bifurcations, Advances in Soviet Mathematics, 21, 1994.

2. Aicardi F. Invariant polynomial of framed knots in the solid torus and its application to wave fronts and legendrian knots // Journal of Knot Theory and its Rami˛cations, Vol. 5, N.6 (1996).

3. Tchernov V. Arnold-type invariants of curves on surfaces and homotopic groups of the space of curves // Preprint, Uppsala University, 1997/21.

4. Smale S. Regular curves on Riemannian manifolds // Transactions of AMS, 87, 1958, 492{512.

115573, Ňőśłćă, şń. Ňşśż Ďęăńĺń£, ď. 32, łőřŕ. 2, łć. 254.

E-mail address: ainsh@ium.ips.ras.ru