Ő łőőřďĺŋăšŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőń£ţ őšőąřăęěŋĺ£ Ń£ÿłő-Ńőěŋčĺ.

Łăřŕěŋłőć Ő. Ŋ.

Ććěďěŋĺě.

Ć ŕřěďńăčăěňőľ řăąőšě ćżćőď£šś£ ťőřňşńż łőőřďĺŋăšŋżţ ŕőńěľ őšőąřăęěŋĺ£ Ń£ÿłő-Ńőěŋčĺ ć ŋěłőšőřőň śŕěűĺăńĳŋőň śěůěŋĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă ňŋőčőůńěŋőć.

Ăćšőř ćżřăęăěš ąńăčőďăřŋőśšĳ Ć. Ĺ. Ăřŋőńĳďş, Ć. Ň. Ğăłăń¿łĺŋş ĺ Ŕ. Ě. Ŕşÿłăř¿ ğă őłăğăŋŋş¿ ŕőňőźĳ.

Řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő ňŋőčőůńěŋőć ćĺďă f(x) = x^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x.

Őŕřěďěńěŋĺě 1. Őšőąřăęěŋĺě Ń£ÿłő-Ńőěŋčĺ (śň. [1,3,4]) śšăćĺš ňŋőčőůńěŋş śšěŕěŋĺ n ś

łőňŕńěłśŋżňĺ (ďěľśšćĺšěńĳŋżňĺ) łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ śšăćĺš ć śőőšćěšśšćĺě ňŋőčőůńěŋ ŋă ěďĺŋĺűş ňěŋĳÿěľ śšěŕěŋĺ, łőřŋ£ňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ łřĺšĺůěśłĺě ğŋăůěŋĺ£ ĺśţőďŋőčő. Ňőęŋő ďăšĳ řăćŋőśĺńĳŋőě őŕřěďěńěŋĺě: ňŋőčőůńěŋş śšăćĺšś£ ć śőőšćěšśšćĺě ŋěşŕőř£ďőůěŋŋżľ ŋăąőř łřĺšĺůěśłĺţ ğŋăůěŋĺľ.

Őŕřěďěńěŋĺě 2. Ŋăğőć-ěň łőőřďĺŋăšŋżň ćěłšőřŋżň ŕőńěň őšőąřăęěŋĺ£ Ń£ÿłő-Ńőěŋčĺ šă-

łőě ŕőńě ŋă ŕřőőąřăğě őšőąřăęěŋĺ£, ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ ŕő šřăěłšőřĺ£ň łőšőřőčő őďŋő łřĺšĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě ńĺŋěľŋő şćěńĺůĺćăěšś£, ă őśšăńĳŋżě őśšă¿šś£ ŕőśšő£ŋŋżňĺ.

Ő ŕřĺňěŋěŋĺĺ łőőřďĺŋăšŋżţ ŕőńěľ śłăęěň, ůšő őŋĺ ĺśŕőńĳğş¿šś£, ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ ĺğşůěŋĺĺ šőŕőńőčĺůěśłĺţ śćőľśšć şśšőľůĺćżţ ńăčřăŋęěćżţ ňŋőčőőąřăğĺľ ś őśőąěŋŋőśš£ňĺ [2].

Őążůŋő řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă (ŕřőőąřăğă) şňěŋĳÿă¿š ŋă őďĺŋ, ŕőńăčă£ śşňňş łőřŋěľ ňŋőčőůńěŋă řăćŋőľ ŋşń¿ (a_{n−1} = 0). Ňż ęě řăśśňőšřĺň čĺŕěřŕńőśłőśšĳ ňŋőčőůńěŋőć ś őďŋőľ ĺğ łřĺšĺůěśłĺţ šőůěł ć ŋşńě ĺ śő ğŋăůěŋĺěň ŋőńĳ (a_1 = 0). Šăłĺň őąřăğőň ňż ĺňěěň ćżďěńěŋŋőě łřĺšĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě, ŕřĺ řăćŋőŕřăćŋżţ őśšăńĳŋżţ.

Ŋşęŋő ğăňěšĺšĳ, ůšő ń¿ąş¿ łřĺšĺůěśłş¿ šőůłş ňŋőčőůńěŋă ňőęŋő ńĺŋěľŋżňĺ ğăňěŋăňĺ ŕřőőąřăğă (x^′ = x + a) ĺ őąřăğă (ďőąăćńěŋĺěň łőŋśšăŋš ł f(x)) ŕřĺćěśšĺ ć (0, 0) (šő ěśšĳ ł ňŋőčőůńěŋş śńěďş¿źěčő ćĺďă: f(x) = x^n + a_{n−1}x^{n−1} + . . . + a_2x^2). Śďěńăšĳ ¡šő ňőęŋő ŋěśłőńĳłĺňĺ řăğńĺůŋżňĺ śŕőśőąăňĺ, ć ğăćĺśĺňőśšĺ őš šőčő, łăłş¿ łřĺšĺůěśłş¿ šőůłş śďćĺčăěň ć ŋőńĳ. (Ěśńĺ ŕőśšřőěŋŋőě ŋĺęě ŕőńě "śďćĺŋşšĳ" őąřăšŋő, šő ňż ŕőńşůĺň śšőńĳłő ŕőńěľ, śłőńĳłő ĺňěěšś£ řăğńĺůŋżţ ŕřőśšżţ łřĺšĺůěśłĺţ šőůěł ş ďăŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă). Ć ćěźěśšćěŋŋőň śńşůăě ňż ŕřĺćőďĺň ć ŋăůăńő łőőřďĺŋăš ńĺÿĳ ćěźěśšćěŋŋżě łřĺšĺůěśłĺě šőůłĺ.

Ťőřňşńż łőőřďĺŋăšŋżţ ćěłšőřŋżţ ŕőńěľ ĺ ĺţ ćżůĺśńěŋĺě.

Ć ¡šőň řăğďěńě ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ łőňŕńěłśŋżľ śńşůăľ. Ć ćěźěśšćěŋŋőň | ŋěőąţőďĺňő śńěďĺšĳ ğă łőňŕńěłśŋőľ śőŕř£ę-ěŋŋőśšĳ¿, ă, ć őśšăńĳŋőň, ćś-ě ăŋăńőčĺůŋő.

Šěőřěňă 1. Ć őąńăśšĺ a2 ≠ 0 (a1 = 0), łăęďőľ šőůłě łőšőřőľ śőőšćěšśšćşěš ňŋőčőůńěŋ ś

ŕřőśšőľ łřĺšĺůěśłőľ šőůłőľ ć ŋşńě, ňőęŋő ğăďăšĳ ćěłšőřŋőě ŕőńě, śőţřăŋ£¿źěě ćśě řăğŋőśšĺ ňěęďş łřĺšĺůěśłĺňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ć łřĺšĺůěśłĺţ šőůłăţ őšńĺůŋżţ őš ŋşń£. Łřĺšĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě ć ŋşńě ĺğňěŋ£ěšś£ ŋă ďěľśšćĺšěńĳŋőě ůĺśńő t ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ďřşčĺň łřĺšĺůěśłĺň ğŋăůěŋĺ£ň ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ ŕő šřăěłšőřĺĺ ŕőń£ ğă ćřěň£ t, ěśńĺ šăłőćőě ćőğňőęŋő.

(Ć łőňŕńěłśŋőň śńşůăě ŋěőąţőďĺňő řăśśňăšřĺćăšĳ ěź-ě ňŋĺňőě ĺğňěŋěŋĺě it. Ć řěğşńĳšăšě, łőőřďĺŋăšż ŕőńşůěŋŋőčő ŕőń£ ďń£ ĺğňěŋěŋĺ£ t ŋşęŋő ďőňŋőęĺšĳ ŋă i.)

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ğăťĺłśĺřşěň ŋěłőšőřżľ ňŋőčőůńěŋ ś a2 = 0. Ŕşśšĳ 0, k2, . . . , kn−1 | łřĺšĺ-

ůěśłĺě šőůłĺ ĺśţőďŋőčő ňŋőčőůńěŋă.

Ğăŕĺÿěň ŕřĺřăźěŋĺě łřĺšĺůěśłĺţ ğŋăůěŋĺľ ć ćĺďě śĺśšěňż şřăćŋěŋĺľ. Ŕşśšĳ f(x) = x^n + a_{n−1}x^{n−1}+. . .+a_2x^2 | ĺśţőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ, f_{Δ(ε)}(x) = x^n+(a_{n−1}+´_{n−1}(ε))x^{n−1}+. . .+(a_2+´_2(ε))x^2 | ĺğňěŋ-ěŋŋżľ.

Ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺ ňăńżţ ε łřĺšĺůěśłĺě šőůłĺ śďćĺŋşšś£ ŋă ∘(1). Šăł łăł ć łřĺšĺůěśłĺţ šőů-

łăţ ŕřőĺğćőďŋă£ řăćŋă ŋşń¿, šő řăğŋőśšĺ ğŋăůěŋĺľ ć łřĺšĺůěśłĺţ šőůłăţ śšăřőčő ĺ ŋőćőčő ňŋő-

čőůńěŋőć ąşďşš řăğńĺůăšĳś£ ŋă ∘(ε), ŕő¡šőňş ŕřĺ ňăńżţ ε ňőęŋő ŋě şůĺšżćăšĳ ďćĺęěŋĺ£ śăňőľ

łřĺšĺůěśłőľ šőůłĺ, š.ě. śůĺšăšĳ, ůšő őŋĺ őśšă¿šś£ ŋă őďŋőň ňěśšě.

(f_{Δ(ε)}(k_2) − f_{Δ(ε)}(0)) − (f(k_2) − f(0)) = ε

(f_{Δ(ε)}(k_3) − f_{Δ(ε)}(0)) − (f(k_3) − f(0)) = ε . . . . . . (f_Δ(k_{n−1}(ε)) − f_{Δ(ε)}(0)) − (f(k_{n−1}) − f(0)) = ε .

İšă śĺśšěňă ¡łćĺćăńěŋšŋă śńěďş¿źěľ:

k^{n−1}_2 ´_{n−2}(ε) + k^{n−2}_2 ´_{n−3}(ε) + · · · + k^2´_1(ε) = ε

k^{n−1}_3 ´_{n−2}(ε) + k^{n−2}_3 ´_{n−3}(ε) + · · · + k^2_3´_1(ε) = ε . . . . . . k^{n−1}_{n−1}´_{n−2}(ε) + k^{n−2}_{n−1}´_{n−3}(ε) + · · · + k^2_{n−1}´_1(ε) = ε .

Řěÿĺň £ćŋő śĺśšěňş, ĺśŕőńĳğş£ ťőřňşńş Łřăňěřă.

´_l(ε) =

| | | | | | | k^{n−1}_2 . . . ε . . . k^2 . . ... . . ... . . k^{n−1}_{n−1} . . . ε . . . k^2_{n−1}

| | | | | | | | | | | | | | k^{n−1}_2 . . . k^{l+1}_2 . . . k^2 . . ... . . ... . . k^{n−1}_{n−1} . . . k^{l+1}_{n−1} . . . k^2_{n−1}

| | | | | | |

.

Řěÿěŋĺě ďăŋŋőľ śĺśšěňż śşźěśšćşěš ĺ ěďĺŋśšćěŋŋő , łőčďă őŕřěďěńĺšěńĳ, śšő£źĺľ ć ğŋăňěŋă-

šěńě, őšńĺůěŋ őš ŋşń£. Őšňěšĺň, ůšő ¡šő ŕőůšĺ őŕřěďěńĺšěńĳ Ćăŋďěřňőŋďă: ( n∏ j=2 k^2_j )( n∏ s=2 n∏ t>s (k_t − k_s)).

Śńěďőćăšěńĳŋő, řěÿěŋĺľ ŋěš ńĺÿĳ ŕřĺ śőćŕăďěŋĺĺ łřĺšĺůěśłĺţ šőůěł. Őďŋăłő ć ůĺśńĺšěńě śšőĺš

łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ, ŕő¡šőňş őŕřěďĺńĺšěńĳ Ćăŋďěřňőŋďă śőłřăźăěšś£. Ć ğŋăňěŋăšěńě

őśšă-ěšś£ a^2 ≠ 0. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Ććěď-ěň śńěďş¿źĺě őąőğŋăůěŋĺ£ (´_{n−2}, . . ., ´_1) = lim_{ε→0}^{(Δn}�^{2(ε),...,Δ1(ε))}_ε (řěÿěŋĺě śĺśšěňż ŕřĺ

ε = 1).

Ŕőśšřőĺň šăłőě ŕőńě ďń£ ňŋőčőůńěŋőć ůěšć-ěřšőľ śšěŕěŋĺ ćĺďă x^4 + ax^3 + bx^2. { k^3_2´_2 + k^2´_1 = ε

k^3´_2 + k^2_3´_1 = ε ⇐⇒ { ´_1 =^{9a2−8b}_{4b2}

´_2 =^{3a}_{b2} . Ŋăľď-ěň £ćŋőě ćżřăęěŋĺě łőőřďĺŋăš ćěłšőřőć ůěřěğ łő¡ťťĺűĺěŋšż.

Šěőřěňă 2. ´l =^{(3l+6)al+2a3−(2l+6)al+3a2} 4a2 . Ůšőąż ďőłăğăšĳ šěőřěňş, ŋăň ŋěőąţőďĺňő ŕřőćěřĺšĳ ďćě ńěňňż, ŋő śŋăůăńă ňż ććěď-ěň śńěďş-

¿źěě őŕřěďěńěŋĺě.

Őŕřěďěńěŋĺě 3. Ŕşśšĳ ďăŋă (il) | ćőğřăśšă¿źă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ k ŋěőšřĺűăšěńĳŋżţ űě-

ńżţ ůĺśěń (k ≥ 0). Šőčďă i_1, . . . , i_k-őŕřěďěńĺšěńěň Ćăŋďěřňőŋďă őš n ŕěřěňěŋŋżţ ŋăğżćăěšś£ őŕřě-

ďěńĺšěńĳ ňăšřĺűż, ŕőńşůěŋŋőľ ĺğ ňăšřĺűż Ćăŋďěřňőŋďă řăğňěřă (n+k)×(n+k) ŕřĺ ćżů-ěřłĺćăŋĺĺ ŕőśńěďŋĺţ k śšőńąűőć ĺ śšřőł, ć łőšőřżţ śšő£š i_l-żě śšěŕěŋĺ ŕěřěňěŋŋżţ. Őąőğŋăůěŋĺě: V^n_{i1,...,ik} (x_1, . . ., x_n) ĺńĺ ŕřőśšő V^n_{i1...ik} .

Ńěňňă 1. V^n_k = σn−kV^n (σk | ňŋőčőůńěŋż Ćĺěšă śšěŕěŋĺ k).

Ĺďě£ ďőłăğăšěńĳśšćă: ćżůěśšĳ ĺğ ćśěţ śšőńąűőć ŕőśńěďŋĺľ, ğăšěň ćżŋěśšĺ śőňŋőęĺšěńĺ ćĺďă (x_k − x_n), ğăšěň ŕőśšřőůŋő ćżůěśšĳ ĺğ n-őľ n − 1-ş¿ śšřőłş ĺ š.ď., ŋăłőŋěű, řăğńőęĺšĳ ŕő śšřőůłě, ć łőšőřőľ őśšăńĺśĳ śşňňż ĺğ ďćşţ ňőŋőňőć (š.ě. ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě śşňňż ďćşţ őŕřěďěńĺšěńěľ). Šăłĺň őąřăğőň, ňż ŕőńşůăěň řěłşřěŋšŋş¿ ťőřňşńş. Šěŕěřĳ şšćěřęďěŋĺě ńěňňż ŋě śńőęŋő ďőłăğăšĳ, ćőśŕőńĳğőćăćÿĺśĳ ĺŋďşłűĺěľ ŕő n: V^n_i = ∏_{n−1} k=1 (x_k − x_n)(a_nV^{n−1}_i + V^{n−1}_{i−1} ). Ńěňňă 2. V^n_{1,k} = (σn−1σn−k+1 − σnσn−k)V^n Ĺďě£ ďőłăğăšěńĳśšćă ăŋăńőčĺůŋă, řěłşřěŋšŋă£ ťőřňşńă śńěďş¿źă£: V^n_{1,j} = ∏_{n−1} k=1 (x_k−x_n)(x^2_nV^{n−1}_{1,j} + x_n(V^{n−1}_{0,j} + V^{n−1}_{1,j−1}) + V^{n−1}_{0,j−1}).

Šěŕěřĳ ňőęŋő ´_l ćżřăğĺšĳ ůěřěğ σ ĺ V^{n−2}:

´_l = (−1)^{l+1}(σ_{l−3}σ_{n−l−2} − σ_{n−2}σ_{n−l−3})V^{n−2} σ^2_{n−2}V^{n−2} . V^{n−2} | śőłřăźă¿šś£, σ_i =^{n−i}_n a_{n−i}(−1)^i ŕřĺ 0 < i < n − 1 (ć őśšăńĳŋżţ śńşůă£ţ řăćŋă ŋşń¿). Ŕőďśšăćĺň σ_i:

´_l =

(3l + 6)a_{l+2}a_3 − (2l + 6)a_{l+3}a_2 4a^2 . Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Śńěďśšćĺě. Ŋă čĺŕěřŕńőśłőśšĺ a1 = 0 őŕřěďěńěŋő ŕőńě δl = (3l + 6)al+2a3 − (2l + 6)al+3a2,

łőšőřőě ĺňěěš őśőąěŋŋőśšĺ (őąřăźăěšś£ ć ŋőńĳ) šőńĳłő ŋă ŕńőśłőśšĺ a_2 = a_3 = 0.

Ć ğăłń¿ůěŋĺě řăśśňőšřĺň ŕřőśšřăŋśšćő ťşŋłűĺľ: x^n +a_{n−2}x^{n−2} +. . .+a_1x. Ąşďěň ĺśłăšĳ ŕőńě, łőšőřőě ŋă łřĺšĺůěśłĺě ğŋăůěŋĺ£ ďěľśšćşěš śńěďş¿źĺň őąřăğőň ( ε, . . . , ε, λε ) . Šőčďă ć ĺśţőďŋżţ łőőřďĺŋăšăţ ŕőńě ĺňěěš ćĺď: 1 σ_{n−2} ( (−1)^{n−3}, (−1)^{n−4}σ_1, . . . , (−1)^0σ_{n−3} ) , čďě σ ŋăţőď£šś£ ĺğ śĺśšěňż: σ_2 − σ^2_1 =^{n−2}_n a_{n−2} σ_3 − σ_1σ_2 = −^{n−3}_n a_{n−3} σ_4 − σ_1σ_3 =^{n−4}_n a_{n−4} . . σ_{n−2}σ_1 =^1_n a_1 .

Ńĺšěřăšşřă.

[1] Ć. Ĺ. Ăřŋőńĳď, Łřĺšĺůěśłĺě šőůłĺ ťşŋłűĺľ ĺ łńăśśĺťĺłăűĺ£ łăşśšĺł, Şśŕěţĺ ňăšěň. ŋăşł, 1974, 29(3), 243-244.

[2] Ć. Ň. Ğăłăń¿łĺŋ, Ř. Ň. Řőąěřšś, Őą şśšőľůĺćżţ ńăčřăŋęěćżţ ňŋőčőőąřăğĺ£ţ ś őśőąěŋŋőśš£ňĺ, Ťşŋłű. ăŋăńĺğ ĺ ěčő ŕřĺńőęěŋĺ£, 1996, 26(3), 28-34.

[3] E. J. N. Looijenga, The complement of the bifurcation variety of a simple singularity, Invent. Math, 1974, 23, 105-116.

[4] Ő. Ć. Ń£ÿłő, Čěőňěšřĺ£ ąĺťşřłăűĺőŋŋżţ ďĺăčřăň, Śőć. ňăšěň, 1984, 27, 2736-2759.