Ő ŊĚŁŐŠŐŘŻŢ ŠŐĘĎĚŚŠĆĂŢ ŊĂĎ İŃĚŇĚŊŠĂŇĹ ŚĹŇŇĚŠŘĹŮĚŚŁŐĽ ŇĂŠŘĹŰŻ

Ŋ. Ć. Ĺń¿ÿěůłĺŋ

Ććěďěŋĺě

Ć ŋěłőšőřżţ śŕńőÿŋżţ śřěďăţ ćśšřěůăěšś£ ŋě šěŋğőřŋă£ [1], ă ąőńěě őąźă£ ğăćĺśĺňőśšĳ šěŋğőřă ŋăŕř£ęěŋĺľ őš šěŋğőřă ďěťőřňăűĺľ. Śćőľśšćă şŕőň£ŋşšőľ ğăćĺśĺňőśšĺ ŕřĺćőď£š ł ŕőśšăŋőćłě śńěďş¿źěľ ğăďăůĺ.

Ŕşśšĳ Sym(n) { ŕřőśšřăŋśšćő n - ňěřŋżţ ćěźěśšćěŋŋżţ śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňăšřĺű. Šřěąşěšś£ őŕĺśăšĳ śěňěľśšćő ąěśłőŋěůŋő čńăďłĺţ őšőąřăęěŋĺľ

F : Sym(n) −→ Sym(n),

őąńăďă¿źĺţ śńěďş¿źĺň śćőľśšćőň: ďń£ ń¿ąőľ ňăšřĺűż X ∈ Sym(n) ĺ šăłőľ őřšőčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűż C, ůšő C^{−1}XC { ďĺăčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă, C^{−1}F(X)C šőęě £ćń£ěšś£ ďĺăčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ.

Ňőęŋő ŕőśšăćĺšĳ šăłęě ğăďăůş őą őŕĺśăŋĺĺ śěňěľśšćă ąěśłőŋěůŋő čńăďłĺţ őšőąřăęěŋĺľ

G : Sym(n) −→ Sym(n),

ć łăłőň-šő śňżśńě ďćőľśšćěŋŋőčő ł ŕřěďżďşźěňş śěňěľśšćş. Ĺňěŋŋő, ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ĺğ ďĺăčőŋăńĳŋőśšĺ ňăšřĺűż C^{−1}XC śńěďşěš řăćěŋśšćő ŋşń¿ ćśěţ ďĺăčőŋăńĳŋżţ ¡ńěňěŋšőć ňăšřĺűż C^{−1}G(X)C.

Ŋĺęě ąşďşš ďőłăğăŋż śńěďş¿źĺě šěőřěňż.

Šěőřěňă 1. Ěśńĺ F { őšőąřăęěŋĺě ĺğ ŕěřćőčő śěňěľśšćă, šő śşźěśšćş¿š šăłĺě ąěśłőŋěůŋő čńăďłĺě ťşŋłűĺĺ a_m : Sym(n) −→ R

ďń£ m = 0, 1, . . ., n − 1, ůšő

F(X) = a_0(X)E + a_1(X)X + · · · + a_{n−1}(X)X^{n−1}, (0.1)

šő ěśšĳ F(X) £ćń£ěšś£ ňăšřĺůŋżň ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ n − 1 ś ŕěřěňěŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ.

Šěőřěňă 2. Ďń£ ń¿ąőčő őšőąřăęěŋĺ£ G ĺğ ćšőřőčő śěňěľśšćă śşźěśšćşěš šăłă£ ąěśłőŋěůŋő čńăďłă£ łőśőśĺňňěšřĺůěśłă£ ňăšřĺűă A(X), ůšő G(X) = A(X)X − XA(X), (0.2) šő ěśšĳ G(X) £ćń£ěšś£ ňăšřĺůŋżň łőňňşšăšőřőň X ś ŕěřěňěŋŋőľ łőśőśĺňňěšřĺůěśłőľ ňăšřĺűěľ.

Ŕőŕżšłĺ ďőłăğăšěńĳśšćă śťőřňşńĺřőćăŋŋżţ ćżÿě šěőřěň ŕřĺćěńĺ ł şśšăŋőćńěŋĺ¿ ŋěłőšőřżţ šőęďěśšć, ŕřěďśšăćń£¿źĺţ, ŕő ňŋěŋĺ¿ ăćšőřă, ĺ śăňőśšő£šěńĳŋżľ ĺŋšěřěś.

x1. Őą őąž-ěňăţ, ŕőřőęď-ěŋŋżţ ťşŋłűĺ£ňĺ őš ŋőřňăńĳŋőľ ňăšřĺűż

Ţőš£ ŋăÿě ĺśśńěďőćăŋĺě ŕőść£źěŋő śĺňňěšřĺůěśłĺň ňăšřĺűăň, ćś-ě ęě őďŋă ŋěőąţőďĺňă£ ć ďăńĳŋěľÿěň ťőřňşńă šřĺćĺăńĳŋő őąőąźăěšś£ ŋă ąőńěě őąźĺľ śńşůăľ ŋőřňăńĳŋżţ ňăšřĺű, ŕřĺů-ěň ś łőňŕńěłśŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ.

Őąőğŋăůĺň šěŕěřĳ ůěřěğ Mat_C (n) ŕřőśšřăŋśšćő łćăďřăšŋżţ łőňŕńěłśŋżţ ňăšřĺű ŕőř£ďłă n, łőšőřőě ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ łăł şŋĺšăřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ n^2. Ŕşśšĳ Z ∈ Mat_C (n) { ŋőřňăńĳŋă£ ňăšřĺűă, ĺ ŕşśšĳ f_1(ζ), . . . , f_n(ζ) { łőňŕńěłśŋőğŋăůŋżě ťşŋłűĺĺ łőňŕńěłśŋőčő ăřčşňěŋšă, őŕřěďěń-ěŋŋżě ŋă śŕěłšřě λ_1, . . . , λ_n ňăšřĺűż Z. Ŋăś ąşďěš ĺŋšěřěśőćăšĳ őąž-ěň ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă, ŋăš£ŋşšőčő ć Mat_C (n) ŋă ćěłšőřż f_1(Z), . . . , f_n(Z).

Ćżůĺśńěŋĺě őąž-ěňă ŋăůŋ-ěň ś őďŋőčő ŕřőśšőčő ğăňěůăŋĺ£. Ŕşśšĳ w_1, . . . , w_l { ćěłšőřż şŋĺšăřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă řăğňěřŋőśšĺ m ≥ l. Őąž-ěň ŕăřăńńěńěŕĺŕěďă, ŋăš£ŋşšőčő ŋă ¡šĺ ćěłšőřż, ąşďěň őąőğŋăůăšĳ V (w_1, . . . , w_l). Ěśńĺ ćśě w_j ňżśńĺšĳ łăł ćěłšőřż - śšőńąűż w_j = (w_{1j}, . . . , w_{mj})^T , šő ĺğ ĺţ łőőřďĺŋăš ňőęŋő śőśšăćĺšĳ ňăšřĺűş W = (w_{ij}), čďě i = 1, . . . , m ĺ j = 1, . . ., l. Őąőğŋăůĺň ůě-

řěğ Mr(W ) śşňňş łćăďřăšőć ăąśőń¿šŋżţ ćěńĺůĺŋ ćśěţ ňĺŋőřőć ŕőř£ďłă r ňăšřĺűż W. Šőčďă, łăł

ĺğćěśšŋő [2], V^2(w_1, . . . , w_l) = M_l(W ) (1.1) Ğăňěšĺň, ůšő őąž-ěň ŋě ĺğňěŋĺšś£, ěśńĺ ćśě ćěłšőřż w_j ŕőďćěřčŋşšĳ őďŋőňş ĺ šőňş ęě şŋĺšăřŋőňş ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ Q, šő ěśšĳ V (w1, . . . , wl) = V (Qw1, . . . , Qwl) (1.2) Ć śăňőň ďěńě, łćăďřăš őąž-ěňă V^2(w_1, . . . , w_l) śőćŕăďăěš ś őŕřěďěńĺšěńěň ňăšřĺűż Čřăňă, ŕőřőęď-ěŋŋőľ ćěłšőřăňĺ w_1, . . . , w_l, ă śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (w_j , w_k) = (Qw_j , Qw_k), łőšőřżě śşšĳ ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż Čřăňă, ŋě ĺğňěŋ£¿šś£ ŕřĺ şŋĺšăřŋőň ŕřěőąřăğőćăŋĺĺ ćśěčő ŕřőśšřăŋśšćă.

Ćěřŋ-ěňś£ ł ćżůĺśńěŋĺ¿ őąž-ěňă V (f_1(Z), . . . , f_n(Z)). Ĺğ ¡ńěňěŋšőć ňăšřĺű f_1(Z), . . . , f_n(Z) ňőęŋő őąřăğőćăšĳ ŋőćş¿ ňăšřĺűş ˘(Z) řăğňěřă n^2 ×n, ć ν - őň (ν = 1, . . . , n) śšőńąűě łőšőřőľ śšő£š ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż f_ν (Z), ćğ£šżě ć őŕřěďěń-ěŋŋőň, őďŋőň ĺ šőň ęě ďń£ ćśěţ ν, ŕőř£ďłě. Šőčďă ć śĺńş (1.1) ąşďěň ĺňěšĳ V^2(f_1(Z), . . . , f_n(Z)) = M_n(˘(Z)) (1.3)

Ğăňěšĺň, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕőďőąĺ£ N = U^{−1}M U , čďě ŕěřěňěŋŋżě M, N ćğ£šż ĺğ Mat_C (n), ă U { ŕőśšő£ŋŋă£ şŋĺšăřŋă£ ňăšřĺűă, ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł şŋĺšăřŋőě ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕřőśšřăŋśšćă Mat_C (n). Ćżąěřěň şŋĺšăřŋş¿ ňăšřĺűş U šăł, ůšőąż ňăšřĺűă L = U^{−1}ZU ążńă ďĺăčőŋăńĳŋőľ:

L = diag(λ_1, . . . , λ_n)

Šőčďă, řăğşňěěšś£, f_ν (L) = U^{−1}f_ν (Z)U ĺ

f_ν (L) = diag(f_ν (λ_1), . . . , f_ν(λ_n))

Ĺğ (1.2) ąńăčőďăř£ şŋĺšăřŋőśšĺ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ŕőďőąĺ£ ĺňěěň V (f_1(Z), . . . , f_n(Z)) = V (f_1(L), . . . , f_n(L)), ĺ ćśńěďśšćĺě (1.3) ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ ĺśłőňőčő őąž-ěňă ŋăň őśšă-ěšś£ ŋăľšĺ ćěńĺůĺŋş M_n(˘(L)). Ŋő ć ňăšřĺűě ˘(L) ĺňěěšś£ ćśěčő őďĺŋ ŋěŋşńěćőľ ňĺŋőř ŕőř£ďłă n, őąřăğőćăŋŋżľ ďĺăčőŋăńĳŋżňĺ ¡ńěňěŋšăňĺ ňăšřĺű f_ν (Z), šăł ůšő M_n(˘(L)) ěśšĳ łćăďřăš ăąśőń¿šŋőľ ćěńĺůĺŋż şŕőň£ŋşšőčő ňĺŋőřă. Ĺğćńěłă£ łćăďřăšŋżľ łőřěŋĳ, ŕőńşůĺň őłőŋůăšěńĳŋş¿ ťőřňşńş

V (f_1(Z), . . . , f_n(Z)) = | | | | | | | | f_1(λ_1) f_2(λ_1) . . . f_n(λ_1) f_1(λ_2) f_2(λ_2) . . . f_n(λ_2) . . . . ... . . f_1(λ_n) f_2(λ_n) . . . f_n(λ_n)

| | | | | | | |

Ŋăŕřĺňěř, ŕşśšĳ ćśě f_ν (ζ) = p_ν(ζ) { ňŋőčőůńěŋż śšěŕěŋĺ n − 1:

p_ν (ζ) = b_{ν0} + b_{ν1}ζ + . . . + b_{ν,n−1}ζ^{n−1}

Łő¡ťťĺűĺěŋšż ¡šĺţ ňŋőčőůńěŋőć őąřăğş¿š łćăďřăšŋş¿ ňăšřĺűş ŕőř£ďłă n:

B = b_{10} b_{11} . . . b_{1,n−1} b_{20} b_{21} . . . b_{2,n−1} . . . . ... . . b_{n0} b_{n1} . . . b_{n,n−1}

Šőčďă, łăł ćĺďŋő ĺğ šěőřěňż őą şňŋőęěŋĺĺ őŕřěďěńĺšěńěľ, V (p_1(Z), . . . , p_n(Z)) = |det(B)||W (λ_1, . . . , λ_n)|, čďě W { őŕřěďěńĺšěńĳ Ćăŋďěřňőŋďă, ŕőřőęď-ěŋŋżľ ůĺśńăňĺ λ_1, . . ., λ_n. Ćőğćőď£ ć łćăďřăš, ŕőńşůĺň

V^2(p_1(Z), . . . , p_n(Z)) = |det(B)|^2|Dis(χ_Z )|,

čďě χ_Z { ţăřăłšěřĺśšĺůěśłĺľ ňŋőčőůńěŋ ňăšřĺűż Z, ă Dis(χ_Z ) { ěčő ďĺśłřĺňĺŋăŋš. Ć ůăśšŋőśšĺ, V^2(E, Z, . . ., Z^{n−1}) = |Dis(χ_Z )| Ćśńěďśšćĺě (1.3) ăńčěąřăĺůěśłĺľ ăŋăńőč ŕőśńěďŋěľ ťőřňşńż ŕřĺőąřěšăěš ćĺď

|Dis(χ_Z )| = M_n(Z_∗), (1.4)

čďě Z_∗ { ňăšřĺűă řăğňěřă n^2 ×n, ć ν - őň (ν = 0, 1, . . ., n−1) śšőńąűě łőšőřőľ śšő£š ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż Z^ν , ćğ£šżě ć őŕřěďěń-ěŋŋőň, őďŋőň ĺ šőň ęě ďń£ ćśěţ ν, ŕőř£ďłě.

Ć śńşůăě, łőčďă ŋőřňăńĳŋă£ ňăšřĺűă Z = X ∈ Sym(n) śĺňňěšřĺůŋă, ťőřňşńż (1.3) ĺ (1.4) ňőčşš ążšĳ ŋěśłőńĳłő ćĺďőĺğňěŋěŋż. Ŕřěďńăčăěňőě ĺğňěŋěŋĺě ść£ğăŋő ś šěň, ůšő řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă Sym(n), łőšőřş¿ ňż ćśěčďă ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ N = C^2_{n+1}, ňěŋĳÿě řăğňěřŋőśšĺ n^2 ŕřőśšřăŋśšćă Mat_C (n) ĺńĺ ůĺśńă śšřőł ć ňăšřĺűăţ ˘(X) ĺ X_∗.

Ŕěřěľď-ěň ł šőůŋżň őŕřěďěńěŋĺ£ň. Ňăšřĺűş X = (x_{ij}) ∈ Sym(n) ňż ćŕřěďĳ ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ łăł śšőńąěű ^X řăğňěřŋőśšĺ N , ¡ńěňěŋšż łőšőřőčő śşšĳ x_{ii} ĺ √ 2x_{ij} ŕřĺ i < j, řăśŕőńőęěŋŋżě ć ŕőř£ďłě 11, 22, . . ., nn, 12, 13, . . ., 1n, 23, . . ., 2n, . . ., n − 1 n (1.5) Ćżąőř ňŋőęĺšěń£ √ 2 őąşśńőćńěŋ šěň, ůšő ŕřěőąřăğőćăŋĺě ŕőďőąĺ£ X = C^{−1}Y C, (1.6) čďě X ĺ Y { ŕěřěňěŋŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ňăšřĺűż, ă C { ŕőśšő£ŋŋă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă, śőţřăŋ£ěš łćăďřăšĺůŋş¿ ťőřňş_n ∑ i=1 x^2_{ii} + 2 ∑ i<j x^2_{ij} Ůěřěğ E_{ij} ąşďěň őąőğŋăůăšĳ łćăďřăšŋş¿ ňăšřĺűş ŕőř£ďłă n, ŋă ŕěřěśěůěŋĺĺ i - őľ śšřőłĺ ĺ j - őčő śšőńąűă łőšőřőľ śšőĺš ěďĺŋĺűă, ă ćśě őśšăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż řăćŋż ŋşń¿. Őŕřěďěńĺň šăłęě śĺňňěšřĺůěśłĺě ňăšřĺűż `_{ii} ŕřĺ i = 1, . . . , n ĺ `_{ij} ŕřĺ i < j řăćěŋśšćăňĺ

`_{ii} = E_{ii}, `_{ij} = 1√ 2 (E_{ij} + E_{ji}) (1.7)

Šőčďă Sym(n) ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ N ś őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżň ąăğĺśőň (1.7), řăśŕőńőęěŋŋżň ć ŕőř£ďłě (1.5).

Řăśśşęďěŋĺ£ňĺ, ăŋăńőčĺůŋżňĺ ŕřĺćěď-ěŋŋżň ćżÿě, ňőęŋő ćżćěśšĺ ťőřňşńż, ŕőďőąŋżě (1.3) ĺ (1.4), ŋő ć řăğňěřŋőśšĺ N . Ĺňěŋŋő, ćňěśšő ňăšřĺűż ˘(X) ĺğ (1.3) ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ňăšřĺűş ˘_s(X) řăğňěřă N × n, ć ν - őň (ν = 1, . . . , n) śšőńąűě łőšőřőľ śšő£š ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż f_ν (X), řăśŕőńőęěŋŋżě ć ŕőř£ďłě (1.5) ĺ şňŋőęěŋŋżě, čďě ¡šő ŋşęŋő, ŋă √ 2. Šőčďă ťőřňşńă (1.3) ŕřěőąřăğşěšś£ ł ćĺďş

V^2(f_1(X), . . . , f_n(X)) = M_n(˘_s(X)),

ă ťőřňşńă (1.4) { ł ćĺďş Dis(χ_X ) = M_n(X_!), (1.8) čďě ňăšřĺűă X_! őąřăğőćăŋă śšőńąűăňĺ ^X^0, ^X, . . . , “X^{n−1}, řăśŕőńőęěŋŋżňĺ ć ěśšěśšćěŋŋőň ŕőř£ďłě. Ćőőąźě, ěśńĺ X = (x_{ij}) ∈ Sym(n), šő ¡ńěňěŋšż ňăšřĺűż X^m ďń£ m = 0, 1, . . ., n − 1 őąőğŋăůĺň ůěřěğ x^{(m)}_{ij} . Šăłĺň őąřăğőň, ć śšřőłě X_! ś ŋőňěřőň ii śšő£š ¡ńěňěŋšż 1, x_{ii}, x^{(2)}_{ii} , . . . , x^{(n−1)}_{ii} , ă śšřőłă ś ŋőňěřőň ij ŕřĺ i < j őąřăğőćăŋă ¡ńěňěŋšăňĺ 0, √ 2x_{ij}, √ 2x^{(2)}_{ij} , . . . , √ 2x^{(n−1)}_{ij} Ŋăŕřĺňěř, ć śńşůăě n = 3 ňăšřĺűă X_! ĺňěěš ćĺď

X_! =

1 x_{11} x^{(2)}_{11} 1 x_{22} x^{(2)}_{22} 1 x_{33} x^{(2)}_{33} 0 √ 2x_{12} √ 2x^{(2)}_{12} 0 √ 2x_{13} √ 2x^{(2)}_{13} 0 √ 2x_{23} √ 2x^{(2)}_{23}

x2. Ďĺśłřĺňĺŋăŋšŋżě ňŋőčőůńěŋż

Łăł ňż şćĺďĺň ŋĺęě, ňăłśĺňăńĳŋżě ňĺŋőřż ňăšřĺűż X_! ĺňě¿š ŕř£ňőě őšŋőÿěŋĺě ł ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż 1. Ňĺŋőř ŕőř£ďłă n ňăšřĺűż X_!, őąřăğőćăŋŋżľ śšřőłăňĺ ś ďćőľŋżňĺ ĺŋďěłśăňĺ i_1j_1, . . ., i_nj_n, őąőğŋăůĺň ⟨i_1j_1, . . . , i_nj_n⟩(X). İšő { őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ C^2_n őš ¡ńěňěŋšőć ňăšřĺűż X. Ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ n = 3 ĺňěěň

⟨11, 22, 33⟩(X) = | | | | | 1 x_{11} x^2_{11} + x^2_{12} + x^2_{13} 1 x_{22} x^2_{12} + x^2_2 + x^2_3 1 x_{33} x^2_{13} + x^2_3 + x^2_{33} | | | | | = = (x_{22} − x_{11})(x_{33} − x_{11})(x_{33} − x_{22})−

−(x_{22} − x_{11})x^2_{12} + (x_{33} − x_{11})x^2_{13} − (x_{33} − x_{22})x^2_3;

⟨33, 12, 23⟩(X) = 2 | | | | x_{12} x_{11}x_{12} + x_{12}x_{22} + x_{13}x_{23} x_{23} x_{12}x_{13} + x_{22}x_{23} + x_{23}x_{33} | | | | = = 2x_{12}x_{23}(x_{33} − x_{11}) + 2x_{13}(x^2_{12} − x^2_3)

Łăł ňż şęě ďőłăğăńĺ, śşňňă łćăďřăšőć ćśěţ ¡šĺţ ňĺŋőřőć řăćŋă ďĺśłřĺňĺŋăŋšş Dis(χ_X ). Ŕő¡šőňş ňĺŋőřż ⟨i_1j_1, . . . , i_nj_n⟩(X) ňż ć ďăńĳŋěľÿěň ąşďěň ŋăğżćăšĳ ďĺśłřĺňĺŋăŋšŋżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ.

Śłăęěň ŋěśłőńĳłő śńőć ő ňŋőčőůńěŋě T (X) = ⟨11, . . ., nn⟩(X), łőšőřżľ ğăŋĺňăěš űěŋšřăńĳŋőě ć łăłőň-šő śňżśńě ŕőńőęěŋĺě ćő ňŋőęěśšćě ďĺśłřĺňĺŋăŋšŋżţ ňŋőčőůńěŋőć. Ĺňěŋŋő, ňż ďőłăęěň ěčő ŋěŕřĺćőďĺňőśšĳ.

Őŕřěďěńĺň śŋăůăńă ďěľśšćĺě čřşŕŕż ŕőďśšăŋőćőł S(n) ŋă ňŋőęěśšćě łćăďřăšŋżţ ňăšřĺű. Ŕşśšĳ A = (a_{ij} ) { ňăšřĺűă ŕőř£ďłă n, ă σ ∈ S(n) { ŕőďśšăŋőćłă. Šőčďă ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ (σA)_{ij} = a_{σ(i)σ(j)}. Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő σ { łőńĳűěćőľ čőňőňőřťĺğň, šő ěśšĳ σ(A + B) = σ(A) + σ(B), σ(AB) = σ(A)σ(B) Ć ůăśšŋőśšĺ, ďń£ X ∈ Sym(n) ĺňěěň σ(X^m) = [σ(X)]^m (2.1)

Ňőęŋő šăłęě őŕřěďěńĺšĳ ďěľśšćĺě čřşŕŕż S(n) ŋă ňŋőęěśšćě {P (X)} ňŋőčőůńěŋőć, ğăćĺś£źĺţ őš ŕěřěňěŋŋżţ x_{ij}. Řăğşňěěšś£, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ σP (. . . , x_{ij}, . . .) = P (. . . , x_{σ(i)σ(j)}, . . .), ŕřĺů-ěň σ { ăćšőňőřťĺğň łőńĳűă ňŋőčőůńěŋőć.

Ŕřĺśšşŕĺň ł ďőłăğăšěńĳśšćş ŋěŕřĺćőďĺňőśšĺ ňŋőčőůńěŋă T (X). Šăł łăł

T (X) = | | | | | | | |

1 x_{11} x^{(2)}_{11} . . . x^{(n−1)}_{11} 1 x_{22} x^{(2)}_{22} . . . x^{(n−1)}_{22} . . . . . . ... . . 1 x_{nn} x^{(2)}nn . . . x^{(n−1)}nn

| | | | | | | | , (2.2)

šő ćśńěďśšćĺě (2.1) ďń£ ń¿ąőľ ŕőďśšăŋőćłĺ σ ĺňěěň σx^{(m)}_{ij} = x^{(m)}_{σ(i)σ(j)}, šăł ůšő σT (X) = ±T (X), (2.3) čďě ğŋăł ğăćĺśĺš őš ů-ěšŋőśšĺ ŕőďśšăŋőćłĺ.

Ďăńěě, ¡ńěňěŋšż x_{ii} ŋăğőć-ěň ďĺăčőŋăńĳŋżňĺ, ă ćśě őśšăńĳŋżě ŕěřěňěŋŋżě { ŋěďĺăčőŋăńĳŋżňĺ. Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő ¡ńěňěŋš x^{(m)}_{ii} ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě x^{(m)}_{ii} = x^m_{ii} + ~x^{(m)}_{ii} , čďě łăęďżľ őďŋőůńěŋ ňŋőčőůńěŋă ~x^{(m)}_{ii} śőďěřęĺš ŋěďĺăčőŋăńĳŋżě ŕěřěňěŋŋżě. Ğŋăůĺš, ňőęŋő ŋăŕĺśăšĳ

T (X) = W (x_{11}, x_{22}, . . . , x_{nn}) + ~T (X), (2.4)

čďě W { łăł ĺ ŕřěęďě, őŕřěďěńĺšěńĳ Ćăŋďěřňőŋďă, ă łăęďżľ őďŋőůńěŋ ňŋőčőůńěŋă ~T (X) śőďěřęĺš ŋěďĺăčőŋăńĳŋżě ŕěřěňěŋŋżě. Őďŋăłő ĺğ (2.2) ćĺďŋő, ůšő ć ~T (X) ŋěš őďŋőůńěŋă, śőďěřęăźěčő šőńĳłő ŋěďĺăčőŋăńĳŋżě ŕěřěňěŋŋżě.

Šěŕěřĳ ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő Q(X) { ŋěŕřĺćőďĺňżľ ďěńĺšěńĳ T (X). Ć śĺńş (2.4) ňŋőčőůńěŋ Q(X) ĺňěěš ćĺď Q(X) = R(x_{11}, x_{22}, . . . , x_{nn}) + ~Q(X), (2.5)

čďě R ğăćĺśĺš šőńĳłő őš ďĺăčőŋăńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ ĺ £ćń£ěšś£ ďěńĺšěńěň W , ă ć łăęďżľ őďŋőůńěŋ ~Q(X) ćţőď£š ŋěďĺăčőŋăńĳŋżě ŕěřěňěŋŋżě. Ĺğ (2.3) śńěďşěš, ůšő ďń£ ń¿ąőľ ŕőďśšăŋőćłĺ σ ∈ S(n) ňŋőčőůńěŋ σ(Q) šőęě £ćń£ěšś£ ŋěŕřĺćőďĺňżň ďěńĺšěńěň T (X), ă ĺğ (2.4) ĺ (2.5) ćĺďŋő, ůšő σ(R) { ďěńĺšěńĳ W . Šăł łăł ňŋőčőůńěŋ W řăśŕăďăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ńĺŋěľŋżţ ťőřň x_{jj} − x_{ii}, ă ďń£ ń¿ążţ ďćşţ řăğńĺůŋżţ šăłĺţ ťőřň śşźěśšćşěš ŕőďśšăŋőćłă, ŕěřěćőď£źă£ ŕěřćş¿ ĺğ ŋĺţ ćő ćšőřş¿, šő ń¿ąőľ ďřşčőľ ŋěŕřĺćőďĺňżľ ďěńĺšěńĳ T (X) ĺňěěš ćĺď σ(Q) ďń£ ŋěłőšőřőľ ŕőďśšăŋőćłĺ σ. Ďăńěě ŋşęŋő řăśśňőšřěšĳ šřĺ śńşůă£.

1. Q { ťőřňă ŕěřćőľ śšěŕěŋĺ. Šőčďă T (X) řăśŕăďăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě ńĺŋěľŋżţ ťőřň. Ŕřĺ ¡šőň, ěśńĺ ~Q(X) ≡ 0, šő T (X) = W (x_{11}, . . ., x_{nn}), ůšő őůěćĺďŋżň őąřăğőň ŋěćěřŋő. Ěśńĺ ęě ~Q(X) ≢ 0, šő ĺ ćśě σ( ~Q) ≢ 0 ĺ ŋě ğăćĺś£š őš ďĺăčőŋăńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ. Ŋő šőčďă T (X) śőďěřęĺš őďŋőůńěŋż, ŋě ğăćĺś£źĺě őš ďĺăčőŋăńĳŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ, ůšő šăłęě ŋěćěřŋő.

2. Q { ťőřňă śšěŕěŋĺ ćżÿě ŕěřćőľ. Šőčďă R { ŕřőĺğćěďěŋĺě ŋěłőšőřżţ śőňŋőęĺšěńěľ ćĺďă x_{jj}−x_{ii}, ŕřĺů-ěň ćśě őŋĺ řăğńĺůŋż. Ńěčłő ŕőłăğăšĳ, ůšő ćśěčďă ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ šăłş¿ ŕőďśšăŋőćłş σ, ůšő σ(R) ≠ R, ŋő ş R ĺ σ(R) ąşďěš őďĺŋăłőćżľ ďěńĺšěńĳ ćĺďă x_{jj} − x_{ii} (ĺśłń¿ůěŋĺě śőśšăćń£ěš śńşůăľ n = 4, łőčďă śšěŕěŋĳ Q řăćŋă ďćşň, ő ŋ-ěň ŋĺęě). Šăł łăł ťőřňż Q ĺ σ(Q) řăğńĺůŋż ĺ ŋěŕřĺćőďĺňż, šő őąě őŋĺ ćţőď£š ć řăğńőęěŋĺě ňŋőčőůńěŋă T (X) ŋă ŋěŕřĺćőďĺňżě ňŋőęĺšěńĺ. Ŕő¡šőňş W ďěńĺšś£ ŋă ŕřőĺğćěďěŋĺě Rσ(R), śőďěřęăźěě ňŋőęĺšěńĳ (x_{jj} − x_{ii})^2, ůšő ŋěćőğňőęŋő.

3. Ĺśłń¿ůĺšěńĳŋżľ śńşůăľ n = 4, R = (x_{jj} − x_{ii})(x_{ll} − x_{kk}), čďě (i, j, k, l) { ŕěřěśšăŋőćłă ůĺśěń 1,2,3,4. Ć ¡šőň śńşůăě T (X) řăśŕăďăěšś£ ć ŕřőĺğćěďěŋĺě šř-ěţ łćăďřăšĺůŋżţ ťőřň. Őůěćĺďŋő, ťőřňă ~Q ďőńęŋă ĺňěšĳ ŕěřćş¿ śšěŕěŋĳ ŕő ďĺăčőŋăńĳŋżň ŕěřěňěŋŋżň ĺ ŕěřćş¿ { ŕő ŋěďĺăčőŋăńĳŋżň. Šőčďă ń¿ąőľ őďŋőůńěŋ T (X) ĺňěěš ŕő łřăľŋěľ ňěřě šřěšĳ¿ śšěŕěŋĳ ŕő ďĺăčőŋăńĳŋżň ŕěřěňěŋŋżň. Ŕőłăęěň, ůšő ŋă śăňőň ďěńě ¡šő ŋě šăł. Ŕřĺďăďĺň ŕěřěňěŋŋżň x_{ij} śńěďş¿źĺě ğŋăůěŋĺ£:

x_{11} = x, x_{12} = x_{23} = x_{34} = t,

ă ćśě őśšăńĳŋżě ŕěřěňěŋŋżě ŕőńőęĺň řăćŋżňĺ ŋşń¿. Šőčďă, łăł ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ,

⟨11, 22, 33, 44⟩(X) = x^2t^4,

őšłşďă śńěďşěš, ůšő T (X) őą£ğăŋ śőďěřęăšĳ őďŋőůńěŋż, ĺňě¿źĺě śšěŕěŋĳ ŕő ďĺăčőŋăńĳŋżň ŕěřěňěŋŋżň ŋě ćżÿě ćšőřőľ { ŕřőšĺćőřěůĺě.

Őłăğżćăěšś£, ďĺśłřĺňĺŋăŋšŋżě ňŋőčőůńěŋż ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ ĺğ śőćśěň ďřşčĺţ śőőąřăęěŋĺľ. Ĺňěŋŋő, ŕşśšĳ so(n) { ŕřőśšřăŋśšćő łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ ňăšřĺű ŕőř£ďłă n. Řăğňěřŋőśšĳ ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ M = C^2_n. Ňăšřĺűş A = (a_{kl}) ∈ so(n) ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł śšőńąěű —A řăğňěřŋőśšĺ M , ¡ńěňěŋšż łőšőřőčő √ 2a_{kl} ŕřĺ k < l řăśŕőńőęěŋż ć ŕőř£ďłě (1.5), ŋő, řăğşňěěšś£, ąěğ ŕěřćżţ n ¡ńěňěŋšőć. Šăłĺň őąřăğőň, ňż ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ so(n) łăł ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő řăğňěřŋőśšĺ M ś őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżň ąăğĺśőň

´_{ij} = 1√ 2 (E_{ij} − E_{ji}) (2.6)

ŕřĺ i < j, řăśŕőńőęěŋŋżň ć ŕőř£ďłě (1.5).

Ŕşśšĳ X ∈ Sym(n). Řăśśňőšřĺň ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě

X2 : so(n) −→ Sym(n),

ğăďăćăěňőě ťőřňşńőľ X2(A) = AX − XA Ňăšřĺűş ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£ ć ąăğĺśăţ (1.7) ĺ (2.6) őąőğŋăůĺň X^!. Ś şů-ěšőň ććěď-ěŋŋżţ řăŋěě őąőğŋăůěŋĺľ ĺňěěš ňěśšő ňăšřĺůŋő - ćěłšőřŋőě řăćěŋśšćő ^H = X^! —A, čďě H = X2(A). Ďăďĺň őŕĺśăŋĺě ňăšřĺűż X^!. Ŕřěęďě ćśěčő, őŋă ĺňěěš řăğňěř N ×M . Ě-ě śšřőłĺ ŕřőŋşňěřőćăŋż ďćőľŋżňĺ ĺŋďěłśăňĺ ij ŕřĺ i ≤ j ĺ řăśŕőńőęěŋż ć ŕőř£ďłě (1.5). Śšőńąűż ŕřőŋşňěřőćăŋż ďćőľŋżňĺ ĺŋďěłśăňĺ kl ŕřĺ k < l ĺ řăśŕőńőęěŋż ć šőň ęě ŕőř£ďłě.

Őůěćĺďŋő, ěśńĺ őąőğŋăůĺšĳ ¯_{kl} = X2(´_{kl}),

šő ^¯_{kl} ěśšĳ kl - żľ śšőńąěű ňăšřĺűż X^!.

Ŕő¡šőňş śšřőłă X^! ś ĺŋďěłśőň ii ćżčń£ďĺš śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ěśńĺ k < i, šő ć śšőńąűě ki ŋăţőďĺšś£ ůĺśńő − √ 2x_{ki}, ă ěśńĺ k > i, šő ć śšőńąűě ik ŋăţőďĺšś£ ůĺśńő √ 2x_{ik}. Ćśě őśšăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż śšřőłĺ řăćŋż ŋşń¿.

Šěŕěřĳ őŕĺÿěň śšřőłş ś ĺŋďěłśőň ij ŕřĺ i < j. Ěśńĺ k < i, šő ć śšőńąűě ki ńěęĺš ůĺśńő −x_{kj}, ă ć śšőńąűě kj { ůĺśńő −x_{ki}. Ěśńĺ i < k < j, šő ć śšőńąűě ik ŋăţőďĺšś£ ůĺśńő x_{kj}, ă ć śšőńąűě kj { ůĺśńő −x_{ik}. Ěśńĺ j < k, šő śšőńąěű ik śőďěřęĺš ůĺśńő x_{jk}, ă śšőńąěű jk { ůĺśńő x_{ik}. Ŋăłőŋěű, ć śšőńąűě ij řăśŕőńőęěŋő ůĺśńő x_{jj} − x_{ii}. Ćśě őśšăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż śšřőłĺ řăćŋż ŋşń¿.

Ŋăŕřĺňěř, ŕşśšĳ n = 3. Šőčďă

X^! =

√ 2x_{12} √ 2x_{13} 0 − √ 2x_{12} 0 √ 2x_{23} 0 − √ 2x_{13} − √ 2x_{23} x_{22} − x_{11} x_{23} x_{13} x_{23} x_{33} − x_{11} −x_{12} −x_{13} −x_{12} x_{33} − x_{22}

Ŋăś ąşďşš ĺŋšěřěśőćăšĳ ňăłśĺňăńĳŋżě ňĺŋőřż ňăšřĺűż X^!. Ňĺŋőř, śőďěřęăźĺľ ćśě śšřőłĺ, łřőňě i_1j_1, . . . , i_nj_n, őąőğŋăůĺň {i_1j_1, . . . , i_nj_n}(X). Őůěćĺďŋő, ůšő ¡šő { őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ M őš ¡ńěňěŋšőć x_{ij} ňăšřĺűż X. Ŋăŕřĺňěř, ŕřĺ n = 3 ĺňěěň

{11, 22, 33}(X) = | | | | | x_{22} − x_{11} x_{23} x_{13} x_{23} x_{33} − x_{11} −x_{12} −x_{13} −x_{12} x_{33} − x_{22}

| | | | | = ⟨11, 22, 33⟩(X);

{33, 12, 23}(X) = | | | | | | √ 2x_{12} √ 2x_{13} 0 − √ 2x_{12} 0 √ 2x_{23} x_{23} x_{33} − x_{11} −x_{12}

| | | | | | = −⟨33, 12, 23⟩(X);

Ňż ďőłăęěň, ůšő ĺ ćőőąźě, ŕřĺ ń¿ąőň ŋăąőřě ĺŋďěłśőć śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő {i_1j_1, . . ., i_nj_n}(X) = ±⟨i_1j_1, . . ., i_nj_n⟩(X) (2.7)

x3. Őą ĺğőňőřťĺğňě Ţőďęă ŋăď ŕřőśšřăŋśšćőň śĺňňěšřĺůěśłĺţ őŕěřăšőřőć

Ůšőąż ŕřĺ ďőłăğăšěńĳśšćě řăćěŋśšćă (2.7) ĺğąěęăšĳ şšőňĺšěńĳŋżţ ćżůĺśńěŋĺľ ś ăśśőűĺĺřőćăŋŋżňĺ ňăšřĺűăňĺ, ňż ąşďěň řăąőšăšĳ ć ĺŋćăřĺăŋšŋőľ śĺšşăűĺĺ, šő ěśšĳ ŋě ś ňăšřĺűăňĺ, ă ś ńĺŋěľŋżňĺ őŕěřăšőřăňĺ. Ŕřĺ ¡šőň ňż śőţřăŋĺň ćśě ŕřěďżďşźĺě őąőğŋăůěŋĺ£, ŋő ĺŋćăřĺăŋšŋżě őąžěłšż ąşďěň őšňěůăšĳ ęĺřŋżň ÿřĺťšőň. Ć őśŋőćş ďőłăğăšěńĳśšćă ňż ŕőńőęĺň ĺğćěśšŋőě śćőľśšćő ĺğőňőřťĺğňă Ţőďęă [3], čńăś£źěě, ůšő łőőřďĺŋăšż śőőšćěšśšćş¿źĺţ ďřşč ďřşčş ŕřĺ ¡šőň ĺğőňőřťĺğňě łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć ňőčşš őšńĺůăšĳś£ šőńĳłő ğŋăłőň. Ććěď-ěň ŋěőąţőďĺňżě őąőğŋăůěŋĺ£ ĺ ćłřăšűě ŋăŕőňŋĺň ŋşęŋżě ŋăň śćőľśšćă ĺŋćăřĺăŋšŋżţ őąžěłšőć.

Ŕşśšĳ L { ćěźěśšćěŋŋőě n - ňěřŋőě ěćłńĺďőćő ŕřőśšřăŋśšćő śő śłăń£řŋżň şňŋőęěŋĺěň ( , ). Ůěřěğ End(n) őąőğŋăůĺň ŕřőśšřăŋśšćő ńĺŋěľŋżţ őŕěřăšőřőć ŋăď L. Ŋşńěćőľ őŕěřăšőř End(n) ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ůěřěğ O.

Ěśńĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě L ğăďăŋ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś e_1, . . . , e_n, šő ć ŕřőśšřăŋśšćě End(n) šőęě ňőęŋő ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň ććěśšĺ őřšőčőŋăńĳŋş¿ śĺśšěňş łőőřďĺŋăš. Ďń£ ¡šőčő ŋăň śŋăůăńă ŕřĺď-ěšś£ őŕřěďěńĺšĳ łőŋśšřşłűĺ¿ šěŋğőřŋőčő ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (a ⊗ b) ďń£ łăęďőľ şŕőř£ďőůěŋŋőľ ŕăřż ćěłšőřőć a, b ∈ L. Ĺňěŋŋő, (a ⊗ b) ∈ End(n) { ńĺŋěľŋżľ őŕěřăšőř, őŕřěďěń£ěňżľ ťőřňşńőľ

(a ⊗ b)(x) = (b, x)a

Ćśěćőğňőęŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ (e_i ⊗ e_j) ¡ńěňěŋšőć ąăğĺśă L őąřăğş¿š ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă End(n), łőšőřżľ ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ąăğĺśőň, śőŕşšśšćş¿źĺň ąăğĺśş e_1, . . . , e_n. Őůěćĺďŋő, ďń£ ń¿ążţ i, j, k ĺňěěň (ei ⊗ ej )(ek) = δjkei, (3.1) čďě δ_{jk} { śĺňćőń Łřőŋěłěřă. Őŕěřăšőřş (e_i ⊗ e_j ) ć ąăğĺśě e_1, . . . , e_n śőőšćěšśšćşěš ňăšřĺűă E_{ij}. Řăğşňěěšś£, ěśńĺ A = (a_{ij} ) { ňăšřĺűă őŕěřăšőřă A ∈ End(n) ć šőň ęě ąăğĺśě, šő

A =^{n∑}_{i=1}^{n∑}_{j=1} aij (ei ⊗ ej)

Ć ŕřőśšřăŋśšćě End(n) ňőęŋő ěśšěśšćěŋŋżň őąřăğőň őŕřěďěńĺšĳ śłăń£řŋőě şňŋőęěŋĺě ⟨ , ⟩, šěśŋő ść£ğăŋŋőě ś şňŋőęěŋĺěň ( , ) ć L. Ďń£ ń¿ążţ ďćşţ őŕěřăšőřőć A, B ∈ End(n) ĺţ śłăń£řŋőě ŕřőĺğćěďěŋĺě

⟨A, B⟩ = tr(A^∗B) čďě A^∗ { őŕěřăšőř, śőŕř£ę-ěŋŋżľ ś A, ă śĺňćőńőň tr őąőğŋăůăěšś£ śńěď ńĺŋěľŋőčő őŕěřăšőřă. Ć ń¿ąőň

őřšőŋőřňĺřőćăŋŋőň ąăğĺśě e_1, . . . , e_n śńěď őŕřěďěń£ěšś£ ťőřňşńőľ

trA =^{n∑}_{i=1}(Aei, ei)

Ŋěšřşďŋő ŋăľšĺ ŕőŕăřŋżě śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ¡ńěňěŋšőć ąăğĺśă (e_i ⊗ e_j). Ĺňěŋŋő, ⟨(ei ⊗ ej), (ek ⊗ el)⟩ = δik δjl, (3.2) šő ěśšĳ śőŕşšśšćş¿źĺľ ąăğĺś őřšőŋőřňĺřőćăŋ ĺ łőőřďĺŋăšż őŕěřăšőřă A ∈ End(n) ć ¡šőň ąăğĺśě śőćŕăďă¿š ś ¡ńěňěŋšăňĺ ňăšřĺűż A ¡šőčő őŕěřăšőřă ć ąăğĺśě e_1, . . . , e_n.

Őŕěřăšőř A ŋăğżćăěšś£ śĺňňěšřĺůěśłĺň, ěśńĺ A^∗ = A, ĺ łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺň, ěśńĺ A^∗ = −A. Ŕőďŕřőśšřăŋśšćő śĺňňěšřĺůěśłĺţ őŕěřăšőřőć ąşďěň őąőğŋăůăšĳ śĺňćőńőň Sym(n), łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ { śĺňćőńőň so(n).

Ŕşśšĳ X ∈ Sym(n). Šăł łăł ňăšřĺűă X = (x_{ij}) őŕěřăšőřă X ć ąăğĺśě e_1, . . . , e_n śĺňňěšřĺůŋă, šő

X =^{n∑}_{i=1} xii(ei ⊗ ei) +^∑_{i<j} xij ((ei ⊗ ej) + (ej ⊗ ei))

Řăśśňőšřĺň śĺňňěšřĺůěśłĺě őŕěřăšőřż `ii = (ei ⊗ ei), `ij = 1√ 2 (ei ⊗ ej ) + 1√ 2 (ej ⊗ ei), (3.3)

čďě i < j. İšĺň őŕěřăšőřăň śőőšćěšśšćş¿š ććěď-ěŋŋżě řăŋěě ňăšřĺűż `_{ii} ĺ `_{ij}. Őůěćĺďŋő, ń¿ąőľ őŕěřăšőř X ∈ Sym(n) ňőęěš ążšĳ řăğńőęěŋ ŕő śĺśšěňě (3.3): X =^{n∑}_{i=1} xii `ii +^√2^∑_{i<j} xij `ij Łřőňě šőčő, ĺğ (3.2) ŋěšřşďŋő ćżćěśšĺ, ůšő śĺśšěňă (3.3) őřšőŋőřňĺřőćăŋă. Śńěďőćăšěńĳŋő, ¡šă śĺśšěňă őŕěřăšőřőć őąřăğşěš őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ěćłńĺďőćă ŕřőśšřăŋśšćă Sym(n) řăğňěřŋőśšĺ N , ŕřĺů-ěň łőőřďĺŋăšăňĺ őŕěřăšőřă X ∈ Sym(n) ć ¡šőň ąăğĺśě ąşďşš ďĺăčőŋăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż x_{ii} ěčő ňăšřĺűż X ć ąăğĺśě e_1, . . . , e_n, ă šăłęě şňŋőęěŋŋżě ŋă √ 2 ŋěďĺăčőŋăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż x_{ij} ¡šőľ ęě ňăšřĺűż ŕřĺ i < j. İńěňěŋšż ąăğĺśă (3.3) ćśěčďă ąşďěň řăśŕőńăčăšĳ ć ŕőř£ďłě (1.5).

Šěŕěřĳ ŕşśšĳ A ∈ so(n). Šăł łăł ňăšřĺűă A = (a_{ij} ) őŕěřăšőřă A ć ąăğĺśě e_1, . . ., e_n łőśőśĺňňěšřĺůŋă, šő A =^∑_{i<j} aij ((ei ⊗ ej) − (ej ⊗ ei)), šăł ůšő ć ŕřőśšřăŋśšćě so(n) ěśšěśšćěŋŋő ćőğŋĺłăěš őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ´ij = 1√ 2 (ei ⊗ ej) − 1√ 2 (ej ⊗ ei) (3.4)

ŕřĺ i < j. İńěňěŋšż ¡šőčő ąăğĺśă řăśŕőńőęĺň ć šőň ęě ŕőř£ďłě (1.5). Ĺň, őůěćĺďŋő, śőőšćěšśšćş¿š ňăšřĺűż ´_{ij}. Łőőřďĺŋăšăňĺ őŕěřăšőřă A ∈ so(n) ć ¡šőň ąăğĺśě ąşďşš şňŋőęěŋŋżě ŋă √ 2 ŋěďĺăčőŋăńĳŋżě ¡ńěňěŋšż a_{ij} ŕřĺ i < j ěčő ňăšřĺűż A ć ąăğĺśě e_1, . . . , e_n.

Ś ¡šőčő ňőňěŋšă ťĺłśĺřşěň ć ŕřőśšřăŋśšćě L łăłş¿-šő őďŋş őŕřěďěń-ěŋŋş¿ őřĺěŋšăűĺ¿, šő ěśšĳ ďőŕşśšĺňżňĺ ąşďěň śůĺšăšĳ šőńĳłő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ąăğĺśőć ś śőąśšćěŋŋő őřšőčőŋăńĳŋżňĺ ňăšřĺűăňĺ. Ďőłăęěň, ůšő ŕřĺ šăłĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ ĺ śőŕşšśšćş¿źĺě ąăğĺśż (3.3) ĺ (3.4) šăłęě ŕőďćěřčă¿šś£ śőąśšćěŋŋő őřšőčőŋăńĳŋżň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ň. Ŕşśšĳ ąăğĺśż e_1, . . . , e_n ĺ e^′_1, . . . , e^′_n ść£ğăŋż ťőřňşńăňĺ e^′_i =^{n∑}_{j=1} cjiej, čďě ňăšřĺűă C { śőąśšćěŋŋő őřšőčőŋăńĳŋă£, det C = 1. Šőčďă ńěčłő ćżćěśšĺ ťőřňşńż ğăňěŋż śőŕşšśšćş¿źĺţ ąăğĺśőć: `^′_{ii} =^{n∑}_{k=1} c^2_{ki}`kk +^√2^∑_{k<l} ckicli `kl `^′_{ij} =^√2^{n∑}_{k=1} cki ckj `kk +^∑_{k<l}(ckiclj + ckj cli)`kl ´^′_{ij} =^∑_{k<l}(ckiclj − ckj cli)´kl (3.5)

Ŕşśšĳ C^∧ { ňăšřĺűă ŕěřěţőďă őš śšăřőčő ąăğĺśă ł ŋőćőňş ć ŕřőśšřăŋśšćě Sym(n), C_∧ { śőőšćěšśšćş¿źă£ ňăšřĺűă ć ŕřőśšřăŋśšćě so(n). Šăł łăł ćśě ąăğĺśż, ść£ğăŋŋżě ťőřňşńăňĺ (3.5), őřšőŋőřňĺřőćăŋż, šő őąě ňăšřĺűż C^∧ ĺ C_∧ őřšőčőŋăńĳŋż. Ŋăŕřĺňěř, ěśńĺ n = 2 ĺ C = ( a −b b a ) , šő C^∧ = a^2 b^2 − √ 2ab b^2 a^2 √ 2ab √ 2ab − √ 2ab a^2 − b^2 ,

čďě a^2 + b^2 = 1. Ŕřĺ ¡šĺţ ęě şśńőćĺ£ţ C_∧ = 1. Ďőłăęěň, ůšő ňăšřĺűż C^∧ ĺ C_∧ śőąśšćěŋŋő őřšőčőŋăńĳŋż, šő ěśšĳ ĺţ őŕřěďěńĺšěńĺ ŕőńőęĺšěńĳŋż. Ć śăňőň ďěńě, šăł łăł ňăšřĺűă C śőąśšćěŋŋő őřšőčőŋăńĳŋă, šő ě-ě ňőęŋő ŋěŕřěřżćŋőľ ďěťőřňăűĺěľ ŕřěőąřăğőćăšĳ ć ěďĺŋĺůŋş¿ ňăšřĺűş. Ĺšăł, śşźěśšćş¿š šăłĺě ŋěŕřěřżćŋżě ťşŋłűĺĺ c_{ij}(t), őŕřěďěń-ěŋŋżě ŕřĺ 0 ≤ t ≤ 1, ůšő c_{ij}(0) = δ_{ij} , c_{ij}(1) = c_{ij}, ĺ ňăšřĺűă C(t) = (c_{ij}(t)) őřšőčőŋăńĳŋă ŕřĺ ń¿ąőň t. Řăśśňőšřĺň śěňěľśšćő ŕřěőąřăğőćăŋĺľ (3.5), ć łőšőřżţ ¡ńěňěŋšż c_{ij} ğăňěŋěŋż ŋă c_{ij}(t). Šőčďă ňż ŕőńşůĺň ŋěŕřěřżćŋőě śěňěľśšćő őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżţ ąăğĺśőć `^′_{ij}(t) ĺ ´^′_{ij}(t), ŕřĺů-ěň, łăł ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ,

`^′_{ij}(0) = `ij, `^′_{ij}(1) = `^′_{ij}, ´^′_{ij}(0) = ´ij, ´^′_{ij}(1) = ´^′_{ij}

Ğŋăůĺš, ňăšřĺűż C^∧ ĺ C_∧ ňőčşš ążšĳ ŋěŕřěřżćŋő ŕřőďěťőřňĺřőćăŋż ć ěďĺŋĺůŋżě ňăšřĺűż śőőšćěšśšćş¿źĺţ řăğňěřŋőśšěľ.

Šăłĺň őąřăğőň, ğăďăŋĺě őřĺěŋšăűĺĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě L ăćšőňăšĺůěśłĺ ćńěů-ěš ğăďăŋĺě őřĺěŋšăűĺľ ć ŕřőśšřăŋśšćăţ Sym(n) ĺ so(n). Ŕőńőęĺšěńĳŋő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżňĺ ňż ąşďěň śůĺšăšĳ ąăğĺśż (3.3) ĺ (3.4).

Řăğňěřŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšć Sym(n) ĺ so(n) ść£ğăŋż śőőšŋőÿěŋĺěň M + n = N . Ŋăď ŕřőśšřăŋśšćőň

Sym(n) ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ćŋěÿŋ¿¿ ăńčěąřş ⋀ (Sym(n)) =^{N⨁}_{p=0}^{⋀p} (Sym(n)) (3.6)

Ć ¡šőľ ăńčěąřě ŋăś ąşďşš ĺŋšěřěśőćăšĳ ďćă ŕőńĺćěłšőřă X_! ĺ X^! śšěŕěŋěľ n ĺ M śőőšćěšśšćěŋŋő, ść£ğăŋŋżţ ś ŕřőĺğćőńĳŋżň őŕěřăšőřőň X ∈ Sym(n). Ŕěřćżľ ĺğ ŋĺţ őŕřěďěń£ěšś£ łăł ćŋěÿŋěě ŕřőĺğćěďěŋĺě śšěŕěŋěľ X^q őŕěřăšőřă X ŕřĺ q = 0, 1, . . ., n − 1:

X! = X^0 ∧ X^1 ∧ · · · ∧ X^{n−1}

Ćšőřőľ ŕőńĺćěłšőř őŕřěďěń£ěšś£ ŋěśłőńĳłő śńőęŋěě. Řăśśňőšřĺň ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě

X2 : so(n) −→ Sym(n),

ğăďăćăěňőě ťőřňşńőľ

X2(A) = AX − XA

Ŕşśšĳ ˘_1, . . . , ˘_M { ŕřőĺğćőńĳŋżľ ŕőńőęĺšěńĳŋő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă so(n). Őąőğŋăůĺň ¯_r = X2(˘_r ). Šőčďă ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿

X^! = ¯1 ∧ ¯2 ∧ · · · ∧ ¯M

Ďőłăęěň łőřřěłšŋőśšĳ ¡šőčő őŕřěďěńěŋĺ£. Ŕşśšĳ ˘^′_1, . . ., ˘^′_M { ďřşčőľ ŕőńőęĺšěńĳŋő őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ őřšőŋőřňĺřőćăŋŋżľ ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă so(n), ść£ğăŋŋżľ ś ŕěřćżň ąăğĺśőň śőąśšćěŋŋő őřšőčőŋăńĳŋőľ ňăšřĺűěľ ŕěřěţőďă G. Šőčďă ć śĺńş ńĺŋěľŋőśšĺ őŕěřăšőřă X2 śĺśšěňż ćěłšőřőć

¯1, . . . , ¯M ĺ ¯^′_1, . . . , ¯^′_M , čďě ¯^′_r = X2(˘^′_r ), ąşďşš ść£ğăŋż šőľ ęě ňăšřĺűěľ ŕěřěţőďă G. Ă šăł

łăł det G = 1, šő

¯^′_1 ∧ · · · ∧ ¯^′_M = (det G)¯1 ∧ · · · ∧ ¯M = X^!

Őůěćĺďŋő, řăśśňőšřěŋŋżě řăŋěě ňăšřĺűż X_! ĺ X^! śşšĳ ŕřőśšő ňăšřĺűż ŕőńĺćěłšőřőć X_! ĺ X^!, ěśńĺ X { ňăšřĺűă őŕěřăšőřă X, ă ć łăůěśšćě ąăğĺśŋżţ ćěłšőřőć ˘_r ć so(n) ćğ£šż őŕěřăšőřż ´_{ij}. Šăłĺň őąřăğőň, ňĺŋőřż ⟨i_1j_1, . . . , i_nj_n⟩(X) ĺ {i_1j_1, . . ., i_nj_n}(X) ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ łőőřďĺŋăšż ŕőńĺćěłšőřőć X_! ĺ X^! śőőšćěšśšćěŋŋő.

Őłăğżćăěšś£, ňěęďş ŕőńĺćěłšőřăňĺ X_! ĺ X^! ěśšĳ őůěŋĳ ŕřőśšă£ ść£ğĳ. Ŋăŕőňŋĺň, ůšő ŋă śńăčăěňżţ ťőřňşńż (3.6) ňőęŋő őŕřěďěńĺšĳ ĺğőňőřťĺğň Ţőďęă

H_p : ⋀_p (Sym(n)) −→^{⋀N−p} (Sym(n)),

ść£ğżćă¿źĺľ śńăčăěňżě, ĺňě¿źĺě ďőŕőńŋĺšěńĳŋżě śšěŕěŋĺ p ĺ N − p. Ć ůăśšŋőśšĺ, šăłőćżňĺ ąşďşš ŕřőśšřăŋśšćă łőśőśĺňňěšřĺůěśłĺţ šěŋğőřőć śšěŕěŋěľ n ĺ M . Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő ŕřĺ ćżąřăŋŋőľ ŋăňĺ őřĺěŋšăűĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă Sym(n) śŕřăćěďńĺćő śőőšŋőÿěŋĺě

H_n (`_{11} ∧ `_{22} ∧ · · · ∧ `_{nn}) = = `12 ∧ · · · ∧ `1n ∧ `23 ∧ · · · ∧ `2n ∧ · · · ∧ `n−1,n (3.7)

Ďőłăęěň, ůšő ĺğőňőřťĺğň Ţőďęă H_n ŕěřěćőďĺš ŕőńĺćěłšőř X_! ć ŕőńĺćěłšőř X^!, šő ěśšĳ

H_n (X_!) = X^! (3.8)

Ŕřěęďě ćśěčő, ĺğ (3.1), (3.3) ĺ (3.4) ňőęŋő ćżćěśšĺ, ůšő ć śńşůăě i < j śŕřăćěďńĺćż řăćěŋśšćă

`2_{ii}(´ij) = −`ij, `2_{jj} (´ij) = `ij, `2_{kk} (´ij) = O, (3.9) čďě k ≠ i, j. Ďăńěě, ćżąěřěň ć L šăłőľ ąăğĺś e_1, . . . , e_n, ć łőšőřőň ňăšřĺűă őŕěřăšőřă X ĺňěěš ďĺăčőŋăńĳŋżľ ćĺď X = diag(λ_1, . . . , λ_n)

Šőčďă ďń£ ń¿ąőčő q ≥ 0 ąşďěš

X^q = λ^q_1 `11 + λ^q_2 `22 + · · · + λ^q_n `nn,

ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, X! = W (λ1, . . . , λn)`11 ∧ `22 ∧ · · · ∧ `nn,

Ŋăłőŋěű, ĺğ (3.9) śńěďşěš, ůšő X2(´ij) = (λj − λi)`ij, őšłşďă X^! =^∏_{i<j}(λj − λi) × `12 ∧ · · · ∧ `1n ∧ `23 ∧ · · · ∧ `2n ∧ · · · ∧ `n−1,n, ŕřĺů-ěň łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ ćŋěÿŋěň ŕřőĺğćěďěŋĺĺ £ćń£ěšś£, őůěćĺďŋő, šěň ęě śăňżň őŕřěďěńĺšěńěň Ćăŋďěřňőŋďă W (λ_1, . . . , λ_n). Řăćěŋśšćő (3.8) śńěďşěš šěŕěřĳ ĺğ (3.7).

Ć ŕřőĺğćőńĳŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš ŕőńĺćěłšőřż X_! ĺ X^! ĺňě¿š ŕřěďśšăćńěŋĺ£ X! =^∑⟨i1j1, . . ., injn⟩(X)`i_1j_1 ∧ · · · ∧ `i_nj_n X^! =^∑{i1j1, . . ., injn}(X)`k_1l_1 ∧ · · · ∧ `k_M l_M , čďě k_1l_1, . . . , k_M l_M { ňŋőęěśšćő ďćőľŋżţ ĺŋďěłśőć, ďőŕőńŋ£¿źěě ŋăąőř i_1j_1, . . . , i_nj_n ďő ř£ďă (1.5). Šăł łăł ŕřĺ ĺğőňőřťĺğňě Ţőďęă ĺňěěň H_n(`_{i1j1} ∧ · · · ∧ `_{injn} ) = ±`_{k1l1} ∧ · · · ∧ `_{kM lM} , šő řăćěŋśšćő (2.7) śńěďşěš ĺğ (3.8). Ąńăčőďăř£ (2.7) ňĺŋőřż {i_1j_1, . . ., i_nj_n}(X) šőęě ňőęŋő ŋăğżćăšĳ ďĺśłřĺňĺŋăŋšŋżňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ.

x4. Ďőłăğăšěńĳśšćő őśŋőćŋżţ šěőřěň

Ŋăůŋ-ěň ś ďőłăğăšěńĳśšćă šěőřěňż 1. Şśńőćĺňś£ ŋăğżćăšĳ řěčşń£řŋżňĺ šě ňăšřĺűż X ∈ Sym(n), ş łőšőřżţ ćśě śőąśšćěŋŋżě ůĺśńă ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋż. Ňŋőęěśšćő ćśěţ řěčşń£řŋżţ ňăšřĺű őąőğŋăůĺň ůěřěğ R. Ćśě őśšăńĳŋżě śĺňňěšřĺůěśłĺě ňăšřĺűż ŋăğőć-ěň łřĺšĺůěśłĺňĺ.

Ŕşśšĳ X { řěčşń£řŋă£ ňăšřĺűă. Šőčďă śşźěśšćşěš šăłă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă C, ůšő

C^{−1}XC = L = diag(λ_1, λ_2, . . . , λ_n), (4.1)

ŕřĺů-ěň ćśě ğŋăůěŋĺ£ λ_1, λ_2, . . . , λ_n ŕőŕăřŋő řăğńĺůŋż. Ŕő şśńőćĺ¿ ğăďăůĺ

C^{−1}F(X)C = M = diag(μ_1, μ_2, . . . , μ_n)

Ďĺăčőŋăńĳŋżě ňăšřĺűż E, L, . . . , L^{n−1} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, ŕő¡šőňş ďĺăčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă M ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕřěďśšăćĺňă ć ćĺďě ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺĺ ňăšřĺű E, L, . . ., L^{n−1}:

M = a_0E + a_1L + · · · + a_{n−1}L^{n−1},

őšłşďă F(X) = a_0E + a_1X + · · · + a_{n−1}X^{n−1},

Šăłĺň őąřăğőň, ěśńĺ ňăšřĺűă X řěčşń£řŋă, šő ůĺśńă a_0, a_1, . . ., a_{n−1} ć ćżřăęěŋĺĺ (0.1) ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň őŕřěďěń£¿šś£ ůěřěğ ¡ńěňěŋšż X.

Ć ďăńĳŋěľÿěň ŕőď čńăďłőśšĳ¿ łăłőľ-ńĺąő ťşŋłűĺĺ ąşďěň ŕőŋĺňăšĳ ě-ě ąěśłőŋěůŋş¿ čńăďłőśšĳ. Ďőłăęěň, ůšő ťşŋłűĺĺ a_0(X), a_1(X), . . . , a_{n−1}(X) £ćń£¿šś£ čńăďłĺňĺ ŋă ňŋőęěśšćě R. İńěňěŋšż ňăšřĺűż F(X) őąőğŋăůĺň ůěřěğ θ_{ij} (X). Őůěćĺďŋő, ďń£ ń¿ąőľ ňăšřĺűż X ∈ R ĺ ŕřĺ ŕřőĺğćőńĳŋőň ŋăąőřě ďćőľŋżţ ĺŋďěłśőć i_1j_1, i_2j_2, . . . , i_nj_n śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő

x^{(0)}_{i1j1} x^{(1)}_{i1j1} . . . x^{(n−1)}_{i1j1}

x^{(0)}_{i2j2} x^{(1)}_{i2j2} . . . x^{(n−1)}_{i2j2} . . . . ... . . x^{(0)}_{injn} x^{(1)}_{injn} . . . x^{(n−1)}_{injn} a_0(X) a_1(X) . . a_{n−1}(X) = θ_{i1j1} (X) θ_{i2j2} (X) . . θ_{in jn} (X) , ŕřăćă£ ůăśšĳ łőšőřőčő őŕřěďěńěŋă ĺ čńăďłă ŋă ćś-ěň ňŋőęěśšćě Sym(n). Ěśńĺ i_r < j_r, šő r -ş¿ śšřőłş řăćěŋśšćă ňőęŋő şňŋőęĺšĳ ŋă √ 2. Şňŋőęă£ ŕőśńě ¡šőčő őąě ůăśšĺ řăćěŋśšćă śńěćă ŋă ňăšřĺűş, ŕřĺśőěďĺŋ-ěŋŋş¿ ł ňăšřĺűě ć ńěćőľ ěčő ůăśšĺ, ŕőńşůĺň ďń£ m = 0, 1, . . ., n − 1 śőőšŋőÿěŋĺ£ ⟨i_1j_1, . . . , i_nj_n⟩(X)a_m (X) = φ_{i1j1,...,injn ,m}(X), (4.2) ć łőšőřżţ ćśě φ_{i1j1,...,injn,m} őŕřěďěńěŋż ĺ čńăďłĺ ŋă ćś-ěň ŕřőśšřăŋśšćě Sym(n).

Ŕşśšĳ X_0 ∈ R. Ć šőůłě X_0 ňăšřĺűż E, X, . . . , X^{n−1} ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňż, šő ěśšĳ řăŋč ňăšřĺűż X_! ć šőůŋőśšĺ řăćěŋ n. Ğŋăůĺš, ş X_! ěśšĳ ŋěćżřőęďěŋŋżľ ć šőůłě X_0 ňĺŋőř ⟨i_1j_1, . . . , i_nj_n⟩(X). Őůěćĺďŋő, śşźěśšćşěš šăłă£ őłřěśšŋőśšĳ ˙ ∋ X_0, ůšő ćś¿ďş ć ˙ ĺňěěň ⟨i_1j_1, . . . , i_nj_n⟩(X) ≠ 0 Őšś¿ďă ĺ ĺğ (4.2) śńěďşěš, ůšő a_m(X) ∈ C^∞(˙) ďń£ ćśěţ m.

Őůěćĺďŋő, šěŕěřĳ ŋăň ŋşęŋő ďőłăğăšĳ ŕřőďőńęăěňőśšĳ ŕő ŋěŕřěřżćŋőśšĺ ťşŋłűĺľ a_m(X) ŋă łřĺšĺůěśłőě ňŋőęěśšćő ĺ ĺţ čńăďłőśšĳ ŋă ŋ-ěň. Łăł ňż ćĺďěńĺ, ďń£ ń¿ąőčő m = 0, 1, . . ., n−1 ĺ ń¿ąőčő ŋăąőřă ďćőľŋżţ ĺŋďěłśőć k_1l_1, . . . , k_nl_n ťşŋłűĺ£ f(X), őŕřěďěń-ěŋŋă£ ŋă ňŋőęěśšćě R řăćěŋśšćőň f(X) = ⟨k_1l_1, . . . , k_nl_n⟩(X)a_m (X), ňőęěš ążšĳ čńăďłő ŕřőďőńęěŋă ŋă ćś-ě ŕřőśšřăŋśšćő Sym(n). Śńěďőćăšěńĳŋő, ěśńĺ ĺğ řăğńĺůŋżţ ňĺŋőřőć ⟨k_1l_1, . . . , k_nl_n⟩(X) śőśšăćĺšĳ łăłş¿-ŋĺąşďĳ ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿

P (X) = ∑ P_{k1l1,...,knln} ⟨k_1l_1, . . ., k_nl_n⟩(X), ć łőšőřőľ ćśě P_{k1l1,...,knln} { łőŋśšăŋšż, šő ťşŋłűĺ£ g(X) = P (X)a_m(X) ąşďěš čńăďłőľ ŋă Sym(n). Ŕşśšĳ Q(X) { łăłă£-šő ďřşčă£ ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ĺ h(X) = Q(X)a_m (X). Őůěćĺďŋő, h(X)P (X) = g(X)Q(X) (4.3) ćő ćśěţ šőůłăţ R. Ŋő šăł łăł łřĺšĺůěśłĺě ňăšřĺűż śőśšăćń£¿š ć Sym(n) ňŋőęěśšćő ŋşńěćőľ ňěřż, ă ťşŋłűĺĺ g(X) ĺ h(X) čńăďłĺ ćś¿ďş, šő řăćěŋśšćő (4.3) ćěřŋő ŋă ćś-ěň ňŋőęěśšćě Sym(n). Šěŕěřĳ, ěśńĺ ąż şďăńőśĳ ďőłăğăšĳ, ĺśţőď£ ĺğ (4.3), ůšő g(X) ďěńĺšś£ ŋă P (X) ć őłřěśšŋőśšĺ łăłőľ-ŋĺąşďĳ łřĺšĺůěśłőľ šőůłĺ X_0 ĺ ůăśšŋőě őš ďěńěŋĺ£ £ćń£ěšś£ čńăďłőľ ťşŋłűĺěľ, šő őůěćĺďŋő, ůšő ťşŋłűĺ¿ a_m(X) ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ć őłřěśšŋőśšĳ X_0 ś śőţřăŋěŋĺěň čńăďłőśšĺ. Ďń£ őąőśŋőćăŋĺ£ ćőğňőęŋőśšĺ šăłĺţ ďěńěŋĺľ ŕřĺ, řăğşňěěšś£, śŕěűĺăńĳŋőň ŕőďąőřě ňŋőčőůńěŋőć P (X) ĺ Q(X) ŋăň ŕőŋăďőąĺšś£ šěőřěňă Ňăńĳčřăŋęă [4], ťőřňşńĺřőćłă łőšőřőľ ŕřĺćőďĺšś£ ŋĺęě.

Šěőřěňă Ňăńĳčřăŋęă. Ŕşśšĳ ˙ { őšłřżšőě ňŋőęěśšćő ć R^N ĺ f1, . . . , fr { ăŋăńĺšĺůěśłĺě ć ˙ ťşŋłűĺĺ. Ŕşśšĳ φ ∈ C^∞(˙). Šőčďă φ ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě φ = r∑ i=1 f_iψ_i, čďě ψ_i ∈ C^∞(˙), ć šőň ĺ šőńĳłő ć šőň śńşůăě, ěśńĺ ďń£ ń¿ąőčő a ∈ ˙ řăğńőęěŋĺě Šěľńőřă T_aφ ŕřĺŋăďńěęĺš ĺďěăńş, ŕőřőęď-ěŋŋőňş řăğńőęěŋĺ£ňĺ T_af_i ć łőńĳűě ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć ć šőůłě a.

Łăł ćĺďŋő, ć šěőřěňě Ňăńĳčřăŋęă řěůĳ ĺď-ěš ő ďěńěŋĺĺ čńăďłĺţ ťşŋłűĺľ ŋă ăŋăńĺšĺůěśłĺě. Ş ŋăś ć řőńĺ ăŋăńĺšĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ ąşďşš ćśěčďă ćżśšşŕăšĳ ňŋőčőůńěŋż. Ŕő¡šőňş łőśŋ-ěňś£ ćőŕřőśă ő ďěńěŋĺĺ ťőřňăńĳŋőčő śšěŕěŋŋőčő ř£ďă ŋă ňŋőčőůńěŋ. Łăł ĺğćěśšŋő, ń¿ąőľ ňŋőčőůńěŋ őš ŋěśłőńĳłĺţ ŕěřěňěŋŋżţ ňőęŋő ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě śşňňż őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć. Šőš ĺğ ŋĺţ, łőšőřżľ ĺňěěš ŋăĺňěŋĳÿş¿ śšěŕěŋĳ, őążůŋő ŋăğżćăěšś£ ŋăůăńĳŋőľ ťőřňőľ ďăŋŋőčő ňŋőčőůńěŋă.

Ňż ąşďěň ĺśŕőńĳğőćăšĳ śńěďş¿źěě ďőśšăšőůŋőě şśńőćĺě ďěńĺňőśšĺ. Ŕşśšĳ P_1 ĺ P_2 { ňŋőčőůńěŋż őš ŋěśłőńĳłĺţ ŕěřěňěŋŋżţ, R_1 ĺ R_2 { ťőřňăńĳŋżě śšěŕěŋŋżě ř£ďż őš šěţ ęě ŕěřěňěŋŋżţ, ŕřĺů-ěň R_1P_2 = R_2P_1. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋăůăńĳŋżě ťőřňż ňŋőčőůńěŋőć P_1 ĺ P_2 ćğăĺňŋő ŕřőśšż. Ŋěšřşďŋő ďőłăğăšĳ, ůšő šőčďă ĺ śăňĺ ňŋőčőůńěŋż P_1 ĺ P_2 ćğăĺňŋő ŕřőśšż ć łőńĳűě ťőřňăńĳŋżţ śšěŕěŋŋżţ ř£ďőć. Ŋő šăł łăł şŕőň£ŋşšőě łőńĳűő ťăłšőřĺăńĳŋő, šő ř£ď R_1 ďěńĺšś£ ŋă P_1, ă ř£ď R_2 { ŋă P_2.

Ć ść£ğĺ ś ¡šĺň ćśšă-ěš ćőŕřőś ő śšěŕěŋ£ţ ŋăůăńĳŋżţ ťőřň ďĺśłřĺňĺŋăŋšŋżţ ňŋőčőůńěŋőć, řăğńőęěŋŋżţ ć łőŋěůŋżľ ř£ď Šěľńőřă ć őłřěśšŋőśšĺ łăłőľ-ńĺąő łřĺšĺůěśłőľ šőůłĺ X_0. Ĺğ (1.8) ćĺďŋő, ůšő ďń£ řěÿěŋĺ£ ¡šőčő ćőŕřőśă ĺňěěš śňżśń ŋăľšĺ ŕőř£ďőł ŋşń£ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă Dis(χ_X ) ć łăęďőľ łřĺšĺůěśłőľ šőůłě.

Ďń£ řěÿěŋĺ£ ŕőśšăćńěŋŋőľ ğăďăůĺ ććěď-ěň ŕőŋ£šĺě łőřŋěćőčő šĺŕă śĺňňěšřĺůěśłőľ ňăšřĺűż. Śšřőłş (m_1, m_2, . . . , m_k) ŋăğőć-ěň łőřŋěćżň šĺŕőň ňăšřĺűż X ∈ Sym(n), ěśńĺ ş X řőćŋő k řăğńĺůŋżţ śőąśšćěŋŋżţ ůĺśěń λ_1, λ_2, . . . , λ_k, ŕřĺů-ěň łăęďőě ğŋăůěŋĺě λ_i ĺňěěš łřăšŋőśšĳ m_i. Řăğşňěěšś£, m_1 + m_2 + · · · + m_k = n. Ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő ďćă łőřŋěćżţ šĺŕă (m_1, m_2, . . . , m_k) ĺ (r_1, r_2, . . . , r_l) ¡łćĺćăńěŋšŋż, ěśńĺ k = l ĺ ćő ćšőřőľ ĺğ ¡šĺţ śšřőł ňőęŋő šăł ŕěřěśšăćĺšĳ ůĺśńă, ůšő őŋă śőćŕăď-ěš ś ŕěřćőľ.

Ďăńěě, śłăęěň, ůšő łőřŋěćőľ šĺŕ (r_1, r_2, . . ., r_l) ŕőńşůăěšś£ ĺğ łőřŋěćőčő šĺŕă (m_1, m_2, . . ., m_k) ŕőśřěďśšćőň ¡ńěňěŋšăřŋőľ őŕěřăűĺĺ, ěśńĺ l = k − 1 ĺ ŋăľďşšś£ šăłĺě űěńżě ůĺśńă α, β : 1 ≤ α < β ≤ k, ůšő łőřŋěćőľ šĺŕ (m_1, . . . , m_{α−1}, m_α + m_β , m_{α+1}, . . . , m_{β−1}, m_{β+1}, . . ., m_k) ¡łćĺćăńěŋšěŋ šĺŕş (r_1, r_2, . . ., r_l). Ŋăłőŋěű, ąşďěň čőćőřĺšĳ, ůšő őďĺŋ łőřŋěćőľ šĺŕ ŕřěďÿěśšćşěš ďřşčőňş, ěśńĺ ¡šőš ďřşčőľ ňőęěš ążšĳ ŕőńşůěŋ ĺğ ŕěřćőčő ŕőśřěďśšćőň ŋěśłőńĳłĺţ ¡ńěňěŋšăřŋżţ őŕěřăűĺľ.

Őůěćĺďŋő, ůšő łőřŋěćőľ šĺŕ (1, 1, . . ., 1) řěčşń£řŋőľ ňăšřĺűż ŕřěďÿěśšćşěš ń¿ąőňş ďřşčőňş, ă łőřŋěćőňş šĺŕş (n) śłăń£řŋőľ ňăšřĺűż ŕřěďÿěśšćşěš ćś£łĺľ ďřşčőľ.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő X_0 ∈ Sym(n) { łřĺšĺůěśłă£ ňăšřĺűă łőřŋěćőčő šĺŕă (m_1, m_2, . . . , m_k). Łăł ňż şęě čőćőřĺńĺ, ŋăś ĺŋšěřěśşěš ŕőćěďěŋĺě ńĺŋěľŋżţ łőňąĺŋăűĺľ ďĺśłřĺňĺŋăŋšŋżţ ňŋőčőůńěŋőć ć őłřěśšŋőśšĺ X_0 ĺ ŕőř£ďőł ŋşń£ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă Dis(χ_X ) ć šőůłě X_0. Ŕřĺćěď-ěň X_0 ł ďĺăčőŋăńĳŋőňş ćĺďş ŕřěőąřăğőćăŋĺěň ŕőďőąĺ£ Y_0 = CX_0C^{−1}. Ŕřěőąřăğőćăŋĺě (1.6) őśşźěśšćń£ěš śőőšćěšśšćĺě ňěęďş őłřěśšŋőśš£ňĺ šőůěł X_0 ĺ Y_0. Ŕřĺňěŋĺšěńĳŋő ł Sym(n) łăł ł ěćłńĺďőćş ŕřőśšřăŋśšćş řăğňěřŋőśšĺ N ¡šő ŕřěőąřăğőćăŋĺě ňőęŋő ğăŕĺśăšĳ ć ćĺďě ^X = C^∧ ^Y , čďě C^∧ { őřšőčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă ŕőř£ďłă N . Ĺğ (1.6) śńěďşěš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő q ĺňěěň X^q = C^{−1}Y^qC ĺńĺ, ć ďřşčőľ ğăŕĺśĺ, ^X^q = C^∧ ^Y^q. Őąžěďĺŋ££ ¡šĺ řăćěŋśšćă ŕřĺ q = 0, 1, . . ., n − 1, ŕőńşůĺň ťőřňşńş ŕřěőąřăğőćăŋĺ£

X_! = C^∧Y_!

Őšś¿ďă, ă šăłęě ĺğ ťőřňşńż Ąĺŋě { Łőÿĺ, śńěďşěš, ůšő łăęďżľ ňŋőčőůńěŋ ⟨i_1j_1, . . . , i_nj_n⟩(X) £ćń£ěšś£ ńĺŋěľŋőľ łőňąĺŋăűĺěľ ś ŕőśšő£ŋŋżňĺ łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ ňŋőčőůńěŋőć ⟨i_1j_1, . . . , i_nj_n⟩(Y ) ĺ ŋăőąőřőš. Ůšő ęě łăśăěšś£ ďĺśłřĺňĺŋăŋšă, šő őŋ ĺŋćăřĺăŋšěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕőďőąĺ£. Ŕő¡šőňş ňőęŋő śůĺšăšĳ, ůšő X_0 { ďĺăčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă ćĺďă

X_0 =

L_1 L_2 ... L_k , čďě L^α = λ_α ... λ_α (4.4)

£ćń£ěšś£ śłăń£řŋőľ ňăšřĺűěľ řăğňěřŋőśšĺ m_α. Šěŕěřĳ şęě ŋěšřşďŋő ďőłăğăšĳ (ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň, ŋăŕřĺňěř, łřşčőć Čěřÿčőřĺŋă [2]), ůšő ĺśłőňżľ ŕőř£ďőł ŋşń£ řăćěŋ 2ν, čďě

ν = C^2_{m1} + C^2_{m2} + . . . + C^2_{mk}

Őšś¿ďă ĺ ĺğ (1.8) śńěďşěš, ůšő ń¿ąőľ ďĺśłřĺňĺŋăŋšŋżľ ňŋőčőůńěŋ ĺňěěš ć šőůłě X_0 ŋşńĳ ŕőř£ďłă ŋě ňěŋěě ν.

Ćěřŋ-ěňś£ ł ďőłăğăšěńĳśšćş šěőřěňż. Ĺšăł, ňż őűěŋĺńĺ śŋĺğş śšěŕěŋĺ ŋăůăńĳŋżţ ťőřň ďĺśłřĺňĺŋăŋšŋżţ ňŋőčőůńěŋőć, řăğńőęěŋŋżţ ć ř£ď Šěľńőřă ć őłřěśšŋőśšĺ łăłőľ-ŋĺąşďĳ łřĺšĺůěśłőľ šőůłĺ. Šěŕěřĳ ňőęŋő ŕřĺśšşŕĺšĳ ł ŕőśšřőěŋĺ¿ ňŋőčőůńěŋőć P (X) ĺ Q(X) ć řăćěŋśšćě (4.3) śő ćğăĺňŋő ŕřőśšżňĺ ŋăůăńĳŋżňĺ ťőřňăňĺ.

Łăł ňż şęě ďěńăńĺ řăŋĳÿě, řăğőąĳ-ěň ňŋőęěśšćő ŕěřěňěŋŋżţ x_{ij} ŋă ďćě čřşŕŕż: ďĺăčőŋăńĳŋżě ŕěřěňěŋŋżě x_{ii} ĺ ŋěďĺăčőŋăńĳŋżě ŕěřěňěŋŋżě x_{ij} ś i < j. Šěŕěřĳ śďěńăěň őďŋő ğăňěůăŋĺě. Ŕşśšĳ R(Z, W ) { őďŋőřőďŋżľ ňŋőčőůńěŋ śšěŕěŋĺ M őš ďćşţ čřşŕŕ ŕěřěňěŋŋżţ Z = (z_1, z_2, . . ., z_k) ĺ W = (w_1, w_2, . . . , w_l). Šőčďă ěčő ňőęŋő ěďĺŋśšćěŋŋżň őąřăğőň ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě R(Z, W ) = ∑ s+t=M R_{s,t}(Z, W ), čďě łăęďżľ ňŋőčőůńěŋ R_{s,t}(Z, W ) £ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň ŕő ŕěřěňěŋŋżň Z śő śšěŕěŋĳ¿ őďŋőřőďŋőśšĺ s ĺ ŕő ŕěřěňěŋŋżň W śő śšěŕěŋĳ¿ őďŋőřőďŋőśšĺ t. Ş őďŋőčő ĺğ ŋěŋşńěćżţ ňŋőčőůńěŋőć R_{s,t}(Z, W ) ğŋăůěŋĺě s őłăęěšś£ ŋăĺąőńĳÿĺň. İšőš ňŋőčőůńěŋ ŋăğőć-ěň śšăřÿěľ ůăśšĳ¿ R(Z, W ) ŕő ŕěřěňěŋŋżň Z. Őůěćĺďŋő, ůšő ěśńĺ ş ďćşţ őďŋőřőďŋżţ ňŋőčőůńěŋőć R_1(Z, W ) ĺ R_2(Z, W ) ćğăĺňŋő ŕřőśšż śšăřÿĺě ůăśšĺ ŕő Z, šő ĺ śăňĺ ¡šĺ ňŋőčőůńěŋż ćğăĺňŋő ŕřőśšż.

Śšăřÿş¿ ůăśšĳ ń¿ąőčő őďŋőřőďŋőčő ňŋőčőůńěŋă K(X) ŕő ďĺăčőŋăńĳŋżň ŕěřěňěŋŋżň ąşďěň őąőğŋăůăšĳ ´K(X). Łăęďżľ ¡ńěňěŋš x^{(m)}_{ij} ňăšřĺűż X^m £ćń£ěšś£ őďŋőřőďŋżň ňŋőčőůńěŋőň śšěŕěŋĺ m. Ŋěšřşďŋő ďőłăğăšĳ, ůšő

´x^{(m)}_{ii} = x^m_{ii} , ´x^{(m)}_{ij} = x_{ij} x^m_{jj} − x^m_{ii} x_{jj} − x_{ii} (4.6)

Őšś¿ďă ćżšěłăěš ťőřňşńă ´⟨11, 22, . . ., nn⟩(X) = W (x_{11}, x_{22}, . . ., x_{nn}), (4.7) čďě W { őŕřěďěńĺšěńĳ Ćăŋďěřňőŋďă. Ďăńěě, ŕşśšĳ 1 ≤ i < j ≤ n. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ P_{ij}(X) őŕřěďěńĺšěńĳ, łőšőřżľ ŕőńşůăěšś£ ĺğ őŕřěďěńĺšěń£ ⟨11, 22, . . ., nn⟩(X), ěśńĺ ć ŋ-ěň śšřőłş jj ğăňěŋĺšĳ śšřőłőľ ij. Ćśńěďśšćĺě (4.6) ĺňěěň ´P_{ij}(X) = x_{ij} x_{jj} − x_{ii} W (x_{11}, x_{22}, . . ., x_{nn}) (4.8)

Šěŕěřĳ ŕşśšĳ X_0 { łřĺšĺůěśłă£ ňăšřĺűă. Ďőłăęěň, ůšő łő¡ťťĺűĺěŋšż a_m(X) ňőčşš ążšĳ ŕřőďőńęěŋż ć ŋěłőšőřş¿ őłřěśšŋőśšĳ šőůłĺ X_0 ś śőţřăŋěŋĺěň čńăďłőśšĺ. Ďőłăğăšěńĳśšćő ŕőćěď-ěň ĺŋďşłűĺěľ ŕő łőřŋěćőňş šĺŕş X_0. Őśŋőćăŋĺěň ĺŋďşłűĺĺ ŕőśńşęĺš łőřŋěćőľ šĺŕ (1, 1, . . ., 1) řěčşń£řŋőľ ňăšřĺűż. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ŕřőďőńęěŋĺě ćőğňőęŋő ć ŋěłőšőřżě őłřěśšŋőśšĺ ćśěţ šőůěł, łőřŋěćőľ šĺŕ łőšőřżţ ŕřěďÿěśšćşěš šĺŕş X_0.

Ć śĺńş śłăğăŋŋőčő ćżÿě ňż ćŕřăćě ŕřěďŕőńőęĺšĳ, ůšő X_0 { ďĺăčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă ćĺďă (4.4). Őłőńő šőůłĺ X_0 ćżąěřěň šăłş¿ őłřěśšŋőśšĳ ˙, ůšő ćśě ě-ě šőůłĺ ĺňě¿š łőřŋěćőľ šĺŕ, ŕřěďÿěśšćş¿- źĺľ ĺńĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżľ šĺŕş X_0, ĺ ŕőńőęĺň X = X_0+H. Ŋăůăńĳŋş¿ ťőřňş šěľńőřőćśłőčő řăğńőęěŋĺ£ ń¿ąőčő ňŋőčőůńěŋă K(X) ć šőůłě X_0 ąşďěň őąőğŋăůăšĳ K_{X0} (H). Ďăńěě, ŕăřş ĺŋďěłśőć (i, j) ŋăğőć-ěň ďőŕşśšĺňőľ, ěśńĺ ŋăľď-ěšś£ šăłőě űěńőě t, ůšő

m_0 + m_1 + · · · + m_t + 1 ≤ i < j ≤ m_0 + m_1 + · · · + m_{t+1}

(ňż śůĺšăěň m_0 = 0, 0 ≤ t ≤ n − 1 ). Ćőğĳň-ěň ć řăćěŋśšćě (4.3) Q(X) = ⟨11, 22, . . ., nn⟩(X) Ŋěšřşďŋő ćĺďěšĳ, ůšő Q(X) ĺňěěš ć šőůłě X_0 ŋşńĳ ŕőř£ďłă ν ćĺďă (4.5), ŕřĺů-ěň ć śĺńş (4.7) śšăřÿă£ ŕő ďĺăčőŋăńĳŋżň ŕěřěňěŋŋżň ůăśšĳ ŋăůăńĳŋőľ ťőřňż Q_{X0} (H) ĺňěěš ćĺď

´Q_{X0} (H) = B ∏ (h_{jj} − h_{ii}), čďě B ≠ 0 { ŋěłőšőřă£ łőŋśšăŋšă, ğăćĺś£źă£ šőńĳłő őš X_0, ă ŕřőĺğćěďěŋĺě ąěř-ěšś£ ŕő ćśěň ďőŕşśšĺňżň ŕăřăň.

Šőůŋő šăł ęě, ěśńĺ (i, j) { ďőŕşśšĺňă£ ŕăřă, šő ďń£ ňŋőčőůńěŋă P_{ij}(X) ćąńĺğĺ X_0 ąńăčőďăř£ (4.8) ĺňěěň ´P_{ij,X0}(H) = h_{ij} h_{jj} − h_{ii} ´Q_{X0} (H)

Ŕő¡šőňş, ěśńĺ ć řăćěŋśšćě (4.3) ćğ£šĳ

P (X) = ∑ P_{ij}(X), čďě śşňňĺřőćăŋĺě řăśŕřőśšřăŋěŋő ŋă ćśě ďőŕşśšĺňżě ŕăřż, šő ŕőńşůĺň

´P_{X0}(H) = ´Q_{X0} (H) ∑ h_{ij} h_{jj} − h_{ii} , őšłşďă ćĺďŋő, ůšő ňŋőčőůńěŋż ´P_{X0} (H) ĺ ´Q_{X0} (H) ćğăĺňŋő ŕřőśšż. Ŋő šőčďă ćğăĺňŋő ŕřőśšż ĺ ŋăůăńĳŋżě ťőřňż P_{X0} (H) ĺ Q_{X0} (H), šăł ůšő ć šőůłě X_0 ťőřňăńĳŋżľ ř£ď T_{X0} g(X) ďěńĺšś£ ŋă T_{X0} P (X).

Ďăńěě, ćő ćśěţ šőůłăţ őłřěśšŋőśšĺ ˙, łőřŋěćőľ šĺŕ łőšőřżţ ŕřěďÿěśšćşěš łőřŋěćőňş šĺŕş X_0, ŕő ŕřěďŕőńőęěŋĺ¿ ĺŋďşłűĺĺ łő¡ťťĺűĺěŋš a_m(X) £ćń£ěšś£ čńăďłőľ ťşŋłűĺěľ. Ŕő¡šőňş ć ŋĺţ ťőřňăńĳŋżľ ř£ď ďń£ g(X) ďěńĺšś£ ŋă řăğńőęěŋĺě P (X).

Ŋăłőŋěű, ć őłřěśšŋőśšĺ ˙ őśšă¿šś£ šőůłĺ, łőřŋěćőľ šĺŕ łőšőřżţ ¡łćĺćăńěŋšěŋ šĺŕş X_0. Ć ¡šĺţ šőůłăţ ŕő ďőłăğăŋŋőňş řăŋěě ňŋőčőůńěŋż P (X) ĺ Q(X) ĺňě¿š ŋşńĺ ŕőř£ďłă ŋě ňěŋěě ν. Ěśńĺ ęě ćğ£šĳ őłřěśšŋőśšĳ ˙ ďőśšăšőůŋő ňăńőľ, šő ťőřňż śšěŕěŋĺ ν ňŋőčőůńěŋőć P (X) ĺ Q(X), řăğńőęěŋŋżţ ć ń¿ąőľ šőůłě ˙, ąşďşš śłőńĳ şčőďŋő ąńĺğłĺ ł śőőšćěšśšćş¿źĺň ťőřňăň ¡šĺţ ňŋőčőůńěŋőć, řăğńőęěŋŋżţ ć šőůłě X_0. Ŕő¡šőňş, ćő-ŕěřćżţ, P (X) ĺ Q(X) ĺňě¿š ć šőůłăţ ¡łćĺćăńěŋšŋőčő łőřŋěćőčő šĺŕă ĺğ ˙ ŋşńĺ ŕőř£ďłă ć šőůŋőśšĺ ν, ă ćő-ćšőřżţ, ŋăůăńĳŋżě ťőřňż řăğńőęěŋĺľ P (X) ĺ Q(X) ć ¡šĺţ šőůłăţ ćğăĺňŋő ŕřőśšż. Ŕő¡šőňş ĺ ć ŋĺţ ťőřňăńĳŋőě řăğńőęěŋĺě g(X) ďěńĺšś£ ŋă řăğńőęěŋĺě P (X).

Şšćěřęďěŋĺě ő ćğăĺňŋőľ ŕřőśšőšě ďőśšăšőůŋő ąńĺğłĺţ ťőřň ŋşęďăěšś£ ć ŕő£śŋěŋĺĺ. Ŕşśšĳ α_X (H) ĺ β_X (H) { ťőřňż śšěŕěŋĺ ν őš ŕěřěňěŋŋżţ H ś łő¡ťťĺűĺěŋšăňĺ, ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺś£źĺňĺ őš ŕěřěňěŋŋżţ X. Ěśńĺ ąż ŕřĺ łăłőň-šő ğŋăůěŋĺĺ X őŋĺ ŋě ążńĺ ćğăĺňŋő ŕřőśšżňĺ, šő ŋăÿńĺśĳ ąż šăłĺě ŋěŋşńěćżě ťőřňż γ(H) ĺ δ(H) śšěŕěŋĺ ć šőůŋőśšĺ ν − 1, ůšő

α_X (H)δ(H) = β_X (H)γ(H) (4.9)

Ŕőśńěďŋěě řăćěŋśšćő ěśšĳ śĺśšěňă ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŋă łő¡ťťĺűĺěŋšż ťőřň γ(H) ĺ δ(H). Ŕřĺ X = X_0 ¡šă śĺśšěňă ĺňěěš šőńĳłő ŋşńěćőě řěÿěŋĺě, šő ěśšĳ ě-ě řăŋč ŋě ňěŋĳÿě ůĺśńă ŋěĺğćěśšŋżţ. Ŋő ňăšřĺűă śĺśšěňż (4.9) ŋěŕřěřżćŋő ğăćĺśĺš őš X. Ŕő¡šőňş ŕřĺ X, ďőśšăšőůŋő ąńĺğłĺţ ł X_0, ě-ě řăŋč šőęě ŋě ňěŋĳÿě ůĺśńă ŋěĺğćěśšŋżţ. Śńěďőćăšěńĳŋő, śĺśšěňă (4.9) ĺňěěš šőńĳłő ŋşńěćőě řěÿěŋĺě, ĺ ťőřňż α_X (H), β_X (H) ćğăĺňŋő ŕřőśšż.

Ĺšăł, ć ń¿ąőľ šőůłě X ŋěłőšőřőľ őłřěśšŋőśšĺ ˙ ∋ X_0 ťőřňăńĳŋżľ ř£ď T_X g ŕřĺŋăďńěęĺš ĺďěăńş, ŕőřőęď-ěŋŋőňş ř£ďőň T_X P . Ŕő šěőřěňě Ňăńĳčřăŋęă ć őąńăśšĺ ˙ ňőęŋő řăğďěńĺšĳ g(X) ŋă P (X), ŕřĺů-ěň ůăśšŋőě ąşďěš čńăďłőľ ťşŋłűĺěľ. Šěň śăňżň ďőłăğăŋă ŕřőďőńęăěňőśšĳ ń¿ąőčő łő¡ťťĺűĺěŋšă a_m(X) ć őłřěśšŋőśšĳ šőůłĺ X_0 ś śőţřăŋěŋĺěň čńăďłőśšĺ. Šăł łăł X_0 { ń¿ąă£ łřĺšĺůěśłă£ šőůłă, šő ťşŋłűĺĺ a_m(X) ňőčşš ążšĳ ŕřőďőńęěŋż ŋă ćś-ě łřĺšĺůěśłőě ňŋőęěśšćő. Šěőřěňă 1 ŕőńŋőśšĳ¿ ďőłăğăŋă. Řăğşňěěšś£, ¡šă šěőřěňă őśšă-ěšś£ śŕřăćěďńĺćőľ ĺ ć śńşůăě, łőčďă ťşŋłűĺ£ F őŕřěďěńěŋă ŋě ŋă ćś-ěň ŕřőśšřăŋśšćě Sym(n), ă ŋă ŋěłőšőřőľ ěčő őąńăśšĺ.

Ĺśŕőńĳğş£ řăćěŋśšćő (2.7), ňőęŋő šěň ęě śŕőśőąőň ďőłăğăšĳ šěőřěňş 2. Őšńĺůĺě ğďěśĳ ąşďěš šőńĳłő ć ďőłăğăšěńĳśšćě őśŋőćăŋĺ£ ĺŋďşłűĺĺ, łőšőřőě ňż śěľůăś ĺ ŕřőćěď-ěň. Ŕşśšĳ ňăšřĺűă X řěčşń£řŋă. Šőčďă śşźěśšćşěš šăłă£ őřšőčőŋăńĳŋă£ ňăšřĺűă C, ůšő śŕřăćěďńĺćő řăćěŋśšćő (4.1). Ŕşśšĳ C^{−1}G(X)C = T = (t_{ij} ), ŕřĺů-ěň ćśě t_{ii} = 0. Šőčďă ňőęŋő ŕőďőąřăšĳ šăłş¿ łőśőśĺňňěšřĺůěśłş¿ ňăšřĺűş B, ůšő T = BL − LB (4.10) Ĺňěŋŋő, ¡ńěňěŋšż b_{ij} ňăšřĺűż B őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěń£¿šś£ ĺğ śőőšŋőÿěŋĺ£ t_{ij} = (λ_j − λ_i)b_{ij}.

Ŕőďćěřčă£ (4.10) ŕřěőąřăğőćăŋĺ¿ ŕőďőąĺ£, ŕőńşůĺň (0.2), čďě A(X) = CBC^{−1}. Šăłĺň őąřăğőň, ŋă řěčşń£řŋőň ňŋőęěśšćě R ňăšřĺűă A(X) śşźěśšćşěš ĺ őďŋőğŋăůŋă. Šăł łăł śőőšŋőÿěŋĺě (0.2) ňőęěš ążšĳ ğăŕĺśăŋő ć ňăšřĺůŋő - ćěłšőřŋőľ ťőřňě“

G(X) = X^! A(X),

šő ŕřőďőńęăěňőśšĳ ¡ńěňěŋšőć a_{ij} (X) ňăšřĺűż A(X) ŋă łřĺšĺůěśłőě ňŋőęěśšćő ďőłăğżćăěšś£ šăł ęě, łăł ĺ ŕřěęďě, ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ďĺśłřĺňĺŋăŋšŋżţ ňŋőčőůńěŋőć {i_1j_1, . . . , i_nj_n}(X).

Ăćšőř ąńăčőďăřěŋ śćőěňş şůĺšěń¿ Ă. Ś. Ňĺźěŋłő, ă šăłęě Ŕ. Ŕ. Ňőśőńőćş, Ă. Š. Ťőňěŋłő, Ś. Ć. Ďşęĺŋş ĺ Ć. Ĺ. Ăřŋőńĳďş ğă ŕőśšăŋőćłş ğăďăů ĺ ćŋĺňăŋĺě ł řăąőšě.

ŃĹŠĚŘĂŠŞŘĂ

[1] Ă. Ĺ. Ńşřĳě. Šěőřĺ£ şŕřşčőśšĺ. Ň.: Ŋăşłă, 1970. [2] Ť. Ř. Čăŋšňăţěř. Šěőřĺ£ ňăšřĺű. Ň.: Ŋăşłă, 1988.

[3] Ň. Ň. Ŕőśšŋĺłőć. Ńěłűĺĺ ŕő čěőňěšřĺĺ. Śěňěśšř II. Ńĺŋěľŋă£ ăńčěąřă. Ň.: Ŋăşłă. 1986. [4] Ą. Ňăńĳčřăŋę. Ĺďěăńż ďĺťťěřěŋűĺřşěňżţ ťşŋłűĺľ. Ň.: Ňĺř, 1968. [5] Ŋ. Ć. Ĺń¿ÿěůłĺŋ. Őą őďŋőň łńăśśě čńăďłĺţ ňăšřĺůŋőğŋăůŋżţ ťşŋłűĺľ // ŞŇŊ. 1985. š. 40.

Â 1. ś. 201 { 202.

[6] Ŋ. Ć. Ĺń¿ÿěůłĺŋ. Ďĺśłřĺňĺŋăŋš ţăřăłšěřĺśšĺůěśłőčő ňŋőčőůńěŋă ŋőřňăńĳŋőľ ňăšřĺűż // Ňăšěň. ğăňěšłĺ. 1992. š. 51. Â 3. ś. 16 { 23.

[7] Ŋ. Ć. Ĺń¿ÿěůłĺŋ. Ő ŋěłőšőřżţ łńăśśăţ čńăďłĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕřőśšřăŋśšćă śĺňňěšřĺůěśłĺţ ňăšřĺű // Ňăšěň. śąőřŋĺł. 1993. š. 184. Â 9. ś. 89 { 102.