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Ââåäåíèå

Îïîðíûìè îêðóæíîñòÿìè çàìêíóòîé êðèâîé íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íàçûâàþò-
ñÿ êàñàòåëüíûå îêðóæíîñòè, îò êîòîðûõ êðèâàÿ ëåæèò ñ îäíîé ñòîðîíû. Ñóììàðíàÿ
êðàòíîñòü êàñàíèÿ îïîðíîé îêðóæíîñòè ñ êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò
òðåõ. Ïðè ýòîì ìîæåò áûòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî îïîðíûõ îêðóæíîñòåé, êîòîðûå êà-
ñàþòñÿ êðèâîé â òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ èëè ÿâëÿþòñÿ åå îêðóæíîñòÿìè êðèâèçíû
(ïîñëåäíèå êàñàþòñÿ êðèâîé ðîâíî â îäíîé òî÷êå ñ êðàòíîñòüþ òðè).

Ðàññìîòðèì âíåøíå-îïîðíûå îêðóæíîñòè êðèâîé, ò.å. îïîðíûå îêðóæíîñòè, îò
êîòîðûõ êðèâàÿ ëåæèò ñ âíåøíåé ñòîðîíû ïî îòíîøåíèþ ê öåíòðó îêðóæíîñòè. ×å-
ðåç T îáîçíà÷èì ÷èñëî âíåøíå-îïîðíûõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ äàííîé êðèâîé â
òðåõ òî÷êàõ, à ÷åðåç C � ÷èñëî åå âíåøíå-îïîðíûõ îêðóæíîñòåé êðèâèçíû. Òîãäà

C − T = 2 (0.1)

äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé âûïóêëîé êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè. Àíàëî-
ãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñåë âíóòðåííå-îïîðíûõ
îêðóæíîñòåé.

Ýòè çàìå÷àòåëüíûå ôîðìóëû îáíàðóæèë Áîçå [62] â 1932 ãîäó, ïîëó÷èâ, òåì ñà-
ìûì, ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ìàõîïàäõàéÿ [84] î ÷åòûðåõ âåð-
øèíàõ. Ñîãëàñíî ýòîé çíàìåíèòîé òåîðåìå, ëþáàÿ çàìêíóòàÿ âëîæåííàÿ êðèâàÿ íà
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè èìååò íå ìåíåå ÷åòûðåõ ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ âåðøèí
(ýêñòðåìóìîâ êðèâèçíû). Äëÿ âûïóêëûõ êðèâûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòî ìãíîâåííî
ñëåäóåò èç ôîðìóë Áîçå.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îêðóæíîñòü êðèâèçíû êðèâîé â äàííîé òî÷êå t ÿâëÿåòñÿ
îïîðíîé, òî t � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè êðèâèçíû ýòîé êðèâîé. Ïîñêîëüêó âñå
êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè êðèâèçíû êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ íåâûðîæäåíû, òî
t � âåðøèíà ðàññìàòðèâàåìîé êðèâîé. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî íèêàêàÿ îêðóæíîñòü
íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî âíåøíå-îïîðíîé è âíóòðåííå-îïîðíîé îêðóæíîñòüþ
êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ (êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ).

Ôîðìóëà (0.1) ïîñëóæèëà îòïðàâíîé òî÷êîé èññëåäîâàíèé, ðåçóëüòàòàì êîòîðûõ
ïîñâÿùåíà äàííàÿ äèññåðòàöèÿ. Îñíîâíîé íàøåé öåëüþ áûëî íàõîæäåíèå ñîîòíî-
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øåíèé ìåæäó äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðàñïîëîæåíèÿ
ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé â ïðîñòðàíñòâàõ ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé (â ÷àñòíî-
ñòè, ïîëó÷åíèå ìíîãîìåðíûõ îáîáùåíèé ôîðìóë Áîçå). Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâè-
ëèñü íå òîëüêî ìíîãî÷èñëåííûå òàáëèöû íàéäåííûõ íàìè íîâûõ ñîîòíîøåíèé, íî
è òå ìåòîäû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî èõ âû÷èñëÿòü â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ
àíàëèçà, ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè.

Ðàññìàòðèâàåìûå ïðîáëåìû îòíîñÿòñÿ ê ãëîáàëüíîé òåîðèè îñîáåííîñòåé (ñì. ãëà-
âó 4 â îáçîðå [8]). Âîçüìåì, íàïðèìåð, çàìêíóòóþ êðèâóþ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rk. Âíåøíå-îïîðíàÿ ãèïåðñôåðà êðèâîé íàçûâàåòñÿ îñîáîé,
åñëè ëèáî êðèâàÿ êàñàåòñÿ ýòîé ãèïåðñôåðû â îäíîé òî÷êå ñ êðàòíîñòüþ, áîëüøåé 1,
ëèáî îíà êàñàåòñÿ ãèïåðñôåðû â íåñêîëüêèõ ðàçíûõ òî÷êàõ. Öåíòðû îñîáûõ âíåøíå-
îïîðíûõ ãèïåðñôåð êðèâîé îáðàçóþò îñîáóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü â Rk. Îñîáåííîñòè
ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè õîðîøî èçâåñòíû (ñì., íàïðèìåð, [9]). Íàøà çàäà÷à ñîñòîÿëà
â òîì, ÷òîáû èçó÷èòü óñëîâèÿ ñîñóùåñòâîâàíèÿ ýòèõ îñîáåííîñòåé.

Â ñëó÷àå âûïóêëîé êðèâîé íà ïëîñêîñòè ýòî ñäåëàòü íåòðóäíî. Óêàçàííàÿ ãèïåð-
ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íûé ãðàô, ëîêàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèí êîòîðîãî
ðàâíà ëèáî 1 (òàêèå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè âíåøíå-îïîðíûõ îêðóæíîñòåé êðè-
âèçíû êðèâîé), ëèáî 3 (öåíòðû âíåøíå-îïîðíûõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ êðèâîé
â òðåõ òî÷êàõ). Ôîðìóëà Áîçå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ýòîò ãðàô îäíîñâÿçåí, à åãî ðåá-
ðà óäîâëåòâîðÿþò èçâåñòíîìó ñîîòíîøåíèþ èíöèäåíòíîñòè: óäâîåííîå ÷èñëî ðåáåð
ãðàôà ðàâíî ñóììå ëîêàëüíûõ ñòåïåíåé âñåõ åãî âåðøèí (ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî êî-
íå÷íîãî ãðàôà ïðè óñëîâèè, ÷òî âêëàä â ëîêàëüíóþ ñòåïåíü âåðøèíû êàæäîãî ðåáðà,
ÿâëÿþùåãîñÿ ïåòëåé, èíöèäåíòíîé ýòîé âåðøèíå, ðàâåí äâóì; ñì. [34]).

Â ñëó÷àå âûïóêëûõ êðèâûõ â ïðîñòðàíñòâàõ áîëüøåãî ÷èñëà èçìåðåíèé îñîáåííî-
ñòåé áîëüøå è ñèòóàöèÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå. Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî íàéòè òîïîëî-
ãè÷åñêèå óñëîâèÿ íà ãèïåðïîâåðõíîñòü öåíòðîâ âíåøíå-îïîðíûõ ãèïåðñôåð êðèâîé,
êîòîðûå ñëåäóþò èç óñëîâèÿ âûïóêëîñòè (íàïîìíèì, ÷òî êðèâàÿ â Rk âûïóêëà, åñëè
îíà ïåðåñåêàåò ëþáóþ ãèïåðïëîñêîñòü íå áîëåå, ÷åì â k òî÷êàõ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé;
òàêàÿ êðèâàÿ ìîæåò áûòü çàìêíóòîé òîëüêî ïðè ÷åòíîì k). Âî-âòîðûõ, íåîáõîäèìî
âû÷èñëèòü ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðà-
çèé îñîáåííîñòåé ó ëþáîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ñ àíàëîãè÷íûìè îñîáåííîñòÿìè (òàêèå
ñîîòíîøåíèÿ îáîáùàþò ñîîòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè â ãðàôàõ).

Îáå ýòè çàäà÷è óäàëîñü ðåøèòü. Áîëåå òîãî, ÷òî êàñàåòñÿ âòîðîé èç íèõ, òî ìû
ïðåäëàãàåì ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü ëèíåéíûå ñîîòíîøå-
íèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé óñòîé-
÷èâîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîñòðàíñòâî òîé
æå èëè áîëüøåé ðàçìåðíîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå èìååò òîëüêî îñîáåí-
íîñòè êîðàíãà 1. Íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ ãëîáàëüíîãî ïîâåäåíèÿ îñîáåííîñòåé òàêèõ
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îòîáðàæåíèé âîçíèêàåò âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè è, â ÷àñòíîñòè,
â êîíòàêòíîé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ. Âû÷èñëåíèå ñîîòíîøåíèé ìåæ-
äó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé ïîçâîëèëî íàì
ïîëó÷èòü âàæíûå ðåçóëüòàòû â ðÿäå õîðîøî èçâåñòíûõ çàäà÷.

Äëÿ ïðèìåðà ìû ïðèâåäåì îáîáùåíèå ôîðìóëû Áîçå äëÿ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ
êðèâûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â R10. À èìåííî, ïóñòü χ(

k1,...,kp
µ1,...,µp) � ÷èñëî âíåøíå-îïîðíûõ

ãèïåðñôåð, êîòîðûå êàñàþòñÿ äàííîé êðèâîé â k1+. . .+kp ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ,
ñðåäè êîòîðûõ ki, i = 1, . . . , p òî÷åê ñ êðàòíîñòüþ êàñàíèÿ µi, ãäå µ1 > . . . > µp è
k1µ1 + . . . + kpµp = 11. Òîãäà

42χ( 1
11)− 14χ(1,2

9,1)− 5χ(1,1,1
7,3,1) + 5χ(1,4

7,1)− 4χ(2,1
5,1)− 2χ(1,2

5,3) + 2χ(1,1,3
5,3,1)

− 2χ(1,6
5,1) + χ(3,2

3,1)− χ(2,5
3,1) + χ(1,8

3,1)− χ(11
1 ) = 252 .

Ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà êàæäûé êîýôôèöèåíò â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîèçâåäåíèåì íåñêîëüêèõ ÷ëåíîâ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êàòàëàíà 1,1,2,5,14,42.
Ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ ðàâíà (10/2 + 1) · 42. Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåä-
ëèâî è äëÿ âíóòðåííå-îïîðíûõ ãèïåðñôåð êðèâîé.

Ýòè ôîðìóëû, êàê è ìíîãèå äðóãèå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, ïîëó÷åíû ïðè ïî-
ìîùè îðèãèíàëüíîãî ðàçðåøåíèÿ óñòîé÷èâûõ ìóëüòèîñîáåííîñòåé êîðàíãà 1, âîçíè-
êàþùèõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷àõ. Íàø ìåòîä ðàçðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì
èçâåñòíîãî â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðèíöèïà èòåðàöèè Êëåéìàíà [75], êîòîðûé
îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ â êîìïëåêñíûõ çàäà÷àõ ïðè èññëåäîâàíèè öèêëîâ êðàòíûõ òî-
÷åê îáùèõ ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé êîðàíãà 1 (ñì. [64],[68],[69],[76],[80] è äð.).

Â îòëè÷èå îò ïðèíöèïà èòåðàöèè, ìû ðàññìàòðèâàåì öèêëû ïðîèçâîëüíûõ óñòîé-
÷èâûõ ìóëüòèîñîáåííîñòåé êîðàíãà 1, ïðè÷åì èñïîëüçóåì áîëåå òîíêóþ ïðîöåäóðó
ïðè ïîñòðîåíèè ðàçðåøàþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çíà÷èòåëüíî
áîëüøóþ èíôîðìàöèþ î òîïîëîãèè ðàññìàòðèâàåìûõ îñîáåííîñòåé, ÷òî è ïðèâîäèò ê
íîâûì ðåçóëüòàòàì â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ. Ìû èçó÷àåì çäåñü òîëüêî âåùåñòâåí-
íûå çàäà÷è. Â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå îáîáùåííîãî ïðèíöèïà èòåðàöèè
òàêæå ïðèâåëî ê íåêîòîðûì íîâûì ðåçóëüòàòàì â ãëîáàëüíîé òåîðèè îñîáåííîñòåé
êîðàíãà 1 (ñì. [29],[30]).

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïîëó÷åííûõ íàìè ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåíî íèæå. Ìû ïðåäâà-
ðÿåì åãî êðàòêèì ñîäåðæàíèåì äèññåðòàöèè, îïèñàíèåì ñòðóêòóðû òåêñòà è âàæíåé-
øèìè òåðìèíîëîãè÷åñêèìè ñîãëàøåíèÿìè.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ïÿ-
òè ãëàâ. Â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ îïèñûâàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ðàçðåøåíèÿ ìóëüòèîñîáåí-
íîñòåé êîðàíãà 1 óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî òîé æå èëè áîëü-
øåé ðàçìåðíîñòè, à òàêæå îñîáåííîñòåé êîðàíãà 1 ôðîíòà óñòîé÷èâîãî ëåæàíäðîâà
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îòîáðàæåíèÿ. Âû÷èñëÿþòñÿ ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé ýòèõ (ìóëüòè)îñîáåííîñòåé. Òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ ãëàâû ïîñâÿ-
ùåíû ðàçëè÷íûì ïðèëîæåíèÿì ðåçóëüòàòîâ ãëàâ 1 è 2 â òåîðèè îñîáåííîñòåé ìíî-
æåñòâ Ìàêñâåëëà ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ ñåìåéñòâ ãëàäêèõ ôóíêöèé, ìíîæåñòâ ñèì-
ìåòðèé ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé â Rk, êîíôëèêòíûõ ìíîæåñòâ, ìíîæåñòâ ñðåäíèõ
îñåé, à òàêæå â êîíòàêòíîé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ. Â çàêëþ÷èòåëüíîé
ïÿòîé ãëàâå ìû ñîáðàëè âìåñòå òàáëèöû ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýéëåðîâûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé (ìóëüòè)îñîáåííîñòåé êîðàíãà 1 â ïðîñòðàíñòâàõ
íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Êàæäàÿ èç ïåðâûõ ÷åòûðåõ ãëàâ ñîñòîèò èç ïàðàãðàôîâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû.
Ïàðàãðàôû íóìåðóþòñÿ çàíîâî â êàæäîé ãëàâå, ðàçäåëû íóìåðóþòñÿ çàíîâî â êàæ-
äîì ïàðàãðàôå. Íîìåð ðàçäåëà b â ïàðàãðàôå a èìååò âèä a.b.

Âñå îïðåäåëåíèÿ, òåîðåìû, ñëåäñòâèÿ, ïðåäëîæåíèÿ, ëåììû, çàìå÷àíèÿ è ïðèìå-
ðû ïðîíóìåðîâàíû åäèíûì ïåðå÷íåì çàíîâî â êàæäîì ðàçäåëå. Íîìåð èìååò âèä
a.b.c, ãäå a � íîìåð ïàðàãðàôà, b � íîìåð ðàçäåëà, à c � íîìåð ýëåìåíòà ïåðå÷íÿ. Ïðè
ññûëêàõ íà ýëåìåíò ïåðå÷íÿ èç äðóãîé ãëàâû óêàçûâàåòñÿ, äîïîëíèòåëüíî, íîìåð
ýòîé ãëàâû (íàïðèìåð, òåîðåìà 4.2.5 èç ãëàâû 1).

Ðèñóíêè, à òàêæå âûêëþ÷íûå ôîðìóëû íóìåðóþòñÿ çàíîâî â êàæäîé ãëàâå. Íó-
ìåðàöèè ôîðìóë è ðèñóíêîâ ðàçäåëüíûå. Íîìåð èìååò âèä (a, b), ãäå a � íîìåð ãëàâû
(äëÿ ââåäåíèÿ a = 0), à b � íîìåð ðèñóíêà (èëè ôîðìóëû). Íóìåðàöèÿ òàáëèö ÿâëÿ-
åòñÿ åäèíîé äëÿ âñåãî òåêñòà.

Âàæíåéøèå òåðìèíîëîãè÷åñêèå ñîãëàøåíèÿ. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå,
òî ñëîâà �ãëàäêèé� è �äèôôåðåíöèðóåìûé� âåçäå äàëåå îçíà÷àþò �C∞-äèôôåðåíöè-
ðóåìûé�, ðàññìàòðèâàåìûå ìíîãîîáðàçèÿ âåùåñòâåííû è íå èìåþò êðàÿ. Ãëàäêîå
êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì. Ýéëåðîâîé õàðàêòåðè-
ñòèêîé χ(Σ) òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Σ ìû íàçûâàåì àëüòåðíèðîâàííóþ ñóì-
ìó ÷èñåë Áåòòè ãðóïï ãîìîëîãèé ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè. Íàêðûòèåì íàçûâàåòñÿ
ëþáîå ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ñ êîíå÷íûì ñëîåì.

Âñå âñòðå÷àþùèåñÿ â äàëüíåéøåì ïðîñòðàíñòâà ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ñíàáæåíû
C∞-òîïîëîãèåé Óèòíè (òîíêîé â ñëó÷àå íåêîìïàêòíîãî ïðîîáðàçà). Ìíîãèå óòâåð-
æäåíèÿ ìû ôîðìóëèðóåì äëÿ îòîáðàæåíèé (â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèé) îá-
ùåãî ïîëîæåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâóåò îòêðûòîå
âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå, äëÿ âñåõ îòîáðàæå-
íèé èç êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî óêàçàííîå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü A � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ïîëóãðóïïà ïî ñëîæåíèþ ñî ñ÷åòíîé ñèñòåìîé îáðà-
çóþùèõ. Âûáåðåì ïîäìíîæåñòâî B ⊆ A è ðàññìîòðèì âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî EB ôèíèòíûõ ôóíêöèé B → R (ò.å. ðàâíûõ íóëþ âñþäó, êðîìå êîíå÷íîãî
÷èñëà òî÷åê). Çàôèêñèðóåì íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Ω ⊂ EB è âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ
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íåíóëåâóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ α : EB → R. Åñëè α ïðèíèìàåò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå
β ∈ R âî âñåõ òî÷êàõ èç Ω, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìååòñÿ óíèâåðñàëüíîå ëèíåé-
íîå ñîîòíîøåíèå α(χ) = β ìåæäó çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé χ ∈ Ω. Ñèñòåìà óíèâåðñàëü-
íûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè îíà îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíîå
àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â EB, ñîäåðæàùåå Ω.

Â äàëüíåéøåì ìû èçó÷àåì ïîäìíîæåñòâà Ω â ïðîñòðàíñòâàõ âèäà EB, ïîñòðîåí-
íûå ïî íåêîòîðûì êëàññàì ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ñëåäóþùèì ñïîñîáîì: îòîáðàæå-
íèþ f ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ χf ∈ EB, çíà÷åíèå χf (A) êîòîðîé íà ýëåìåíòå A ∈ B

ðàâíî ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå χ(Af ) íåêîòîðîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ Af , åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåìîãî ïî f è A.

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Â ïåðâîé ãëàâå ìû èçó÷àåì
òîïîëîãèþ ìóëüòèîñîáåííîñòåé óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ãëàäêîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ â ïðîñòðàíñòâî áîëüøåé èëè òîé æå ðàçìåðíîñòè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòî
îòîáðàæåíèå èìååò ëèøü îñîáåííîñòè êîðàíãà 1.

Ïóñòü M è V � ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðàçìåðíî-
ñòåé m è n, ñîîòâåòñòâåííî, ãäå l = n−m ≥ 0. Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîá-
ðàæåíèå f : M → V . Åãî ðîñòêè â îñîáûõ òî÷êàõ êëàññèôèöèðóþòñÿ îòíîñèòåëüíî
ãëàäêèõ çàìåí ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà ìíîãîîáðàçèÿõ M è V . Êëàññû ýêâèâàëåíò-
íîñòè ðîñòêîâ íàçûâàþòñÿ îñîáåííîñòÿìè. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì
êîðàíãà ≤ 1, åñëè ðàçìåðíîñòü ÿäðà åãî ïðîèçâîäíîé íèãäå íå ïðåâîñõîäèò 1. Îòîáðà-
æåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M â ìíîãîîáðàçèå V ïðè m < 4+2l ÿâëÿþòñÿ
îòîáðàæåíèÿìè êîðàíãà ≤ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f � óñòîé÷èâîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1. Òîãäà ëîêàëüíûå
àëãåáðû ðîñòêîâ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ èçîìîðôíû R-àëãåáðàì ñðåçàííûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé ñòåïåíè íå âûøå µ, ãäå µ � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî,
µ ≤ m/(l+1). Â ïîäõîäÿùèõ ãëàäêèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ M è
V âñå ðîñòêè îòîáðàæåíèÿ f ñ ëîêàëüíîé àëãåáðîé, èçîìîðôíîé àëãåáðå R[[t]]/(tµ+1),
çàäàþòñÿ îäíîé è òîé æå ôîðìóëîé Ìîðåíà [83] (ñì. òàêæå [5]). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
îñîáåííîñòü íàçûâàåòñÿ îñîáåííîñòüþ òèïà Aµ (îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî åñëè l = 0 è
ëîêàëüíàÿ àëãåáðà îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x èçîìîðôíà àëãåáðå R[[t]]/(tn+1), òî ìíî-
æåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ðîñòêà (f, x) äèôôåîìîðôíî ðîñòêó â íóëå çàìûêàíèÿ
ìíîæåñòâà íåîñîáûõ òî÷åê âåùåñòâåííîé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ íåðåãóëÿðíûõ îðáèò
äåéñòâèÿ ãðóïïû Âåéëÿ An íà êîìïëåêñèôèêàöèè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn).

Ìóëüòèîñîáåííîñòüþ îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå y ∈ V íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûé
íàáîð îñîáåííîñòåé f â ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ x ∈ M èç ïîëíîãî ïðîîáðàçà
f−1(y). Ìóëüòèîñîáåííîñòè óñòîé÷èâîãî îòîáðàæåíèÿ f êîðàíãà ≤ 1 êëàññèôèöè-
ðóþòñÿ ïî ýëåìåíòàì A = Aµ1 + . . . + Aµp ñâîáîäíîé àáåëåâîé ïîëóãðóïïû A ïî
ñëîæåíèþ, îáðàçóþùèìè êîòîðîé ñëóæàò ñèìâîëû A0, A1, . . . , Aµ, . . . (â ÷àñòíîñòè,
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f èìååò ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà 0 ∈ A â ëþáîé òî÷êå y ∈ V \ f(M)). Ìíîæåñòâî
Af òî÷åê y ∈ V , â êîòîðûõ f èìååò ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà A, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè

codim lA = (l + 1)

p∑
i=1

µi + pl ≤ n

â V . Îíî íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà A îòîáðàæåíèÿ f .
Îáðàç f(M) îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿåòñÿ îñîáûì ïîäìíîæåñòâîì êîðàçìåðíîñòè l â

V . Åãî ðîñòêîì â òî÷êå y ∈ V íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå îáðàçîâ ðîñòêîâ (f, x) â òî÷êàõ
x ∈ f−1(y). Åñëè l > 0, òî îñîáåííîñòè îáðàçà óñòîé÷èâîãî îòîáðàæåíèÿ f êîðàíãà
≤ 1 òàêæå êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî ýëåìåíòàì ïîëóãðóïïû A. À èìåííî, ìíîæåñòâî
f(M) èìååò îñîáåííîñòü òèïà A ∈ A â òî÷êå y ∈ V , åñëè ìóëüòèîñîáåííîñòü îòîáðà-
æåíèÿ f â òî÷êå y èìååò òèï A. Äâå îñîáåííîñòè îáðàçà óñòîé÷èâîãî îòîáðàæåíèÿ
f êîðàíãà ≤ 1 â ïðîñòðàíñòâî á�îëüøåé ðàçìåðíîñòè äèôôåîìîðôíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûé òèï. Ìíîãîîáðàçèå Af â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ
ìíîãîîáðàçèåì îñîáåííîñòåé òèïà A îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f .

Ïðèìåð. Óñòîé÷èâàÿ ïîâåðõíîñòü (ò.å. îáðàç óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî ñîáñòâåííî-
ãî îòîáðàæåíèÿ äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ) â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîèò èç
íåîñîáûõ òî÷åê òèïà A0 (îáðàçóþùèõ ãëàäêèå êóñêè), à òàêæå ìîæåò èìåòü òî÷êè
òèïîâ 2A0 (îáðàçóþùèõ êðèâûå) è 3A0 (èçîëèðîâàííûå òî÷êè) òðàíñâåðñàëüíîãî ïå-
ðåñå÷åíèÿ äâóõ è òðåõ ãëàäêèõ âåòâåé, è îòäåëüíûå òî÷êè ñ îñîáåííîñòüþ òèïà A1,
íàçûâàåìîé çîíòèêîì Óèòíè (ñì. ðèñ. 0.1 íà ñòð. 12). Óñòîé÷èâàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü
â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò èìåòü ëèøü îñîáåííîñòè òèïîâ pA0, p ≤ 4

(òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå p ãëàäêèõ âåòâåé), A1 (öèëèíäð íàä çîíòèêîì Óèòíè)
è A1 + A0 (òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå öèëèíäðà çîíòèêîâ Óèòíè ñ ãëàäêîé ãèïåð-
ïîâåðõíîñòüþ).

Â ïàðàãðàôå 2 ìû îïðåäåëÿåì êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ êàæäîìó óñòîé÷èâîìó îòîá-
ðàæåíèþ f êîðàíãà ≤ 1 ñîïîñòàâëÿåò íîâîå îòîáðàæåíèå òîãî æå òèïà ñ òîé æå êî-
ðàçìåðíîñòüþ îáðàçà, íî ñ áîëåå ïðîñòûìè îñîáåííîñòÿìè. Ýòà êîíñòðóêöèÿ çàäàåòñÿ
òèïîì Aµ îñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ f è íàçûâàåòñÿ Aµ-ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ïóñòü ΦAµ � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê x ∈ M , â êîòîðûõ f èìååò îñîáåííîñòü
òèïà Aµ. Ýòî � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè µ(l + 1) â M . ×òîáû îïðåäå-
ëèòü Aµ-ïðåîáðàçîâàíèå [Aµ](f) îòîáðàæåíèÿ f , íåîáõîäèìî âçÿòü çàìûêàíèå ΦAµ,A0

ïîäìíîæåñòâà â ΦAµ × ΦA0 , îáðàçîâàííîãî ïàðàìè (x, ξ) òî÷åê x ∈ ΦAµ \ ΦAµ+1, ξ ∈
ΦA0 \ ΦA1 , ξ 6= x òàêèõ, ÷òî f(x) = f(ξ). Ýòî çàìûêàíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãî-
îáðàçèåì â ΦAµ×ΦA0 (òåîðåìà 2.1.1). Ïî îïðåäåëåíèþ, [Aµ](f) � êîìïîçèöèÿ ãëàäêèõ
îòîáðàæåíèé ΦAµ,A0 → ΦAµ × ΦA0 → ΦAµ , ïåðâûì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîå
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Ðèñ. 0.1 : Îñîáåííîñòè óñòîé÷èâûõ ïîâåðõíîñòåé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

âëîæåíèå, à âòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêöèþ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ïåðâûé
ñîìíîæèòåëü.

Îòîáðàæåíèå [Aµ](f) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ãëàäêèì ñîáñòâåííûì îòîáðàæåíèåì
êîðàíãà ≤ 1 (òåîðåìà 2.1.2). Åãî ñâîéñòâà îïèñàíû â òåîðåìå 2.1.7. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî îñîáåííîñòè îòîáðàæåíèÿ [Aµ](f) ñâÿçàíû ñ êðàåâûìè îñîáåííîñòÿìè ñåðèè B,
êîòîðûå èçó÷àëèñü Àðíîëüäîì â [3]. Íàïðèìåð, åñëè l = 0 è îáðàç îòîáðàæåíèÿ
f èìååò îñîáåííîñòü òèïà Aν , ν > µ, â íåêîòîðîé òî÷êå y ∈ V , òî ðîñòîê â òî÷êå
f−1(y) ïàðû â ΦAµ , îáðàçîâàííîé ïîäìíîãîîáðàçèåì ΦAµ+1 è ìíîæåñòâîì êðèòè÷å-
ñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ [Aµ](f), äèôôåîìîðôåí ðîñòêó â íóëå ïðÿìîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Rn−ν è ïàðû, ñîñòîÿùåé èç íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò çàìûêàíèÿ
ìíîæåñòâà íåîñîáûõ òî÷åê âåùåñòâåííîé ÷àñòè ìíîãîîáðàçèÿ íåðåãóëÿðíûõ îðáèò
äåéñòâèÿ ãðóïïû Âåéëÿ Bν−µ íà êîìïëåêñèôèêàöèè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rν−µ.

Â ïàðàãðàôå 3 îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ � ðàçðåøåíèå ìóëüòèîñîáåí-
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íîñòåé óñòîé÷èâîãî îòîáðàæåíèÿ f êîðàíãà ≤ 1. Ðàçðåøåíèå ìóëüòèîñîáåííîñòåé
òèïà A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A îòîáðàæåíèÿ f ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè èòåðàöèè
Aµ-ïðåîáðàçîâàíèé, ãäå µ = µ1, . . . , µp. Òàêàÿ èòåðàöèÿ ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíòó A
ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ΦA (ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ëåæèò îáðàç ïîñëåäíåãî Aµ-
ïðåîáðàçîâàíèÿ) è ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå ϕA : ΦA → V òàêèå, ÷òî:

1) îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ ϕA ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèå â V îáúåäèíåíèÿ ìíîãîîáðàçèé
(A+ kA0)f ïî âñåì öåëûì k ≥ 0 (åñëè l > 0, òî ýòî � çàìûêàíèå ìíîãîîáðàçèÿ Af );

2) åñëè ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà X ∈ A îòîáðàæåíèÿ f ïðèìûêàåò ê ìóëüòèîñî-
áåííîñòè òèïà A+ kA0, òî ϕA � êîíå÷íîå íàêðûòèå íàä ìíîãîîáðàçèåì Xf ;

3) êðàòíîñòü ýòîãî íàêðûòèÿ çàâèñèò òîëüêî îò A è X (ò.å. íå çàâèñèò íè îò îòîá-
ðàæåíèÿ f , íè îò ìíîãîîáðàçèé M è V ); îíà íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ìóëüòèîñîáåííîñòè
òèïà X îòíîñèòåëüíî ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà A è îáîçíà÷àåòñÿ IA(X).

Ïàðû (ΦA, ϕA), ïîëó÷åííûå ïðè ðàçíûõ óïîðÿäî÷åíèÿõ íàáîðà µ1, . . . , µp åñòå-
ñòâåííî äèôôåîìîðôíû (òåîðåìà 3.1.4). Â òåîðåìå 3.2.1 ìû ïðèâîäèì ðåêóððåíòíóþ
ôîðìóëó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò áûñòðî âû÷èñëÿòü èíäåêñû IA(X).

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óñòîé÷èâóþ êîìïàêòíóþ ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ìíîãîîáðàçèå Φ2A0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, êàæäàÿ
ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî äèôôåîìîðôíà îêðóæíîñòè. Îáðàçîì ýòîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ ïðè îòîáðàæåíèè ϕ2A0 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ îñîáûõ òî÷åê ïîâåðõíîñòè.
Ïîëíûé ïðîîáðàç îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ϕ2A0 ëþáîé îñîáîé òî÷êè òèïà çîíòèêà
Óèòíè ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè. Ïîëíûé ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè äâîéíîãî (òðîéíîãî)
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè ñîñòîèò ðîâíî èç äâóõ (øåñòè, ñîîòâåòñòâåííî) òî÷åê.

Â ïàðàãðàôå 4 èçó÷àåòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ΦA íà ñâÿç-
íûå êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèé ϕ−1

A (Xf ) ïî âñåì òèïàì X ∈ A ìóëüòèîñîáåííîñòåé
îòîáðàæåíèÿ f . Ýòà ñòðàòèôèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ C∞-ñòðàòèôèêàöèåé Óèòíè (òåîðåìà
4.2.5). Åå îñîáåííîñòè îïèñàíû â òåîðåìå 4.2.2 ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìîâ
ìíîãîîáðàçèÿ ΦA. Ýòè îñîáåííîñòè óñòîé÷èâû (îòíîñèòåëüíî ìàëûõ äåôîðìàöèé èñ-
õîäíîãî îòîáðàæåíèÿ f) è ïðîñòû (íå èìåþò ìîäóëåé). Ðîñòîê îñòîâà êîðàçìåðíîñòè
1 êàíîíè÷åñêîé ñòðàòèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèÿ ΦA â ëþáîé òî÷êå ñîñòîèò èç íåñêîëü-
êèõ ãëàäêèõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò (êîðàçìåðíîñòåé 1 è l + 1) è íåñêîëüêèõ êîì-
ïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì îáðàçà (ïðè l > 0) èëè ìíîæåñòâà
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé (ïðè l = 0) óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1.

Ïàðàãðàô 5 ïîñâÿùåí ïåðâûì ïðèëîæåíèÿì. Êàê èçâåñòíî, íàëè÷èå (ìóëüòè) îñî-
áåííîñòåé òîãî èëè èíîãî òèïà ó îòîáðàæåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ îãðàíè÷èâàåòñÿ ðàç-
ëè÷íûìè óñëîâèÿìè òîïîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ
ðàçëè÷íûå ìåòîäû è îáúåêòû: ìíîãî÷ëåíû Òîìû, êëàññû êîáîðäèçìîâ è ïð. (ñì. [8],
[29], [30], [99], [100]). Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ óêàçàííîå âûøå ðàçðåøåíèå äëÿ
ïîëó÷åíèÿ íîâûõ óñëîâèé ñîñóùåñòâîâàíèÿ (äðóãîé ïðèðîäû) óñòîé÷èâûõ ìóëüòèî-
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ñîáåííîñòåé êîðàíãà 1. Ìû âû÷èñëÿåì óíèâåðñàëüíûå ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé óñòîé÷èâûõ ãëàä-
êèõ îòîáðàæåíèé êîðàíãà ≤ 1 çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé â ìíîãîîáðàçèÿ íåñòðîãî
á�îëüøåé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ êàæäîé èç ÷åòûðåõ êîìáèíàöèé ÷åòíîñòåé ðàçìåðíîñòè
ìíîãîîáðàçèÿ-îáðàçà è êîðàçìåðíîñòè îáðàçà îòîáðàæåíèÿ â ýòîì ìíîãîîáðàçèè íàé-
äåíà ïîëíàÿ ñèñòåìà òàêèõ ñîîòíîøåíèé (òåîðåìû 5.2.1, 5.3.1, 5.5.1 � 5.5.3).

À èìåííî, ïóñòü f : Mm → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1,
ìíîãîîáðàçèå M çàìêíóòî è l = n−m ≥ 0. Òîãäà ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χf (A) =

χ(Af ) ëþáîãî íå÷åòíîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Af ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà A ∈ A\{0}
îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé (ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè) ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χf (X) ÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Xf , îáðàçîâàííûõ
ìóëüòèîñîáåííîñòÿìè òèïîâ X ∈ A òàêèõ, ÷òî codim l X ∈ [codim lA + 1, n]. Êàæ-
äûé êîýôôèöèåíò ýòîé êîìáèíàöèè çàâèñèò òîëüêî îò òèïîâ A, X ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìóëüòèîñîáåííîñòåé è îò ÷åòíîñòè ÷èñëà l. Ìû ïðèâîäèì êîìáèíàòîðíûå ôîðìóëû,
êîòîðûå ïîçâîëÿþò áûñòðî âû÷èñëÿòü ýòè êîýôôèöèåíòû íà êîìïüþòåðå äëÿ ëþáûõ
íàïåðåä çàäàííûõ A è X.

Íàïðèìåð, äëÿ îñîáåííîñòåé òèïà 2A0 îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f ìíîãîîáðàçèÿ M

÷åòíîé ðàçìåðíîñòè â ïðîñòðàíñòâî V íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n ≤ 5l + 2,

2χ(2
0) = χ(1

1) + 6χ(3
0)− 2χ(1

2)− 5χ(1,2
1,0)− 40χ(5

0)

+ 5χ(1
3) + 24χ(1,2

2,0) + 12χ(2,1
1,0) + 92χ(1,4

1,0) + 672χ(7
0) .

Çäåñü χ(
k1,...,kp
µ1,...,µp) îáîçíà÷àåò ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó χf (k1Aµ1 + . . .+kpAµp) ìíîãîîá-

ðàçèÿ (k1Aµ1 + . . .+kpAµp)f . Óêàçàííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèåì
ñîîòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè 2χ(2

0) = χ(1
1)+6χ(3

0) â ãðàôå, îáðàçîâàííîì èçîëèðîâàí-
íûìè îñîáåííîñòÿìè è îñîáåííîñòÿìè, âñòðå÷àþùèìèñÿ íà îäíîñâÿçíûõ êðèâûõ, ó
óñòîé÷èâîé êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (χ(2

0) � ÷èñëî îä-
íîñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ãëàäêèõ âåòâåé ïîâåðõíî-
ñòè; χ(3

0) � ÷èñëî òî÷åê òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ; χ(1
1) � ÷èñëî çîíòèêîâ Óèòíè).

Ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ýòîãî (åäèíñòâåííîãî) ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé
óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíî-
ãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé òàêèõ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ
λ1, . . . , λ4 ∈ R òàêèõ, ÷òî λ2

1 + . . . + λ2
4 6= 0, ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâàÿ êîìïàêòíàÿ ïî-

âåðõíîñòü â R3, äëÿ êîòîðîé λ1χ(1
0) + λ2χ(1

1) + λ3χ(3
0) + λ4 6= 0, ãäå χ(1

0) � ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ åå íåîñîáûõ òî÷åê.

Äðóãèå óíèâåðñàëüíûå ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé óñòîé÷èâûõ îòîáðàæåíèé êîðàíãà ≤ 1 â ïðî-
ñòðàíñòâà íå ñëèøêîì áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 1 � 6. Ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî ñàì ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ïîäîáíûõ ñîîòíîøåíèé (ïðè÷åì, äàæå â ñëó÷àå
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ïðîèçâîëüíîé ñòðàòèôèêàöèè Óèòíè ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ) ìîæíî â
ïðèíöèïå èçâëå÷ü èç íåêîòîðûõ ðàáîò ïî òîïîëîãèè ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ
(íàïðèìåð, èç [85] èëè [81]). Òåì íå ìåíåå ýòîò ôàêò íèãäå íå ôîðìóëèðîâàëñÿ, à
óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ íèêîãäà íå âû÷èñëÿëèñü, êðîìå íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
(ñâîäÿùèõñÿ ê ñîîòíîøåíèÿì èíöèäåíòîñòè â ãðàôàõ). Ìû æå ïðåäúÿâëÿåì ïðîñòîé
êîìáèíàòîðíûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ
ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííî-
ñòåé óñòîé÷èâûõ îòîáðàæåíèé êîðàíãà ≤ 1 çàìêíóòûõ m-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé â
ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ n è l = n−m ≥ 0.

Ýòîò àëãîðèòì îñíîâàí íà òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî óñòîé÷èâîãî îòîáðàæåíèÿ f :

Mm → V n êîðàíãà ≤ 1 çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ M è äëÿ ëþáîãî A ∈ A \ {0}
ìíîãîîáðàçèå ΦA çàìêíóòî, à åãî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(ΦA) âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

(−1)codim lA χ(ΦA) =
∑

X∈A
(−1)codim l XIA(X) χf (X),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî òèïàì X âñåõ ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ f , ïðèìûêàþ-
ùèõ ê ìóëüòèîñîáåííîñòÿì òèïîâ A+kA0, k ≥ 0. Åñëè ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ΦA
íå÷åòíàÿ, òî χ(ΦA) = 0, ÷òî äàåò ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà ýéëåðîâû õàðàê-
òåðèñòèêè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ f . Èñêîìûå âûðàæåíèÿ
äëÿ ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χf (A) íå÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Af ÿâëÿþòñÿ ðå-
øåíèÿìè ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ïîëíîòà ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé ìåæäó
ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè äîêàçûâàåòñÿ îòäåëüíî ïóòåì ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷-
íîãî êîëè÷åñòâà ïðèìåðîâ îòîáðàæåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà.

Çàìåòèì, ÷òî íàéäåííûå íàìè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü ýéëåðîâó õà-
ðàêòåðèñòèêó χ(f(M)) îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f â âèäå ñóììû ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòè-
êè χ(M) ìíîãîîáðàçèÿ M è ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê ÷åòíî-
ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Êàæäûé êîýôôèöè-
åíò ýòîé êîìáèíàöèè çàâèñèò òîëüêî îò òèïà ñîîòâåòñòâóþùåé ìóëüòèîñîáåííîñòè.
Íàïðèìåð, ïðè íå÷åòíîì l è íå÷åòíîì n ≤ 5l + 2,

χ(f(M)) = χ(M) + 1
2
[χ(1

1) + 2χ(3
0)]− χ(1,2

1,0)− 9χ(5
0)

+ 1
4
[5χ(1

3) + 20χ(1,2
2,0) + 10χ(2,1

1,0) + 80χ(1,4
1,0) + 620χ(7

0)] .

Ýòî � ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå èçâåñòíîé ôîðìóëû Èçóìèè-Ìàðàðà [73]

χ(f(M)) = χ(M) +
1

2
χ(1

1) + χ(3
0)

äëÿ óñòîé÷èâîé êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïî âñåé âèäèìîñòè ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå èçëîæåííûì âûøå, ñïðàâåäëèâû è

äëÿ óñòîé÷èâûõ îòîáðàæåíèé êîðàíãà ≤ 1 â ïðîñòðàíñòâî ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.
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Îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðèÿ åùå íå ñîçäàíà. Çäåñü ïîêà ïîëó÷åíû ëèøü ïåðâûå
âåñüìà ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû (ñì. [89]).

Âî âòîðîé ãëàâå ìû èçó÷àåì òîïîëîãèþ îñîáåííîñòåé ôðîíòà óñòîé÷èâîãî ëåæàí-
äðîâà îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1.

Ïàðàãðàô 1 ñîäåðæèò âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû òåîðèè îñîáåííî-
ñòåé ëåæàíäðîâûõ îòîáðàæåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé íà íå÷åòíî-
ìåðíîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíî íåèíòåãðèðóåìîå ïîëå êîí-
òàêòíûõ ýëåìåíòîâ (ãèïåðïëîñêîñòåé â åãî êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ). Ìíîãîîáðà-
çèå, ñíàáæåííîå êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé, íàçûâàåòñÿ êîíòàêòíûì. Ïîäìíîãîîáðàçèÿ
êîíòàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ èíòåãðàëüíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè êîíòàêò-
íîé ñòðóêòóðû è èìåþùèå íàèâûñøóþ ðàçìåðíîñòü (ðàâíóþ n−1, åñëè ðàçìåðíîñòü
îáúåìëþùåãî êîíòàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíà 2n− 1) íàçûâàþòñÿ ëåæàíäðîâûìè.

Ãëàäêîå ðàññëîåíèå íàçûâàåòñÿ ëåæàíäðîâûì, åñëè ïðîñòðàíñòâî ýòîãî ðàññëî-
åíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì, à âñå ñëîè ëåæàíäðîâû. Ïðèìåðîì ëå-
æàíäðîâà ðàññëîåíèÿ ìîæåò ñëóæèòü ïðîåêòèâèçèðîâàííîå êîêàñàòåëüíîå ðàññëîå-
íèå PT ∗V → V ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ V . Ïðîåêòèðîâàíèå ëåæàíäðîâà ïîäìíîãî-
îáðàçèÿ ïðîñòðàíñòâà ëåæàíäðîâà ðàññëîåíèÿ â áàçó ýòîãî ðàññëîåíèÿ íàçûâàåòñÿ
ëåæàíäðîâûì îòîáðàæåíèåì. Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñîáñòâåííûå
ëåæàíäðîâû îòîáðàæåíèÿ. Îáðàç ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ôðîíòîì.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ëåæàíäðîâî ðàññëîåíèå ñ n-ìåðíîé áàçîé V è çàôèê-
ñèðóåì â åãî ïðîñòðàíñòâå ëåæàíäðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå L (ðàçìåðíîñòè n− 1). Ëå-
æàíäðîâî îòîáðàæåíèå f : L → V íàçûâàåòñÿ ëåæàíäðîâûì îòîáðàæåíèåì êîðàíãà
≤ 1, åñëè ðàçìåðíîñòü ÿäðà åãî ïðîèçâîäíîé íèãäå íå ïðåâîñõîäèò 1. Ôðîíò F = f(L)

ëåæàíäðîâî óñòîé÷èâîãî ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1 íàçûâàåòñÿ óñòîé÷è-
âûì ôðîíòîì êîðàíãà≤ 1. Âàæíûì ïðèìåðîì ïîäîáíîãî ôðîíòà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî ñîáñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1

ìíîãîîáðàçèé îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè. Âîîáùå ëþáîé óñòîé÷èâûé ôðîíò êîðàíãà
≤ 1 â V ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé íåêîòîðîãî ëåæàíäðîâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå ðàññëîåíèÿ PT ∗V → V â áàçó ýòîãî ðàññëîåíèÿ.

Îñîáåííîñòè óñòîé÷èâîãî ôðîíòà êîðàíãà ≤ 1 (à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå ìóëü-
òèîñîáåííîñòè ñàìîãî ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ) êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî ýëåìåíòàì
ñâîáîäíîé àáåëåâîé ïîëóãðóïïû A+ ⊂ A ïî ñëîæåíèþ, îáðàçóþùèìè êîòîðîé ñëó-
æàò ñèìâîëû A1, A2, . . . , Aµ, . . .. À èìåííî, óñòîé÷èâûé ôðîíò F êîðàíãà ≤ 1 â ìíî-
ãîîáðàçèè V èìååò îñîáåííîñòü òèïà A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+ â äàííîé òî÷êå y ∈ V ,
åñëè åãî ðîñòîê (F , y) â ýòîé òî÷êå äèôôåîìîðôåí ðîñòêó ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî ñîáñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1 ãëàäêèõ ìíî-
ãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè n, èìåþùåãî â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ-îáðàçà
ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà A. Ìíîæåñòâî AF òî÷åê y ∈ V , â êîòîðûõ ôðîíò F èìååò
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îñîáåííîñòü òèïà A, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè

codimA = µ1 + . . . + µp

â V . Îíî íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì îñîáåííîñòåé òèïà A ôðîíòà F .
Ïðèìåð. Óñòîé÷èâûé ôðîíò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò èìåòü îñîáåííî-

ñòè òîëüêî ñëåäóþùèõ òèïîâ: A1 (íåîñîáàÿ òî÷êà), 2A1 (òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå
äâóõ ãëàäêèõ âåòâåé ôðîíòà), A2 (ðåáðî âîçâðàòà), 3A1 (òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå
òðåõ ãëàäêèõ âåòâåé), A2+A1 (òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ðåáðà âîçâðàòà ñ ãëàäêîé
âåòâüþ ôðîíòà) è A3 (ëàñòî÷êèí õâîñò). Ðîñòêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé
èçîáðàæåíû íà ðèñ. 0.2 (ñòð. 18).

Â ïàðàãðàôå 2 ìû îïèñûâàåì êîíñòðóêöèþ ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé óñòîé÷èâîãî
ôðîíòà êîðàíãà ≤ 1. Â îñíîâå ýòîé êîíñòðóêöèè ëåæèò ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå
ñîïîñòàâëÿåò äàííîìó óñòîé÷èâîìó ôðîíòó êîðàíãà ≤ 1 íîâûé óñòîé÷èâûé ôðîíò
êîðàíãà ≤ 1 â ïðîñòðàíñòâå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Êàê è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ
óñòîé÷èâûõ îòîáðàæåíèé êîðàíãà ≤ 1, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì
îñîáåííîñòåé òèïà Aµ (µ ≥ 1) è òàêæå íàçûâàåòñÿ Aµ-ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ïóñòü F � ôðîíò óñòîé÷èâîãî ñîáñòâåííîãî ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ f : L →
V êîðàíãà ≤ 1. Ðàññìîòðèì çàìûêàíèå ΦAµ ìíîæåñòâà òî÷åê x ∈ L, â êîòîðûõ f

èìååò îñîáåííîñòü òèïà Aµ. Ýòî � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè µ − 1 â
L. Çàìûêàíèå [Aµ](F) â ìíîãîîáðàçèè ΦAµ ìíîæåñòâà òî÷åê x òàêèõ, ÷òî ôðîíò F
èìååò îñîáåííîñòü òèïà Aµ +A1 â òî÷êå f(x), ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ôðîíòîì êîðàíãà
≤ 1 (òåîðåìà 2.1.3). Ýòîò ôðîíò ìû è íàçûâàåì Aµ-ïðåîáðàçîâàíèåì ôðîíòà F .

Ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé òèïà A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+ ôðîíòà F ñòðîèòñÿ ïðè
ïîìîùè èòåðàöèè Aµ-ïðåîáðàçîâàíèé, ãäå µ = µ1, . . . , µp. Òàêàÿ èòåðàöèÿ ñîïîñòàâ-
ëÿåò ýëåìåíòó A ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ΦA (ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ëåæèò ôðîíò,
ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïîñëåäíåãî Aµ-ïðåîáðàçîâàíèÿ) è ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîá-
ðàæåíèå ϕA : ΦA → V òàêèå, ÷òî:

1) îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ ϕA ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèå â V ìíîãîîáðàçèÿ AF ;
2) åñëè îñîáåííîñòü òèïà X ∈ A+ ôðîíòà F ïðèìûêàåò ê îñîáåííîñòè òèïà A, òî

ϕA � êîíå÷íîå íàêðûòèå íàä ìíîãîîáðàçèåì XF ;
3) êðàòíîñòü ýòîãî íàêðûòèÿ çàâèñèò òîëüêî îò A è X (ò.å. íå çàâèñèò íè îò

ôðîíòà F , íè îò îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ V ).
Ïàðû (ΦA, ϕA), ïîëó÷åííûå ïðè ðàçíûõ óïîðÿäî÷åíèÿõ íàáîðà µ1, . . . , µp åñòå-

ñòâåííî äèôôåîìîðôíû (òåîðåìà 2.2.5). Êðàòíîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕA íàä ìíîãîîáðà-
çèåì XF ðàâíà IA(X) äëÿ ëþáîãî X ∈ A+ (ðàçäåë 2.3).

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óñòîé÷èâûé êîìïàêòíûé ôðîíò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ìíîãîîáðàçèå Φ2A1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, êàæäàÿ ñâÿç-
íàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî äèôôåîìîðôíà îêðóæíîñòè. Îáðàçîì ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ
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Ðèñ. 0.2 : Îñîáåííîñòè óñòîé÷èâûõ ôðîíòîâ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
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ïðè îòîáðàæåíèè ϕ2A1 ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðå-
ñå÷åíèÿ äâóõ ãëàäêèõ âåòâåé ôðîíòà. Ïîëíûé ïðîîáðàç îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ
ϕ2A1 ëþáîé îñîáîé òî÷êè òèïà ëàñòî÷êèí õâîñò ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè. Ïîëíûé ïðî-
îáðàç òî÷êè òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ðåáðà âîçâðàòà ñ ãëàäêîé âåòâüþ ôðîíòà
ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê. Ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ
(òðåõ) ãëàäêèõ âåòâåé ôðîíòà ñîñòîèò ðîâíî èç äâóõ (øåñòè, ñîîòâåòñòâåííî) òî÷åê.

Ìíîãîîáðàçèå ΦA2 òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, êàæäàÿ
ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî äèôôåîìîðôíà îêðóæíîñòè. Îáðàç ýòîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ ïðè îòîáðàæåíèè ϕA2 ïîëó÷àåòñÿ çàìûêàíèåì ðåáåð âîçâðàòà ôðîíòà. Ïîëíûé
ïðîîáðàç îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ϕA2 ëþáîé îñîáîé òî÷êè òèïà ëàñòî÷êèí õâîñò,
ðåáðî âîçâðàòà èëè òî÷êè òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ðåáðà âîçâðàòà ñ ãëàäêîé
âåòâüþ ôðîíòà ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ðàçðåøåíèÿ îñî-
áåííîñòåé ôðîíòîâ ñëåäóþò èç ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ ðàçðåøåíèÿ ìóëüòèîñîáåííîñòåé
óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî ñîáñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1 ìíîãîîáðàçèé îäèíàêî-
âîé ðàçìåðíîñòè (ïðåäëîæåíèå 2.2.3). Èñïîëüçóÿ ýòî íàáëþäåíèå, à òàêæå ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ãëàâû 1, ìû ôîðìóëèðóåì ñâîéñòâà Aµ-ïðåîáðàçîâàíèÿ ôðîí-
òîâ (òåîðåìà 2.1.8) è îïèñûâàåì îñîáåííîñòè êàíîíè÷åñêîé ñòðàòèôèêàöèè ìíîãîîá-
ðàçèÿ ΦA íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèé ϕ−1

A (XF) ïî âñåì òèïàì X îñîáåííî-
ñòåé ôðîíòà F (ðàçäåë 2.4).

Íàïðèìåð, ïóñòü ξ � òî÷êà îñòîâà St1(ΦA) êîðàçìåðíîñòè 1 êàíîíè÷åñêîé ñòðà-
òèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèÿ ΦA. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôðîíò F èìååò îñîáåííîñòü òèïà
Aν â òî÷êå y = ϕA(ξ). Òîãäà κ = ν − codimA ≥ max{1, p− 1} è íà ìíîãîîáðàçèè ΦA
ñóùåñòâóþò ãëàäêèå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû λ = (λ1, . . . , λn−codimA) ñ íà÷àëîì â òî÷-
êå ξ òàêèå, ÷òî ðîñòîê (St1(ΦA), ξ) ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì â íóëå îáúåäèíåíèÿ ñëåäóþùèõ
ãèïåðïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå Rn−codimA = {λ}:

1) ôðîíòà, îáðàçîâàííîãî òî÷êàìè, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ

S(t, λp, . . . , λκ) = tκ−p+1 +
κ∑

i=p

λi t
i−p

êàê ìíîãî÷ëåí îò t èìååò êðàòíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü;
2) p ãëàäêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé

S|t=−(λi+...+λp−1) = 0, i = 1, . . . , p− 1; S|t=0 = 0;

3) p(p− 1)/2 ãèïåðïëîñêîñòåé

λi + . . . + λj−1 = 0, 1 ≤ i < j ≤ p.

Âñå ýòè ðåçóëüòàòû ìû èñïîëüçóåì â ïàðàãðàôå 3. Çäåñü âû÷èñëÿþòñÿ óíèâåð-
ñàëüíûå ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé
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îñîáåííîñòåé êîìïàêòíûõ óñòîé÷èâûõ ôðîíòîâ êîðàíãà ≤ 1. Îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àåâ
íå÷åòíîé è ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, îáúåìëþùåãî ôðîíò, íàéäåíà ïîëíàÿ
ñèñòåìà òàêèõ óíèâåðñàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (òåîðåìû 3.1.4, 3.2.1 è 3.2.2). Àëãîðèòì
âû÷èñëåíèé àíàëîãè÷åí îïèñàííîìó âûøå â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ óñòîé÷èâûõ ãëàä-
êèõ îòîáðàæåíèé êîðàíãà ≤ 1. Ðåçóëüòàòû òàêæå àíàëîãè÷íû.

À èìåííî, ïóñòü F � óñòîé÷èâûé êîìïàêòíûé ôðîíò êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì n-
ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè V . Òîãäà ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χF(A) = χ(AF) ëþáîãî
íå÷åòíîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ AF îñîáåííîñòåé òèïà A ∈ A+ \ {0} ôðîíòà F ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé (ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè) ýéëåðîâûõ õàðàê-
òåðèñòèê χF(X) ÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé XF , îáðàçîâàííûõ îñîáåííîñòÿìè òèïîâ
X ∈ A+ òàêèõ, ÷òî codim X ∈ [codimA + 1, n]. Êàæäûé êîýôôèöèåíò ýòîé êîì-
áèíàöèè çàâèñèò òîëüêî îò òèïîâ A è X ñîîòâåòñòâóþùèõ îñîáåííîñòåé. Èìåþòñÿ
êîìáèíàòîðíûå ôîðìóëû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò áûñòðî âû÷èñëÿòü ýòè êîýôôèöèåíòû
íà êîìïüþòåðå äëÿ ëþáûõ íàïåðåä çàäàííûõ A è X.

Íàïðèìåð, äëÿ îñîáåííîñòåé êîðàçìåðíîñòè 2 (âñåãî äâà òèïà, 2A1 è A2) ôðîíòà
F â ïðîñòðàíñòâå V íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n ≤ 5 èìååì:

2χ(2
1) = 6χ(3

1) + 2χ(1,1
2,1) + χ(1

3)

− 40χ(5
1)− 18χ(1,3

2,1)− 8χ(2,1
2,1)− 11χ(1,2

3,1)− 5χ(1,1
3,2)− 7χ(1,1

4,1)− 4χ(1
5) ,

2χ(1
2) = 2χ(1,1

2,1) + 2χ(1
3)− 4χ(1,3

2,1)− 4χ(2,1
2,1)− 4χ(1,2

3,1)− 3χ(1,1
3,2)− 4χ(1,1

4,1)− 4χ(1
5).

Çäåñü χ(
k1,...,kp
µ1,...,µp) îáîçíà÷àåò ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó χF(k1Aµ1 + . . .+kpAµp) ìíîãîîá-

ðàçèÿ (k1Aµ1+. . .+kpAµp)F . Óêàçàííûå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèåì
ñîîòíîøåíèé èíöèäåíòíîñòè 2χ(2

1) = 6χ(3
1) + 2χ(1,1

2,1) + χ(1
3), 2χ(1

2) = 2χ(1,1
2,1) + 2χ(1

3) â
äâóõ ãðàôàõ, îáðàçîâàííûõ èçîëèðîâàííûìè îñîáåííîñòÿìè è îäíîñâÿçíûìè êðèâû-
ìè, ñîñòîÿùèìè èç îñîáåííîñòåé òèïîâ 2A1 è A2, ñîîòâåòñòâåííî, ó óñòîé÷èâîãî êîì-
ïàêòíîãî ôðîíòà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (χ(2

1) � ÷èñëî îäíîñâÿçíûõ êîìïîíåíò
ìíîæåñòâà òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ãëàäêèõ âåòâåé ôðîíòà; χ(3

1) � ÷èñëî òî÷åê òðîé-
íîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ; χ(1

2) � ÷èñëî îäíîñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííîãî
èç ðåáåð âîçâðàòà âûáðàñûâàíèåì òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãëàäêèìè âåòâÿìè ôðîíòà;
χ(1,1

2,1) � ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð âîçâðàòà ñ ãëàäêèìè âåòâÿìè ôðîíòà; χ(1
3) �

÷èñëî ëàñòî÷êèíûõ õâîñòîâ). Äðóãèå óíèâåðñàëüíûå ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé óñòîé÷èâûõ ôðîíòîâ êî-
ðàíãà ≤ 1 â ïðîñòðàíñòâàõ íå ñëèøêîì áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ
7 è 8.

Îòìåòèì, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòè-
êó χ(F) ôðîíòà F â âèäå ñóììû ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè χ(L) ìíîãîîáðàçèÿ L,
ôðîíòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ F , è ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê
÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé îñîáûõ òî÷åê ýòîãî ôðîíòà. Êàæäûé êîýôôèöèåíò ýòîé
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êîìáèíàöèè çàâèñèò òîëüêî îò òèïà ñîîòâåòñòâóþùåé îñîáåííîñòè. Íàïðèìåð, ïðè
íå÷åòíîì n ≤ 5

χ(F) = χ(L) + 1
2
[χ(1

3) + 2χ(3
1)]

− 1
2
[χ(1

5) + 3χ(1,1
4,1) + χ(1,1

3,2) + 4χ(1,2
3,1) + 2χ(2,1

2,1) + 6χ(1,3
2,1) + 18χ(5

1)] .

Ýòî � ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå èçâåñòíîé ôîðìóëû Èçóìèè-Ìàðàðà [72]

χ(F) = χ(L) +
1

2
χ(1

3) + χ(3
1)

äëÿ óñòîé÷èâîãî êîìïàêòíîãî ôðîíòà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Â ïàðàãðàôå 4 èçó÷àåòñÿ òîïîëîãèÿ îñîáåííîñòåé íà êðàå ïðàâèëüíîé ñâÿçíîé

êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê óñòîé÷èâîìó ôðîíòó F êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì n-ìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè V . Ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà U äîïîëíåíèÿ V \ F íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé,
åñëè åå çàìûêàíèå U ÿâëÿåòñÿ C0-ïîäìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì Γ = U \ U â V . Ìû
ðàññìàòðèâàåì ïðàâèëüíûå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû íåñêîëüêèõ òèïîâ, â îñíîâíîì, �
ýëëèïòè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå. Ïðàâèëüíàÿ êîìïîíåíòà U íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè-
÷åñêîé, åñëè ôðîíò F èìååò íà åå êðàå Γ òîëüêî îñîáåííîñòè òèïîâ Aµ1 + . . . + Aµp ñ
íå÷åòíûìè êðàòíîñòÿìè µ1, . . . , µp . Îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷íîñòè ñì. â ðàçäåëå 4.1.

Ðîñòêè êðàåâ äâóõ ýëëèïòè÷åñêèõ (èëè äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ) ñâÿçíûõ êîìïî-
íåíò äîïîëíåíèÿ ê F äèôôåîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèôôåîìîðôíû
ðîñòêè ñàìîãî ôðîíòà F â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ. Êðàé Γ ýëëèïòè÷åñêîé (èëè
ãèïåðáîëè÷åñêîé) ñâÿçíîé êîìïîíåíòû U äîïîëíåíèÿ V \ F èìååò îñîáåííîñòü òèïà
A ∈ A+ â äàííîé òî÷êå y ∈ Γ, åñëè ôðîíò F èìååò â y îñîáåííîñòü òèïà A.

Â äèññåðòàöèè âû÷èñëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûå ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëå-
ðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé íà êîìïàêòíûõ êðàÿõ ýëëèï-
òè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèé ê óñòîé÷èâûì ôðîíòàì
êîðàíãà ≤ 1. Îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àåâ íå÷åòíîé è ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà,
îáúåìëþùåãî ôðîíò, è äëÿ êàæäîãî òèïà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ ê ôðîíòó
(ýëëèïòè÷åñêàÿ, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ) ïîëó÷åíà ïîëíàÿ ñèñòåìà òàêèõ óíèâåðñàëüíûõ
ñîîòíîøåíèé (òåîðåìû 4.2.10, 4.2.13, 4.3.1, 4.3.2 è 4.3.3).

À èìåííî, êàê è äëÿ îñîáåííîñòåé âñåãî ôðîíòà F , ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
χΓ(A) = χ(AΓ) ëþáîãî íå÷åòíîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ AΓ = AF∩Γ îñîáåííîñòåé òèïà
A ∈ A+ êðàÿ Γ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé (ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè)
ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χΓ(X) ÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé XΓ, îáðàçîâàííûõ îñî-
áåííîñòÿìè òèïîâ X ∈ A+ òàêèõ, ÷òî codim X ∈ [codimA+1, n]. Êàæäûé êîýôôèöè-
åíò ýòîé êîìáèíàöèè çàâèñèò òîëüêî îò òèïîâ A,X ñîîòâåòñòâóþùèõ îñîáåííîñòåé è
òèïà êîìïîíåíòû (ýëëèïòè÷åñêàÿ, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ). Èìåþòñÿ êîìáèíàòîðíûå ôîð-
ìóëû, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëÿòü ýòè êîýôôèöèåíòû äëÿ ëþáûõ íàïåðåä çàäàííûõ A
è X.

21



Íàïðèìåð, äëÿ îñîáåííîñòåé òèïà 2A1 êðàÿ Γ ýëëèïòè÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû
äîïîëíåíèÿ ê ôðîíòó F â ïðîñòðàíñòâå V íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n ≤ 5

2χ(2
1) = 3χ(3

1) + χ(1
3)− 5χ(5

1)− χ(1,2
3,1)− χ(1

5).

Çäåñü χ(
k1,...,kp
µ1,...,µp) îáîçíà÷àåò ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó χΓ(k1Aµ1 + . . . + kpAµp) ìíîãî-

îáðàçèÿ (k1Aµ1 + . . .+kpAµp)Γ. Äðóãèå óíèâåðñàëüíûå ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé íà êðàÿõ ýëëèïòè÷åñêèõ
(à òàêæå ãèïåðáîëè÷åñêèõ) ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèé ê óñòîé÷èâûì ôðîíòàì
êîðàíãà ≤ 1 â ïðîñòðàíñòâàõ íåáîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 9 � 12.

Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå óíèâåðñàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïðè íå÷åòíîì n ïðåä-
ñòàâèòü ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó êðàÿ Γ ýëëèïòè÷åñêîé (èëè ãèïåðáîëè÷åñêîé) ñâÿç-
íîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê ôðîíòó F â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýéëåðîâûõ
õàðàêòåðèñòèê ÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ýòîãî êðàÿ. Êàæäûé êîýô-
ôèöèåíò ýòîé êîìáèíàöèè çàâèñèò òîëüêî îò òèïà ñîîòâåòñòâóþùåé îñîáåííîñòè. Â
÷àñòíîñòè, åñëè n ≤ 5, òî

χ(Γ) = χ(1
1) +

1

2

[
χ(1

3)− χ(3
1)

]
+

1

2

[
χ(1

5) + 2χ(5
1)

]

äëÿ êðàÿ Γ ýëëèïòè÷åñêîé êîìïîíåíòû. Ïîñëåäíèé ôàêò ñîâåðøåííî íåîæèäàííî
ïðèâåë ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Ïóñòü Aodd ⊂ A+ � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ïîëóãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, îáðàçóþùèìè
êîòîðîé ñëóæàò ñèìâîëû A1, A3, . . . , A2k+1, . . .. Êàæäîìó ýëåìåíòó A = Aµ1 + . . . +

Aµp ∈ Aodd ñîïîñòàâèì ñòåïåíü

degA = codimA+ p

è âåñ
w(A) = (−1)[p/2]w(Aµ1) . . . w(Aµp),

ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, à

w(A2k+1) =
1

2k + 1

(
2k + 1

k

)

(÷òî ÿâëÿåòñÿ k-ì ÷èñëîì Êàòàëàíà, k ≥ 0).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ýëëèïòè÷åñêóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó äîïîëíåíèÿ ê óñòîé÷è-

âîìó ôðîíòó F êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè V íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðàé Γ ýòîé êîìïîíåíòû êîìïàêòåí è χΓ(A) = 0 äëÿ ëþáîãî
A ∈ Aodd \ {0} òàêîãî, ÷òî degA < n. Òîãäà

∑

A∈Aodd: codimA=n

w(A) χΓ(A) =
n + 1

2
w(An) χ0, (0.2)
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ãäå χ0 = χ(Γ) � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ.
Ýòà ôîðìóëà ïðîâåðåíà ìíîé âðó÷íóþ ïðè n ≤ 11 è íà êîìïüþòåðå âïëîòü äî

n = 17. ß äóìàþ, ÷òî îíà âåðíà äëÿ ëþáîãî (íå÷åòíîãî) n. Ôîðìóëû (0.2) äëÿ âñåõ
n ≤ 13 ïðèâåäåíû â òàáëèöå 13.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ óêàçàííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ ê
íåêîòîðûì çàäà÷àì àíàëèçà è ãåîìåòðèè. Çäåñü ìû äîïóñêàåì íàëè÷èå ó ìíîãîîáðà-
çèÿ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé, â òîì ÷èñëå íóëüìåðíûõ.

Â ïàðàãðàôå 1 èçó÷àåòñÿ òîïîëîãèÿ îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà ãëîáàëü-
íûõ ìèíèìóìîâ ñåìåéñòâà F (x, λ) ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ãëàäêîì çàìêíóòîì ìíîãî-
îáðàçèè M , ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò k-ìåðíîãî ïàðàìåòðà λ. Ìíîæåñòâîì Ìàêñâåëëà
ýòîãî ñåìåéñòâà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé λ, ïðè êîòîðûõ ãëîáàëüíûé ìèíè-
ìóì ôóíêöèè F (·, λ) äîñòèãàåòñÿ ëèáî â îäíîé âûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå, ëèáî
â íåñêîëüêèõ ðàçíûõ òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ M .

Ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà Σ ñåìåéñòâà F (x, λ) îáùåãî ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè ìèíèìóìîâ ýòîãî ñåìåéñòâà, ñîïîñòàâëÿþùåé òî÷êå λ

ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ Λ àáñîëþòíûé ìèíèìóì ôóíêöèè F (·, λ). Ãðàôèê Γ ôóíê-
öèè ìèíèìóìîâ ñåìåéñòâà F (x, λ) ÿâëÿåòñÿ êðàåì ïðàâèëüíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû
äîïîëíåíèÿ ê íåêîòîðîìó ôðîíòó. Åñëè k ≤ 6 èëè ðàçìåðíîñòü êàæäîé ñâÿçíîé
êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ M íå ïðåâûøàåò 1, òî Γ èìååò òîëüêî îñîáåííîñòè òèïîâ
A ∈ Aodd \ {0}, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êðàåì ýëëèïòè÷åñêîé êîìïîíåíòû (ñì. [9]).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî A åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ìè-
íèìóìîâ â ïðîñòðàíñòâî Λ ïóòåì çàáûâàíèÿ çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè îñóùåñòâëÿåò
ãëàäêîå âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ AΓ îñîáåííîñòåé òèïà A ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ â Λ.
Åñëè codimA > 1, òî îáðàç ìíîãîîáðàçèÿ AΓ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ìàêñâåëëà Σ

è ñîñòîèò èç òî÷åê, â êîòîðûõ ðîñòêè Σ äèôôåîìîðôíû. Ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâî
Σ èìååò â ýòèõ òî÷êàõ îñîáåííîñòè òèïà A.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìíîãîîáðàçèå Λ çàìêíóòî, òî ïðè óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ
íà åãî ðàçìåðíîñòü (èëè íà ðàçìåðíîñòè ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ M) ýéëå-
ðîâû õàðàêòåðèñòèêè χΣ(A) = χ(AΣ) = χ(AΓ) ìíîãîîáðàçèé AΣ îñîáåííîñòåé òèïîâ
A ∈ Aodd \ {0, A1} ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà Σ ñåìåéñòâà F (x, λ) îáùåãî ïîëîæåíèÿ óäî-
âëåòâîðÿþò âñåì ñîîòíîøåíèÿì, ïîëó÷åííûì â ãëàâå 2 äëÿ ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê
ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé êîìïàêòíîãî êðàÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû
äîïîëíåíèÿ ê óñòîé÷èâîìó ôðîíòó êîðàíãà ≤ 1 (òåîðåìà 1.1.6). Â ðàçäåëå 1.2 ìû
ïîêàçûâàåì, ÷òî ïðè ÷åòíîì k è íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ôîðìóëà (0.2)
ñ n = k + 1 è χ0 = χ(Λ) èìååò ìåñòî äàæå äëÿ ñåìåéñòâ F (x, λ) ñ íåêîìïàêòíûì
ïðîñòðàíñòâîì ïàðàìåòðîâ Λ (òåîðåìà 1.2.3).

Â ïàðàãðàôå 2 èçó÷àåòñÿ òîïîëîãèÿ îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâà îïîðíûõ ãèïåðïëîñ-
êîñòåé ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ M â Rn. Îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ
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íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, îò êîòîðîé ìíîãîîáðàçèå ëåæèò ñ îäíîé
ñòîðîíû. Ìíîæåñòâî âñåõ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ îñîáûì
ïîäìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå V âñåõ àôôèííûõ ãèïåðïëîñêîñòåé â Rn. Åñëè ìíîãî-
îáðàçèå M íå ëåæèò íè â êàêîé ãèïåðïëîñêîñòè â Rn, òî ýòî ìíîæåñòâî ãîìåîìîðôíî
(n− 1)-ìåðíîé ñôåðå.

Ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M ÿâëÿåòñÿ ôðîí-
òîì â ïðîñòðàíñòâå V . Ìíîæåñòâî Γ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M îáùå-
ãî ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êðàåì ïðàâèëüíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê ýòîìó
ôðîíòó (ñîñòîÿùåé èç ãèïåðïëîñêîñòåé, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþò M è îò êîòîðûõ M

ëåæèò ñ îäíîé ñòîðîíû). Åñëè n ≤ 7 èëè ðàçìåðíîñòü êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû
ìíîãîîáðàçèÿ M íå ïðåâûøàåò 1, òî ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ èìååò òîëüêî îñîáåííîñòè
òèïîâ A ∈ Aodd \ {0}, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êðàåì ýëëèïòè÷åñêîé êîìïîíåíòû (ñì. [25]).

Òî÷êè, â êîòîðûõ Γ èìååò îñîáåííîñòü òèïà A íàçûâàþòñÿ îïîðíûìè ãèïåðïëîñ-
êîñòÿìè òèïà A. Ïðè óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàçìåðíîñòè, ýéëåðîâû õàðàêòåðè-
ñòèêè χΓ(A) = χ(AΓ) ìíîãîîáðàçèéAΓ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé òèïîâA ∈ Aodd\{0}
çàìêíóòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ M îáùåãî ïîëîæåíèÿ â Rn óäîâëåòâîðÿþò âñåì ñîîò-
íîøåíèÿì èç ãëàâû 2 ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåí-
íîñòåé êîìïàêòíîãî êðàÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê óñòîé-
÷èâîìó ôðîíòó êîðàíãà ≤ 1 (òåîðåìà 2.1.9). Ïðè íå÷åòíîì n è ñîîòâåòñòâóþùèõ
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (0.2) ñ χ0 = 2.

Â ïàðàãðàôå 3 ìû èçó÷àåì òîïîëîãèþ îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâà îïîðíûõ ãèïåð-
ñôåð ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ M â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rk. Îïîðíîé ãèïåð-
ñôåðîé íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíàÿ ãèïåðñôåðà, îò êîòîðîé ìíîãîîáðàçèå ëåæèò ñ îä-
íîé ñòîðîíû. Ìíîæåñòâî Γ îïîðíûõ ãèïåðñôåð è ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M

îáùåãî ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êðàåâ íåêîòîðûõ ïðàâèëüíûõ ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ ê ôðîíòó êàñàòåëüíûõ ãèïåðñôåð è ãèïåðïëîñêîñòåé ýòîãî
ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ãèïåðñôåð è ãèïåðïëîñêîñòåé â Rk. Åñëè k ≤ 6

èëè ðàçìåðíîñòü êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ M íå ïðåâûøàåò 1, òî
ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ èìååò òîëüêî îñîáåííîñòè òèïîâ A ∈ Aodd \ {0}, ò.å. ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì êðàåâ ýëëèïòè÷åñêèõ êîìïîíåíò.

Ãèïåðñôåðû, ñîîòâåòñòâóþùèå îñîáåííîñòÿì òèïà A ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ, íàçûâà-
þòñÿ îïîðíûìè ãèïåðñôåðàìè òèïà A. Êàê è â ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ, ïðè óêàçàííûõ
âûøå îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàçìåðíîñòè, ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè χΓ(A) = χ(AΓ) ìíî-
ãîîáðàçèé AΓ îïîðíûõ ãèïåðñôåð è ãèïåðïëîñêîñòåé òèïîâ A ∈ Aodd\{0} çàìêíóòîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ M îáùåãî ïîëîæåíèÿ â Rk óäîâëåòâîðÿþò òåì æå óíèâåðñàëüíûì
ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèÿì, ÷òî è ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííî-
ñòåé êîìïàêòíîãî êðàÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê óñòîé÷è-
âîìó ôðîíòó êîðàíãà ≤ 1 (òåîðåìà 3.1.9).
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Â ðàçäåëå 3.3 èçó÷àåòñÿ òîïîëîãèÿ íåêîòîðûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà öåíòðîâ
îïîðíûõ ãèïåðñôåð ìíîãîîáðàçèÿ M . Ýòî îñîáåííî âàæíî äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ è äðóãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (ñì. [66], [67], [98] è äð.).

Íàïîìíèì, ÷òî îïîðíàÿ ãèïåðñôåðà ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ âíåøíå-îïîðíîé,
åñëè M ëåæèò îò ýòîé ãèïåðñôåðû ñ âíåøíåé ñòîðîíû ïî îòíîøåíèþ ê åå öåíòðó.
Îïîðíûå ãèïåðñôåðû òèïà A1 íàçûâàþòñÿ íåîñîáûìè. Âñå îñòàëüíûå îïîðíûå ãèïåð-
ñôåðû íàçûâàþòñÿ îñîáûìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïîëíåíèå Rk \ M èìååò îãðàíè-
÷åííóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó U . Îáúåäèíåíèå ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ M ,
ëåæàùèõ ñòðîãî âíóòðè çàìûêàíèÿ U îáëàñòè U îáîçíà÷èì ÷åðåç MU . Ìíîæåñòâîì
ñðåäíèõ òî÷åê îáëàñòè U íàçîâåì ïîäìíîæåñòâî Σ ⊂ U , îáðàçîâàííîå öåíòðàìè îñî-
áûõ âíåøíå-îïîðíûõ ãèïåðñôåð ìíîãîîáðàçèÿ M (èíîãäà ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàþò
ñðåäíåé îñüþ èëè êîíôëèêòíûì ìíîæåñòâîì).

Ïóñòü χΣ(A) = χ(AΣ) � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîäìíîãîîáðàçèÿ AΣ â U , îáðà-
çîâàííîãî öåíòðàìè èç Σ îïîðíûõ ãèïåðñôåð òèïà A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî χΣ(A) = 0

äëÿ ëþáîãîA ∈ Aodd\{0, A1} òàêîãî, ÷òî degA < k+1. Òîãäà äëÿ ãëàäêîãî çàìêíóòîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ M îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rk, k ≤ 6, ÷èñëà
χΣ(A) âíåøíå-îïîðíûõ A-ñôåð ìíîãîîáðàçèÿ M ñ codimA = n = k + 1 è öåíòðîì â
Σ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (0.2), ãäå χΓ(A) = χΣ(A) è χ0 = χ(U) − (−1)kχ(MU)

(òåîðåìà 3.3.8). Â ñëó÷àå çàìêíóòîé âûïóêëîé êðèâîé M îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà åâ-
êëèäîâîé ïëîñêîñòè, ýòî óòâåðæäåíèå äàåò ôîðìóëó Áîçå (0.1), è ñëåäîâàòåëüíî,
ÿâëÿåòñÿ åå ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèåì. Èìååòñÿ è äðóãîå îáîáùåíèå ýòîé ôîðìóëû,
íå èñïîëüçóþùåå òîò ôàêò, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ M

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ. Îíî ïîëó÷åíî â ãëàâå 4.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îñíîâíîìó ïðèëîæåíèþ � ðåøåíèþ íåêîòîðûõ èç-
âåñòíûõ çàäà÷ â êîíòàêòíîé ãåîìåòðèè ãëàäêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ.

Ïàðàãðàô 1 íà÷èíàåòñÿ ñ íàïîìèíàíèÿ îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé. Ìû òàêæå ïîêà-
çûâàåì, ÷òî ôðîíò êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé çàìêíóòîé êðèâîé γ îáùåãî ïî-
ëîæåíèÿ â RP n ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî
îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1 ãëàäêîãî çàìêíóòîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîñòðàí-
ñòâî RP n∗.

Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò ìû ïîëó÷àåì äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ ðÿä âàæíûõ
ñëåäñòâèé èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ ãëàâ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàçäåëå 1.3 ïîëó÷åíî
ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå èçâåñòíîé òåîðåìû Ôðèäìàíà [65] î òîì, ÷òî åñëè ñâÿçíàÿ
çàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â R3 íå èìååò òî÷åê óïëîùåíèÿ (ãäå êðó÷å-
íèå îáðàùàåòñÿ â íóëü), òî ÷èñëî åå òðîéíûõ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé (êàñàþùèõñÿ
êðèâîé â òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ) ÷åòíî.

Ðàáîòà Ôðèäìàíà èçó÷àëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Â ðàáîòå [59] Áàí÷åâ, Ãàôôíè
è ÌàêÊðîðè îáîáùèëè ðåçóëüòàò Ôðèäìàíà íà ñëó÷àé êðèâûõ â R3, èìåþùèõ òî÷-
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êè óïëîùåíèÿ. À èìåííî, ïóñòü T � ÷èñëî òðîéíûõ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé êðèâîé
γ, à N � îáùåå ÷èñëî òî÷åê, â êîòîðûõ γ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò ñâîè ñîïðèêà-
ñàþùèåñÿ ïëîñêîñòè â òî÷êàõ óïëîùåíèÿ. Òîãäà T ≡ N/2 (mod 2). Ìû îáîáùàåì
ýòó ôîðìóëó (à òåì ñàìûì è òåîðåìó Ôðèäìàíà) íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ çàìêíó-
òûõ êðèâûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â íå÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå RP n (íå îáÿçàòåëüíî
ñâÿçíûõ, àôôèííûõ èëè ñòÿãèâàåìûõ).

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ êðèâóþ γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îíà èìååò θ(γ) íåñòÿãèâàåìûõ êîìïîíåíò. Êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ òèïà A =

Aµ1 + . . .+Aµp ∈ A+ \{0} êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, êàñàþùàÿñÿ γ

â p ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ñ êðàòíîñòÿìè µ1, . . . , µp. Äëÿ êàæäîãî A òàêîãî, ÷òî
codimA = µ1+. . .+µp = n, ÷åðåç χγ(A) îáîçíà÷èì ÷èñëî âñåõ êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñ-
êîñòåé òèïà A êðèâîé γ. ×åðåç χ̂γ(A) îáîçíà÷èì ÷èñëî êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé
òèïà A, ó êàæäîé èç êîòîðûõ êîëè÷åñòâî òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ γ

ñðàâíèìî ñ degA+ θ(γ) ïî ìîäóëþ 4, ãäå degA = codimA+ p.
Îäíî èç îáîáùåíèé òåîðåìû Ôðèäìàíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì (òåîðåìà 1.3.1): äëÿ

ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå RP n íå÷åòíîé ðàçìåð-
íîñòè n ≥ 3,

χγ(nA1) ≡ χ̂γ(A3 + (n− 3)A1) (mod 2).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè êðèâàÿ γ íå èìååò êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé òèïà A3+(n−3)A1,
òî ÷èñëî åå n-êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ÷åòíî. Åñëè n = 3, òî ÷èñëî χ̂γ(A3) ñðàâ-
íèìî ñ [N + θ(γ) C]/2 ïî ìîäóëþ 2, ãäå C � ÷èñëî òî÷åê óïëîùåíèÿ êðèâîé γ, à N �
÷èñëî òî÷åê, â êîòîðûõ γ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò ñâîè ñîïðèêàñàþùèåñÿ ïëîñêî-
ñòè â òî÷êàõ óïëîùåíèÿ. Ïîýòîìó ÷åòíîñòü ÷èñëà T = χγ(3A1) òðîéíûõ êàñàòåëüíûõ
ïëîñêîñòåé ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP 3 îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå:

T ≡ N + θ(γ) C

2
(mod 2) .

Òåîðåìà Ôðèäìàíà èìååò è äðóãèå ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ. Ìû ïðèâåäåì çäåñü
åùå òîëüêî îäíî (òåîðåìà 1.3.4). À èìåííî, äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé γ îáùåãî
ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå RP n íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n ≥ 3,

χγ(2A(n−1)/2 + A1) ≡ χ̂γ(An) (mod 2).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè êðèâàÿ γ íå èìååò òî÷åê óïëîùåíèÿ, òî ÷èñëî åå êàñàòåëüíûõ
ãèïåðïëîñêîñòåé òèïà 2A(n−1)/2 + A1 ÷åòíî.

Â ïàðàãðàôå 2 äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ÷åòûðåõ òî÷êàõ óïëîùåíèÿ ñëàáî âûïóê-
ëîé êðèâîé â R3 (òåîðåìà 2.1.2). Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ñëàáî âûïóêëîé, åñëè îíà ëå-
æèò íà ãðàíèöå ñâîåé âûïóêëîé îáîëî÷êè. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî âñÿêàÿ C3-âëîæåííàÿ
ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ ñëàáî âûïóêëàÿ êðèâàÿ ñî âñþäó íåíóëåâîé êðèâèçíîé â R3 èìå-
åò íå ìåíåå ÷åòûðåõ (ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ) òî÷åê óïëîùåíèÿ. Ýòî óòâåðæäåíèå
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ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì îáîáùåíèåì òåîðåìû Ìàõîïàäõàéÿ [84] î ÷åòûðåõ âåðøèíàõ
ïëîñêîé êðèâîé. Âîîáùå çà âðåìÿ, ïðîøåäøèå ïîñëå ðàáîòû Ìàõîïàäõàéÿ (à ýòî ïî-
÷òè ñòî ëåò), áûëè îïóáëèêîâàíû äåñÿòêè ðàáîò, ïîñâÿùåííûå åå îáîáùåíèÿì (ñì.
[77],[82],[60],[61],[86] è äð). Âî ìíîãèõ èç íèõ ðàññìàòðèâàëèñü ñëàáî âûïóêëûå êðè-
âûå, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàçëè÷íûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì. Ìû æå äîêàçûâàåì
òåîðåìó î ÷åòûðåõ òî÷êàõ óïëîùåíèÿ ñëàáî âûïóêëîé êðèâîé ïðè ñàìûõ ñëàáûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Â ïàðàãðàôå 3 ðåøàåòñÿ çàäà÷à Àðíîëüäà íîìåð 1998-6 èç ñáîðíèêà [14]. Ðå÷ü èäåò
î òàê íàçûâàåìûõ äîïóñòèìûõ ãîìîòîïèÿõ êðèâîé â RP 3 (îïðåäåëåíèå ñì. â ðàçäåëå
3.1). Ýòîò êëàññ ãîìîòîïèé áûë ââåäåí Àðíîëüäîì â [13]. Òàì æå áûë íàéäåí çàìå-
÷àòåëüíûé èíâàðèàíò ýòèõ ãîìîòîïèé, îòâå÷àþùèé çà òî÷êè óïëîùåíèÿ êðèâîé, �
åå øòóðìîâîñòü. Îäíàêî ýòîò èíâàðèàíò íå ðåøàåò, íàïðèìåð, ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
ìîæíî ëè óíè÷òîæèòü äîïóñòèìûìè ãîìîòîïèÿìè âñå øåñòü òî÷åê óïëîùåíèÿ êðè-
âîé x = cos t, y = sin t, z = cos 3t? Ìû äàåì îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû îïðåäåëÿåì íîâûé èíâàðèàíò äîïóñòèìûõ ãîìîòîïèé ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ � ÷èñëî çàìêíóòûõ äâîéíûõ ëèíèé ôðîíòà åå êàñàòåëüíûõ
ïëîñêîñòåé. Êðîìå òîãî, ìû ñòðîèì èíâàðèàíò, îáîáùàþùèé øòóðìîâîñòü êðèâîé.
Ýòî íåêîòîðàÿ âåñîâàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà. Â íåé ÷èñëî õîðä, ïåðåñåêàþùèõ íå÷åò-
íîå ÷èñëî äðóãèõ õîðä, ðàâíî øòóðìîâîñòè êðèâîé.

Â çàêëþ÷èòåëüíîì ïàðàãðàôå 4 ïîëó÷åíû îáîáùåíèÿ ôîðìóëû Áîçå (0.1) äëÿ
íåêîòîðûõ êëàññîâ êðèâûõ â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ðàçäåëå 4.1 ìû ðàññìàò-
ðèâàåì ïðîèçâîëüíóþ çàìêíóòóþ âûïóêëóþ êðèâóþ γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ÷åòíî-
ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rk (k ≤ 16). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëà χγ(A) âíåøíå-
îïîðíûõ ãèïåðñôåð òèïîâ A ∈ Aodd êðèâîé γ òàêèõ, ÷òî codimA = k + 1, ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì (0.2), ãäå n = k+1, χΓ(A) = χγ(A) è χ0 = 1. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå
ñïðàâåäëèâî è äëÿ âíóòðåííå-îïîðíûõ ãèïåðñôåð êðèâîé.

Â ðàçäåëå 4.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ êðèâûå âûïóêëûå ïî Áàðíåðó. Ïî îïðåäåëåíèþ,
êðèâàÿ â RP n íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ïî Áàðíåðó, åñëè ÷åðåç ëþáûå n− 1 åå òî÷åê (íå
îáÿçàòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ) ìîæíî ïðîâåñòè ãèïåðïëîñêîñòü, êîòîðàÿ íå
ïåðåñåêàåò êðèâóþ â äðóãèõ òî÷êàõ. Áàðíåð [60] ïîëó÷èë äëÿ òàêèõ êðèâûõ ìíî-
ãîìåðíîå îáîáùåíèå òåîðåìû î ÷åòûðåõ âåðøèíàõ: âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ïî
Áàðíåðó êðèâàÿ â RP n èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå n+1 ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ òî÷åê
óïëîùåíèÿ. Ìû îáîáùàåì íà ýòîò êëàññ êðèâûõ ôîðìóëó Áîçå. À èìåííî, ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíóþ çàìêíóòóþ âûïóêëóþ ïî Áàðíåðó êðèâóþ γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â
íå÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn (n ≤ 17). Òîãäà ÷èñëà χγ(A) îïîðíûõ ãèïåðïëîñêî-
ñòåé òèïîâ A ∈ Aodd êðèâîé γ òàêèõ, ÷òî codimA = n, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (0.2),
ãäå χΓ(A) = χγ(A) è χ0 = 2.
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Â çàêëþ÷åíèè ÿ õîòåë áû âûðàçèòü ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Âëàäèìèðó Èãîðå-
âè÷ó Àðíîëüäó, êîòîðûé íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò ó÷èë ìåíÿ íàñòîÿùåé Ìàòå-
ìàòèêå è âäîõíîâëÿë ìîè èññëåäîâàíèÿ â òåîðèè îñîáåííîñòåé. ß òàêæå õîòåë áû
ïîáëàãîäàðèòü âñåõ ó÷àñòíèêîâ (áûâøèõ è íûíåøíèõ) ñåìèíàðà Â. È. Àðíîëüäà â
ÌÃÓ ïî òåîðèè îñîáåííîñòåé ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé. Èõ âíèìàíèå, ìíîãî÷èñëåííûå
ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è çàìå÷àíèÿ, âñåãäà î÷åíü ïîìîãàëè â ìîåé ðàáîòå. Îñîáåí-
íî ÿ áëàãîäàðåí Ì. Ý. Êàçàðÿíó, çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ
ãëîáàëüíîé òåîðèè îñîáåííîñòåé.
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Ãëàâà 1

Òîïîëîãèÿ ìóëüòèîñîáåííîñòåé
êîðàíãà 1 óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî
îòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî
íåñòðîãî á�îëüøåé ðàçìåðíîñòè

Â ýòîé ãëàâå ìû ñòðîèì ðàçðåøåíèå ìóëüòèîñîáåííîñòåé êîðàíãà 1 óñòîé÷èâîãî
ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîñòðàíñòâî á�îëüøåé èëè òîé æå
ðàçìåðíîñòè. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ, äëÿ êàæäîé êîìáèíàöèè ÷åòíîñòåé ðàçìåðíî-
ñòè ìíîãîîáðàçèÿ-îáðàçà è êîðàçìåðíîñòè îáðàçà îòîáðàæåíèÿ â ýòîì ìíîãîîáðàçèè
ïîëó÷åíà ïîëíàÿ ñèñòåìà óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýéëåðîâû-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé ðàçëè÷íûõ òèïîâ ó ëþáîãî
îòîáðàæåíèÿ, îïðåäåëåííîãî íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè è íå èìåþùåãî áîëåå ñëîæ-
íûõ îñîáåííîñòåé.

×àñòü èçëîæåííûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ îïóáëèêîâàíà â [51], [97].
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1 Óñòîé÷èâûå ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1

Â ýòîì ïàðàãðàôå ñîäåðæàòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû òåîðèè îñîáåííîñòåé
êîðàíãà 1 ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé â ïðîñòðàíñòâî íåñòðîãî áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïî-
äðîáíîñòè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [5].

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü M è V � ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðàçìåðíî-
ñòåé dim M = m, dim V = n, ïðè÷åì l = n−m ≥ 0. Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ñîáñòâåííîå
îòîáðàæåíèå

f : M → V.

Òî÷êà x ∈ M íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ f , åñëè ïðîèçâîäíàÿ f∗x :

TxM → Tf(x)V ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå x èìååò íåíóëåâîå ÿäðî.
1.1.1. Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì êîðàíãà ≤ 1,

åñëè ðàçìåðíîñòü ÿäðà ïðîèçâîäíîé f∗x íå ïðåâîñõîäèò 1 äëÿ ëþáîãî x ∈ M .
Ñíàáäèì ïðîñòðàíñòâî W âñåõ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ìíîãîîáðàçèÿ M â ìíîãî-

îáðàçèå V òîíêîé C∞-òîïîëîãèåé Óèòíè (ñì. [22]). Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äàííîå
óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ îòîáðàæåíèÿ f îáùåãî ïîëîæåíèÿ, åñëè ñóùåñòâó-
åò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå W òàêîå, ÷òî óêàçàííîå
óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ îòîáðàæåíèé èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà.

1.1.2. Îïðåäåëåíèå. Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f̃ : M → V ëåâî-ïðàâî ýêâèâàëåíòíî
îòîáðàæåíèþ f , åñëè ñóùåñòâóþò äèôôåîìîðôèçìû g : M → M è h : V → V òàêèå,
÷òî äèàãðàììà

M
f−→ V

↓ g ↓ h

M
ef−→ V

êîììóòàòèâíà.
1.1.3. Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè ëþáîå ãëàä-

êîå îòîáðàæåíèå f̃ : M → V , äîñòàòî÷íî áëèçêîå ê f , ëåâî-ïðàâî ýêâèâàëåíòíî f .
1.1.4. Ïðèìåð. Ñîáñòâåííàÿ èììåðñèÿ óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå

îáðàç èìååò òîëüêî òðàíñâåðñàëüíûå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.
1.1.5. Çàìå÷àíèå. Ãëàäêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ M1, . . . , Mp â ìíîãîîáðàçèè V ïåðå-

ñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî â òî÷êå y ∈ V , åñëè èõ êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà TyM1, . . .,
TyMp â ýòîé òî÷êå (ðàññìàòðèâàåìûå êàê ïîäïðîñòðàíñòâà â TyV ) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ

codim (TyM1 ∩ . . . ∩ TyMp) = codim (TyM1) + . . . + codim (TyMp).
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Åñëè ïîäìíîãîîáðàçèÿ M1, . . . , Mp ⊆ V ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî â òî÷êå y ∈
V , òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ i1, . . . , ik òàêèõ, ÷òî 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ p, ìíîãîîáðàçèÿ
Mi1 , . . . ,Mik ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå y òîæå òðàíñâåðñàëüíî.

Óñòîé÷èâûå îòîáðàæåíèÿ îáðàçóþò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå W .
Â ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé M → V êîðàíãà ≤ 1 óñòîé÷èâûå îòîáðàæåíèÿ
âñþäó ïëîòíû, ò.å. ÿâëÿþòñÿ â íåì îòîáðàæåíèÿìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ðîñòêè îòîáðàæåíèÿ f êëàññèôèöèðóþòñÿ îòíîñèòåëüíî ëåâî-ïðàâîé ýêâèâàëåíò-
íîñòè, ò.å. ñ òî÷íîñòüþ äî ãëàäêèõ çàìåí ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò â ìíîãîîáðàçèè-
îáðàçå V è â ìíîãîîáðàçèè-ïðîîáðàçå M . Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ðîñòêà íàçûâàåòñÿ
îñîáåííîñòüþ.

Ïóñòü µ � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.

1.1.6. Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f èìååò îñîáåííîñòü òèïà Aµ â òî÷êå x ∈ M ,
åñëè â ïîäõîäÿùèõ ãëàäêèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ M è V åãî
ðîñòîê (f, x) â ýòîé òî÷êå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(f, x) : (Rm, 0) → (Rn, 0), (t, q̄, z̄) 7→ (S(t, q̄), q̄, z̄) ,

ãäå

t ∈ R, q̄ = (q1,1, . . . , q1,µ−1; q2,1, . . . , q2,µ; . . . ; ql+1,1, . . . , ql+1,µ) ∈ Rµ(l+1)−1,

S(t, q̄) =




tµ+1 + 0 + q1,µ−1t
µ−1 + . . . + q1,1t

0 + q2,µt
µ + q2,µ−1t

µ−1 + . . . + q2,1t

. . .

0 + ql+1,µt
µ + ql+1,µ−1t

µ−1 + . . . + ql+1,1t




∗

è z̄ � âåêòîð ïåðåìåííûõ, äîïîëíÿþùèõ t, q̄ äî ñèñòåìû êîîðäèíàò â Rm.

1.1.7. Çàìå÷àíèå. Çäåñü µ(l +1) ≤ m. Êîîðäèíàòû q̄ ïðèñóòñòâóþò, òîëüêî åñëè
µ(l + 1) > 1. Çâåçäî÷êà îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Åñëè µ = 0, òî òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ
íåîñîáîé. Â ñëó÷àå µ > 0 òî÷êà x îñîáàÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ëîêàëüíîé àëãåáðîé îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x ∈ M íàçûâàåò-
ñÿ ôàêòîð-àëãåáðà àëãåáðû C∞

x (M) ðîñòêîâ â x ãëàäêèõ ôóíêöèé íà M ïî èäåàëó
C∞

x (M) · f ∗If(x), ãäå Iy � ìàêñèìàëüíûé èäåàë àëãåáðû C∞
y (V ). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ëîêàëüíàÿ àëãåáðà îñîáåííîñòè òèïà Aµ èçîìîðôíà àëãåáðå R[[t]]/(tµ+1) ñðåçàííûõ
ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé ñòåïåíè íå âûøå µ. ×èñëî µ íàçûâàåòñÿ ïîêàçà-
òåëåì âûðîæäåííîñòè ýòîé îñîáåííîñòè.

1.1.8. Òåîðåìà ([83]). Ïðè l = n − m ≥ 0 îñîáåííîñòè ëþáîãî óñòîé÷èâîãî
ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : Mm → V n êîðàíãà ≤ 1 èñ÷åðïûâàþòñÿ îñîáåííîñòÿìè
òèïîâ Aµ, ãäå 0 ≤ µ ≤ m/(l + 1).
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Ìíîæåñòâî Af
µ òî÷åê x ∈ M , â êîòîðûõ îòîáðàæåíèå f èìååò îñîáåííîñòü òèïà

Aµ, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè µ(l + 1) â M . Îáðàç ýòîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ïðè îòîáðàæåíèè f ÿâëÿåòñÿ èììåðñèðîâàííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â V

êîðàçìåðíîñòè µ(l +1)+ l. Ìíîãîîáðàçèå Af
µ è åãî îáðàç, âîîáùå ãîâîðÿ, íåçàìêíóòû

è íåñâÿçíû.
Ïóñòü ΦAµ � çàìûêàíèå Af

µ ìíîãîîáðàçèÿ Af
µ â ìíîãîîáðàçèè M . Åñëè f � óñòîé-

÷èâîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1, òî ìíîæåñòâî ΦAµ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðà-
çèåì êîðàçìåðíîñòè µ(l+1) â M (îíî ñîñòîèò èç òåõ òî÷åê x ∈ M , â êîòîðûõ f èìååò
îñîáåííîñòè òèïîâ Aν , ν ≥ µ). Â ÷àñòíîñòè, ΦA0 = M .

1.1.9. Ïðèìåð. Îòîáðàæåíèå

Rm → Rn, (t, q̄, z̄) 7→ (S(t, q̄), q̄, z̄) ,

ãäå

t ∈ R, q̄ = (q1,1, . . . , q1,ν−1; q2,1, . . . , q2,ν ; . . . ; ql+1,1, . . . , ql+1,ν) ∈ Rν(l+1)−1,

S(t, q̄) =




tν+1 + 0 + q1,ν−1t
ν−1 + . . . + q1,1t

0 + q2,νt
ν + q2,ν−1t

ν−1 + . . . + q2,1t

. . .

0 + ql+1,νt
ν + ql+1,ν−1t

ν−1 + . . . + ql+1,1t




∗

è ν(l + 1) ≤ m, ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì êîðàíãà ≤ 1. Åãî îñî-
áåííîñòè ÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòÿìè òèïîâ Aµ, ãäå µ ≤ ν. Ïîäìíîãîîáðàçèå ΦAµ ⊆ Rm,
ãäå µ ≥ 1, çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

∂S

∂t
=

∂2S

∂t2
= . . . =

∂µS

∂tµ
= 0.

1.1.10. Îïðåäåëåíèå. Ìóëüòèîñîáåííîñòüþ îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå y ∈ V íà-
çûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð îñîáåííîñòåé f â ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ x ïîë-
íîãî ïðîîáðàçà f−1(y).

Ïóñòü A � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ïîëóãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, îáðàçóþùèìè êîòîðîé
ñëóæàò ñèìâîëû A0, A1, . . . , Aµ, . . .. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò
A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A.

1.1.11. Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f èìååò ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà A â òî÷-
êå y ∈ V , åñëè:

1) ïîëíûé ïðîîáðàç f−1(y) òî÷êè y ïðè îòîáðàæåíèè f ñîñòîèò èç p ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ òî÷åê;

2) ñóùåñòâóåò ïîðÿäîê x1, . . . , xp òî÷åê èç f−1(y) òàêîé, ÷òî f èìååò â ýòèõ òî÷êàõ
îñîáåííîñòè òèïîâ Aµ1 , . . . , Aµp , ñîîòâåòñòâåííî;
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3) îáðàçû ïðè îòîáðàæåíèè f ðîñòêîâ (Af
µi

, xi) â xi ìíîãîîáðàçèé Af
µi

, i = 1, . . . , p,
ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî â òî÷êå y.

×èñëà µ1, . . . , µp íàçûâàþòñÿ ïîêàçàòåëÿìè âûðîæäåííîñòè ìóëüòèîñîáåííîñòåé
òèïà A îòîáðàæåíèÿ f . ×èñëà

codim lA = (l + 1)

p∑
i=1

µi + pl è deg lA = codim lA+ p

íàçûâàþòñÿ êîðàçìåðíîñòüþ è ñòåïåíüþ ýòèõ ìóëüòèîñîáåííîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî.
Â ñëó÷àå l = 0 êîðàçìåðíîñòü è ñòåïåíü ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà A îáû÷íî îáîçíà-
÷àþò ÷åðåç codimA è degA.

1.1.12. Çàìå÷àíèå. Ìû áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî â òî÷êàõ èç äîïîëíåíèÿ V \
f(M) îòîáðàæåíèå f èìååò ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà 0 (íóëü ïîëóãðóïïû A). Åñëè
A = 0, òî codim lA = deg lA = 0.

Ïðè l = n−m ≥ 0 ëþáîå óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå f : Mm →
V n êîðàíãà ≤ 1 ìîæåò èìåòü ëèøü ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïîâ A ∈ A. Êîðàçìåðíîñòü
ìóëüòèîñîáåííîñòè íå ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòè n îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ V . Åñëè
l > 0, òî ñòåïåíü ìóëüòèîñîáåííîñòè íå ïðåâûøàåò n+n/l. Åñëè l = 0 è ìíîãîîáðàçèå
M çàìêíóòî, òî ñòåïåíè ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êàõ åãî îáðàçà
îãðàíè÷åíû ñâåðõó êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé îò f .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Af òî÷åê y ∈ V , â êîòîðûõ f èìååò ìóëüòèîñîáåííîñòü
òèïà A. Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè codim lA
â V (íåçàìêíóòûì è íåñâÿçíûì, âîîáùå ãîâîðÿ).

1.1.13. Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîîáðàçèå Af íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ìóëüòèîñî-
áåííîñòåé òèïà A îòîáðàæåíèÿ f .

Ðàññìîòðèì îáðàç f(M) îòîáðàæåíèÿ f . Ýòî � îñîáîå ïîäìíîæåñòâî êîðàçìåðíî-
ñòè l â ìíîãîîáðàçèè V . Åãî ðîñòêîì â òî÷êå y ∈ V íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå îáðàçîâ
ðîñòêîâ f â òî÷êàõ x ∈ f−1(y). Åñëè l > 0, òî ðîñòêè îáðàçà óñòîé÷èâîãî îòîáðàæåíèÿ
f êîðàíãà ≤ 1 êëàññèôèöèðóþòñÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû äèôôåîìîðôèçìîâ îáúåì-
ëþùåãî ïðîñòðàíñòâà V (êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ðîñòêà íàçûâàåòñÿ îñîáåííîñòüþ).
Ýòà êëàññèôèêàöèÿ òàêæå èäåò ïî ýëåìåíòàì ïîëóãðóïïû A.

1.1.14. Îïðåäåëåíèå. Îáðàç îòîáðàæåíèå f èìååò îñîáåííîñòü òèïà A ∈ A â
òî÷êå y ∈ V , åñëè f èìååò â ýòîé òî÷êå ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà A.

Ïîêàçàòåëÿìè âûðîæäåííîñòè, êîðàçìåðíîñòüþ è ñòåïåíüþ îñîáåííîñòè òèïà
A îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå y ∈ V íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà äëÿ
ìóëüòèîñîáåííîñòè ñàìîãî îòîáðàæåíèÿ f â ýòîé òî÷êå. Ðîñòêè â äâóõ òî÷êàõ îáðà-
çà f(M) óñòîé÷èâîãî îòîáðàæåíèÿ f êîðàíãà ≤ 1 â ïðîñòðàíñòâî V áîëüøåé ðàç-
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ìåðíîñòè äèôôåîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(M) èìååò â ýòèõ òî÷êàõ
îñîáåííîñòè îäèíàêîâîãî òèïà.

1.1.15. Çàìå÷àíèå. Ìíîãîîáðàçèå Af â ñëó÷àå l > 0 ìû áóäåì îáû÷íî íàçûâàòü
ìíîãîîáðàçèåì îñîáåííîñòåé òèïà A îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f .

1.2 Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ñòðàòèôèêàöèé

Çäåñü ñîáðàíû âñå íåîáõîäèìûå íàì â äàëüíåéøåì îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû èç òåî-
ðèè ñòðàòèôèêàöèé. Ïîäðîáíîñòè ñì., íàïðèìåð, â [32].

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Ω ãëàäêîãî n-ìåðíîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ V . Êàê îáû÷íî, çàìûêàíèå â V ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊆ V îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç X.

1.2.1. Îïðåäåëåíèå. C∞-ñòðàòèôèêàöèåé ìíîæåñòâà Ω íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî
êîíå÷íîå ðàçáèåíèå Σ ýòîãî ìíîæåñòâà íà ñâÿçíûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà
(ñòðàòû), ÿâëÿþùèåñÿ ãëàäêèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè â V è óäîâëåòâîðÿþùèå ñëå-
äóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ ëþáûõ äâóõ ñòðàòîâ X è Y ñòðàòèôèêàöèè Σ òàêèõ, ÷òî
Y ∩X = ∅, èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Y ⊆ X. Â ñëó÷àå Y ⊆ X ãîâîðÿò, ÷òî Y ïðèìû-
êàåò ê X.

Ïóñòü X è Y � äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ â Rn. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî Y ⊂ X, è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y ∈ Y .

1.2.2. Îïðåäåëåíèå. Òðîéêà (X,Y, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì A è B Óèòíè,
åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xi}, {yi} òî÷åê xi ∈ X, yi ∈ Y òàêèõ, ÷òî

1) limi→∞ xi = limi→∞ yi = y;
2) â ãðàññìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè âñåõ (dim X)-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé â Rn ñóùåñòâóåò

ïðåäåë limi→∞ Txi
X = π êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Txi

X ê X â òî÷êàõ xi;
3) â ìíîãîîáðàçèè âñåõ ïðÿìûõ â Rn ñóùåñòâóåò ïðåäåë limi→∞ xiyi = τ ïðÿìûõ

xiyi, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè xi, yi (ñîîòâåòñòâåííî),
èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ: A) TyY ⊂ π; B) τ ⊆ π.

Óñëîâèÿ A è B Óèòíè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ
ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïîýòîìó ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî.

1.2.3. Îïðåäåëåíèå. C∞-ñòðàòèôèêàöèÿ Σ ïîäìíîæåñòâà Ω ⊆ V íàçûâàåòñÿ
ñòðàòèôèêàöèåé Óèòíè, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñòðàòîâ X è Y â
Σ òàêèõ, ÷òî Y ïðèìûêàåò ê X, êàæäàÿ òðîéêà (X, Y, y), ãäå y ∈ Y , óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì A è B Óèòíè â íåêîòîðîé ñèñòåìå ãëàäêèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà V .

Ìû ïðèâåäåì îäíî óòâåðæäåíèå, ïîëåçíîå ïðè ïðàêòè÷åñêîé ïðîâåðêå âûïîëíå-
íèÿ óñëîâèé Óèòíè.
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1.2.4. Ëåììà ([79],[105]). Ðàññìîòðèì C∞-ñòðàòèôèêàöèþ Σ çàìêíóòîãî ïîä-
ìíîæåñòâà â ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè V . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ
äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñòðàòîâ X è Y â Σ òàêèõ, ÷òî Y ïðèìûêàåò ê X, âûïîë-
íåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ Y ñóùåñòâóþò öåëîå k ≥ 0 è çàìêíóòîå ïîëóàëãåáðàè-
÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî Z â Rn−k, ñîäåðæàùåå 0, òàêèå, ÷òî â ïîäõîäÿùèõ ãëàäêèõ
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íà V ðîñòîê ïàðû (X, Y ) â y ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì â íóëå ïàðû
â Rn, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå Rk íà ïàðó (Z, 0).

Òîãäà Σ ÿâëÿåòñÿ ñòðàòèôèêàöèåé Óèòíè.

1.2.5. Îïðåäåëåíèå. C∞-ñòðàòèôèêàöèÿ Óèòíè Σ ïîäìíîæåñòâà Ω ⊆ V íàçû-
âàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ñòðàòà X ′ ëþáîé C∞-ñòðàòèôèêàöèè Óèòíè
ìíîæåñòâà Ω ñóùåñòâóåò ñòðàò X â Σ òàêîé, ÷òî X ′ ⊆ X.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà Ω1, . . ., Ωk (âîçìîæíî ïåðå-
ñåêàþùèåñÿ) â ìíîãîîáðàçèè V .

1.2.6. Îïðåäåëåíèå. Ñòðàòèôèêàöèåé ìíîãîîáðàçèÿ V îòíîñèòåëüíî íàáîðà
ïîäìíîæåñòâ Ω1, . . ., Ωk íàçûâàåòñÿ C∞-ñòðàòèôèêàöèÿ Óèòíè, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) äëÿ ëþáîãî ñòðàòà X è äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , k èìååò ìåñòî òîëüêî îäíî èç
äâóõ � ëèáî X ∩ Ωi = ∅, ëèáî X ⊆ Ωi;

2) ðàññìàòðèâàåìàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ ìèíèìàëüíà ñðåäè âñåõ C∞-ñòðàòèôèêàöèé
Óèòíè ìíîãîîáðàçèÿ V , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 1.

1.2.7. Òåîðåìà ([79],[105]). Ïðîñòðàíñòâî Rn äîïóñêàåò ñòðàòèôèêàöèþ îò-
íîñèòåëüíî ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà çàìêíóòûõ ïîëóàëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàåò
C∞-ñòðàòèôèêàöèþ Óèòíè, òî îíî òðèàíãóëèðóåìî (ñì. [23]).

1.3 Ïðèìûêàíèå ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ

Ðàññìîòðèì óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå f : Mm → V n êîðàíãà
≤ 1, ãäå l = n − m ≥ 0. Çàôèêñèðóåì ýëåìåíò A ∈ A è âîçüìåì ìíîãîîáðàçèå Af

ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà A îòîáðàæåíèÿ f .
Ïóñòü Af � çàìûêàíèå ìíîãîîáðàçèÿ Af â îáúåìëþùåì ìíîãîîáðàçèè V . Íàïðè-

ìåð, (A0)f = f(M), åñëè l > 0.

1.3.1. Îïðåäåëåíèå.Ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà X ∈ A îòîáðàæåíèÿ f ïðèìûêàåò
ê ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà A, åñëè Xf ⊆ Af .
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Â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ ìóëüòèîñîáåííîñòü ïðèìûêàåò ê ñàìîé ñåáå. Ïðè l > 0 ïðè-
ìûêàíèå ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ f åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåò ïðèìûêàíèå ñî-
îòâåòñòâóþùèõ îñîáåííîñòåé îáðàçà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Af íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèé Xf ,
X ∈ A ìóëüòèîñîáåííîñòåé, ïðèìûêàþùèõ ê ìóëüòèîñîáåííîñòÿì òèïà A. Ýòî ðàç-
áèåíèå ÿâëÿåòñÿ C∞-ñòðàòèôèêàöèåé Óèòíè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà ñòðàòèôèêàöèÿ
ìèíèìàëüíà ñðåäè âñåõ C∞-ñòðàòèôèêàöèé Óèòíè ìíîæåñòâà Af . Åñëè Af � êîì-
ïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â V , òî óêàçàííàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ êîíå÷íà.

1.3.2. Îïðåäåëåíèå. (Òîïîëîãè÷åñêîé) ãðàíèöåé ìíîãîîáðàçèÿ Af íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

∂(Af ) = Af \ Af .

Êîðàçìåðíîñòü codim l X ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïîâ X ∈ A îòîáðàæåíèÿ f â òî÷-
êàõ ãðàíèöû ìíîãîîáðàçèÿ Af ñòðîãî áîëüøå codim lA. Áîëåå òîãî, õîðîøî èçâåñòíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

1.3.3. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü f : Mm → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå
îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1, ãäå l = n−m ≥ 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî A = Aµ1 +. . .+Aµp ∈ A
èìååò ìåñòî ôîðìóëà

∂(Af ) = (A+ A0)f ∪
( ⋃

1≤i<j≤p

(A− Aµi
− Aµj

+ Aµi+µj+1)f

)
, (1.1)

åñëè l > 0, è

∂(Af ) = (A+ A1)f ∪
( ⋃

1≤i<j≤p

(A− Aµi
− Aµj

+ Aµi+µj+1)f

)
, (1.2)

åñëè l = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïîäõîäÿùèõ ãëàäêèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íà ìíîãîîá-
ðàçèÿõ M è V ðîñòîê îòîáðàæåíèÿ f â ëþáîé òî÷êå x ∈ M ÿâëÿåòñÿ ðàçâåðòêîé
ðîñòêà â íóëå ãëàäêîé êðèâîé f0 : R → Rl+1, f0(0) = 0, çàäàííîé ìíîãî÷ëåíîì ñ
âåêòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè (ñì. [5]). Åñëè îòîáðàæåíèå f èìååò îñîáåííîñòü òèïà
Aµ â òî÷êå x, òî ïîðÿäîê êðèâîé f0 â íóëå ðàâåí µ + 1.

Çàôèêñèðóåì öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå k è ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ
ϕ : R → Rl+1, t 7→ ϕ(t) îò t ñ âåêòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè èç Rl+1, êîòîðûå óäî-
âëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî ϕ ñóùåñòâóþò ÷èñëà t1, . . . , tp ∈ R è
ìíîãî÷ëåí ψ : R→ Rl+1, t 7→ ψ(t) ñòåïåíè k òàêèå, ÷òî ϕ(t) = ψ(t)

∏p
i=1(t− ti)

µi+1 äëÿ
âñåõ t. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ êðèâóþ

s 7→ ϕs(t) = ψs(t)

p∏
i=1

(t− ti,s)
µi+1, s ∈ [0, 1]
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â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.
Åñëè l > 0, òî â îáùåé òî÷êå êðèâîé ϕs îáùåãî ïîëîæåíèÿ ÷èñëà t1,s, . . . , tp,s

ïîïàðíî ðàçëè÷íû è ψs(t) 6= 0 äëÿ ëþáîãî t. Îäíàêî ïðè íåêîòîðûõ (èçîëèðîâàííûõ)
çíà÷åíèÿõ s êðàòíîñòè âåùåñòâåííûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ϕs ìîãóò èçìåíèòüñÿ. À
èìåííî, âîçìîæíî ñîâïàäåíèå ti,s = tj,s äëÿ íåêîòîðûõ i 6= j. Êðîìå òîãî, ïðè l = 1

ìíîãî÷ëåí ψs ìîæåò èìåòü ïðîñòîé êîðåíü (îòëè÷íûé îò t1,s, . . . , tp,s). Åñëè l > 1, òî
ïîñëåäíåå ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî â îòäåëüíûõ òî÷êàõ îáùèõ l-ïàðàìåòðè÷åñêèõ
ñåìåéñòâ ìíîãî÷ëåíîâ óêàçàííîãî âèäà. Îòñþäà ñëåäóåò ôîðìóëà (1.1).

Ïóñòü òåïåðü l = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè s = 0 ÷èñëà t1,s, . . . , tp,s ïîïàðíî
ðàçëè÷íû è ψs(t) 6= 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ R. Òîãäà ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ëþáîé
ìíîãî÷ëåí ϕs ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì s. Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà s êðàòíîñòè âåùå-
ñòâåííûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ϕs ìîãóò èçìåíèòüñÿ. Íà êðèâîé ϕs îáùåãî ïîëîæåíèÿ
ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ. À èìåííî, ëèáî ìíîãî÷ëåí ψs

èìååò äâóêðàòíûé êîðåíü (îòëè÷íûé îò t1,s, . . . , tp,s), ëèáî ti,s = tj,s äëÿ íåêîòîðûõ
i 6= j. Îòñþäà ñëåäóåò ôîðìóëà (1.2). Ïðåäëîæåíèå 1.3.3 äîêàçàíî.

1.3.4. Ïðèìåð. Ãðàíèöû ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé êîðàçìåðíîñòè c ≤ 4l + 2 ó
îáðàçà óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : Mm → V n êîðàíãà ≤ 1 ïðè l = n−m >

0 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè (äëÿ ïðîñòîòû èíäåêñ f âåçäå îïóùåí):

c = l: ∂(A0) = (2A0);

c = 2l: ∂(2A0) = (3A0) ∪ (A1);

c = 3l: ∂(3A0) = (4A0) ∪ (A1 + A0);

c = 2l + 1: ∂(A1) = (A1 + A0);

c = 4l: ∂(4A0) = (5A0) ∪ (A1 + 2A0);

c = 3l + 1: ∂(A1 + A0) = (A1 + 2A0) ∪ (A2);

c = 5l: ∂(5A0) = (6A0) ∪ (A1 + 3A0);

c = 4l + 1: ∂(A1 + 2A0) = (A1 + 3A0) ∪ (2A1) ∪ (A2 + A0);

c = 3l + 2: ∂(A2) = (A2 + A0);

c = 6l: ∂(6A0) = (7A0) ∪ (A1 + 4A0);

c = 5l + 1: ∂(A1 + 3A0) = (A1 + 4A0) ∪ (2A1 + A0) ∪ (A2 + 2A0);

c = 4l + 2: ∂(2A1) = (2A1 + A0) ∪ (A3);
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c = 4l + 2: ∂(A2 + A0) = (A2 + 2A0) ∪ (A3).

1.3.5. Ïðèìåð. Ãðàíèöû ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé êîðàçìåðíîñòè c ≤ 2

óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : M → V êîðàíãà ≤ 1 ìíîãîîáðàçèé îäèíàêîâîé
ðàçìåðíîñòè n îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè (äëÿ ïðîñòîòû èíäåêñ f âåçäå
îïóùåí; ÷èñëî k öåëîå, ïðè÷åì k ≥ 2):

c = 0: ∂(A0) = (A1 + A0);
∂(kA0) = (A1 + kA0) ∪ [A1 + (k − 2)A0];

c = 1: ∂(A1) = (2A1);
∂(A1 + A0) = (2A1 + A0) ∪ (A2);
∂(A1 + kA0) = (2A1 + kA0) ∪ [A2 + (k − 1)A0] ∪ [2A1 + (k − 2)A0];

c = 2: ∂(2A1) = (3A1) ∪ (A3);
∂(2A1 + A0) = (3A1 + A0) ∪ (A3 + A0) ∪ (A2 + A1);
∂(2A1 + kA0) = (3A1 + kA0) ∪ (A3 + kA0)

∪ [A2 + A1 + (k − 1)A0] ∪ [3A1 + (k − 2)A0];

c = 2: ∂(A2) = (A2 + A1);
∂(A2 + A0) = (A2 + A1 + A0) ∪ (A3);
∂(A2 + kA0) = (A2 + A1 + kA0) ∪ (A3 + (k − 1)A0) ∪ (A2 + A1 + (k − 2)A0).

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (1.1) èëè (1.2) ïîçâîëÿåò ïåðå÷èñëèòü òè-
ïû âñåõ ìóëüòèîñîáåííîñòåé óñòîé÷èâîãî îòîáðàæåíèÿ f êîðàíãà ≤ 1, êîòîðûå ìîãóò
ïðèìûêàòü ê ìóëüòèîñîáåííîñòÿì äàííîãî òèïà A. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðàâîé ÷àñòè
ôîðìóëû (1.1) ñòîèò îáúåäèíåíèå çàìûêàíèé ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé êî-
ðàçìåðíîñòåé codim lA+ l è codim lA+ 1. Ãðàíèöû ýòèõ ìíîãîîáðàçèé âûðàæàþòñÿ
òîé æå ôîðìóëîé ÷åðåç çàìûêàíèÿ ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé êîðàçìåðíî-
ñòåé codim lA + 2l, codim lA + l + 1 è codim lA + 2; è ò.ä. Àíàëîãè÷íî èñïîëüçóåòñÿ
ôîðìóëà (1.2): â åå ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò îáúåäèíåíèå çàìûêàíèé ìíîãîîáðàçèé ìóëü-
òèîñîáåííîñòåé êîðàçìåðíîñòè codimA+ 1.

1.3.6. Ïðèìåð. Ê îñîáåííîñòÿì òèïà 2A0 óñòîé÷èâîé ãèïåðïîâåðõíîñòè f(M) â
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèìûêàþò èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè òèïîâ 3A0 è A1

(åñëè îíè âîîáùå åñòü ó f(M)); â ÷åòûðåõìåðíîì � îñîáåííîñòè òèïîâ 3A0, A1 (îíè
îáðàçóþò êðèâûå) è èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè òèïîâ 4A0, A1 + A0; â ïÿòèìåðíîì
� îñîáåííîñòè òèïîâ 3A0, A1 (â ýòîì ñëó÷àå îíè îáðàçóþò äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè),
îñîáåííîñòè òèïîâ 4A0, A1 + A0 (îáðàçóþùèå êðèâûå) è èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè
òèïîâ 5A0, A1 + 2A0, A2.
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2 Aµ-ïðåîáðàçîâàíèå óñòîé÷èâîãî
ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1

Â ýòîì ïàðàãðàôå îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîìó óñòîé÷èâîìó ãëàäêîìó
ñîáñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ êîðàíãà ≤ 1 â ïðîñòðàíñòâî íåñòðîãî áîëüøåé ðàçìåðíî-
ñòè ñîïîñòàâëÿåò íîâîå îòîáðàæåíèå òîãî æå òèïà ñ òîé æå êîðàçìåðíîñòüþ îáðàçà,
íî ñ áîëåå ïðîñòûìè îñîáåííîñòÿìè.

2.1 Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ïóñòü f : Mm → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1,
ãäå l = n − m ≥ 0. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå öåëîå µ ≥ 0 è ðàññìîòðèì â M

ïîäìíîãîîáðàçèå ΦAµ = Af
µ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΦAµ,A0 çàìûêàíèå Af
µ,0 ïîäìíîæåñòâà Af

µ,0 â ΦAµ×ΦA0 , îáðàçîâàí-
íîãî ïàðàìè (x, ξ) òî÷åê x ∈ ΦAµ \ ΦAµ+1 , ξ ∈ ΦA0 \ ΦA1 , ξ 6= x òàêèõ, ÷òî f(x) = f(ξ).

2.1.1. Òåîðåìà. Åñëè ìíîæåñòâî ΦAµ,A0 íå ïóñòî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè n â ΦAµ × ΦA0.

Ïóñòü ΦAµ,A0 6= ∅ è [Aµ](f) � êîìïîçèöèÿ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé

ΦAµ,A0 → ΦAµ × ΦA0 → ΦAµ ,

ïåðâûì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîå âëîæåíèå, à âòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðîåêöèþ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü.

2.1.2. Òåîðåìà. Îòîáðàæåíèå [Aµ](f) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ãëàäêèì ñîáñò-
âåííûì îòîáðàæåíèåì êîðàíãà ≤ 1.

Îáðàç îòîáðàæåíèÿ [Aµ](f) èìååò êîðàçìåðíîñòü l â ìíîãîîáðàçèè ΦAµ .

2.1.3. Îïðåäåëåíèå.Îòîáðàæåíèå [Aµ](f) íàçûâàåòñÿ Aµ-ïðåîáðàçîâàíèåì îòîá-
ðàæåíèÿ f .

Òåîðåìû 2.1.1 è 2.1.2 ñëåäóþò èç ïðåäëîæåíèé 2.3.1 è 2.3.2, äîêàçàííûõ â ðàçäåëå
2.3. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå îñîáåííîñòè îòîáðàæåíèÿ [Aµ](f) ñâÿçàíû
ñ êðàåâûìè îñîáåííîñòÿìè [3] ñåðèè B.

Ïóñòü H � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè l + 1 â V . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
H ⊂ f(M) è ðàññìîòðèì öåëîå κ ≥ 1.

2.1.4. Îïðåäåëåíèå. Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (H, f) èìååò îñîáåííîñòü òèïà Bκ â
òî÷êå y ∈ H, åñëè

1) ïîëíûé ïðîîáðàç f−1(y) òî÷êè y ïðè îòîáðàæåíèè f ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé
òî÷êè x;
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2) ðîñòîê (f, x) â ïîäõîäÿùèõ ãëàäêèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ
M è V çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(f, x) : (Rm, 0) → (Rn, 0), (t, q̄, z̄) 7→ (S(t, q̄), q̄, z̄) ,

ãäå

t ∈ R, z̄ ∈ Rn−κ(l+1), q̄ = (q1,1, . . . , q1,κ−1; . . . ; ql+1,1, . . . , ql+1,κ−1) ∈ R(κ−1)(l+1),

S(t, q̄) =




tκ + q1,κ−1t
κ−1 + q1,κ−2t

κ−2 + . . . + q1,1t

0 + q2,κ−1t
κ−1 + q2,κ−2t

κ−2 + . . . + q2,1t

. . .

0 + ql+1,κ−1t
κ−1 + ql+1,κ−2t

κ−2 + . . . + ql+1,1t




∗

;

3) ðîñòîê ìíîãîîáðàçèÿH â òî÷êå y ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì â 0 îáðàçà ïðè îòîáðàæåíèè
f ãèïåðïîâåðõíîñòè t = 0 â M .

2.1.5. Çàìå÷àíèå. Çäåñü κ(l + 1) ≤ n. Êîîðäèíàòû q̄ ïðèñóòñòâóþò, åñëè κ > 1.
Êîîðäèíàòû z̄ ïðèñóòñòâóþò, åñëè κ(l + 1) < n.

Ìíîæåñòâî (Bκ)(H,f) òî÷åê y ∈ H, â êîòîðûõ ïàðà (H, f) èìååò îñîáåííîñòü òè-
ïà Bκ, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè κ(l + 1) â îáúåìëþùåì
ìíîãîîáðàçèè V . Îíî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â ìíîãîîáðàçèè (Aκ−1)f

ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà Aκ−1 îòîáðàæåíèÿ f .

2.1.6. Îïðåäåëåíèå. Ïàðà (H, f) èìååò îñîáåííîñòü òèïà (Bκ, Aν1 + . . . + Aνr)

â òî÷êå y ∈ H, åñëè
1) ïîëíûé ïðîîáðàç f−1(y) òî÷êè y ïðè îòîáðàæåíèè f ñîñòîèò èç r + 1 ïîïàðíî

ðàçëè÷íûõ òî÷åê;
2) ñóùåñòâóåò ïîðÿäîê x0, x1, . . . , xr òî÷åê èç f−1(y) òàêîé, ÷òî f èìååò â ýòèõ

òî÷êàõ îñîáåííîñòè òèïîâ Aκ−1, Aν1 , . . ., Aνr , ñîîòâåòñòâåííî;
3) ïàðà (H, (f, x0)) èìååò îñîáåííîñòü òèïà Bκ â òî÷êå y;
4) ðîñòêè â y ìíîãîîáðàçèé (Bκ)(H,(f,x0)), (Aν1)(f,x1), . . . , (Aνr)(f,xr) ïåðåñåêàþòñÿ â

ýòîé òî÷êå òðàíñâåðñàëüíî.

Òî÷êè y ∈ H, â êîòîðûõ ïàðà (H, f) èìååò îñîáåííîñòü òèïà (Bκ, Aν1 + . . . + Aνr),
îáðàçóþò ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè

(l + 1)(κ + ν1 + . . . + νr) + rl ≤ n

â ìíîãîîáðàçèè V . Îíî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â ìíîãîîáðàçèè ìóëü-
òèîñîáåííîñòåé òèïà Aκ−1 + Aν1 + . . . + Aνr îòîáðàæåíèÿ f .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñóæåíèå ϕAµ îòîáðàæåíèÿ f íà ìíîãîîáðàçèå ΦAµ . Â ìíîãî-
îáðàçèè ΦAµ âûäåëåíî ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå ΦAµ+1 êîðàçìåðíîñòè l + 1. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ΦAµ+1 ëåæèò â îáðàçå îòîáðàæåíèÿ [Aµ](f).
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2.1.7. Òåîðåìà. Ïóñòü f : Mm → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîá-
ðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1, ãäå l = n −m ≥ 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî X = Aν1 + . . . + Aνr ∈ A
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè ϕAµ ìíîãîîáðàçèÿ X[Aµ](f) ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà
X îòîáðàæåíèÿ [Aµ](f) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé
òèïîâ X + Aµ è X − Aνi

+ Aνi+µ+1, i = 1, . . . , r îòîáðàæåíèÿ f .
2) Îòîáðàæåíèå ϕAµ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì íàêðûòèåì íàä ìíîãîîáðàçèåì Xf ìó-

ëüòèîñîáåííîñòåé òèïà X îòîáðàæåíèÿ f . Ëèñòû ýòîãî íàêðûòèÿ íóìåðóþòñÿ
èíäåêñàìè i òàêèìè, ÷òî νi ≥ µ.

3) Ïîëíûé ïðîîáðàç ìíîãîîáðàçèÿ Xf îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ϕAµ ðàâåí äî-
ïîëíåíèþ â ìíîãîîáðàçèè ΦAµ ê îáðàçó îòîáðàæåíèÿ [Aµ](f), åñëè X = Aµ, è ñîâ-
ïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì îñîáåííîñòåé òèïà Bν−µ ïàðû (ΦAµ+1 , [Aµ](f)), åñëè X =

Aν , ν > µ. Â ñëó÷àå r > 1 îí ñîñòîèò èç ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîá-
ðàæåíèÿ [Aµ](f), èìåþùèõ òèï X − Aµ (åñëè {ν1, . . . , νr} 3 µ), è ìíîãîîáðàçèé
îñîáåííîñòåé ïàðû (ΦAµ+1 , [Aµ](f)), èìåþùèõ òèï (Bνi−µ, X−Aνi

) äëÿ âñåõ i òàêèõ,
÷òî νi > µ.

Òåîðåìà 2.1.7 òàêæå, êàê è òåîðåìû 2.1.1 è 2.1.2, ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèé 2.3.1 è
2.3.2 íèæå.

2.1.8. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : R2 → R2, (t, q) 7→ (t3 + qt, q). Îíî
èìååò îñîáåííîñòü òèïà A2 â íóëå t = q = 0 (ñáîðêà Óèòíè). Îòîáðàæåíèå [A0](f) :

R2 → R2 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé
{

t = v

q = −u2 − uv − v2 .

Îáðàç îòîáðàæåíèÿ [A0](f) èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.1 (ñòð. 42). Îí îïðåäåëÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâîì 3t2 + 4q ≤ 0 è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëåå òåìíóþ îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ ïî-
ëîãîé ïàðàáîëîé q = −3t2/4. Êðèâàÿ ΦA1 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì q = −3t2 è èçîáðàæåíà
áîëåå êðóòîé ïàðàáîëîé, ëåæàùåé â òåìíîé îáëàñòè.

Ñòðàòèôèêàöèÿ ïëîñêîñòè (t, q) îòíîñèòåëüíî óêàçàííûõ äâóõ ïàðàáîë ñîâïàäàåò
ñ C∞-ñòðàòèôèêàöèåé ïî òèïàì ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ f â îáðàçàõ ñî-
îòâåòñòâóþùèõ òî÷åê. Èìååòñÿ îäèí 0-ìåðíûé ñòðàò òèïà A2, ÷åòûðå îäíîìåðíûõ
ñòðàòà òèïà A1 + A0, îäèí äâóìåðíûé ñòðàò òèïà A0 è òðè äâóìåðíûõ ñòðàòà òèïà
3A0. Ïàðà (ΦA1 , [A0](f)) èìååò îñîáåííîñòü òèïà B2 â íóëå.

2.1.9. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : R4 → R5,

(t, q1, q2, q3) 7→ (t3 + q1t, q2t
2 + q3t, q1, q2, q3).

Îíî èìååò îñîáåííîñòü òèïà A2 â íóëå t = q1 = q2 = q3 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæå-
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Ðèñ. 1.1: A0-ïðåîáðàçîâàíèå ðîñòêà îòîáðàæåíèÿ f : (R2, 0) → (R2, 0) ñ îñîáåííîñòüþ
òèïà A2.

íèå [A0](f) : R3 → R4 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé




t = v1

q1 = −u2 − uv1 − v2
1

q2 = v2

q3 = −(u + v1)v2 .

Îáðàç îòîáðàæåíèÿ [A0](f) ÿâëÿåòñÿ îñîáîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â R4. Íà ðèñ. 1.2
(ñòð. 43) èçîáðàæåíà ïåðåñòðîéêà äâóìåðíûõ ñå÷åíèé ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ãèïåð-
ïëîñêîñòÿìè èç (îáùåãî) îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé t = c, c ∈
R â R4. Êàæäîå ñå÷åíèå äèôôåîìîðôíî çîíòèêó Óèòíè. Â öåíòðå ðèñóíêà èçîáðà-
æåíî ñå÷åíèå t = 0. Æèðíàÿ ïðÿìàÿ íà êàæäîì çîíòèêå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñå÷åíèå
ïîâåðõíîñòè ΦA1 . Ýòà ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

{
3t2 + q1 = 0

2tq2 + q3 = 0 .

Íà ðèñóíêå óêàçàíà C∞-ñòðàòèôèêàöèÿ çîíòèêîâ ïî òèïàì îñîáåííîñòåé ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè f(R4) ⊂ R5 â îáðàçàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê ïðè îòîáðàæåíèè f . Íà
êàæäîì çîíòèêå, ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèþ c 6= 0, èìååòñÿ äâà íóëü-ìåðíûõ ñòðàòà
òèïà A1 + A0, äâà îäíîìåðíûõ ñòðàòà òèïà A1, äâà îäíîìåðíûõ ñòðàòà òèïà 3A0 è
÷åòûðå äâóìåðíûõ ñòðàòà òèïà 2A0. Íà çîíòèêå, ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèþ c = 0,
èìååòñÿ îäèí íóëü-ìåðíûé ñòðàò òèïà A2, äâà îäíîìåðíûõ ñòðàòà òèïà A1, îäèí îä-
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Ðèñ. 1.2: A0-ïðåîáðàçîâàíèå ðîñòêà îòîáðàæåíèÿ f : (R4, 0) → (R5, 0) ñ îñîáåííîñòüþ
òèïà A2.
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íîìåðíûé ñòðàò òèïà 3A0 è ÷åòûðå äâóìåðíûõ ñòðàòà òèïà 2A0. Ïàðà (ΦA1 , [A0](f))

èìååò îñîáåííîñòü òèïà B2 â íóëå.

2.1.10. Çàìå÷àíèå. Çàìûêàíèå ìíîãîîáðàçèÿ îñîáåííîñòåé òèïà 2A0 îáðàçà [A0]-
ïðåîáðàçîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ f èç ïðèìåðà 2.1.9 èìååò ãëàäêîå ïðîäîëæåíèå â R4.
Ñòðàòèôèêàöèÿ ðîñòêà â íóëå ýòîé ãëàäêîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ïî òèïàì ìóëü-
òèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ f â îáðàçàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê ïðè îòîáðàæåíèè
ϕA0 äèôôåîìîðôíà ñòðàòèôèêàöèè íà ðèñ. 1.1.

2.2 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïóñòü l è ν � öåëûå ÷èñëà, l ≥ 0, ν > 0, t ∈ R,

q̄ = (q1,1, . . . , q1,ν−1; q2,1, . . . , q2,ν ; . . . ; ql+1,1, . . . , ql+1,ν) ∈ Rm−1,

S(t, q̄) =




tν+1 + 0 + q1,ν−1t
ν−1 + . . . + q1,1t

0 + q2,νt
ν + q2,ν−1t

ν−1 + . . . + q2,1t

. . .

0 + ql+1,νt
ν + ql+1,ν−1t

ν−1 + . . . + ql+1,1t




∗

.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2.1.1, 2.1.2 è 2.1.7 îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

2.2.1. Ëåììà. Ïóñòü u ∈ R è

F (u, t, q̄) = S(u, q̄)− S(t, q̄).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F êàê âåêòîð-ôóíêöèÿ îò u îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè u = t ñ
êðàòíîñòüþ µ + 1 ≥ 1. Òîãäà

F (u, t, q̄) = (u− t)µ+1Gµ(u, t, q̃),

ãäå
q̃ = (q1,µ+1, . . . , q1,ν−1; q2,µ+1, . . . , q2,ν ; . . . ; ql+1,µ+1, . . . , ql+1,ν),

Gµ(u, t, q̃) =
ν∑

i=µ

1

(i + 1)!

∂i+1S(t, q̄)

∂ti+1
(u− t)i−µ,

ïðè÷åì Gµ|u=t 6= 0.

Ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû Òåéëîðà äëÿ âåêòîð-ôóíêöèé.

2.2.2. Ëåììà. Ïóñòü

f : Rm → Rm+l, f : (t, q̄) 7→ (S(t, q̄), q̄) .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî µ < ν íàáîð (t, q̃) ∈ Rm−µ(l+1), ãäå

q̃ = (q1,µ+1, . . . , q1,ν−1; q2,µ+1, . . . , q2,ν ; . . . ; ql+1,µ+1, . . . , ql+1,ν),
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îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòû íà ìíîãîîáðàçèè ΦAµ = Af
µ. Ïîäìíîæåñòâî ΦAµ,A0 = Af

µ,0 ⊂
ΦAµ × ΦA0 äèôôåîìîðôíî ãëàäêîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ Φ × {0} â Rm−µ(l+1)+1 × Rm−1,
ãäå Φ � ìíîæåñòâî òî÷åê (u, t, q̃) ∈ Rm−µ(l+1)+1, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ

Gµ(u, t, q̃) =
ν∑

i=µ

1

(i + 1)!

∂i+1S(t, q̄)

∂ti+1
(u− t)i−µ

îáðàøàåòñÿ â íóëü. Îòîáðàæåíèå [Aµ](f) ëåâî-ïðàâî ýêâèâàëåíòíî ñóæåíèþ íà
ìíîãîîáðàçèå Φ ïðîåêöèè

Rm−µ(l+1)+1 → Rm−µ(l+1), (u, t, q̃) 7→ (t, q̃).

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäìíîãîîáðàçèå ΦAµ ⊆ Rm çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

∂S

∂t
=

∂2S

∂t2
= . . . =

∂µS

∂tµ
= 0

(ñì. ïðèìåð 1.1.9). Ïîäìíîæåñòâî ΦAµ,A0 ⊂ ΦAµ ×ΦA0 äèôôåîìîðôíî ïîäìíîæåñòâó
Φ×{0} â Rm−µ(l+1)+1×Rm−1, ãäå Φ � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê (u, t, q̃) ∈ Rm−µ(l+1)+1

òàêèõ, ÷òî u 6= t è
F (u, t, q̄) = S(u, q̄)− S(t, q̄) = 0.

Ïîýòîìó ëåììà 2.2.2 ñëåäóåò èç ëåììû 2.2.1.

2.2.3. Ëåììà. Ïóñòü f : Mm → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðà-
æåíèå êîðàíãà ≤ 1, ãäå l = n−m ≥ 0. Òîãäà åãî íàäñòðîéêà

f̃ : M × Rk → V × Rk, (x, z) 7→ (f(x), z)

ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì òàêîãî æå òèïà. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöà-
òåëüíîãî µ òàêîãî, ÷òî µ(l + 1) < m, ñóùåñòâóþò äèôôåîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ
Φ̃Aµ = A

ef
µ íà ΦAµ × Rk, ãäå ΦAµ = Af

µ, è äèôôåîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ Φ̃Aµ × Φ̃A0 íà
(ΦAµ × ΦA0)× (Rk × Rk) òàêèå, ÷òî:

1) ïîäìíîæåñòâî Φ̃Aµ,A0 = A
ef
µ,0 â Φ̃Aµ × Φ̃A0 äèôôåîìîðôíî ïîäìíîæåñòâó

ΦAµ,A0 × (Rk × {0}) ⊂ (ΦAµ × ΦA0)× (Rk × Rk),

ãäå ΦAµ,A0 = Af
µ,0 ⊂ ΦAµ × ΦA0;

2) åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ Φ̃Aµ × Φ̃A0 → Φ̃Aµ ëåâî-ïðàâî ýêâèâàëåíòíà ïðîåêöèè

(ΦAµ × ΦA0)× (Rk × Rk) → ΦAµ × Rk, ((x, ξ), (z, w)) 7→ (x, z).

Ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
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2.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2.1.1, 2.1.2 è 2.1.7

Ïóñòü f : Mm → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà
≤ 1, ãäå l = n − m ≥ 0. Ðàññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèÿ ΦAµ ⊆ M , ΦAµ+1 ⊂ ΦAµ è
ïîäìíîæåñòâî ΦAµ,A0 ⊂ ΦAµ × ΦA0 .

2.3.1. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü (x, x) ∈ ΦAµ,A0 è îòîáðàæåíèå f èìååò â òî÷êå
f(x) ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà Aν. Òîãäà ν ≥ µ + 1, ðîñòîê ìíîæåñòâà ΦAµ,A0 â
òî÷êå (x, x) ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ΦAµ × ΦA0 è

1) îòîáðàæåíèå [Aµ](f) èìååò â òî÷êå x ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà Aν−µ−1;
2) ïàðà (ΦAµ+1 , [Aµ](f)) èìååò â òî÷êå x îñîáåííîñòü òèïà Bν−µ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïîäõîäÿùèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ M

è V ðîñòîê îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(f, x) : (Rm, 0) → (Rn, 0), (t, q̄, z̄) 7→ (S(t, q̄), q̄, z̄) ,

ãäå

t ∈ R, q̄ = (q1,1, . . . , q1,ν−1; q2,1, . . . , q2,ν ; . . . ; ql+1,1, . . . , ql+1,ν) ∈ Rν(l+1)−1,

S(t, q̄) =




tν+1 + 0 + q1,ν−1t
ν−1 + . . . + q1,1t

0 + q2,νt
ν + q2,ν−1t

ν−1 + . . . + q2,1t

. . .

0 + ql+1,νt
ν + ql+1,ν−1t

ν−1 + . . . + ql+1,1t




∗

,

è z̄ � âåêòîð ïåðåìåííûõ, äîïîëíÿþùèõ t, q̄ äî ñèñòåìû êîîðäèíàò â Rm. Ìû ðàñ-
ñìîòðèì ëèøü ñëó÷àé, êîãäà ïåðåìåííûå z̄ îòñóòñòâóþò. Èç ëåììû 2.2.3 ñëåäóåò, ÷òî
ýòî íå îãðàíè÷èò îáùíîñòè íàøèõ ðàññóæäåíèé.

Èòàê, ïî ëåììå 2.2.2 íàáîð (t, q̃) ∈ Rm−µ(l+1), ãäå

q̃ = (q1,µ+1, . . . , q1,ν−1; q2,µ+1, . . . , q2,ν ; . . . ; ql+1,µ+1, . . . , ql+1,ν),

îïðåäåëÿåò ãëàäêèå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà ìíîãîîáðàçèè ΦAµ . Ðîñòîê ïîäìíî-
æåñòâà ΦAµ,A0 ⊂ ΦAµ × ΦA0 â òî÷êå (x, x) äèôôåîìîðôåí ðîñòêó â íóëå ãëàäêîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ Φ× {0} â Rm−µ(l+1)+1 × Rm−1, ãäå

Φ =

{
(u, t, q̃) ∈ Rm−µ(l+1)+1

∣∣∣∣∣
ν∑

i=µ

1

(i + 1)!

∂i+1S(t, q̄)

∂ti+1
(u− t)i−µ = 0

}
.

Ðîñòîê îòîáðàæåíèÿ [Aµ](f) â òî÷êå (x, x) ëåâî-ïðàâî ýêâèâàëåíòåí ñóæåíèþ ïðîåê-
öèè

Rm−µ(l+1)+1 → Rm−µ(l+1), (u, t, q̃) 7→ (t, q̃).

íà ìíîãîîáðàçèå Φ.
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Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòû îòîáðàæåíèé

Qi =
1

(i + 1)!

∂i+1S

∂ti+1
, i = µ, . . . , ν − 1,

òàêæå îïðåäåëÿþò ãëàäêèå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà ΦAµ . Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ðî-
ñòîê ïîäìíîãîîáðàçèÿ ΦAµ+1 ⊂ ΦAµ â òî÷êå x çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì Qµ = 0 (ñì. ïðèìåð
1.1.9), ò.å. ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðè îòîáðàæåíèè [Aµ](f) ðîñòêà â íóëå ãèïåðïîâåðõíîñòè
u− t = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïàðà (ΦAµ+1 , [Aµ](f)) èìååò îñîáåííîñòü òèïà Bν−µ â òî÷êå x.
Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå [Aµ](f) èìååò â òî÷êå x ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà Aν−µ−1.
Ïðåäëîæåíèå 2.3.1 äîêàçàíî.

2.3.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü (x, ξ) ∈ ΦAµ,A0 è îòîáðàæåíèå f èìååò ìóëü-
òèîñîáåííîñòü òèïà X = Aν1 + . . . + Aνr , r > 1 â òî÷êå y = f(x). Ïðåäïîëîæèì
òàêæå, ÷òî îòîáðàæåíèå f èìååò îñîáåííîñòü òèïà Aνi

, i ∈ {1, . . . , r} â òî÷êå x.
Òîãäà νi ≥ µ, ðîñòîê ìíîæåñòâà ΦAµ,A0 â òî÷êå (x, ξ) ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì ãëàäêîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ΦAµ × ΦA0 è

1) îòîáðàæåíèå [Aµ](f) èìååò â òî÷êå x ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà X−Aνi
, åñëè

νi = µ, è X − Aνi
+ Aνi−µ−1, åñëè νi > µ;

2) åñëè νi > µ (ò.å. x ∈ ΦAµ+1), òî ïàðà (ΦAµ+1 , [Aµ](f)) èìååò â òî÷êå x îñîáåí-
íîñòü òèïà (Bνi−µ, X − Aνi

).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî i = 1.
Ïóñòü x1 = x, x2, . . . , xr � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè èç f−1(y) è îòîáðàæåíèå f

èìååò â ýòèõ òî÷êàõ îñîáåííîñòè òèïîâ Aν1 , . . . , Aνr , ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà (ñì. [22])
ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû

(Ȳ 1, . . . , Ȳ r, z̄) ∈ Rn

íà ìíîãîîáðàçèè V ñ íà÷àëîì â òî÷êå y, ãäå

Ȳ j = (ȳj, Y j), ȳj ∈ Rl+1,

Y j = (qj
1,1, . . . , q

j
1,νj−1; q

j
2,1, . . . , q

j
2,νj

; . . . ; qj
l+1,1, . . . , q

j
l+1,νj

) ∈ Rνj(l+1)−1,

òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , r ðîñòîê (f, xj) îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå xj çàäàåòñÿ
ôîðìóëàìè

(Ȳ 1, . . . , Ȳ j−1; tj, Y
j; Ȳ j+1, . . . , Ȳ r, z̄) 7→ (Ȳ 1, . . . , Ȳ j−1; Sj(tj, Y

j), Y j; Ȳ j+1, . . . , Ȳ r, z̄),

Sj(tj, Y
j) =




t
νj+1
j + 0 + qj

1,νj−1t
νj−1
j + . . . + qj

1,1tj

0 + qj
2,νj

t
νj

j + qj
2,νj−1t

νj−1
j + . . . + qj

2,1tj

. . .

0 + qj
l+1,νj

t
νj

j + qj
l+1,νj−1t

νj−1
j + . . . + qj

l+1,1tj




∗

(1.3)
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â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

(Ȳ 1, . . . , Ȳ j−1; tj, Y
j; Ȳ j+1, . . . , Ȳ r, z̄), tj ∈ R

íà ìíîãîîáðàçèè M ñ íà÷àëîì â òî÷êå xj. Çäåñü z̄ � âåêòîð äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
ëèøü ñëó÷àé, êîãäà ýòè ïåðåìåííûå îòñóòñòâóþò.

Ñîãëàñíî ëåììå 2.2.2 íàáîð

(t1; q
1
1,µ+1, . . . , q

1
1,ν1−1; q

1
2,µ+1, . . . , q

1
2,ν1

; . . . ; q1
l+1,µ+1, . . . , q

1
l+1,ν1

; Ȳ 2, . . . , Ȳ r)

îïðåäåëÿåò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà ìíîãîîáðàçèè ΦAµ ñ íà÷àëîì â òî÷êå x. Çà-
ôèêñèðóåì ýòè êîîðäèíàòû è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ξ âñåõ òî÷åê ξ ∈ M òàêèõ, ÷òî
(x, ξ) ∈ ΦAµ,A0 .

ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî Ξ âñåãäà ñîäåðæèò r − 1 òî÷åê xj, j = 2, . . . , r. Äëÿ ëþáîãî
òàêîãî j ðîñòîê ïîäìíîæåñòâà ΦAµ,A0 ⊂ ΦAµ × ΦA0 â òî÷êå (x, xj) ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì
ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè

(t1; q
1
1,µ+1, . . . , q

1
1,ν1−1; q

1
2,µ+1, . . . , q

1
2,ν1

; . . . ; q1
l+1,µ+1, . . . , q

1
l+1,ν1

;

Ȳ 2, . . . , Ȳ j−1; tj, Y
j; Ȳ j+1, . . . , Ȳ r).

Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå [Aµ](f) èìååò îñîáåííîñòü òèïà Aνj
â òî÷êå (x, xj) â ñèëó

ôîðìóëû (1.3).
Êðîìå óêàçàííûõ òî÷åê, ìíîæåñòâî Ξ ìîæåò ñîäåðæàòü åùå òîëüêî îäíó òî÷êó.

À èìåííî, � òî÷êó x.
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.3.1 ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà ν1 > µ. Ïðè ýòîì ðîñòîê ìíî-

æåñòâà ΦAµ,A0 â òî÷êå (x, x) ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ΦAµ×ΦA0

è ïàðà (ΦAµ+1 , [Aµ](f, x)) èìååò â òî÷êå x îñîáåííîñòü òèïà Bν1−µ (çäåñü [Aµ](f, x)

îáîçíà÷àåò Aµ-ïðåîáðàçîâàíèå ðîñòêà îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå x).
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïëîñêîñòè

{t1 = q1
1,µ+1 = . . . = q1

1,ν1−1 = q1
2,µ+1 = . . . = q1

2,ν1
= . . . = q1

l+1,µ+1 = . . . = q1
l+1,ν1

= 0},
{Ȳ j = 0}, j = 2, . . . , r

â ïðîñòðàíñòâå Rm−µ(l+1) ñ êîîðäèíàòàìè

(t1; q
1
1,µ+1, . . . , q

1
1,ν1−1; q

1
2,µ+1, . . . , q

1
2,ν1

; . . . ; q1
l+1,µ+1, . . . , q

1
l+1,ν1

; Ȳ 2, . . . , Ȳ r)

ïåðåñåêàþòñÿ â íóëå òðàíñâåðñàëüíî. Ïðåäëîæåíèå 2.3.2 äîêàçàíî.
Òåîðåìû 2.1.1, 2.1.2 è 2.1.7 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ñëåäñòâèÿìè ïðåäëîæåíèé 2.3.1 è

2.3.2.
2.3.3. Çàìå÷àíèå. Ôàêòè÷åñêè ïðåäëîæåíèÿ 2.3.1 è 2.3.2 îïèñûâàþò êëàññè-

ôèêàöèþ ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ [Aµ](f) è êëàññèôèêàöèþ îñîáåííîñòåé
ïàðû (ΦAµ+1 , [Aµ](f)) îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèé ΦAµ è ΦAµ,A0 .
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3 Ðàçðåøåíèå ìóëüòèîñîáåííîñòåé
óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1

Â ýòîì ïàðàãðàôå îïèñàíà êîíñòðóêöèÿ ðàçðåøåíèÿ ìóëüòèîñîáåííîñòåé êîðàíãà
1 óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî íåñòðîãî áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.

3.1 Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ

Ïóñòü f : Mm → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1,
ãäå l = n−m ≥ 0. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A ïîëóãðóïïû A è ñîïîñòàâèì
åìó ïîäìíîæåñòâî

A∞
f =

⋃

k

(A+ kA0)f

â V , îáúåäèíÿþùåå ìíîãîîáðàçèÿ (A + kA0)f ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïîâ A + kA0

îòîáðàæåíèÿ f ïî âñåì öåëûì k ≥ 0. Ýòî ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ èììåðñèðîâàííûì
ïîäìíîãîîáðàçèåì â V . Åãî çàìûêàíèå â ìíîãîîáðàçèè V îáîçíà÷èì ÷åðåç A∞

f .

3.1.1. Çàìå÷àíèå. Åñëè l > 0, òî A∞
f = Af .

Ïóñòü A = Aµ1 +. . .+Aµp 6= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A∞
f 6= ∅, è çàôèêñèðóåì ïîðÿäîê

÷èñåë µ1, . . . , µp. Òîãäà âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé

ΦAµ1 ,...,Aµp

ψp−→ . . .
ψ3−→ ΦAµ1 ,Aµ2

ψ2−→ ΦAµ1

ψ1−→ V,

ãäå êàæäîå îòîáðàæåíèå ψi ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ãëàäêèõ ñîáñòâåííûõ îòîáðàæåíèé

ΦAµ1 ,...,Aµi−1 ,Aµi

g
µi
i−→ . . . (1.4)

g2
i−→ ΦAµ1 ,...,Aµi−1 ,A1

g1
i−→ ΦAµ1 ,...,Aµi−1 ,A0

fi−→ ΦAµ1 ,...,Aµi−1
.

Îòîáðàæåíèÿ fi è gj
i ñòðîÿòñÿ èíäóêòèâíî ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.

1) Â êà÷åñòâå f1 : ΦA0 → Φ0 âûñòóïàåò èñõîäíîå îòîáðàæåíèå f : M → V , òàê ÷òî
Φ0 = V, ΦA0 = M .

2) fi � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1. Åãî îáðàç èìååò
êîðàçìåðíîñòü l â ìíîãîîáðàçèè ΦAµ1 ,...,Aµi−1

.

3) Ìíîãîîáðàçèåì ΦAµ1 ,...,Aµi−1 ,Aj
ñëóæèò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Afi

j òî÷åê x ∈
ΦAµ1 ,...,Aµi−1 ,A0 , â êîòîðûõ îòîáðàæåíèå fi èìååò îñîáåííîñòü òèïà Aj.

4) gj
i � âëîæåíèå êîðàçìåðíîñòè l + 1 ìíîãîîáðàçèÿ ΦAµ1 ,...,Aµi−1 ,Aj

â ìíîãîîáðàçèå
ΦAµ1 ,...,Aµi−1 ,Aj−1

.
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5) Ìíîãîîáðàçèå ΦAµ1 ,...,Aµi ,A0 è îòîáðàæåíèå fi+1 îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè Aµi
-

ïðåîáðàçîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ fi:

fi+1 = [Aµi
](fi).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ϕAµ1 ,...,Aµp
: ΦAµ1 ,...,Aµp

→ V, ϕAµ1 ,...,Aµp
= ψ1 ◦ . . . ◦ ψp.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.3.3 è òåîðåìû 2.1.7 ëåãêî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

3.1.2. Òåîðåìà. Îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ ϕAµ1 ,...,Aµp
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî A∞

f .

Ïóñòü (M)i = M × . . . × M (i ðàç). Ðàññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå MAµ1 ,...,Aµi
â

(M)i, îáðàçîâàííîå íàáîðàìè (x1, . . . , xi) ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê ìíîãîîáðàçèÿ M

òàêèõ, ÷òî f(x1) = . . . = f(xi) ∈ (Aµ1 + . . . + Aµi
)∞f , ïðè÷åì îòîáðàæåíèå f èìååò

îñîáåííîñòü òèïà Aµs â òî÷êå xs, s = 1, . . . , i.

3.1.3. Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , p ñóùåñòâóåò ãëàäêîå âëîæåíèå
φi : ΦAµ1 ,...,Aµi

→ (M)i, îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèå MAµ1 ,...,Aµi
ìíîãîîáðà-

çèÿ MAµ1 ,...,Aµi
â ïðîñòðàíñòâå (M)i. Âëîæåíèÿ φ1, . . . , φp âêëþ÷àþòñÿ â êîììóòà-

òèâíóþ äèàãðàììó

ΦAµ1 ,...,Aµp

ψp−→ . . .
ψ3−→ ΦAµ1 ,Aµ2

ψ2−→ ΦAµ1

ψ1−→ V

↓ φp ↓ φ2 ↓ φ1 ↓ id

(M)p hp−→ . . .
h3−→ (M)2 h2−→ M

f−→ V

ãäå hi : (M)i → (M)i−1, (x1, . . . , xi−1, xi) 7→ (x1, . . . , xi−1) � îòîáðàæåíèå çàáûâàíèÿ
ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû, à id � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè p = 1 ýòî î÷åâèäíî (ñì. ïðèìåð 1.1.9). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè âñåõ p ≤ k − 1 è äîêàæåì åãî äëÿ p = k.

Ïóñòü Φ0
Aµ1 ,...,Aµk

= ϕ−1
Aµ1 ,...,Aµk

((Aµ1 + . . . + Aµk
)∞f ). Ýòî îòêðûòîå âñþäó ïëîò-

íîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ìíîãîîáðàçèè ΦAµ1 ,...,Aµk
. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, îíî

îáðàçîâàíî (óïîðÿäî÷åííûìè) ïàðàìè ((x1, . . . , xk−2, xk−1), (x1, . . . , xk−2, xk)) íàáîðîâ
èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê x1, . . . , xk ìíîãîîáðàçèÿ M òàêèõ, ÷òî (x1, . . . , xk) ∈
MAµ1 ,...,Aµk

. Îòîáðàæåíèå

((x1, . . . , xk−2, xk−1), (x1, . . . , xk−2, xk)) 7→ (x1, . . . , xk)

îïðåäåëÿåò äèôôåîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ Φ0
Aµ1 ,...,Aµk

íà MAµ1 ,...,Aµk
.

Îñòàåòñÿ ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî çàìûêàíèå MAµ1 ,...,Aµk
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíî-

ãîîáðàçèåì â (M)k è ÷òî óêàçàííûé äèôôåîìîðôèçì ïðîäîëæàåòñÿ äî äèôôåîìîð-
ôèçìà ìíîãîîáðàçèÿ ΦAµ1 ,...,Aµk

íà MAµ1 ,...,Aµk
. Íî ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ

1 ïðåäëîæåíèÿ 4.4.1 íèæå. Ïðåäëîæåíèå 3.1.3 äîêàçàíî.
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3.1.4. Òåîðåìà. Ïàðû (ΦAµ1 ,...,Aµp
, ϕAµ1 ,...,Aµp

), ïîëó÷åííûå ïðè ðàçíûõ óïîðÿäî-
÷åíèÿõ íàáîðà (µ1, . . . , µp) ïîêàçàòåëåé âûðîæäåííîñòè ìóëüòèîñîáåííîñòåé òè-
ïà A = Aµ1 + . . . + Aµp îòîáðàæåíèÿ f , åñòåñòâåííî äèôôåîìîðôíû. À èìåííî,
äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè τ : (1, . . . , p) → (1, . . . , p) ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì
φτ : ΦAµ1 ,...,Aµp

→ ΦAµτ(1)
,...,Aµτ(p)

òàêîé, ÷òî äèàãðàììà

ΦAµ1 ,...,Aµp

φτ−→ ΦAµτ(1)
,...,Aµτ(p)

↓ ϕAµ1 ,...,Aµp
↓ ϕAµτ(1)

,...,Aµτ(p)

V
id−→ V

êîììóòàòèâíà.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1.3. Äåéñòâèå äèôôåîìîðôèçìà φτ

îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé (x1, . . . , xp) 7→ (xτ(1), . . . , xτ(p)) ñîìíîæèòåëåé â ïðîèçâå-
äåíèè (M)p.

Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

3.1.5. Îïðåäåëåíèå. Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ΦA = ΦAµ1 ,...,Aµp
è ãëàäêîå îòîáðàæå-

íèå ϕA = ϕAµ1 ,...,Aµp
íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè äëÿ ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà

A = Aµ1 + . . . + Aµp îòîáðàæåíèÿ f . Îïèñàííàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ
ýëåìåíòó A ∈ A ïàðó (ΦA, ϕA), íàçûâàåòñÿ ðàçðåøåíèåì ýòèõ ìóëüòèîñîáåííîñòåé
(èëè ðàçðåøåíèåì îñîáåííîñòåé òèïà A îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f , åñëè l > 0).

Ïðè l = 0 ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ óêàçàííîé òåðìèíîëîãèåé è â ñëó÷àå, êîãäà
îòîáðàæåíèå f íå èìååò ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà A â ñâîåì îáðàçå, îäíàêî A∞

f 6= ∅.
3.1.6. Çàìå÷àíèå. Åñëè A = 0, òî ΦA = V , à ϕA : ΦA → V � òîæäåñòâåííîå

îòîáðàæåíèå.

Îñíîâíîå ñâîéñòâî îïèñàííîé êîíñòðóêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

3.1.7. Òåîðåìà. Åñëè ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà X = Aν1 + . . . + Aνr îòîáðà-
æåíèÿ f ïðèìûêàåò ê ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà A + kA0 ïðè íåêîòîðîì öåëîì
k ≥ 0, òî îòîáðàæåíèå ϕA ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì íàêðûòèåì íàä ìíîãîîáðàçèåì Xf .
Êðàòíîñòü ýòîãî íàêðûòèÿ çàâèñèò òîëüêî îò A è X (ò.å. îíà íå çàâèñèò îò
m, n,M, V, f, k è îò ïîðÿäêà Aµi

-ïðåîáðàçîâàíèé).

Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì òåîðåì 2.1.7 è 3.1.4.

3.1.8. Îïðåäåëåíèå. Êðàòíîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕA íàä ìíîãîîáðàçèåì Xf ìóëü-
òèîñîáåííîñòåé òèïà X îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà
X îòíîñèòåëüíî ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç IA(X).

Ïðåäëîæåíèå 3.1.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî íàøà êîíñòðóêöèÿ ðàçðåøåíèÿ ìóëüòèîñîáåí-
íîñòåé óñòîé÷èâîãî îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì õîðîøî èçâåñò-
íîãî â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïðèíöèïà èòåðàöèè Êëåéìàíà [75]. Äåéñòâèòåëüíî,
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ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèíöèïà èòåðàöèè ñòðîÿòñÿ è èçó÷àþòñÿ çàìûêàíèÿ ìíîãîîáðà-
çèé âèäà MAµ1 ,...,Aµk

(ñì., íàïðèìåð, [80]). Îäíàêî ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ýòîì ãëàäêèå
ìíîãîîáðàçèÿ íå ñâÿçûâàþòñÿ äèàãðàììàìè (1.4).

3.1.9. Çàìå÷àíèå.Ìåæäó õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè âñåâîçìîæíûõ
ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ f , îòâå÷àþùèìè, ê òîìó æå, ðàçëè÷íûì óïîðÿäî-
÷åíèÿì ïîêàçàòåëåé âûðîæäåííîñòè ýòèõ ìóëüòèîñîáåííîñòåé, èìååòñÿ áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî îòîáðàæåíèé. Îíè îáðàçóþò îãðîìíóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó. Â íåé
åñòü çàìå÷àòåëüíàÿ ïîääèàãðàììà.

À èìåííî, ðàçðåøèì ìóëüòèîñîáåííîñòè êàæäîãî òèïà A = Aµ1 + . . . + Aµp ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ Aµi

-ïðåîáðàçîâàíèé â íåâîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ ïîêà-
çàòåëåé âûðîæäåííîñòè µ1, . . . , µp. Òîãäà âîçíèêíåò îðèåíòèðîâàííûé ãðàô A(f), ó
êîòîðîãî:

1) âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò ìíîãîîáðàçèþ V è õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçè-
ÿì ΦA, ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå óêàçàííîãî ðàçðåøåíèÿ;

2) îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà îòâå÷àþò óñòîé÷èâûì îòîáðàæåíèÿì fi êîðàíãà ≤ 1 è
âëîæåíèÿì gj

i èç äèàãðàìì âèäà (1.4).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðàô A(f) ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì (ñ êîðíåì V ). Öåïè ýòîãî äåðåâà

ïðåäñòàâëÿþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ f ,
îïðåäåëÿåìûå äàííûì ðàçðåøåíèåì.

3.1.10. Îïðåäåëåíèå. Äåðåâî A(f) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé áàøíåé ìó-
ëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ f .

Áàøíÿ A(f) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1.3 (ñì. ñòð. 53). Ìíîãîòî÷èÿ îáîçíà÷àþò ïîä-
äåðåâüÿ â A(f), ïîðîæäåííûå âåðøèíàìè ΦA, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì
A = Aµ1 + . . . + Aµp ñ p > 4 èëè µ1 + . . . + µp > 4. Ãîðèçîíòàëüíûå ðåáðà îòâå÷à-
þò óñòîé÷èâûì îòîáðàæåíèÿì fi êîðàíãà ≤ 1, à âåðòèêàëüíûå � âëîæåíèÿì gj

i . Èç
êàæäîé âåðøèíû ΦA âûõîäèò ðîâíî îäíî ðåáðî, à âõîäèò íå áîëåå äâóõ. Åñëè â âåð-
øèíó ΦA âõîäÿò äâà ðåáðà, òî ëèáî A = Aµ, ëèáî A = Ã + Aµ, ãäå âñå ïîêàçàòåëè
âûðîæäåííîñòè ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà Ã ñòðîãî áîëüøå µ.

3.2 Âû÷èñëåíèå îòíîñèòåëüíûõ èíäåêñîâ
ìóëüòèîñîáåííîñòåé

Èç òåîðåì 2.1.7 è 3.1.4 ñëåäóåò ïðîñòàÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îò-
íîñèòåëüíûõ èíäåêñîâ ìóëüòèîñîáåííîñòåé óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî ñîáñòâåííîãî îòîá-
ðàæåíèÿ f : Mm → V n êîðàíãà ≤ 1, ãäå l = n−m ≥ 0.

3.2.1. Òåîðåìà. Èíäåêñ IA(X) ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà X = Aν1 + . . . + Aνr ∈
A îòîáðàæåíèÿ f îòíîñèòåëüíî ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà A = Aµ1 + . . . + Aµp
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V ← ΦA0 ← Φ2A0 ← Φ3A0 ← Φ4A0 ← · · ·

↑

ΦA1 ← ΦA1+A0 ← ΦA1+2A0 ← ΦA1+3A0 ← · · ·
↑

Φ2A1 ← Φ2A1+A0 ← Φ2A1+2A0 ← · · ·
↑

Φ3A1 ← Φ3A1+A0 ← · · ·
↑ ↑

Φ4A1 ← · · ·

ΦA2 ← ΦA2+A0 ← ΦA2+2A0 ← ΦA2+3A0 ← · · ·
↑

ΦA2+A1 ← ΦA2+A1+A0 ← ΦA2+A1+2A0 ← · · ·
↑

ΦA2+2A1 ← ΦA2+2A1+A0 ← · · ·
↑ ↑

· · ·
↑

Φ2A2 ← Φ2A2+A0 ← Φ2A2+2A0 ← · · ·
↑
· · ·

ΦA3 ← ΦA3+A0 ← ΦA3+2A0 ← ΦA3+3A0 ← · · ·
↑

ΦA3+A1 ← ΦA3+A1+A0 ← ΦA3+A1+2A0 ← · · ·
↑ ↑ ↑

· · · · · ·

ΦA4 ← ΦA4+A0 ← ΦA4+2A0 ← ΦA4+3A0 ← · · ·
↑ ↑
· · · · · ·

Ðèñ. 1.3: Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ áàøíÿ ìóëüòèîñîáåííîñòåé óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî îòîá-
ðàæåíèÿ f : Mm → V n êîðàíãà ≤ 1, ãäå m ≤ n.
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âû÷èñëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
1) åñëè µ∗ = max{µ1, . . . , µp} > ν∗ = max{ν1, . . . , νr}, òî IA(X) = 0;
2) åñëè µ∗ ≤ ν∗, òî

IA(X) =
∑

νi=µ∗
IA−Aµ∗ (X − Aνi

) +
∑

νi>µ∗
IA−Aµ∗ (X − Aνi

+ Aνi−µ∗−1),

ãäå I0(Y ) = 1 äëÿ ëþáîãî Y ∈ A.
3.2.2. Çàìå÷àíèå. Åñëè l > 0, òî îñîáåííîñòü òèïà X îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f

ïðèìûêàåò ê îñîáåííîñòè òèïà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà IA(X) 6= 0. Åñëè l = 0 è
îòîáðàæåíèå f èìååò ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà X, òî óñëîâèå IA(X) 6= 0 ýêâèâàëåíòíî
òîìó, ÷òî ýòè ìóëüòèîñîáåííîñòè ïðèìûêàþò ê ìóëüòèîñîáåííîñòÿì òèïà A+kA0 äëÿ
íåêîòîðîãî öåëîãî k ≥ 0.

Òåîðåìà 3.2.1 ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îòíîñè-
òåëüíûõ èíäåêñîâ ìóëüòèîñîáåííîñòåé.

3.2.3. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü A = Aµ1 + . . . + Aµp, X = Aν1 + . . . + Aνr , ïðè÷åì
A 6= 0 è

µ∗ = max{µ1, . . . , µp} ≤ ν∗ = max{ν1, . . . , νr}.
Òîãäà èíäåêñ IA(X) ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà X îòîáðàæåíèÿ f îòíîñèòåëüíî
ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà A âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

IA(X) =
∑

(κ1,...,κp)

p∏
i=1

[
r∑

j=1

δκi
(νj)−

i−1∑
j=1

δκi
(κj) +

i−1∑
j=1

δκi
(κj − µj − 1)

]
,

ãäå âíåøíÿÿ ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì óïîðÿäî÷åííûì íàáîðàì öåëûõ ÷èñåë κ1, . . . , κp

òàêèõ, ÷òî µi ≤ κi ≤ ν∗, i = 1, . . . , p, à

δκ(t) =

{
1, åñëè t = κ ≥ 0;
0, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Äëÿ ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïîâ A = Aµ1 + . . . + Aµp è X = Aν1 + . . . + Aνr ìàëûõ
êîðàçìåðíîñòåé èíäåêñ IA(X) ìîæíî áûñòðî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè äåðåâà (óïîðÿ-
äî÷åííîé) ïàðû A ` X â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî µ1 ≥ . . . ≥ µp. Ýòî îðèåíòèðîâàííîå
äåðåâî, ðåáðà êîòîðîãî ñíàáæåíû öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè. Âåðøèíû îáî-
çíà÷àþòñÿ ýëåìåíòàìè ïîëóãðóïïû A (â òîì ÷èñëå è íóëåâûì). Êîðíåì ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíò X.

Îðèåíòàöèè ðåáåð îïðåäåëÿþòñÿ îðèåíòàöèÿìè öåïåé, âûõîäÿùèõ èç X è çàêàí-
÷èâàþùèõñÿ â êîíöåâûõ âåðøèíàõ äåðåâà. Äëèíà ëþáîé òàêîé öåïè (ò.å. êîëè÷åñòâî
åå ðåáåð) íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà p íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà
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A. Âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè i ≤ p îò êîðíÿ X, à òàêæå ðåáðà â íèõ âõî-
äÿùèå (âìåñòå ñ âåñàìè), îïðåäåëÿþòñÿ âåðøèíàìè, óäàëåííûìè îò X íà ðàññòîÿíèå
i− 1.

À èìåííî, èç âåðøèíû 0 ðåáðà íå âûõîäÿò. ×òîáû ïåðå÷èñëèòü ðåáðà, âûõîäÿùèå
èç ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû Y = Aκ1 + . . . + Aκs , îáîçíà÷èì ÷åðåç #(Aκ|Y ) ÷èñëî
ñëàãàåìûõ â Y , ðàâíûõ Aκ.

Ïóñòü âåðøèíà Y íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè i− 1 îò êîðíÿ X. Òîãäà:
1) åñëè #(Aµi

|Y ) > 0, òî èç âåðøèíû Y âûõîäèò ðåáðî ñ êîíöîì Y −Aµi
; âåñ ýòîãî

ðåáðà ðàâåí #(Aµi
|Y );

2) äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî κ > µi òàêîãî, ÷òî #(Aκ|Y ) > 0, èç âåðøèíû
Y âûõîäèò ðåáðî ñ êîíöîì Y − Aκ + Aκ−µi−1; åãî âåñ ðàâåí #(Aκ|Y ).

Íèêàêèå äðóãèå ðåáðà èç âåðøèíû Y íå âûõîäÿò.

3.2.4. Îïðåäåëåíèå. Èíäåêñîì öåïè äåðåâà ïàðû A ` X íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèå âåñîâ ðåáåð, ñîñòàâëÿþùèõ ýòó öåïü.

Èç òåîðåìû 3.2.1 î÷åâèäíî ïîëó÷àåì

3.2.5. Òåîðåìà. Èíäåêñ IA(X) ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà X îòíîñèòåëüíî ìó-
ëüòèîñîáåííîñòè òèïà A ðàâåí ñóììå èíäåêñîâ âñåõ öåïåé äåðåâà ïàðû A ` X,
êîòîðûå âûõîäÿò èç êîðíÿ X è èìåþò äëèíó, ðàâíóþ ÷èñëó p íåïðèâîäèìûõ êîì-
ïîíåíò ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà A.

3A3 + A0

↓ 3

2A3 + 2A0

↓ 2

A3 + 3A0

3 ↙ ↘ 1

A3 + 2A0 A2 + 3A0

↓ 2 ↓ 1 ↓ 3 ↓ 1

A3 + A0 A2 + 2A0 A2 + 2A0 A1 + 3A0

Ðèñ. 1.4: Äåðåâî ïàðû (2A2 + 2A0) ` (3A3 + A0) .

3.2.6. Ïðèìåð. Íà ðèñ. 1.4 (ñì. ñòð. 55) ïðåäñòàâëåíî äåðåâî ïàðû (2A2 + 2A0) `
(3A3 + A0). Âåðøèíû èçîáðàæåíû ïðÿìîóãîëüíèêàìè, ðåáðà � ñòðåëêàìè, ðÿäîì ñ
êîòîðûìè íàïèñàíû èõ âåñà. Äåðåâî èìååò ÷åòûðå öåïè äëèíû 4, âûõîäÿùèå èç êîðíÿ
3A3 +A0. Èõ èíäåêñû ðàâíû 3 ·2 ·3 ·2 = 36, 3 ·2 ·3 ·1 = 18, 3 ·2 ·1 ·3 = 18, 3 ·2 ·1 ·1 = 6,
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ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó

I2A2+2A0(3A3 + A0) = 36 + 18 + 18 + 6 = 78.

3.2.7. Ïðèìåð. Äåðåâî ïàðû pAµ ` rAµ, ãäå p ≤ r, ÿâëÿåòñÿ öåïüþ äëèíû p,
âûõîäÿùåé èç êîðíÿ rAµ. Âåñà ðåáåð ýòîé öåïè èçìåíÿþòñÿ íà 1 ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç
êàæäóþ âåðøèíó è ïðîáåãàþò âñå çíà÷åíèÿ îò r äî r − p + 1. Ïîýòîìó

IpAµ(rAµ) = p!

(
r

p

)
.

4 Êàíîíè÷åñêàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷àåì åñòåñòâåííóþ ñòðàòèôèêàöèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà≤ 1 ïî
òèïàì ìóëüòèîñîáåííîñòåé, êîòîðûå èìåþòñÿ ó ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â îáðàçàõ òî÷åê
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðè èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîì îòîáðàæåíèè. Îïè-
ñàíû îñîáåííîñòè ýòîé ñòðàòèôèêàöèè ñ òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìîâ îáúåìëþ-
ùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

4.1 Îñîáåííîñòè òèïà Sp
κ(l)

Ïóñòü Σ � ïðîèçâîëüíàÿ C∞-ñòðàòèôèêàöèÿ ãëàäêîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ V .
Ðàññìîòðèì öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå l, κ è p, òàêèå ÷òî l < n, p ≤ κ + 1 è

c = (κ− p)(l + 1) + l + p ≤ n.

Â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ñòðàòèôèêàöèè ãëàäêîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ îòíîñèòåëüíî íàáîðà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ (ñì. ðàçäåë 1.2).

4.1.1. Îïðåäåëåíèå. Ñòðàòèôèêàöèÿ Σ èìååò îñîáåííîñòü òèïà Sp
κ(l), p = 0, â

äàííîé òî÷êå y ∈ V , åñëè ðîñòîê (Σ, y) ýòîé ñòðàòèôèêàöèè â òî÷êå y äèôôåîìîðôåí
ðîñòêó â 0 ñòðàòèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâà Rn îòíîñèòåëüíî

1) (ïðè l > 0) îáðàçà óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî ñîáñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ f : Rn−l →
Rn êîðàíãà ≤ 1, èìåþùåãî â òî÷êå f(0) = 0 îñîáåííîñòü òèïà Aκ;

2) (ïðè l = 0) ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî ñîáñòâåí-
íîãî îòîáðàæåíèÿ f : Rn → Rn êîðàíãà ≤ 1, èìåþùåãî â òî÷êå f(0) = 0 ìóëüòèîñî-
áåííîñòü òèïà Aκ.

Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ 4.1.1 (êàê è êîððåêòíîñòü âñåõ îïðåäåëåíèé äàëåå, ãäå
èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ñòðàòèôèêàöèè ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ îòíîñèòåëüíî íàáîðà
çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ) ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.2.7.
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Ïóñòü òåïåðü p > 0. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rn ñ êîîðäèíàòàìè

(λ1, . . . , λp−1, λ̄p , . . . , λ̄κ, z̄),

ãäå λi ∈ R, λ̄j = (λ1,j, . . . , λ l+1,j) ∈ Rl+1, z̄ ∈ Rn−c, è ïîëîæèì

e1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Rl+1.

4.1.2. Îïðåäåëåíèå. Ñòðàòèôèêàöèÿ Σ èìååò îñîáåííîñòü òèïà Sp
κ(l), p > 0, â

òî÷êå y ∈ V , åñëè ðîñòîê (Σ, y) äèôôåîìîðôåí ðîñòêó â 0 ñòðàòèôèêàöèè ïðîñòðàí-
ñòâà Rn îòíîñèòåëüíî íàáîðà ñëåäóþùèõ ïîäìíîæåñòâ:

1) îáðàçà (ïðè l > 0) èëè ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé (ïðè l = 0) îòîáðàæå-
íèÿ f : Rn−l → Rn,

(λ1, . . . , λp−1, t, λ̄p+1 , . . . , λ̄κ, z̄) 7→ (λ1, . . . , λp−1, S(t, λ̄p+1 , . . . , λ̄κ), λ̄p+1 , . . . , λ̄κ, z̄),

ãäå t ∈ R è

S(t, λ̄p+1, . . . , λ̄κ) = e1t
κ−p+1 +

κ∑
i=p+1

λ̄i t
i−p

(âõîäèò â íàáîð òîëüêî ïðè p ≤ κ, åñëè l > 0, è ïðè p < κ, åñëè l = 0);
2) p ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé Hi, i = 1, . . . , p, ãäå Hi � îáðàç ñóæåíèÿ îòîáðàæå-

íèÿ f íà ãèïåðïëîñêîñòü t = −(λi + . . .+λp−1), åñëè i < p, è íà ãèïåðïëîñêîñòü t = 0,
åñëè i = p (âõîäÿò â íàáîð òîëüêî ïðè p ≤ κ);

3) p(p− 1)/2 ãèïåðïëîñêîñòåé

Πi,j : λi + . . . + λj−1 = 0, 1 ≤ i < j ≤ p

(âõîäÿò â íàáîð òîëüêî ïðè p > 1).

4.1.3. Çàìå÷àíèå. Äëÿ ëþáîãî κ îñîáåííîñòè òèïîâ Sκ
κ (0) è Sκ+1

κ (0) äèôôåî-
ìîðôíû (îñîáåííîñòè òèïà S1

1 (0) äèôôåîìîðôíû òàêæå îñîáåííîñòÿì òèïà S0
1 (0)).

Ðîñòîê (Σ, y) ñ îñîáåííîñòüþ òèïà S1
0 (l) â òî÷êå y ∈ V ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì ìíîãîîáðàçèÿ

V äëÿ ëþáîãî l.

×èñëî κ íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì âûðîæäåííîñòè îñîáåííîñòè òèïà Sp
κ(l). Ìíî-

æåñòâî (Sp
κ(l))Σ òî÷åê y ∈ V , â êîòîðûõ ñòðàòèôèêàöèÿ Σ èìååò îñîáåííîñòü òèïà

Sp
κ(l), ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè c â ìíîãîîáðàçèè V (íåçà-

ìêíóòûì è íåñâÿçíûì, âîîáùå ãîâîðÿ).

4.1.4. Çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäàÿ ïàðà (Hi, f), i = 1, . . . , p, èìååò
îñîáåííîñòü òèïà Bκ−p+1 â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äåéñòâèòåëüíî,

∂jS

∂(t + λi + . . . + λp−1)j

∣∣∣∣
t=λi=...=λp−1=0

=
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Ðèñ. 1.5: Îñîáåííîñòü òèïà S2
2 (0) ñòðàòèôèêàöèè ïëîñêîñòè.

=
∂jS

∂tj

∣∣∣∣
t=λi=...=λp−1=0

=

{
j ! , åñëè j = κ− p + 1;
j !λ̄p+j , åñëè 1 ≤ j ≤ κ− p.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî
Hi ∩ Πi,j = Hj ∩ Πi,j

äëÿ ëþáûõ 1 ≤ i < j ≤ p.

4.1.5. Ïðèìåð. Ïóñòü ðîñòîê ñòðàòèôèêàöèè äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ èìååò
îñîáåííîñòü òèïà S2

2 (0). Òîãäà ýòîò ðîñòîê äèôôåîìîðôåí ðîñòêó â 0 ñòðàòèôèêàöèè
ïëîñêîñòè R2 = {(λ1, λ2)} îòíîñèòåëüíî íàáîðà ñëåäóþùèõ òðåõ ïðÿìûõ:

λ2 = −λ1, λ2 = 0, λ1 = 0.

Ñòðàòû ýòîé ñòðàòèôèêàöèè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.5 (ñòð. 58). Ñðåäè íèõ èìååòñÿ 1

íóëüìåðíûé ñòðàò, 6 îäíîìåðíûõ è 6 äâóìåðíûõ (óêàçàííûå íà ðèñóíêå îáîçíà÷åíèÿ
íóæíû äëÿ ïðèìåðà 4.2.3).

4.1.6. Ïðèìåð. Ïóñòü ðîñòîê ñòðàòèôèêàöèè òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ èìååò
îñîáåííîñòü òèïà S2

2 (1). Òîãäà ýòîò ðîñòîê äèôôåîìîðôåí ðîñòêó â 0 ñòðàòèôèêàöèè
ïðîñòðàíñòâà R3 = {(λ1, λ1,2, λ2,2)} îòíîñèòåëüíî íàáîðà ñëåäóþùèõ ïîäìíîæåñòâ:

1) ïëîñêîñòè λ2,2 = 0;
2) ïðÿìîé λ1,2 = −λ1, λ2,2 = 0; ïðÿìîé λ1,2 = λ2,2 = 0;
3) ïëîñêîñòè λ1 = 0.
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Ðèñ. 1.6: Îñîáåííîñòü òèïà S2
2 (1) ñòðàòèôèêàöèè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ñòðàòû ïîëîæèòåëüíîé êîðàçìåðíîñòè ýòîé ñòðàòèôèêàöèè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.6
(ñòð. 59). Çäåñü 1 íóëüìåðíûé ñòðàò, 6 îäíîìåðíûõ è 8 äâóìåðíûõ (óêàçàííûå íà
ðèñóíêå îáîçíà÷åíèÿ íóæíû äëÿ ïðèìåðà 4.2.4).

4.1.7. Ïðèìåð. Ïóñòü ðîñòîê ñòðàòèôèêàöèè òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ èìååò
îñîáåííîñòü òèïà S2

3 (0). Òîãäà ýòîò ðîñòîê äèôôåîìîðôåí ðîñòêó â 0 ñòðàòèôèêàöèè
ïðîñòðàíñòâà R3 = {(λ1, λ2, λ3)} îòíîñèòåëüíî íàáîðà ñëåäóþùèõ ãëàäêèõ ïîâåðõíî-
ñòåé:

1) äèñêðèìèíàíòà λ2
3 + 4λ2 = 0 êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà t2 + λ3t− λ2;

2) ïîâåðõíîñòè λ2
1 − λ1λ3 − λ2 = 0; ïëîñêîñòè λ2 = 0;

3) ïëîñêîñòè λ1 = 0.
Â êîîðäèíàòàõ

x = λ1 − λ3

2
, y = −λ3

2
, z =

λ2
3

4
+ λ2

ýòè ïîâåðõíîñòè çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (ñîîòâåòñòâåííî)

z = 0, z = x2, z = y2, y = x.

Èõ îáúåäèíåíèå èçîáðàæåíî íà ðèñ. 1.7 (ñòð. 60). Èìååòñÿ 1 íóëüìåðíûé ñòðàò, 10

îäíîìåðíûõ è 22 äâóìåðíûõ (óêàçàííûå íà ðèñóíêå îáîçíà÷åíèÿ íóæíû äëÿ ïðèìåðà
2.4.4 â ãëàâå 2).

Çàôèêñèðóåì l è ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ àáåëåâó ïîëóãðóïïó ïî ñëîæåíèþ ñ îá-
ðàçóþùèìè Sp

κ = Sp
κ(l), ãäå κ, p � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì p ≤ κ + 1.
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Ðèñ. 1.7: Îñîáåííîñòü òèïà S2
3 (0) ñòðàòèôèêàöèè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

4.1.8. Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðàòèôèêàöèÿ Σ èìååò îñîáåííîñòü
òèïà S = Sp1

κ1
+ . . . + Spr

κr
â òî÷êå y ∈ V , åñëè ðîñòîê (Σ, y) äèôôåîìîðôåí ðîñòêó

â 0 ñòðàòèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâà Rn îòíîñèòåëüíî íàáîðà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ
Σi

j, i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , αi, òàêèõ, ÷òî:
1) äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , r ðîñòîê (Σi, 0) ñòðàòèôèêàöèè Σi ïðîñòðàíñòâà Rn îò-

íîñèòåëüíî íàáîðà ïîäìíîæåñòâ Σi
1, . . . , Σ

i
αi

èìååò îñîáåííîñòü òèïà Spi
κi

â 0;
2) ðîñòêè â 0 ìíîãîîáðàçèé (Sp1

κ1
)Σ1 , . . . , (Spr

κr
)Σr ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî â

íà÷àëå êîððäèíàò.

×èñëà κ1, . . . , κr íàçûâàþòñÿ ïîêàçàòåëÿìè âûðîæäåííîñòè îñîáåííîñòè òèïà S.
×èñëî

codim lS = (l + 1)
r∑

i=1

κi − l

r∑
i=1

pi + lr

íàçûâàåòñÿ êîðàçìåðíîñòüþ ýòîé îñîáåííîñòè.
Êîðàçìåðíîñòü îñîáåííîñòè íå ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòè n îáúåìëþùåãî ìíîãî-

îáðàçèÿ V . Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî S = Sp1
κ1

+ . . . + Spr
κr

ìíîæåñòâî SΣ òî÷åê
y ∈ V , â êîòîðûõ ñòðàòèôèêàöèÿ Σ èìååò îñîáåííîñòü òèïà S, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
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ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè codim lS â V . Ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ
SΣ ÿâëÿþòñÿ ñòðàòàìè ñòðàòèôèêàöèè Σ.

4.1.9. Ïðåäëîæåíèå. Åñëè C∞-ñòðàòèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ V èìååò ëèøü
îñîáåííîñòè òèïîâ Sp1

κ1
+ . . . + Spr

κr
, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñòðàòèôèêàöèåé Óèòíè.

Äåéñòâèòåëüíî, òàêàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò îáîèì óñëîâèÿì Óèòíè èç
îïðåäåëåíèÿ 1.2.2 ñîãëàñíî ëåììå 1.2.4.

4.2 Îñîáåííîñòè êàíîíè÷åñêîé ñòðàòèôèêàöèè

Ïóñòü f : Mm → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà
≤ 1, ãäå l = n − m ≥ 0. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A ∈ A òàêîé, ÷òî
A∞

f 6= ∅, è ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ΦA è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
îòîáðàæåíèå ϕA ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà A îòîáðàæåíèÿ f .

4.2.1. Îïðåäåëåíèå. Êàíîíè÷åñêîé ñòðàòèôèêàöèåé ìíîãîîáðàçèÿ ΦA íàçû-
âàåòñÿ åãî ðàçáèåíèå íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû (ñòðàòû) ïîëíûõ ïðîîáðàçîâ ϕ−1

A (Xf )

ìíîãîîáðàçèé Xf ïî âñåì òèïàì X ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ f .

Êàíîíè÷åñêàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ΦA ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, åãî C∞-ñòðà-
òèôèêàöèåé.

4.2.2. Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî A = Aµ1 + . . .+Aµp ∈ A êàíîíè÷åñêàÿ ñòðàòèôèêà-
öèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ΦA èìååò ëèøü îñîáåííîñòè òèïîâ Sp1

κ1
+ . . .+Spr

κr
, ãäå S i

κ = S i
κ(l).

À èìåííî, ïóñòü ξ ∈ ΦA. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f èìååò ìóëüòèî-
ñîáåííîñòü òèïà X = Aν1 + . . . + Aνr â òî÷êå y = ϕA(ξ). Òîãäà ñóùåñòâóåò îòîáðà-
æåíèå

α : I = {1, . . . , p} → J = {1, . . . , r}
òàêîå, ÷òî:

1) äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , r, ìíîæåñòâî α−1(j) ñîñòîèò èç pj ≥ 0 ýëåìåíòîâ è

κj = νj −
∑

i∈α−1(j)

µi ≥ pj − 1;

2) êàíîíè÷åñêàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ΦA èìååò â òî÷êå ξ îñîáåííîñòü
òèïà

S = Sp1
κ1

+ . . . + Spr
κr

(êîðàçìåðíîñòü ýòîé îñîáåííîñòè ðàâíà codim l X − codim lA).
Îáðàòíî, äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ α : I → J , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 1, ñó-

ùåñòâóåò òî÷êà ξ̃ ∈ ϕ−1
A (y), â êîòîðîé êàíîíè÷åñêàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ

ΦA èìååò îñîáåííîñòü òèïà S.
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Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4.4, äîêàçàííîãî â ðàçäåëå 4.4 íèæå.

4.2.3. Ïðèìåð. Ïóñòü f : R2 → R2 � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå
(îíî ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì êîðàíãà ≤ 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f èìååò ìóëüòèîñîáåí-
íîñòü òèïà A2 â íåêîòîðîé òî÷êå y ïðîñòðàíñòâà R2-îáðàçà (òàêîå îòîáðàæåíèå èìååò
ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà 3A0).

Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Φ2A0 è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîá-
ðàæåíèå ϕ2A0 ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà 2A0 îòîáðàæåíèÿ f . Êàíîíè÷åñêàÿ ñòðàòè-
ôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Φ2A0 èìååò îñîáåííîñòü òèïà S2

2 (0) â òî÷êå ξ = ϕ−1
2A0

(y).
Ðîñòîê ýòîé ñòðàòèôèêàöèè â òî÷êå ξ äèôôåîìîðôåí ðîñòêó ñòðàòèôèêàöèè

ïëîñêîñòè íà ðèñ. 1.5 (ñòð. 58). Ñòðàòû îáîçíà÷åíû òèïàìè ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîá-
ðàæåíèÿ f â îáðàçàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê ïðè îòîáðàæåíèè ϕ2A0 . Íóëüìåðíûé
ñòðàò A2 ïðèìûêàåò ê øåñòè îäíîìåðíûì ñòðàòàì òèïà A1 + A0 è ê øåñòè äâóìåð-
íûì ñòðàòàì òèïà 3A0 (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èçîáðàæåííûõ ïðÿìûõ îáúÿñíåí â
ïðèìåðå 4.4.2).

4.2.4. Ïðèìåð. Ïóñòü f : R4 → R5 � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæå-
íèå (îíî òàêæå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì êîðàíãà ≤ 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f èìååò
ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà A2 â íåêîòîðîé òî÷êå y ∈ R5.

Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Φ2A0 è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîá-
ðàæåíèå ϕ2A0 îñîáåííîñòåé òèïà 2A0 îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f . Êàíîíè÷åñêàÿ ñòðàòè-
ôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Φ2A0 èìååò îñîáåííîñòü òèïà S2

2 (1) â òî÷êå ξ = ϕ−1
2A0

(y).
Ðîñòîê ýòîé ñòðàòèôèêàöèè â òî÷êå ξ äèôôåîìîðôåí ðîñòêó ñòðàòèôèêàöèè

òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà ðèñ. 1.6 (ñòð. 59). Ñòðàòû ïîëîæèòåëüíîé êîðàçìåð-
íîñòè îáîçíà÷åíû çäåñü òèïàìè ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ f â îáðàçàõ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ òî÷åê ïðè îòîáðàæåíèè ϕ2A0 . Íóëüìåðíûé ñòðàò A2 ïðèìûêàåò ê øåñòè
îäíîìåðíûì ñòðàòàì òèïà A1 + A0 è ê âîñüìè äâóìåðíûì ñòðàòàì, ñðåäè êîòîðûõ 2
ñòðàòà òèïà A1 è 6 ñòðàòîâ òèïà 3A0 (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èçîáðàæåííûõ ïðÿìûõ
è ïëîñêîñòåé îáúÿñíåí â ïðèìåðå 4.4.3).

4.2.5. Òåîðåìà. Ïóñòü f : Mm → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðà-
æåíèå êîðàíãà ≤ 1, ãäå l = n−m ≥ 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî A ∈ A òàêîãî, ÷òî A∞

f 6= ∅,
êàíîíè÷åñêàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ΦA ìóëüòèîñî-
áåííîñòåé òèïà A îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿåòñÿ C∞-ñòðàòèôèêàöèåé Óèòíè.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.2.2 è ïðåäëîæåíèÿ 4.1.9.

4.3 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ñôîðìóëèðîâàíû íåêîòîðûå ïðîñòûå àëãåáðàè÷åñêèå ôàêòû, íåîá-
õîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.2.2.
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4.3.1. Ëåììà.
p∑

i=0

(−1)i

(
k + i

i

)(
r

p− i

)
=

(
r − k − 1

p

)
(1.5)

äëÿ ëþáûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ k, p, r òàêèõ, ÷òî k + p < r.

Äîêàçàòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â ñðàâíåíèè êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïå-
íÿõ ïåðåìåííîé t â ðÿäàõ (1 + t)r−k−1 è (1 + t)r(1 + t)−(k+1).

4.3.2. Çàìå÷àíèå. Ñîîòíîøåíèå (1.5) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôîðìóëû 5.24
â êíèãå [24].

Â ñëåäóþùèõ òðåõ ëåììàõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

P = e1t
d + qd−1 td−1 + . . . + q1t + q0

îò t ∈ R ñ âåêòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè q0, . . . , qd−1, e1 ∈ Rl+1, ãäå

e1 = (1, 0, . . . , 0).

4.3.3. Ëåììà. Ïóñòü t∗ � êîðåíü óðàâíåíèÿ P − q0 = 0. Òîãäà ëèáî t∗ = 0, ëèáî
t∗ � (íåíóëåâîé) êîðåíü óðàâíåíèÿ

P − q0

t
= 0

òîé æå êðàòíîñòè.

Ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

4.3.4. Ëåììà. Ïóñòü

Pµ = e1t
d−µ +

d−1∑
i=µ

qi t
i−µ, µ = 0, 1, . . . , d.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî µ < d ìíîãî÷ëåí

Rµ = e1v
d−µ−1 +

d−µ−2∑
i=0

1

(i + µ + 1)!

∂i+µ+1P

∂ti+µ+1
vi

îò v ∈ R ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Rµ =
1

µ!

d−µ−1∑

k=0

∂µPk+1

∂tµ
(v + t)k.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáûõ t∗ 6= 0 è k = 0, 1, . . . , d− µ− 1

∂µ

∂tµ

[
P − (qk tk + . . . + q1t + q0)

tk+1

]∣∣∣∣
t=t∗

=
µ!

k!

∂kRµ

∂vk

∣∣∣∣
v=−t∗

. (1.6)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

∂kRµ

∂vk

∣∣∣∣
v=−t

=

d−µ−1∑

i=k

i!

(i + µ + 1)!(i− k)!

∂i+µ+1P

∂ti+µ+1
(−t)i−k =

= k!

d−µ−1∑

i=k

(−1)i−k

(
i

i− k

) [
e1

(
d

i + µ + 1

)
td−µ−k−1 +

d−1∑
r=i+µ+1

(
r

i + µ + 1

)
qrt

r−µ−k−1

]
=

= k!

[
e1t

d−µ−k−1

d−µ−k−1∑
i=0

(−1)i

(
k + i

i

)(
d

i + µ + k + 1

)
+

+
d−1∑

r=µ+k+1

qrt
r−µ−k−1

r−µ−k−1∑
i=0

(−1)i

(
k + i

i

)(
r

i + µ + k + 1

)]
.

Îòñþäà ïî ôîðìóëå (1.5) ïîëó÷àåì

∂kRµ

∂vk

∣∣∣∣
v=−t

= k!

[(
d− k − 1

µ

)
e1t

d−µ−k−1 +

+
d−1∑

r=µ+k+1

(
r − k − 1

µ

)
qrt

r−µ−k−1

]
=

k!

µ!

∂µPk+1

∂tµ
.

Ëåììà 4.3.4 äîêàçàíà.

4.3.5. Ëåììà. Ïóñòü t∗ � íåíóëåâîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà P . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
êðàòíîñòü ýòîãî êîðíÿ ðàâíà µ + 1 è

∂µ

∂tµ

[
P − (qk tk + . . . + q1t + q0)

tk+1

]∣∣∣∣
t=t∗

= 0, k = 0, 1, . . . , r

äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî r < d− µ. Òîãäà q0 = . . . = qr = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, óêàçàííûå ðàâåíñòâà îïðåäåëÿþò ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ
óðàâíåíèé

∂µ

∂tµ

[qk

t
+ . . . +

q1

tk
+

q0

tk+1

]∣∣∣∣
t=t∗

= 0, k = 0, 1, . . . , r

ñ íåèçâåñòíûìè q0, . . . , qr. Ýòà ñèñòåìà èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

4.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.2

Ïóñòü f : Mm → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1,
ãäå l = n−m ≥ 0. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíòA = Aµ1+. . .+Aµp ∈
A òàêîé, ÷òî A∞

f 6= ∅.
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Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ΦA è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðà-
æåíèå ϕA ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà A îòîáðàæåíèÿ f . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
ξ íà ìíîãîîáðàçèè ΦA.

4.4.1. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f èìååò ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà
Aν â òî÷êå y = ϕA(ξ). Òîãäà

κp = ν −
p∑

i=1

µi ≥ p− 1

è ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû

(t, Qp
0, . . . , Q

p
κp−p−1, ū, z̄) ∈ Rm

íà ìíîãîîáðàçèè M ñ íà÷àëîì â òî÷êå x = f−1(y) è ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû

(t1, . . . , tp−1, Q
p
0, Q̄

p, z̄) ∈ Rnp , np = n− codim lA,

íà ìíîãîîáðàçèè ΦA ñ íà÷àëîì â òî÷êå ξ, ãäå

t, t1, . . . , tp−1 ∈ R, Q̄p = (Qp
1, . . . , Q

p
κp−p), Qp

i = (Qp
1,i, . . . , Q

p
l+1,i) ∈ Rl+1,

(z̄ è ū � âåêòîðû äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ) òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

1) Äëÿ ëþáûõ t1, . . . , tp−1, Q
p
0, Q̄

p, z̄, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íóëþ, ñóùåñòâóåò ū,
ãëàäêî çàâèñÿùåå îò t1, . . . , tp−1, Q

p
0, . . . , Q

p
κp−p, òàêîå, ÷òî ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè

ϕA(t1, . . . , tp−1, Q
p
0, Q̄

p, z̄) ∈ V

îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ f ñîäåðæèò òî÷êè

(t0 + . . . + ti, Q
p
0, . . . , Q

p
κp−p−1, ū, z̄) ∈ M, i = 0, . . . , p− 1,

ãäå
p−1∑
i=1

(ν − µ1 − . . .− µi − i + 1)ti + (ν + 1)t0 =

{
Qp

1,κp−p , åñëè κp ≥ p;
0, åñëè κp = p− 1.

2) Ðîñòîê ñòðàòà êàíîíè÷åñêîé ñòðàòèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèÿ ΦA â òî÷êå ξ

ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì â íóëå ñòðàòà ñòðàòèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâà Rnp îòíîñèòåëüíî
íàáîðà ñëåäóþùèõ ïîäìíîæåñòâ:

a) îáðàçà R(fp+1) (ïðè l > 0) èëè ìíîæåñòâà F(fp+1) (ïðè l = 0) êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ fp+1 : Rmp → Rnp,

(t1, . . . , tp, Q̄
p, z̄) 7→ (t1, . . . , tp−1,−Sp(tp, Q̄

p), Q̄p, z̄),
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ãäå mp = np − l,

Sp(tp, Q̄
p) = e1t

κp−p+1
p +

κp−p∑
i=1

Qp
i tip, e1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Rl+1

(âõîäèò â íàáîð òîëüêî ïðè p ≤ κp, åñëè l > 0, è ïðè p < κp, åñëè l = 0);
b) p ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé Hp

i , i = 1, . . . , p, ãäå Hp
i � îáðàç ñóæåíèÿ îòîáðàæå-

íèÿ fp+1 íà ãèïåðïëîñêîñòü ti + . . . + tp = 0 (âõîäÿò â íàáîð òîëüêî ïðè p ≤ κp);
c) p(p− 1)/2 ãèïåðïëîñêîñòåé

Πp
i,j : ti + . . . + tj−1 = 0, 1 ≤ i < j ≤ p

(âõîäÿò â íàáîð òîëüêî ïðè p > 1).
3) Ðîñòêè ìíîæåñòâ R(fp+1), F(fp+1), Hp

i , Πp
i,j â íóëå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïðî-

îáðàçàìè ðîñòêîâ ìíîæåñòâ

(A+ A0)∞f , (A+ A1)∞f , (A− Aµi
+ Aµi+1)∞f , (A− Aµi

− Aµj
+ Aµi+µj+1)∞f

â òî÷êå y, ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî ðîñòêà îòîáðàæåíèÿ ϕA â òî÷êå ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî p. Â ñëó÷àå p = 1 óòâåðæäåíèå
ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.3.1. Òåì íå ìåíåå, ìû ÷àñòè÷íî ïîâòîðèì ðàññóæäåíèå,
÷òîáû çàôèêñèðîâàòü îáîçíà÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé
p = 2, ïîñêîëüêó çäåñü ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé ýëåìåíò ðàññóæäåíèÿ. Íàêîíåö, ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî codim l Aν = n. Èç ëåììû 2.2.3 ñëåäóåò, ÷òî ýòî íå îãðàíè÷èò îáùíîñòè
íàøèõ ðàññóæäåíèé.

Ñëó÷àé p = 1. Â ïîäõîäÿùèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ M è V

ðîñòîê îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå ξ = x = x1 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(f, x1) : (Rm, 0) → (Rn, 0), (t0, q̄) 7→ (S(t0, q̄), q̄) ,

ãäå
t0 ∈ R, q̄ = (q1,1, . . . , q1,ν−1; q2,1, . . . , q2,ν ; . . . ; ql+1,1, . . . , ql+1,ν),

S(t0, q̄) =




tν+1
0 + 0 + q1,ν−1t

ν−1
0 + . . . + q1,1t0

0 + q2,νt
ν
0 + q2,ν−1t

ν−1
0 + . . . + q2,1t0

. . .

0 + ql+1,νt
ν
0 + ql+1,ν−1t

ν−1
0 + . . . + ql+1,1t0




∗

.

Ðîñòîê ïîäìíîãîîáðàçèÿ ΦAµ ⊆ M â ýòîé òî÷êå çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

∂S

∂t0
=

∂2S

∂t20
= . . . =

∂µS

∂tµ0
= 0
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(ïðèìåð 1.1.9). Íàáîð (Q1
0, . . . , Q

1
κ1−1) ∈ Rn1 , ãäå κ1 = ν − µ1, n1 = m− µ1(l + 1) è

Q1
i =

1

(i + µ1 + 1)!

∂i+µ1+1S

∂ti+µ1+1
0

, i = 0, . . . , κ1 − 1,

îïðåäåëÿåò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà ΦAµ1
(çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà

Q1
κ1−1 ðàâíà (ν + 1)t0).
Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ðîñòîê ïîäìíîãîîáðàçèÿ ΦAµ1+1 ⊂ ΦAµ1

â òî÷êå x1 çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì

H1
1 : Q1

0 = 0.

Íàáîð (t1, Q̄
1) ∈ Rm1 , ãäå m1 = n1− l è Q̄1 = (Q1

1, . . . , Q
1
κ1−1), îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòû

íà ìíîãîîáðàçèè ΦAµ1+A0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x2 = (x1, x1). Ðîñòîê îòîáðàæåíèÿ
f2 = [Aµ1 ](f) â òî÷êå x2 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(f2, x2) : (Rm1 , 0) → (Rn1 , 0), (t1, Q̄
1) 7→ (−S1(t1, Q̄

1), Q̄1
)
,

ãäå

S1(t1, Q̄
1) = e1t

κ1
1 +

κ1−1∑
i=1

Q1
i ti1

(ñì. ëåììó 2.2.2; äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t1, Q̄
1 òî÷êà (t0+t1, q̄) ∈ M , ãäå q̄ ãëàä-

êî çàâèñèò îò t1, Q̄
1, âõîäèò â ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè (ϕAµ1

◦f2)(t1, Q̄
1) îòíîñèòåëüíî

îòîáðàæåíèÿ f).
Ðîñòêè ìíîæåñòâ R(f2), F(f2) è H1

1 â íóëå ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, ïîëíûìè ïðîîá-
ðàçàìè ðîñòêîâ â òî÷êå y ìíîæåñòâ (Aµ1 + A0)∞f , (Aµ1 + A1)∞f è (Aµ1+1)∞f , ñîîòâåò-
ñòâåííî, îòíîñèòåëüíî ðîñòêà îòîáðàæåíèÿ ϕAµ1

â òî÷êå x1.

Ñëó÷àé p = 2. Ïóñòü ΦAµ = Φ1
Aµ

è ϕAµ = ϕ1
Aµ

. ×åðåç Φ2
Aµ

è ϕ2
Aµ

îáîçíà÷èì õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ìóëüòèîñîáåííîñòåé
òèïà Aµ îòîáðàæåíèÿ f2, ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ðîñòîê ïîäìíîãîîáðàçèÿ Φ2
Aµ2

= ΦAµ1+Aµ2
⊆ Φ2

A0
â òî÷êå ξ = x2. Â

ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (t1, Q̄
1) íà ìíîãîîáðàçèè Φ2

A0
îí çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

∂S1

∂t1
=

∂2S1

∂t21
= . . . =

∂µ2S1

∂tµ2

1

= 0.

Íàáîð (t1, Q
2
0, . . . , Q

2
κ2−2) ∈ Rn2 , ãäå κ2 = κ1 − µ2, n2 = m1 − µ2(l + 1) è

Q2
i =

1

(i + µ2 + 1)!

∂i+µ2+1S1

∂ti+µ2+1
1

, i = 0, . . . , κ2 − 2,

ñëóæèò ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè íà Φ2
Aµ2

(çàìåòèì, ÷òî Q2
κ2−2 = κ1t1e1 + Q1

κ1−1).
Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ðîñòîê ïîäìíîãîîáðàçèÿ Φ2

Aµ2+1
⊂ Φ2

Aµ2
â òî÷êå x2 çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì
H2

2 : Q2
0 = 0.
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Íàáîð (t1, t2, Q̄
2) ∈ Rm2 , ãäå m2 = n2 − l è Q̄2 = (Q2

1, . . . , Q
2
κ2−2), îïðåäåëÿåò êî-

îðäèíàòû íà ìíîãîîáðàçèè ΦAµ1+Aµ2+A0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè x3 = (x2, x2). Ðîñòîê
îòîáðàæåíèÿ f3 = [Aµ2 ](f2) â òî÷êå x3 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(f3, x3) : (Rm2 , 0) → (Rn2 , 0), (t1, t2, Q̄
2) 7→ (

t1,−S2(t2, Q̄
2), Q̄2

)
,

ãäå

S2(t2, Q̄
2) = e1t

κ2−1
2 +

κ2−2∑
i=1

Q2
i ti2

(ñì. ëåììó 2.2.2; äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t1, t2, Q̄
2 òî÷êà (t0 + t1 + t2, q̄) ∈ M , ãäå

q̄ ãëàäêî çàâèñèò îò t1, t2, Q̄
2, âõîäèò â ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè (ϕAµ1+Aµ2

◦f3)(t1, t2, Q̄
2)

îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ f).
Òåïåðü ðàññìîòðèì â Φ2

Aµ2
ðîñòîê â x2 ïîëíîãî ïðîîáðàçà ìíîãîîáðàçèÿ H1

1 îò-
íîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ϕ2

Aµ2
. Ñîãëàñíî ëåììå 4.3.3 îí ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò:

ðîñòêà ãèïåðïëîñêîñòè
Π2

1,2 : t1 = 0

è ðîñòêà ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ñîâïàäàþùåãî ñ çàìûêàíèåì ìíîãîîáðàçèÿ

∂µ2

∂tµ2

1

(
S1

t1

)
= 0.

Ïî ëåììå 4.3.4 (ôîðìóëà (1.6) ïðè k = 0 è µ = µ2) ðîñòîê ýòîãî çàìûêàíèÿ çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì

H2
1 : Q2

0 = −S2|t2=−t1 .

Îñòàåòñÿ äàòü èíâàðèàíòíîå îïèñàíèå ðîñòêîâ ãèïåðïîâåðõíîñòåé R(f3), F(f3),
H2

1, H2
2 è Π2

1,2 â íóëå.
Ðîñòêè R(f3), F(f3) è H2

2 ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïðîîáðàçàìè ðîñòêîâ â y ìíîæåñòâ

(Aµ1 + Aµ2 + A0)∞f , (Aµ1 + Aµ2 + A1)∞f è (Aµ1 + Aµ2+1)∞f ,

ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî ðîñòêà îòîáðàæåíèÿ ϕAµ1+Aµ2
â òî÷êå ξ. Ýòî ñëåäóåò

èç òîãî, ÷òî Q1
0 6= 0 ïî÷òè âî âñåõ òî÷êàõ îáðàçîâ ðîñòêîâ R(f3), F(f3), H2

2 ïðè
îòîáðàæåíèè ϕ2

Aµ2
(ò.å. îòîáðàæåíèå ϕ1

Aµ1
ÿâëÿåòñÿ èììåðñèåé ïî÷òè âñþäó).

Ðîñòêè H2
1 è Π2

1,2 ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïðîîáðàçàìè ðîñòêîâ â y ìíîæåñòâ

(Aµ1+1 + Aµ2)
∞
f è (Aµ1+µ2+1)∞f

ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî ðîñòêà (ϕAµ1+Aµ2
, ξ). Ïåðâîå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îáðàç

ðîñòêà H2
1 ïðè îòîáðàæåíèè ϕ2

Aµ2
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì Q1

0 = 0, ïðè÷åì Q1
1 6= 0 ïî÷òè

âñþäó íà ýòîì îáðàçå. Âòîðîå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî îáðàç ðîñòêà Π2
1,2 ïðè îòîáðàæå-

íèè ϕ2
Aµ2

çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Q1
0 = . . . = Q1

µ2
= 0, ïðè÷åì Q1

µ2+1 6= 0 ïî÷òè âî âñåõ
åãî òî÷êàõ.
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4.4.2. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f èç ïðèìåðà 4.2.3. Ðîñòêè ìíîæåñòâ
H2

1, H2
2, Π2

1,2 â òî÷êå x = x2 ïðè A = 2A0 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.5 (ñòð. 58). Îíè
ïðåäñòàâëåíû çäåñü òðåìÿ ïðÿìûìè.

4.4.3. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f èç ïðèìåðà 4.2.4. Ðîñòêè ìíîæåñòâ
R(f3), H2

1, H2
2, Π2

1,2 â òî÷êå x = x2 ïðè A = 2A0 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.6 (ñòð. 59).
ÌíîæåñòâîR(f3) ïðåäñòàâëåíî çäåñü ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ. Ìíîãîîáðàçèå Π2

1,2

èçîáðàæåíî âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ. Ìíîãîîáðàçèÿ H2
1 è H2

2 ïðåäñòàâëåíû ïðÿìû-
ìè, êîòîðûå ëåæàò â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè è òðàíñâåðñàëüíû âåðòèêàëüíîé.

Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû âûïîëíèëè (ïîñëåäîâàòåëüíî) Aµi
-ïðå-

îáðàçîâàíèÿ îòîáðàæåíèé fi, i = 1, . . . , p0 − 1 (f1 = f) è äîêàçàëè ïðåäëîæåíèå
4.4.1 äëÿ âñåõ p < p0. Âûïîëíèì òåïåðü Aµp0

-ïðåîáðàçîâàíèå îòîáðàæåíèÿ fp0 =

[Aµp0−1 ](fp0−1) è äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ p = p0. ×òîáû ñäåëàòü îáîçíà÷åíèÿ áîëåå
ïðîñòûìè ìû îïóñòèì èíäåêñ 0 ó ÷èñëà p0.

Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Φp
Aµ

è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðà-
æåíèå ϕp

Aµ
ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà Aµ îòîáðàæåíèÿ fp. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóê-

öèè íàáîð (t1, . . . , tp−1, Q̄
p−1) ∈ Rmp−1 , ãäå Q̄p−1 = (Qp−1

1 , . . . , Qp−1
κp−1−p+1), Qp−1

i ∈ Rl+1,
îïðåäåëÿåò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà ìíîãîîáðàçèè Φp

A0
ñ íà÷àëîì â òî÷êå ξ = xp =

(ϕp
A0

)−1(xp−1). Ðîñòîê ïîäìíîãîîáðàçèÿ Φp
Aµp

= ΦA ⊆ Φp
A0

â òî÷êå xp çàäàåòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè

∂Sp−1

∂tp−1

=
∂2Sp−1

∂t2p−1

= . . . =
∂µpSp−1

∂t
µp

p−1

= 0,

ãäå

Sp−1(tp−1, Q̄
p−1) = e1t

κp−1−p+2
p−1 +

κp−1−p+1∑
i=1

Qp−1
i tip−1.

Íàáîð (t1, . . . , tp−1, Q
p
0, . . . , Q

p
κp−p) ∈ Rnp , ãäå κp = κp−1 − µp, np = mp−1 − µp(l + 1) è

Qp
i =

1

(i + µp + 1)!

∂i+µp+1Sp−1

∂t
i+µp+1
p−1

, i = 0, . . . , κp − p,

ñëóæèò ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè íà Φp
Aµp

(çàìåòèì, ÷òî Qp
κp−p = (κp−1−p+2)tp−1e1+

Qp−1
κp−1−p+1).
Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ðîñòîê ïîäìíîãîîáðàçèÿ Φp

Aµp+1
⊂ Φp

Aµp
â òî÷êå xp çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì
Hp

p : Qp
0 = 0.

Íàáîð (t1, . . . , tp, Q̄
p) ∈ Rmp , ãäå mp = np − l è Q̄p = (Qp

1, . . . , Q
p
κp−p), îïðåäåëÿåò

êîîðäèíàòû íà ìíîãîîáðàçèè ΦAµ1+...+Aµp+A0 â îêðåñòíîñòè òî÷êè xp+1 = (xp, xp).
Ðîñòîê îòîáðàæåíèÿ fp+1 = [Aµp ](fp) â òî÷êå xp+1 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(fp+1, xp+1) : (Rmp , 0) → (Rnp , 0), (t1, . . . , tp, Q̄
p) 7→ (

t1, . . . , tp−1,−Sp(tp, Q̄
p), Q̄p

)
,
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ãäå

Sp(tp, Q̄
p) = e1t

κp−p+1
p +

κp−p∑
i=1

Qp
i tip

(ñì. ëåììó 2.2.2; äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t1, . . . , tp, Q̄
p òî÷êà (t0+. . .+tp, q̄) ∈ M ,

ãäå q̄ ãëàäêî çàâèñèò îò t1, . . . , tp, Q̄
p, âõîäèò â ïîëíûé ïðîîáðàç òî÷êè

(ϕAµ1+...+Aµp
◦ fp+1)(t1, . . . , tp, Q̄

p)

îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ f).
Òåïåðü ðàññìîòðèì â Φp

Aµp
ðîñòêè â xp ïîëíûõ ïðîîáðàçîâ ìíîãîîáðàçèé Hp−1

i , i =

1, . . . , p− 1 è Πp−1
i,j , 1 ≤ i < j ≤ p− 1 îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ϕp

Aµp
. Ðîñòêè ïîëíûõ

ïðîîáðàçîâ ìíîãîîáðàçèé Πp−1
i,j ÿâëÿþòñÿ ðîñòêàìè â íóëå ãèïåðïëîñêîñòåé

Πp
i,j : ti + . . . + tj−1 = 0,

ñîîòâåòñòâåííî. Ðîñòîê ïîëíîãî ïðîîáðàçà êàæäîãî ìíîãîîáðàçèÿ Hp−1
i ñîñòîèò èç

äâóõ êîìïîíåíò (ëåììà 4.3.3): ðîñòêà ãèïåðïëîñêîñòè

Πp
i,p : ti + . . . + tp−1 = 0

è ðîñòêà ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ñîâïàäàþùåãî ñ çàìûêàíèåì ìíîãîîáðàçèÿ

∂µp

∂(ti + . . . + tp−1)µp

(
Sp−1 − Sp−1|ti+...+tp−1=0

ti + . . . + tp−1

)
= 0.

Ïî ëåììå 4.3.4 (ôîðìóëà (1.6) ïðè k = 0 è µ = µp) ðîñòîê ýòîãî çàìûêàíèÿ çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì

Hp
i : Qp

0 = −Sp|ti+...+tp=0.

Îñòàåòñÿ òîëüêî äàòü èíâàðèàíòíîå îïèñàíèå ðîñòêîâ ìíîæåñòâ R(fp+1), F(fp+1),
Hp

i , i = 1, . . . , p, è Πp
i,j, 1 ≤ i < j ≤ p â íóëå.

Ïóñòü φα = ϕα+1
Aµα+1

◦ . . .◦ϕp
Aµp

, ãäå α = 1, . . . , p−1. Ðàññìîòðèì îáðàçû φα(R(fp+1)),
φα(F(fp+1)), φα(Hp

i ), φα(Πp
i,j) ðîñòêîâ ìíîæåñòâ R(fp+1), F(fp+1), Hp

i , Πp
i,j â íóëå ïðè

îòîáðàæåíèè φα.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Qα

0 6= 0 äëÿ ëþáîãî α ïî÷òè âî âñåõ òî÷êàõ ðîñòêîâ φα(R(fp+1))

è φα(F(fp+1)) (ò.å. îòîáðàæåíèå ϕα
Aµα

ÿâëÿåòñÿ èììåðñèåé ïî÷òè âñþäó). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ðîñòêè R(fp+1) è F(fp+1) ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïðîîáðàçàìè ðîñòêîâ â y ìíî-
æåñòâ

(A+ A0)∞f è (A+ A1)∞f ,

ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî ðîñòêà îòîáðàæåíèÿ ϕA â òî÷êå ξ.
Ðîñòîê Hp

i ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîîáðàçîì ðîñòêà â y ìíîæåñòâà

(A− Aµi
+ Aµi+1)∞f
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îòíîñèòåëüíî ðîñòêà îòîáðàæåíèÿ (ϕA, ξ). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Qα
0 6= 0 äëÿ ëþ-

áîãî α 6= i è Qα
0 = 0, Qα

1 6= 0 ïðè α = i ïî÷òè âñþäó íà φα(Hp
i ).

Íàêîíåö, ðîñòîê Πp
i,j ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîîáðàçîì ðîñòêà â y ìíîæåñòâà

(A− Aµi
− Aµj

+ Aµi+µj+1)∞f

(îòíîñèòåëüíî ðîñòêà (ϕA, ξ)). Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ïî÷òè âñþäó íà φα(Πp
i,j)

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå:
1) Qα

0 6= 0 äëÿ ëþáîãî α = j, . . . , p− 1;
2) ÷èñëî tα = −(ti + . . . + tα−1) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì êîðíåì êðàòíîñòè µj + 1

óðàâíåíèÿ Qα
0 = −Sα(tα, Q̄α) ïðè α = i + 1, . . . , j − 1; â ÷àñòíîñòè Qα

0 6= 0;
3) Qα

0 = . . . = Qα
µj

= 0, Qα
µj+1 6= 0 ïðè α = i;

4) Qα
0 6= 0 äëÿ ëþáîãî α = 1, . . . , i− 1.

Ñâîéñòâà 1�4 ïðîâåðÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî. À èìåííî, ñâîéñòâî 1 î÷åâèäíî. Ñâîé-
ñòâî 2 äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî óáûâàþùåìó α.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè α = j−1 ñâîéñòâî 2 ñïðàâåäëèâî ïî îïðåäåëåíèþ. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ÷èñëî tα = −(ti + . . . + tα−1) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì êîðíåì êðàòíîñòè µj + 1

óðàâíåíèÿ Qα
0 = −Sα(tα, Q̄α). Òîãäà ïî ëåììàì 4.3.4 è 4.3.5 ïðè

P = Sα−1 + Qα−1
0 , µ = µα, Rµ = Sα + Qα

0 , v = tα, t∗ = ti + . . . + tα−1, r = µj

÷èñëî tα−1 = −(ti + . . . + tα−2) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè µj + 1 óðàâíåíèÿ

Qα−1
0 = −Sα−1(tα−1, Q̄

α−1).

Åñëè α > i + 1, òî ýòîò êîðåíü íå ðàâåí íóëþ ïî÷òè âî âñåõ òî÷êàõ ðîñòêà φα−1(Π
p
i,j).

Ñâîéñòâî 3 ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 2 ïðè α = i + 1 è ëåìì 4.3.4 è 4.3.5 ïðè

P = Si + Qi
0, µ = µi+1, Rµ = Si+1 + Qi+1

0 , v = ti+1, t∗ = ti, r = µj.

Èç ñâîéñòâà 3 íåìåäëåííî ñëåäóåò ñâîéñòâî 4.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåíèå 4.4.1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

4.4.4. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f èìååò ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà
X = Aν1 + . . .+Aνr â òî÷êå y = ϕA(ξ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, . . . , xr ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
òî÷êè èç f−1(y) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî f èìååò â ýòèõ òî÷êàõ îñîáåííîñòè òèïîâ
Aν1 , . . . , Aνr , ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà íàéäåòñÿ ðàçáèåíèå

I =
r⋃

j=1

Ij

ìíîæåñòâà I = {1, . . . , p} íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà Ij òàêèå,
÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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1) Äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , r ìíîæåñòâî Ij ñîñòîèò èç pj ≥ 0 ÷èñåë, óïîðÿäî÷åííûõ
ïî âîçðàñòàíèþ, ïðè÷åì

κj = νj −
∑
i∈Ij

µi ≥ pj − 1.

2) Íà ìíîãîîáðàçèè ΦA ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû

(Λ̄1, . . . , Λ̄r, z̄) ∈ Rn−codim lA

ñ íà÷àëîì â òî÷êå ξ, ãäå

Λ̄j = (λ̄j
0, Λ

j), λ̄j
0 = (λj

1,0, . . . , λ
j
l+1,0) ∈ Rl+1,

Λj = (qj
1,1, . . . , q

j
1,νj−1; q

j
2,1, . . . , q

j
2,νj

; . . . ; qj
l+1,1, . . . , q

j
l+1,νj

) ∈ Rνj(l+1)−1,

åñëè pj = 0, è

Λ̄j = (λj
1, . . . , λ

j
pj−1, λ̄

j
pj

, Λj), Λj = (λ̄j
pj+1, . . . , λ̄

j
κj

), λj
i ∈ R, λ̄j

i ∈ Rl+1,

åñëè pj > 0 (z̄ � âåêòîð äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ), òàêèå, ÷òî ðîñòîê â òî÷êå
ξ ñòðàòà êàíîíè÷åñêîé ñòðàòèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèÿ ΦA ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì â íóëå
ñòðàòà ñòðàòèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâà Rn−codim lA îòíîñèòåëüíî íàáîðà Σ1, . . . , Σr

ñëåäóþùèõ ïîäìíîæåñòâ.
Åñëè pj = 0, òî Σj � îáðàç R(fj) (ïðè l > 0) èëè ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ

çíà÷åíèé F(fj) (ïðè l = 0) îòîáðàæåíèÿ fj : Rm−codim lA → Rn−codim lA,

(Λ̄1, . . . , Λ̄j−1; tj, Λ
j; Λ̄j+1, . . . , Λ̄r, z̄)

7→ (Λ̄1, . . . , Λ̄j−1; Sj(tj, Λ
j), Λj; Λ̄j+1, . . . , Λ̄r, z̄),

ãäå tj ∈ R è

Sj(tj, Λ
j) =




t
νj+1
j + 0 + qj

1,νj−1t
νj−1
j + . . . + qj

1,1tj

0 + qj
2,νj

t
νj

j + qj
2,νj−1t

νj−1
j + . . . + qj

2,1tj

. . .

0 + qj
l+1,νj

t
νj

j + qj
l+1,νj−1t

νj−1
j + . . . + qj

l+1,1tj




∗

.

Åñëè pj > 0, òî Σj � íàáîð, ñîñòîÿùèé èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:
a) îáðàçà R(fj) (ïðè l > 0) èëè ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé F(fj) (ïðè

l = 0) îòîáðàæåíèÿ fj : Rm−codim lA → Rn−codim lA,

(Λ̄1, . . . , Λ̄j−1; λj
1, . . . , λ

j
pj−1, tj, Λ

j; Λ̄j+1, . . . , Λ̄r, z̄)

7→ (Λ̄1, . . . , Λ̄j−1; λj
1, . . . , λ

j
pj−1, Sj(tj, Λ

j), Λj; Λ̄j+1, . . . , Λ̄r, z̄),
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ãäå tj ∈ R è

Sj(tj, Λ
j) = e1t

κj−pj+1
j +

κj∑
i=pj+1

λ̄j
i t

i−pj

j

(âõîäèò â íàáîð òîëüêî ïðè pj ≤ κj, åñëè l > 0, è ïðè pj < κj, åñëè l = 0);
b) pj ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé Hj

i , i = 1, . . . , pj, ãäå Hj
i îáðàç ñóæåíèÿ îòîáðàæå-

íèÿ fj íà ãèïåðïëîñêîñòü tj = −(λj
i + . . . + λj

pj−1), åñëè i < pj, è íà ãèïåðïëîñêîñòü
tj = 0, åñëè i = pj (âõîäÿò â íàáîð òîëüêî ïðè pj ≤ κj);

c) pj(pj − 1)/2 ãèïåðïëîñêîñòåé Πj
i,k, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè

λj
i + . . . + λj

k−1 = 0, 1 ≤ i < k ≤ pj

(âõîäÿò â íàáîð òîëüêî ïðè pj > 1).
3) Ðîñòêè ìíîæåñòâ R(fj), F(fj), Hj

i , Πj
i,k â íóëå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïðîîáðà-

çàìè ðîñòêîâ ìíîæåñòâ

(Aj + A0)∞(f,xj)
, (Aj + A1)∞(f,xj)

, (Aj − Aµ(i,j)
+ Aµ(i,j)+1)∞(f,xj)

,

(Aj − Aµ(i,j)
− Aµ(k,j)

+ Aµ(i,j)+µ(k,j)+1)∞(f,xj)

â òî÷êå y, ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî ðîñòêà îòîáðàæåíèÿ ϕA â òî÷êå ξ.
Çäåñü Aj =

∑
s∈Ij

Aµ(s,j)
, èíäåêñ (s, j) ÿâëÿåòñÿ s-ì ÷èñëîì â íàáîðå Ij, à (f, xj) �

ðîñòîê îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå xj.
4) Ðîñòêè îáúåäèíåíèé

⋃r
j=1R(fj) è

⋃r
j=1F(fj) â íóëå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïðî-

îáðàçàìè ðîñòêîâ ìíîæåñòâ

(A+ A0)∞f è (A+ A1)∞f

â òî÷êå y, ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî ðîñòêà îòîáðàæåíèÿ ϕA â òî÷êå ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî codim l X = n. Èç ëåììû 2.2.3
ñëåäóåò, ÷òî ýòî íå îãðàíè÷èò îáùíîñòè íàøèõ ðàññóæäåíèé.

Èòàê, êàê õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [22]), ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû

(Ȳ 1, . . . , Ȳ r) ∈ Rn

íà ìíîãîîáðàçèè V ñ íà÷àëîì â òî÷êå y, ãäå

Ȳ j = (ȳj, Y j), ȳj ∈ Rl+1,

Y j = (qj
1,1, . . . , q

j
1,νj−1; q

j
2,1, . . . , q

j
2,νj

; . . . ; qj
l+1,1, . . . , q

j
l+1,νj

) ∈ Rνj(l+1)−1,

òàêèå, ÷òî ðîñòîê (f, xj) îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå xj, j = 1, . . . , r, ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì â
íóëå òðèâèàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ

(Ȳ 1, . . . , Ȳ j−1; tj, Yj; Ȳ
j+1, . . . , Ȳ r) 7→ (Ȳ 1, . . . , Ȳ j−1; gj(tj, Yj); Ȳ

j+1, . . . , Ȳ r)
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îòîáðàæåíèÿ
gj : (tj, Y

j) 7→ (Sj(tj, Y
j), Y j),

ãäå tj ∈ R è

Sj(tj, Y
j) =




t
νj+1
j + 0 + qj

1,νj−1t
νj−1
j + . . . + qj

1,1tj

0 + qj
2,νj

t
νj

j + qj
2,νj−1t

νj−1
j + . . . + qj

2,1tj

. . .

0 + qj
l+1,νj

t
νj

j + qj
l+1,νj−1t

νj−1
j + . . . + qj

l+1,1tj




∗

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå A = A1 + . . .+Ar, Aj ∈ A, è ëîêàëü-
íûå êîîðäèíàòû

(Λ̄1, . . . , Λ̄r) ∈ Rn−codim lA, Λ̄j ∈ Rνj(l+1)+l−codim lAj

,

íà ìíîãîîáðàçèè ΦA ñ íà÷àëîì â òî÷êå ξ òàêèå, ÷òî ðîñòîê â ξ ñòðàòà êàíîíè÷åñêîé
ñòðàòèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèÿ ΦA ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì â íóëå ïåðåñå÷åíèÿ ïîäìíîæåñòâ
∆1, . . . , ∆r â Rn−codim lA, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

åñëè Aj = 0, òî Λ̄j = Ȳ j; ìíîæåñòâî ∆j � öèëèíäð, ó êîòîðîãî íàïðàâëÿþ-
ùåé ñëóæèò ìíîãîîáðàçèå ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà Aνj

îòîáðàæåíèÿ gj (â {Λ̄j}-
ïðîñòðàíñòâå), à îáðàçóþùèå çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Λ̄j = const;

åñëè Aj 6= 0, òî Λ̄j � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ìíîãîîá-
ðàçèè Φj ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà Aj îòîáðàæåíèÿ gj; ìíîæåñòâî ∆j � öèëèíäð, ó
êîòîðîãî íàïðàâëÿþùåé ñëóæèò ðîñòîê â íóëå ñòðàòà êàíîíè÷åñêîé ñòðàòèôèêàöèè
ìíîãîîáðàçèÿ Φj, à îáðàçóþùèå çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Λ̄j = const.

Òåïåðü ïðåäëîæåíèå 4.4.4 ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4.1.

Òåîðåìà 4.2.2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèÿ 4.4.4.
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5 Ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè
ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé
óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1

Ïóñòü Σ - êîíå÷íîìåðíîå êëåòî÷íîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî èìååò
êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ãðóïïû öåëî÷èñëåííûõ ãîìîëîãèé ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿ-
ìè. Òîãäà ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé χ(Σ) ïðîñòðàíñòâà Σ íàçûâàåòñÿ ñóììà

χ(Σ) =
∑

i

(−1)ibi(Σ),

ãäå bi(Σ) � ðàíã i-é ãðóïïû åãî ãîìîëîãèé (i-å ÷èñëî Áåòòè).
Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü Σ � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî äîïóñêàåò êîíå÷íóþ C∞-ñòðàòèôèêàöèþ Óèòíè Σ =

Σ1∪ . . .∪Σk. Òîãäà îïðåäåëåíà ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîæåñòâà Σ è êàæäîãî åãî
ñòðàòà Σi, i = 1, . . . , k. Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ôîðìóëà

χ(Σ) =
k∑

i=1

(−1)dimΣiχ(Σi) (1.7)

(ñì., íàïðèìåð, [85]). Ýòà ôîðìóëà ëåæèò â îñíîâå òåîðèè [21] èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå.

5.1 Îñíîâíàÿ ôîðìóëà

Ïóñòü f : Mm → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1,
ãäå l = n − m ≥ 0. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A
òàêîé, ÷òî

codim lA = (l + 1)

p∑
i=1

µi + pl ≤ n.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Af ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà A îòîáðàæåíèÿ f è îáú-
åäèíåíèå A∞

f ìíîãîîáðàçèé (A+kA0)f ïî âñåì öåëûì k ≥ 0. Âîçüìåì çàìûêàíèÿ Af

è A∞
f ìíîãîîáðàçèé Af è A∞

f â îáúåìëþùåì ìíîãîîáðàçèè V .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A∞

f 6= ∅, è ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ΦA
ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà A îòîáðàæåíèÿ f . Åñëè ìíîæåñòâî A∞

f êîìïàêòíî, òî ìíî-
ãîîáðàçèå ΦA çàìêíóòî è îïðåäåëåíà ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χf (X) = χ(Xf ) ìíî-
ãîîáðàçèÿ Xf ìóëüòèîñîáåííîñòåé ëþáîãî òèïà X ∈ A òàêîãî, ÷òî Xf ⊆ A∞

f .

5.1.1. Òåîðåìà. Ïóñòü l > 0 è ìíîæåñòâî Af êîìïàêòíî. Òîãäà ýéëåðîâà õà-
ðàêòåðèñòèêà χ(ΦA) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ΦA îñîáåííîñòåé òèïà A
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îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè χf (X) ìíîãî-
îáðàçèé Xf , X ∈ A îñîáåííîñòåé, ïðèìûêàþùèõ ê îñîáåííîñòÿì òèïà A, ïî ôîð-
ìóëå

(−1)codim lA χ(ΦA) =
∑
X

(−1)codim l XIA(X)χf (X). (1.8)

5.1.2. Òåîðåìà. Ïóñòü l = 0 è ìíîæåñòâî A∞
f êîìïàêòíî. Òîãäà ýéëåðîâà õà-

ðàêòåðèñòèêà χ(ΦA) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ΦA ìóëüòèîñîáåííîñòåé
òèïà A îòîáðàæåíèÿ f âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè χf (X) ìíî-
ãîîáðàçèé Xf , X ∈ A ìóëüòèîñîáåííîñòåé, ïðèìûêàþùèõ ê ìóëüòèîñîáåííîñòÿì
òèïîâ A+ kA0, ãäå k ≥ 0, ïî ôîðìóëå (1.8).

Ýòè óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç òåîðåì 3.1.2, 3.1.7, 4.2.5 è ôîðìóëû (1.7).
5.1.3. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü l > 0, ìíîãîîáðàçèå Af èìååò íå÷åòíóþ ðàçìåðíîñòü

è ìíîæåñòâî Af êîìïàêòíî. Òîãäà ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè χf (X) ìíîãîîáðàçèé
Xf , X ∈ A îñîáåííîñòåé îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f , ïðèìûêàþùèõ ê îñîáåííîñòÿì
òèïà A, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

∑
X

(−1)codim l XIA(X)χf (X) = 0. (1.9)

5.1.4. Ñëåäñòâèå.Ïóñòü l = 0, ìíîãîîáðàçèå A∞
f èìååò íå÷åòíóþ ðàçìåðíîñòü

è ìíîæåñòâî A∞
f êîìïàêòíî. Òîãäà ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè χf (X) ìíîãîîáðàçèé

Xf , X ∈ A ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ f , ïðèìûêàþùèõ ê ìóëüòèîñîáåí-
íîñòÿì òèïîâ A+ kA0, ãäå k ≥ 0, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (1.9).

Ýòè óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç òåîðåì 5.1.1, 5.1.2 è òîãî ôàêòà, ÷òî ïðè óêàçàííûõ
óñëîâèÿõ χ(ΦA) = 0 (ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ëþáîãî ãëàäêîãî çàìêíóòîãî íå÷åòíî-
ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíà íóëþ).

5.1.5. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óñòîé÷èâîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : Mm → V n êî-
ðàíãà ≤ 1, ãäå M � çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå è l = n−m > 0.

1) Ãðàíèöà ìíîãîîáðàçèÿ îñîáåííîñòåé òèïà A0 ìíîæåñòâà f(M) ñîñòîèò èç âñåõ
îñîáåííîñòåé êîðàçìåðíîñòè áîëüøå l (ñì. ïðèìåð 1.3.4). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî íå÷åò-
íîãî m ôîðìóëà (1.9) è òåîðåìà 3.2.5 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ ìåæäó
ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâà f(M):

χf (A0) = (−1)l+1
∑

codim lX > l

(−1)codim lX r(X) χf (X),

ãäå r(X) � ÷èñëî r íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ó îñîáåííîñòåé òèïà X = Aν1 + . . .+Aνr .
2) Ãðàíèöà ìíîãîîáðàçèÿ îñîáåííîñòåé òèïà 2A0 ñîñòîèò èç âñåõ îñîáåííîñòåé

êîðàçìåðíîñòè áîëüøå 2l. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî n ≥ 3 èìååì:

2χf (2A0) = −
∑

codim lX > 2l

(−1)codim lX [r2(X)−#(A0|X)] χf (X).
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Çäåñü #(A0|Aν1 + . . . + Aνr) � êîëè÷åñòâî èíäåêñîâ i ∈ {1, . . . , r} òàêèõ, ÷òî νi = 0.
5.1.6. Ïðèìåð. Ïóñòü f : Mn → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà

≤ 1 è M � çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî n è äëÿ ëþáîãî
öåëîãî k > 0 ôîðìóëà (1.9) (ïðè A = kA0) è ïðèìåð 3.2.7 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó
ñîîòíîøåíèþ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííî-
ñòåé îòîáðàæåíèÿ f :

k!
∑

r≥k

(
r

k

)
χf (rA0) = −

∑

codim X > 0, deg X≥ k

(−1)codim X IkA0(X) χf (X).

Åñëè ìíîãîîáðàçèå V çàìêíóòî, òî ýòî ðàâåíñòâî âåðíî è ïðè k = 0.
Â äàëüíåéøåì, ðàäè óïðîùåíèÿ ãðîìîçäêèõ âûðàæåíèé â òàêèõ ôîðìóëàõ, ìû

èñïîëüçóåì áîëåå ïðîñòîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè χf (X) ìíîãî-
îáðàçèÿ Xf . À èìåííî, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (k1Aµ1 + . . .+kpAµp)f ,
ãäå k1, . . . , kp íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, à µ1, . . . , µp ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç χ(

k1,...,kp
µ1,...,µp).

5.2 Âû÷èñëåíèå ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýéëåðîâûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé îáðàçà
îòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî á�îëüøåé ðàçìåðíîñòè

Äàëåå ÷åðåç 〈l〉 ∈ Z2 îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2 â êîëüöå öåëûõ
÷èñåë, ñîäåðæàùèé ÷èñëî l.

5.2.1. Òåîðåìà. Ïóñòü f : Mm → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå êî-
ðàíãà ≤ 1, ìíîãîîáðàçèå M çàìêíóòî è l = n−m > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

1) Äëÿ ëþáîãî A ∈ A \ {0} òàêîãî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Af îñîáåííîñòåé òèïà
A îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f èìååò íå÷åòíóþ ðàçìåðíîñòü, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
χf (A) ìíîãîîáðàçèÿ Af ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

χf (A) =
∑
X

K
〈l〉
A (X)χf (X) (1.10)

(ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè) ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χf (X) ÷åòíîìåð-
íûõ ìíîãîîáðàçèé Xf îñîáåííîñòåé òèïîâ X ∈ A, ó êîòîðûõ codim l X ∈ [codim lA+

1, n]. Åñëè ìíîãîîáðàçèå V çàìêíóòî, òî ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ A = 0.
2) Êàæäûé êîýôôèöèåíò K

〈l〉
A (X) â ôîðìóëå (1.10) çàâèñèò òîëüêî îò A, X è

îò ÷åòíîñòè ÷èñëà l (ò.å. íå çàâèñèò îò f è òîïîëîãèè ìíîãîîáðàçèé M, V ). À
èìåííî,

K
〈l〉
A (X) =

s∑
i=0

(−1)iP
〈l〉
i (A, X), (1.11)
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ãäå s = (codim l X − codim lA− 1)/2, à P
〈l〉
i (A, X) ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé âèäà

i∏
j=0

IYj
(Yj+1)

IYj
(Yj)

ïî âñåì óïîðÿäî÷åííûì íàáîðàì (Y0, Y1, . . . , Yi+1) ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû A òàêèì,
÷òî Y0 = A, Yi+1 = X è

codim lA < codim l Y1 < . . . < codim l Yi < codim l X,

codim l Y1 ≡ . . . ≡ codim l Yi ≡ codim lA (mod 2) .

3) Äëÿ ëþáûõ A è X òàêèõ, ÷òî codim l X ïðåâûøàåò codim lA íà íå÷åòíîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ñóùåñòâóåò öåëîå r ≥ 0 òàêîå, ÷òî ÷èñëî K

〈l〉
A (X)2r öåëîå.

4) Ñïèñêè ôîðìóë (1.10) äëÿ âñåâîçìîæíûõ A ∈ A\{0} ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
c = codim lA ïðèâåäåíû â ñëåäóþùèõ òàáëèöàõ: â òàáëèöå 1 ïðè c ≤ 6l + 2 â ñëó÷àå
íå÷åòíîãî l è íå÷åòíîãî n ≤ 6l + 3; â òàáëèöå 2 ïðè c ≤ 7l + 2 â ñëó÷àå ÷åòíîãî l

è íå÷åòíîãî n ≤ 7l + 3; â òàáëèöå 3 ïðè c ≤ 6l + 1 â ñëó÷àå íå÷åòíîãî l è ÷åòíîãî
n ≤ 6l + 2; â òàáëèöå 4 ïðè c ≤ 7l + 3 â ñëó÷àå ÷åòíîãî l è ÷åòíîãî n ≤ 7l + 4.

5) Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(f(M)) îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé

χ(f(M)) =
∑
X

K〈l〉(X)χf (X) (1.12)

ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χf (X) ÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Xf îñîáåííîñòåé òè-
ïîâ X ∈ A, ãäå codim l X ≤ n. Êàæäûé êîýôôèöèåíò K〈l〉(X) ýòîé êîìáèíàöèè
çàâèñèò òîëüêî îò X è îò ÷åòíîñòè ÷èñëà l. À èìåííî,

K〈l〉(X) = 1−
∑
A

K
〈l〉
A (X),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì íåíóëåâûì ýëåìåíòàì A ïîëóãðóïïû A òàêèì, ÷òî
codim lA < codim l X è codim lA ≡ n + 1 (mod 2).

6) Ôîðìóëà (1.12) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
ïðè íå÷åòíîì l è íå÷åòíîì n ≤ 6l + 3,

χ(f(M)) = χ(1
0) + 1

2
[χ(1

1)− 4χ(3
0)] + χ(1

2) + χ(1,2
1,0) + 16χ(5

0)

− 1
4
[3χ(1

3) + 32χ(1,2
2,0) + 18χ(2,1

1,0) + 128χ(1,4
1,0) + 1088χ(7

0)]

+ 1
4
[38χ(1

4) + 176χ(1,2
3,0) + 128χ(1,1,1

2,1,0) + 89χ(3
1)

+ 928χ(1,4
2,0) + 624χ(2,3

1,0) + 4384χ(1,6
1,0) + 31744χ(9

0)] ;

(1.13)

ïðè ÷åòíîì l è íå÷åòíîì n ≤ 7l + 3,

χ(f(M)) =
1

2
χ(1

1) +
1

4
[χ(1

3)− χ(3
1) + χ(1

5)] ; (1.14)
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ïðè íå÷åòíîì l è ÷åòíîì n ≤ 6l + 2,

χ(f(M)) = − χ(2
0) + 5χ(4

0)− 2χ(1,1
2,0)− χ(2

1)− 6χ(1,3
1,0)− 61χ(6

0)

+ 7χ(1,1
3,0) + 5χ(1,1

2,1) + 40χ(1,3
2,0)

+ 25χ(2,2
1,0) + 180χ(1,5

1,0) + 1385χ(8
0) ;

(1.15)

ïðè ÷åòíîì l è ÷åòíîì n ≤ 7l + 4,

χ(f(M)) = χ(1
0) + χ(2

0) + χ(3
0) + χ(4

0)− χ(2
1) + χ(5

0)− χ(2,1
1,0) + χ(6

0)

+ χ(1
4)− χ(2,2

1,0) + χ(7
0) + χ(1,1

4,0) + χ(1,1
3,1) + χ(2

2)− χ(2,3
1,0) + χ(8

0)

+ χ(1,2
4,0) + χ(1,1,1

3,1,0) + χ(2,1
2,0) + 2χ(1,2

2,1)− χ(2,4
1,0) + χ(9

0) .

(1.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (1.1) è íàïèøåì ñîîòíîøåíèå (1.9)
äëÿ êàæäîãî òèïà A îñîáåííîñòåé îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f òàêîãî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå
Af îñîáåííîñòåé ýòîãî òèïà èìååò íå÷åòíóþ ðàçìåðíîñòü. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ
ñèñòåìà îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, íåèçâåñòíûìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ýéëåðîâû
õàðàêòåðèñòèêè âñåõ ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâà f(M).

Ýòà ñèñòåìà ëåãêî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â òðåóãîëüíîì âèäå îòíîñèòåëüíî ýéëåðîâûõ
õàðàêòåðèñòèê íå÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé (íåîáõîäèìî ëèøü ïðà-
âèëüíî çàíóìåðîâàòü óðàâíåíèÿ è íåèçâåñòíûå). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ýéëåðîâû õàðàê-
òåðèñòèêè ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå. Ôîðìóëû, ïðèâåäåííûå â ïóíêòàõ
4 è 6 òåîðåìû 5.2.1, ïîëó÷åíû ïóòåì ðåøåíèÿ óêàçàííîé ñèñòåìû íà êîìïüþòåðå ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà ïðîãðàìì "Mathematica".

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3 ïðèâåäåíî â êîíöå ðàçäåëà 5.5.

5.2.2. Çàìå÷àíèå. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5.2.1, ìíîãîîáðàçèå M

èìååò ÷åòíóþ ðàçìåðíîñòü è χ(M) � åãî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà. Òîãäà ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà χf (A0) ìíîãîîáðàçèÿ (A0)f íåîñîáûõ òî÷åê îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f

ðàâíà ñóììå χ(M) è ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (ñ êîýôôèöèåíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò
M, V è f) ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê ÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ìíî-
æåñòâà f(M), êîðàçìåðíîñòü êîòîðûõ âûøå l (òåîðåìà 5.1.1 ïðè A = A0). Ïîýòîìó
ôîðìóëû (1.13) è (1.16) ìîæíî ïåðåïèñàòü, ñîîòâåòñòâåííî, â âèäå

χ(f(M)) = χ(M) + 1
2
[χ(1

1) + 2χ(3
0)]− χ(1,2

1,0)− 9χ(5
0)

+ 1
4
[5χ(1

3) + 20χ(1,2
2,0) + 10χ(2,1

1,0) + 80χ(1,4
1,0) + 620χ(7

0)]

− 1
4
[22χ(1

4) + 112χ(1,2
3,0) + 80χ(1,1,1

2,1,0) + 55χ(3
1) + 564χ(1,4

2,0)

+ 372χ(2,3
1,0) + 2584χ(1,6

1,0) + 18116χ(9
0)]

(1.17)
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(íàïîìíèì, ÷òî çäåñü l è n íå÷åòíûå, n ≤ 6l + 3) è

χ(f(M)) = χ(M)− χ(2
0)− 2χ(3

0) + χ(1
2)− 3χ(4

0) + χ(1,1
2,0) + χ(2

1)− 4χ(5
0)

+ χ(1,2
2,0) + 2χ(2,1

1,0)− 5χ(6
0)− 2χ(1

4) + χ(1,3
2,0) + 3χ(2,2

1,0)− 6χ(7
0)

− 3χ(1,1
4,0)− 4χ(1,1

3,1)− 3χ(2
2) + χ(1,4

2,0) + 4χ(2,3
1,0)− 7χ(8

0)

− 4χ(1,2
4,0)− 5χ(1,1,1

3,1,0)− 4χ(2,1
2,0)− 7χ(1,2

2,1)

+ χ(1,5
2,0) + 5χ(2,4

1,0)− 8χ(9
0)

(1.18)

(çäåñü l è n ÷åòíûå, n ≤ 7l + 4).

5.2.3. Çàìå÷àíèå. Ïðè n = 3, l = 1 ðàâåíñòâî (1.17) äàåò èçâåñòíóþ ôîðìóëó
Èçóìèè-Ìàðàðà [73]:

χ(f(M)) = χ(M) +
1

2
χf (A1) + χf (3A0).

5.3 Âû÷èñëåíèå ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýéëåðîâûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé
îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè

Ïóñòü f : Mn → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A òàêîé, ÷òî

codimA = µ1 + . . . + µp ≤ n.

Åñëè M � çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìóì df ÷èñëà òî÷åê â ïîëíîì
ïðîîáðàçå f−1(y) ïî âñåì y ∈ V . Â ýòîì ñëó÷àå ñòåïåíü

degA = codimA+ p

ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà A îòîáðàæåíèÿ f íå ïðåâîñõîäèò df .

5.3.1. Òåîðåìà.Ïóñòü f : Mn → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà
≤ 1, ãäå M � çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Äëÿ ëþáîãî A ∈ A \ {0} òàêîãî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Af ìóëüòèîñîáåííîñòåé
òèïà A îòîáðàæåíèÿ f èìååò íå÷åòíóþ ðàçìåðíîñòü, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
χf (A) ìíîãîîáðàçèÿ Af ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

χf (A) =
∑
X

K0
A(X)χf (X) (1.19)
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(ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè) ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χf (X) ÷åòíîìåð-
íûõ ìíîãîîáðàçèé Xf ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïîâ X ∈ A, ó êîòîðûõ codim X ∈
[codimA+ 1, n] è deg X ∈ [degA, df ]. Åñëè ìíîãîîáðàçèå V çàìêíóòî, òî óêàçàííîå
ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ A = 0.

2) Êàæäûé êîýôôèöèåíò K0
A(X) â ôîðìóëå (1.19) çàâèñèò òîëüêî îò A è X

(ò.å. íå çàâèñèò îò f è òîïîëîãèè ìíîãîîáðàçèé M, V ). À èìåííî,

K0
A(X) =

∑
i≥0

(−1)iP 0
i (A, X), (1.20)

ãäå P 0
i (A, X) ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé âèäà

i∏
j=0

IYj
(Yj+1)

IYj
(Yj)

ïî âñåì óïîðÿäî÷åííûì íàáîðàì (Y0, Y1, . . . , Yi+1) ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû A òàêèì,
÷òî Y0 = A, Yi+1 = X,

codimA ≤ codim Y1 ≤ . . . ≤ codim Yi < codim X,

codim Y1 ≡ . . . ≡ codim Yi ≡ codimA (mod 2) ,

degA ≤ deg Y1 ≤ . . . ≤ deg Yi ≤ deg X,

ïðè÷åì åñëè codim Yj+1 = codim Yj äëÿ íåêîòîðîãî j = 0, . . . , i−1, òî íàéäåòñÿ öåëîå
ïîëîæèòåëüíîå k ≤ deg Yj+2 − deg Yj òàêîå, ÷òî Yj+1 = Yj + kA0.

3) Äëÿ ëþáûõ A è X òàêèõ, ÷òî codim X ïðåâûøàåò codimA íà íå÷åòíîå ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî, ñóùåñòâóåò öåëîå r ≥ 0 òàêîå, ÷òî ÷èñëî K0

A(X)2r öåëîå. Êðîìå
òîãî,

K0
A+kA0

(X + kA0) = K0
A(X)

ïðè âñåõ öåëûõ k ≥ 0.
4) Ñïèñêè ôîðìóë (1.19) äëÿ âñåâîçìîæíûõ A ∈ A \ {0} ïðè c = codimA ≤ 5

ïðèâåäåíû â òàáëèöå 5 äëÿ íå÷åòíîãî n ≤ 5 è â òàáëèöå 6 äëÿ ÷åòíîãî n ≤ 6.
5) Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(f(M)) îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé
χ(f(M)) =

∑
X

K0(X)χf (X) (1.21)

ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χf (X) ÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé Xf ìóëüòèîñîáåííî-
ñòåé òèïîâ X ∈ A, ãäå codim X ≤ n, à deg X ≤ df . Êàæäûé êîýôôèöèåíò K0(X)

ýòîé êîìáèíàöèè çàâèñèò òîëüêî îò X. À èìåííî,

K0(X) = 1−
∑
A

K0
A(X),
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ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì íåíóëåâûì ýëåìåíòàì A ïîëóãðóïïû A òàêèì, ÷òî
codimA < codim X, degA ≤ deg X è codimA ≡ n + 1 (mod 2).

6) Ôîðìóëà (1.21) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
ïðè íå÷åòíîì n ≤ 5,

χ(f(M)) =
1

2
χ(1

1)−
1

4

[
χ(3

1)− χ(1
3)

]
+

1

4
[2χ(5

1) + χ(1
5)] ; (1.22)

ïðè ÷åòíîì n ≤ 6,

χ(f(M)) =
∑
k≥1

χ(k
0) +

∑
k≥0

[
− χ(2,k

1,0)

+ 5χ(4,k
1,0) + 2χ(1,2,k

2,1,0) + χ(2,k
2,0) + χ(1,1,k

3,1,0) + χ(1,k
4,0)

− 61χ(6,k
1,0)− 28χ(1,4,k

2,1,0)− 13χ(2,2,k
2,1,0)− 6χ(3,k

2,0)

− 17χ(1,3,k
3,1,0)− 8χ(1,1,1,k

3,2,1,0)− 5χ(2,k
3,0)− 11χ(1,2,k

4,1,0)

− 5χ(1,1,k
4,2,0)− 7χ(1,1,k

5,1,0)− 4χ(1,k
6,0)

]

(1.23)

(çíà÷åíèÿ k â ñóììàõ ñïðàâà íå ïðåâûøàþò df ).
Âñ¼ â ýòîé òåîðåìå, êðîìå óòâåðæäåíèÿ 3, ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóë (1.2)

è (1.9) àíàëîãè÷íî òåîðåìå 5.2.1. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3 ïðèâåäåíî â êîíöå
ðàçäåëà 5.5.

5.3.2. Çàìå÷àíèå. Åñëè ìíîãîîáðàçèÿ V çàìêíóòî, òî

χ(V ) = χ(V \ f(M)) + (−1)nχ(f(M)).

Ïîýòîìó ôîðìóëà (1.22) ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû äëÿ χ(k
0) â òàáëèöå 5 ïðè k = 0.

5.3.3. Çàìå÷àíèå. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5.3.1 è n ÷åòíîå. Òîãäà ýé-
ëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(M) ìíîãîîáðàçèÿ M ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýéëå-
ðîâûõ õàðàêòåðèñòèê ÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ
f ñ êîýôôèöèåíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò M, V è f (òåîðåìà 5.1.2). Â ÷àñòíîñòè, ïðè
n ≤ 6 èç ôîðìóë òàáëèöû 6 ïîëó÷àåì:

χ(M) =
∑
k≥1

kχ(k
0) +

∑
k≥0

[
− (k + 2)χ(2,k

1,0)− χ(1,k
2,0)

+ (5k + 20)χ(4,k
1,0) + (2k + 9)χ(1,2,k

2,1,0) + (k + 4)χ(2,k
2,0)

+ (k + 5)χ(1,1,k
3,1,0) + (k + 3)χ(1,k

4,0)

− (61k + 366)χ(6,k
1,0)− (28k + 173)χ(1,4,k

2,1,0)− (13k + 82)χ(2,2,k
2,1,0)

− (6k + 39)χ(3,k
2,0)− (17k + 101)χ(1,3,k

3,1,0)− (8k + 48)χ(1,1,1,k
3,2,1,0)

− (5k + 28)χ(2,k
3,0)− (11k + 61)χ(1,2,k

4,1,0)− (5k + 29)χ(1,1,k
4,2,0)

− (7k + 36)χ(1,1,k
5,1,0)− (4k + 21)χ(1,k

6,0)
]

(1.24)
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(çíà÷åíèÿ k â ñóììàõ ñïðàâà íå ïðåâûøàþò df ). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.24), ìîæíî
ïåðåïèñàòü (1.23) â âèäå:

χ(f(M)) = χ(M)− ∑
k≥2

(k − 1)χ(k
0) +

∑
k≥0

[
(k + 1)χ(2,k

1,0) + χ(1,k
2,0)

− (5k + 15)χ(4,k
1,0)− (2k + 7)χ(1,2,k

2,1,0)− (k + 3)χ(2,k
2,0)

− (k + 4)χ(1,1,k
3,1,0)− (k + 2)χ(1,k

4,0)

+ (61k + 305)χ(6,k
1,0) + (28k + 145)χ(1,4,k

2,1,0)

+ (13k + 69)χ(2,2,k
2,1,0) + (6k + 33)χ(3,k

2,0)

+ (17k + 84)χ(1,3,k
3,1,0) + (8k + 40)χ(1,1,1,k

3,2,1,0)

+ (5k + 23)χ(2,k
3,0) + (11k + 50)χ(1,2,k

4,1,0)

+ (5k + 24)χ(1,1,k
4,2,0) + (7k + 29)χ(1,1,k

5,1,0) + (4k + 17)χ(1,k
6,0)

]
.

(1.25)

5.3.4. Çàìå÷àíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ÷åòíîå l > 0. Òîãäà

K0
A(X) = K

〈l〉
A (X)

ïðè âñåõ A è X òàêèõ, ÷òî codim X ïðåâûøàåò codimA íà íå÷åòíîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ÷èñåë K

〈l〉
A (X) òàêæå ñïðàâåäëèâà âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ

3 òåîðåìû 5.3.1. Âñå ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè A è X ôèêñèðîâàíû, à ðàçìåðíîñòü
n äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ, òî ÷èñëà K0

A(X), K
〈l〉
A (X) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåì ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé (1.9) ñ ïîìîùüþ îäèíàêîâûõ ìèíîðîâ ìàòðèö êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèç-
âåñòíûõ (ïðè ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè óðàâíåíèé è íåèçâåñòíûõ).

Àíàëîãè÷íî,
K0(X) = K〈l〉(X)

äëÿ âñåõ X ∈ A \ {0}. Ïîýòîìó ôîðìóëû (1.14), (1.16) è (1.18) ñëåäóþò èç ôîðìóë
(1.22), (1.23) è (1.25), ñîîòâåòñòâåííî. Ôîðìóëû â òàáëèöàõ 2 è 4 ñëåäóþò èç ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ôîðìóë òàáëèö 5 è 6.

5.4 Íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 ìåæäó ýéëåðîâûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé
îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè

Ïóñòü f : Mn → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1, ïðè÷åì
ìíîãîîáðàçèå M çàìêíóòî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A = k1Aµ1 + . . . +
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kpAµp ∈ A, ãäå µ1, . . . , µp � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. ×åðåç
#(Aµ|A), êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èì ÷èñëî ñëàãàåìûõ â A, ðàâíûõ Aµ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî codimA = n − 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî
k ôîðìóëà (1.19) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:

χf (A+ kA0) =
1

2
[#(A1|A) + 1][χf (A+ A1 + (k − 2)A0) + χf (A+ A1 + kA0)]

+
∑

ki>0

[#(Aµi+1|A) + 1]χf (A− Aµi
+ Aµi+1 + (k − 1)A0)

+
∑

ki>0,kj>0,j>i

[#(Aµi+µj+1|A) + 1]χf (A− Aµi
− Aµj

+ Aµi+µj+1 + kA0)

+
1

2

∑

ki>1

[#(A2µi+1|A) + 1]χf (A− 2Aµi
+ A2µi+1 + kA0) (1.26)

(â ñëó÷àå A = 0 è k = 0 íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü çàìêíóòîñòü ìíîãîîáðàçèÿ V ). Ìû
ïîëàãàåì çäåñü, ÷òî χf (A + A1 + (k − 2)A0) = 0, åñëè k < 2, è χf (A− Aµi

+ Aµi+1 +

(k − 1)A0) = 0, åñëè k < 1.

5.4.1. Çàìå÷àíèå. Ðàâåíñòâî (1.26) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîîòíîøåíèå èíöèäåíò-
íîñòè â ãðàôå, îáðàçîâàííîì èçîëèðîâàííûìè ìóëüòèîñîáåííîñòÿìè è îäíîñâÿçíûìè
êðèâûìè, ñîñòîÿùèìè èç ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà A+ kA0 îòîáðàæåíèÿ f .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå V ñâÿçíî. Òîãäà ñòåïåíè âñåõ ìóëüòèîñî-
áåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ f èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü, ðàâíóþ ÷åòíîñòè ìàêñèìóìà
df ÷èñëà òî÷åê â ïîëíîì ïðîîáðàçå f−1(y) ïî âñåì y ∈ V .

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà A ïîëóãðóïïû A îïðåäåëèì ñóììû χ∞f (A) è χ̂f (A) ýéëå-
ðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χf (A+ kA0) ïî âñåì öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì k, ñðàâíèìûì ñ
degA+ df ïî ìîäóëþ 2 è ïî ìîäóëþ 4, ñîîòâåòñòâåííî. Ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà (1.26)
ïî âñåì öåëûì k ≥ 0, ñðàâíèìûì ñ degA+ df ïî ìîäóëþ 4, ïîëó÷èì:

χ̂f (A) =
1

2
[#(A1|A) + 1] χ∞f (A+ A1) +

∑

ki>0

[#(Aµi+1|A) + 1] χ̂f (A− Aµi
+ Aµi+1)

+
∑

ki>0,kj>0,j>i

[#(Aµi+µj+1|A) + 1] χ̂f (A− Aµi
− Aµj

+ Aµi+µj+1)

+
1

2

∑

ki>1

[#(A2µi+1|A) + 1] χ̂f (A− 2Aµi
+ A2µi+1) (1.27)

(â ñëó÷àå A = 0 ìíîãîîáðàçèå V äîëæíî áûòü çàìêíóòûì).

5.4.2. Òåîðåìà.Ïóñòü f : Mn → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà
≤ 1, ìíîãîîáðàçèå M çàìêíóòî, à ìíîãîîáðàçèå V ñâÿçíî. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò
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A = k1Aµ1 + . . . + kpAµp ∈ A, ãäå µ1, . . . , µp � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå
öåëûå ÷èñëà è codimA = n− 1. Òîãäà

[#(A1|A) + 1] χ∞f (A+ A1) ≡
∑

ki>1

[#(A2µi+1|A) + 1] χ̂f (A− 2Aµi
+ A2µi+1) (1.28)

ïî ìîäóëþ 2.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ôîðìóëû (1.27) (â ñëó÷àå n = 1 íåîáõîäèìî âçÿòü
îäíîòî÷å÷íóþ êîìïàêòèôèêàöèþ ìíîãîîáðàçèÿ V , åñëè îíî íå çàìêíóòî).

5.4.3. Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëû (1.27) è (1.28) ñîõðàíÿòñÿ, åñëè îïðåäåëèòü χ̂f (X)

(äëÿ âñåõ X ∈ A îäíîâðåìåííî) êàê ñóììó ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χf (X + kA0)

ïî âñåì öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì k, ñðàâíèìûì ñ deg X + df + 2 ïî ìîäóëþ 4. Â
÷àñòíîñòè, â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.4.2, ñóììà

∑

ki>1

[#(A2µi+1|A) + 1] χ∞f (A− 2Aµi
+ A2µi+1)

ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì.

5.4.4. Ïðèìåð. Ïóñòü n = 1 è A = 0. Òîãäà èç ôîðìóëû (1.28) ïîëó÷àåì

χ∞f (A1) ≡ 0 (mod 2).

Ýòî õîðîøî èçâåñòíî: ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè Ìîðñà íà îäíîìåðíîì ãëàä-
êîì çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè ÷åòíî.

5.4.5. Ïðèìåð. Ïóñòü A = Aµ1 + . . . + Aµp , ãäå µ1, . . . , µp ïîïàðíî ðàçëè÷íû,
µ1 > 1, . . . , µp > 1 è µ1 + . . .+µp = n−1. Òîãäà χ∞f (A+A1) ≡ 0 (mod 2). Â ÷àñòíîñòè,
åñëè n ≥ 3, òî

χ∞f (An−1 + A1) ≡ 0 (mod 2).

5.4.6. Ïðèìåð. Ïóñòü n íå÷åòíîå, n ≥ 3 è A = (n− 1)A1. Òîãäà

χ∞f (nA1) ≡ χ̂f (A3 + (n− 3)A1) (mod 2).

5.4.7. Ïðèìåð. Ïóñòü n íå÷åòíîå, n ≥ 3 è A = 2A(n−1)/2. Òîãäà

χ∞f (2A(n−1)/2 + A1) ≡ χ̂f (An) (mod 2).

Èç òåîðåìû 5.3.1 ìîæíî ïîëó÷àòü è äðóãèå ñëåäñòâèÿ.

5.4.8. Òåîðåìà.Ïóñòü f : Mn → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà
≤ 1, ìíîãîîáðàçèå M çàìêíóòî, à ìíîãîîáðàçèå V ñâÿçíî. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò
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A = k1Aµ1 + . . . + kpAµp ∈ A, ãäå µ1, . . . , µp � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå
öåëûå ÷èñëà è codimA = n− 2. Òîãäà

[#(A1|A) + 1]χ∞f (A+ A1) +
∑

ki>1

[#(A2µi+1|A) + 1]χ̂f (A− 2Aµi
+ A2µi+1) ≡

≡ [#(A2|A) + 1]χ∞f (A+ A2)

+
∑

ki>1

[#(A2µi+1|A) + 1][#(A1|A) + 1]χ∞f (A− 2Aµi
+ A2µi+1 + A1)

+
∑

ki>0

[#(Aµi+2|A) + 1]χ∞f (A− Aµi
+ Aµi+2)

+
∑

ki>1

[#(A2µi+2|A) + 1]χ̂f (A− 2Aµi
+ A2µi+2)

+
∑

ki>1,kj>1,j>i

[#(A2µi+1|A) + 1][#(A2µj+1|A) + 1]χ̂f (A− 2Aµi
− 2Aµj

+ A2µi+1 + A2µj+1)

+
∑

ki>3

(
#(A2µi+1|A) + 2

2

)
χ̂f (A− 4Aµi

+ 2A2µi+1)

+
∑

ki>2

[#(A3µi+2|A) + 1]χ̂f (A− 3Aµi
+ A3µi+2)

+
∑

ki>0,kj>1,j 6=i

[#(Aµi+2µj+2|A) + 1]χ̂f (A− Aµi
− 2Aµj

+ Aµi+2µj+2)

ïî ìîäóëþ 2.

Ìû íå áóäåì â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü ýòî óòâåðæäåíèå è, ïîýòîìó, íå ïðèâî-
äèì çäåñü åãî äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî ïðè n = 3 è A = A1 èç òåîðåìû
5.4.8 è ïðèìåðà 5.4.5 ñëåäóåò, ÷òî χ∞f (A3) ≡ 0 (mod 2). Ýòî õîðîøî èçâåñòíî: ÷èñëî
ëàñòî÷êèíûõ õâîñòîâ íà êîìïàêòíîì âîëíîâîì ôðîíòå îáùåãî ïîëîæåíèÿ â òðåõìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå ÷åòíî.

Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 5.3.1 ìû ïîëó÷èì êëàññè÷åñêóþ ôîð-
ìóëó Òîìà, îïèñûâàþùóþ ÷åòíîñòü ÷èñëà ñáîðîê Óèòíè îòîáðàæåíèÿ îáùåãî ïîëî-
æåíèÿ äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â äâóìåðíîå.

Ïóñòü f : Mn → V n � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1, ìíîãîîáðàçèå
M çàìêíóòî è n ≤ 6 ÷åòíîå. Òîãäà èç ôîðìóë (1.23) è (1.24) âûòåêàþò ñëåäóþùèå
ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ 2:

χ(f(M)) ≡ ∑
k≥1

χ(k
0) +

∑
k≥0

[
χ(2,k

1,0) + χ(4,k
1,0) + χ(2,k

2,0) + χ(1,1,k
3,1,0) + χ(1,k

4,0)

+ χ(6,k
1,0) + χ(2,2,k

2,1,0) + χ(1,3,k
3,1,0) + χ(2,k

3,0) + χ(1,2,k
4,1,0) + χ(1,1,k

4,2,0) + χ(1,1,k
5,1,0)

]
,
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χ(M) ≡ ∑
k≥1

kχ(k
0) +

∑
k≥0

[
kχ(2,k

1,0) + χ(1,k
2,0)

+ kχ(4,k
1,0) + χ(1,2,k

2,1,0) + kχ(2,k
2,0) + (k + 1)χ(1,1,k

3,1,0) + (k + 1)χ(1,k
4,0)

+ kχ(6,k
1,0) + χ(1,4,k

2,1,0) + kχ(2,2,k
2,1,0) + χ(3,k

2,0) + (k + 1)χ(1,3,k
3,1,0)

+ kχ(2,k
3,0) + (k + 1)χ(1,2,k

4,1,0) + (k + 1)χ(1,1,k
4,2,0) + kχ(1,1,k

5,1,0) + χ(1,k
6,0)

]

(çíà÷åíèÿ k â ñóììàõ ñïðàâà íå ïðåâûøàþò df ).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå N ñâÿçíî. Òîãäà óêàçàííûå ñðàâíåíèÿ

ïðèâîäÿò ê ôîðìóëå:

χ(M) ≡ df χ(f(M)) + χ∞f (A2) + χ∞f (A2 + 2A1) + χ∞f (A3 + A1)

+ χ∞f (A2 + 4A1) + χ∞f (3A2) + χ∞f (A3 + 3A1) + χ∞f (A4 + A2) + χ∞f (A6) (mod 2).

Çäåñü df χ(f(M)) ≡ df χ(V ) ïî ìîäóëþ 2, åñëè ìíîãîîáðàçèå N çàìêíóòî. Òàêèì
îáðàçîì, â ñëó÷àå n = 2 ïîëó÷àåì:

5.4.9. Ñëåäñòâèå ([101],[78]). Ïóñòü M,V � ãëàäêèå çàìêíóòûå äâóìåðíûå
ìíîãîîáðàçèÿ è f : M → V � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìíîãîîáðàçèå V ñâÿçíî. Òîãäà ÷åòíîñòü ÷èñëà C = χ∞f (A2) îñîáåííîñòåé òèïà
A2 (ñáîðîê Óèòíè) îòîáðàæåíèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

C ≡ χ(M) + df χ(V ) (mod 2).

5.5 Ïîëíîòà ñèñòåì ñîîòíîøåíèé (1.10) è (1.19)

Ïóñòü W � ìíîæåñòâî âñåõ óñòîé÷èâûõ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé êîðàíãà ≤ 1 ãëàä-
êèõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé â ãëàäêèå çàìêíóòûå ìíîãîîáðàçèÿ íåñòðîãî áîëüøåé
ðàçìåðíîñòè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëàññ îòîáðàæåíèé W ⊆ W . ×åðåç B îáî-
çíà÷èì ïîäìíîæåñòâî â ïîëóãðóïïå A, îáðàçîâàííîå òèïàìè ìóëüòèîñîáåííîñòåé,
êîòîðûå ìîãóò áûòü ó îòîáðàæåíèé êëàññà W . Òîãäà êàæäîìó îòîáðàæåíèþ f ∈ W

ìîæíî ñîïîñòàâèòü òî÷êó χf â âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå EB ôèíèòíûõ
ôóíêöèé B → R. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé îòîáðàæåíèÿ f . Çíà÷åíèå
χf (A) õàðàêòåðèñòèêè χf íà ëþáîì ýëåìåíòå A ∈ B ðàâíî ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå
χ(Af ) ìíîãîîáðàçèÿ Af ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà A îòîáðàæåíèÿ f .

Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî Ω â EB, îáðàçîâàííîå õàðàêòåðèñòèêàìè χf âñåõ îòîá-
ðàæåíèé f ∈ W . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåíóëåâàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ α : EB → R ïðèíè-
ìàåò âî âñåõ òî÷êàõ èç Ω îäèíàêîâîå çíà÷åíèå β ∈ R. Òîãäà ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
èìååòñÿ óíèâåðñàëüíîå (äëÿ îòîáðàæåíèé êëàññà W ) ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå α(χ) = β

ìåæäó çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé χ ∈ Ω. Ñèñòåìà óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé
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íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ñîîòíîøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþò ìèíèìàëüíîå àô-
ôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â EB, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî Ω.

Ïóñòü P1,P2 ∈ Z2 � ïðîèçâîëüíûå êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2 â êîëüöå öåëûõ ÷è-
ñåë. Êàê è ðàíüøå, êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2, ñîäåðæàùèé öåëîå ÷èñëî l, ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç 〈l〉. ×åðåç W (P1,P2) îáîçíà÷èì êëàññ îòîáðàæåíèé f ∈ W , ó êîòî-
ðûõ ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ-îáðàçà áîëüøå ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ-ïðîîáðàçà
è ïðèíàäëåæèò P1, à êîðàçìåðíîñòü îáðàçà îòîáðàæåíèÿ (â ìíîãîîáðàçèè-îáðàçå)
ïðèíàäëåæèò P2. Äëÿ ýòîãî êëàññà îòîáðàæåíèé ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîæåñòâî
B ⊆ A ñîâïàäàåò ñî âñåé ïîëóãðóïïîé A.

Çàôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîå l ∈ P2 è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A =

Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A òàêîé, ÷òî

codim lA = (l + 1)

p∑
i=1

µi + pl /∈ P1.

Ýëåìåíò A îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ α
〈l〉
A : EA → R,

α
〈l〉
A : χ 7→ αA(χ) = −χ(A) +

∑
X

K
〈l〉
A (X)χ(X),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì X ∈ A òàêèì, ÷òî codim l X > codim lA è codim l X ∈ P1,
à êîýôôèöèåíòû K

〈l〉
A (X) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (1.11). Â ñèëó òåîðåìû 5.2.1 (è

çàìå÷àíèÿ 3.2.2) ôóíêöèÿ α
〈l〉
A íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâèòåëÿ l > 0 êëàññà P2 è çàäàåò

óíèâåðñàëüíîå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå α
〈l〉
A (χf ) = 0 ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòè-

êàìè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèé f ∈ W (P1,P2). Òàêèì îáðàçîì,
èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

5.5.1. Òåîðåìà. Äëÿ êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (P1,P2) êëàññîâ âû÷åòîâ P1,
P2 ∈ Z2 ôîðìóëà (1.10) îïðåäåëÿåò ñèñòåìó

A(P1,P2) =
{

α
〈l〉
A (χf ) = 0,A ∈ A | codim lA /∈ P1 äëÿ ëþáîãî l ∈ P2, l > 0

}

óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíî-
ãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèé f êëàññà W (P1,P2).

Ïóñòü òåïåðü W (P) � êëàññ îòîáðàæåíèé f ∈ W , ó êîòîðûõ ðàçìåðíîñòü ìíîãî-
îáðàçèÿ-îáðàçà ðàâíà ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ-ïðîîáðàçà è ïðèíàäëåæèò êëàññó
âû÷åòîâ P ∈ Z2. Ïîäìíîæåñòâî B ⊆ A, îïðåäåëÿåìîå êëàññîì W (P), òàêæå ñîâïà-
äàåò ñ A. Ëþáîé ýëåìåíò A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A òàêîé, ÷òî

codimA = µ1 + . . . + µp /∈ P ,

îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ αA : EA → R,

α0
A : χ 7→ α0

A(χ) = −χ(A) +
∑
X

K0
A(X)χ(X),
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ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì X ∈ A òàêèì, ÷òî codim X > codimA, codim X ∈ P ,
deg X ≥ degA,

degA = codimA+ p,

à êîýôôèöèåíòû K0
A(X) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (1.20). Â ñèëó òåîðåìû 5.3.1 ôóíê-

öèÿ α0
A çàäàåò óíèâåðñàëüíîå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå α0

A(χf ) = 0 ìåæäó ýéëåðîâûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèé f ∈ W (P). Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà

5.5.2. Òåîðåìà. Äëÿ êàæäîãî P ∈ Z2 ôîðìóëà (1.19) îïðåäåëÿåò ñèñòåìó

A(P) =
{
α0
A(χf ) = 0,A ∈ A | codimA /∈ P}

óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíî-
ãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèé f êëàññà W (P).

Îòìåòèì, ÷òî
A(P) = A(P , 〈0〉)

äëÿ ëþáîãî P ∈ Z2 â ñèëó çàìå÷àíèÿ 5.3.4. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïàðàãðàôà ïîñâÿùåíà
äîêàçàòåëüñòâó ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

5.5.3. Òåîðåìà. Ñèñòåìû

A(〈0〉, 〈0〉), A(〈1〉, 〈0〉), A(〈0〉, 〈1〉), A(〈1〉, 〈1〉)

ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ñèñòåìàìè óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýéëå-
ðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèé êëàñ-
ñîâ

W (〈0〉, 〈0〉) ∪W (〈0〉), W (〈1〉, 〈0〉) ∪W (〈1〉), W (〈0〉, 〈1〉), W (〈1〉, 〈1〉),

ñîîòâåòñòâåííî.

5.5.4. Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E(P , 〈0〉) ⊂ EA (E(P , 〈1〉) ⊂
EA), P ∈ Z2, îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé A(P , 〈0〉) (ñèñòåìîé A(P , 〈1〉)), íà-
çûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ õàðàêòåðèñòèê îòîáðàæåíèé êëàññà
W (P , 〈0〉) ∪W (P) (êëàññà W (P , 〈1〉), ñîîòâåòñòâåííî).

5.5.5. Çàìå÷àíèå. Ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé
ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè îòîáðàæåíèé îãðàíè÷åíû òàêæå óñëîâèÿìè òèïà íåðàâåíñòâà
è äåëèìîñòè. Íàïðèìåð, ÷èñëî òî÷åê òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îáðàçà óñòîé÷èâîé
èììåðñèè f : M → R3 ãëàäêîãî çàìêíóòîãî äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîñòðàíñòâî
R3 (ò.å ÷èñëî îñîáåííîñòåé òèïà 3A0) ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ 2 ñ ýéëåðîâîé õàðàêòåðè-
ñòèêîé χ(M) ìíîãîîáðàçèÿ M (ñì. [58]). Óñëîâèÿ òàêîãî ñîðòà èìåþò äðóãóþ ïðèðî-
äó. Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå ìåòîäû è îáúåêòû: ìíîãî÷ëåíû Òîìà,
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êëàññû êîáîðäèçìîâ è ïð. (ñì. [8], [29], [30], [99], [100]). Âñå îãðàíè÷åíèÿ íà ýéëåðîâû
õàðàêòåðèñòèêè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåííîñòåé óñòîé÷èâûõ ãëàäêèõ îòîáðàæå-
íèé êîðàíãà ≤ 1 â ìíîãîîáðàçèÿ íåñòðîãî á�îëüøåé ðàçìåðíîñòè íàì íå èçâåñòíû.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå öåëûå ïîëîæèòåëüíûå m è n òàêèå, ÷òî l = n −
m ≥ 0. ×åðåç Wn,l ⊂ W îáîçíà÷èì êëàññ óñòîé÷èâûõ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé êîðàíãà
≤ 1 ãëàäêèõ çàìêíóòûõ m-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé â ãëàäêèå çàìêíóòûå ìíîãîîáðàçèÿ
ðàçìåðíîñòè n. Òåîðåìà 5.5.3 âûòåêàåò, î÷åâèäíî, èç òîãî, ÷òî ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé
(1.10) è (1.19) ïîëíû äëÿ îòîáðàæåíèé èç ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî êëàññà Wn,l. À
èìåííî, çàôèêñèðóåì ïîðÿäîê íà ïîëóãðóïïå A.

5.5.6. Òåîðåìà. Ïóñòü l > 0. Ñîñòàâèì ñïèñîê òèïîâ Aµ1 + . . .+Aµp ∈ A ìóëü-
òèîñîáåííîñòåé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ó îòîáðàæåíèÿ êëàññà Wn,l. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò èç d ýëåìåíòîâ (d < ∞). Ïóñòü Ω � ïîäìíîæåñòâî â Rd,
îáðàçîâàííîå (êîíå÷íûìè) ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χf (A)

ìíîãîîáðàçèé Af ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïîâ A èç ýòîãî ñïèñêà ó îòîáðàæåíèé
f ∈ Wn,l. Òîãäà ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé âèäà (1.10) çàäàåò ìèíèìàëüíîå àôôèííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â Rd, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî Ω.

Ïóñòü R∞ � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íûõ ôèíèòíûõ (ò.å. íóëåâûõ, íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

5.5.7. Òåîðåìà. Ñîñòàâèì ñïèñîê òèïîâ Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A ìóëüòèîñîáåí-
íîñòåé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ó îòîáðàæåíèÿ êëàññà Wn,0. Ïóñòü Ω � ïîäìíîæå-
ñòâî â R∞, îáðàçîâàííîå ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χf (A)

ìíîãîîáðàçèé Af ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïîâ A èç ýòîãî ñïèñêà ó îòîáðàæåíèé
f ∈ Wn,0. Òîãäà ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé âèäà (1.19) çàäàåò ìèíèìàëüíîå àôôèííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â R∞, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî Ω.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû è äëÿ êëàññîâ óñòîé÷èâûõ ãëàäêèõ îòîá-
ðàæåíèé êîðàíãà ≤ 1 ãëàäêèõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé â ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå
ìíîãîîáðàçèÿ íåñòðîãî áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Íåîáõîäèìî ëèøü íå âêëþ÷àòü íóëü
âî âñå ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäìíîæåñòâà ïîëóãðóïïû A.

5.5.8. Çàìå÷àíèå. Ñïèñîê òèïîâ â òåîðåìå 5.5.7 áåñêîíå÷åí, ïîñêîëüêó ñòåïåíü
ìóëüòèîñîáåííîñòåé óñòîé÷èâîãî îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1 ìíîãîîáðàçèé îäèíàêîâîé
ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.5.6 ñîñòàâèì ñïèñîê A1, . . . ,AN âñåõ ýëåìåíòîâ
A ∈ A òàêèõ, ÷òî

codim lA ≤ n, codim lA ≡ n (mod 2) (1.29)

(ìíîãîîáðàçèÿ ìóëüòèîñîáåííîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ ó îòîáðàæåíèé ðàññìàò-
ðèâàåìîãî êëàññà ÷åòíîìåðíû). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.5.7 ìû çàôèêñèðóåì
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ïðîèçâîëüíîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå d è ñîñòàâèì ñïèñîê A1, . . . ,AN ýëåìåíòîâ A ∈ A
òàêèõ, ÷òî

codimA ≤ n, codimA ≡ n (mod 2) , degA ≤ d . (1.30)

Òåïåðü êàæäîìó îòîáðàæåíèþ f ∈ Wn,l (è òàêîìó, ÷òî df ≤ d, åñëè l = 0) ñîïî-
ñòàâèì âåêòîð

v(f) = (χf (A1), . . . , χf (AN)) ∈ RN

èç ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χf (Ai) ìíîãîîáðàçèé Ai
f ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïîâ Ai,

i = 1, . . . , N . ×åðåç G îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî â RN , îáðàçîâàííîå âåêòîðàìè v(f)

äëÿ âñåõ îòîáðàæåíèé f ∈ Wn,l.

5.5.9. Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî G ñîäåðæèò ïîëóãðóïïó ñ N ëèíåéíî íåçàâèñèìû-
ìè îáðàçóþùèìè.

Òåîðåìû 5.5.6 è 5.5.7 ñëåäóþò èç òåîðåìû 5.5.9. Ïîñëåäíÿÿ äîêàçûâàåòñÿ ïóòåì
ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà ïðèìåðîâ îòîáðàæåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà.

5.5.10. Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ m è n òàêèõ, ÷òî
l = n−m ≥ 0, è äëÿ ëþáîãî A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A \ {0} òàêîãî, ÷òî codim lA = n,
ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f êîðàíãà ≤ 1 ãëàäêîãî çàìêíóòîãî
m-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ãëàäêîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n, êîòîðîå
èìååò ðîâíî äâå ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà A è íå èìååò äðóãèõ èçîëèðîâàííûõ
ìóëüòèîñîáåííîñòåé. Ïðè ýòîì, åñëè l = 0, òî ñòåïåíè âñåõ ìóëüòèîñîáåííîñòåé
îòîáðàæåíèÿ f íå ïðåâîñõîäÿò degA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Rn+1 = {(Λ̄1, . . . , Λ̄p, z)}, ãäå Λ̄j = (λ̄j
0, Λ

j),

λ̄j
0 = (λj

1,0, . . . , λ
j
l+1,0) ∈ Rl+1,

Λj = (qj
1,1, . . . , q

j
1,µj−1; q

j
2,1, . . . , q

j
2,µj

; . . . ; qj
l+1,1, . . . , q

j
l+1,µj

) ∈ Rµj(l+1)−1

è z ∈ R. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ fj : Rm+1 → Rn+1, j = 1, . . . , p, çàäàííûå ôîðìó-
ëàìè

(Λ̄1, . . . , Λ̄j−1; tj, Λ
j; Λ̄j+1, . . . , Λ̄p, z)

7→ (Λ̄1, . . . , Λ̄j−1; Sj(tj, Λ
j), Λj; Λ̄j+1, . . . , Λ̄p, z),

ãäå tj ∈ R è

Sj(tj, Λ
j) =




t
µj+1
j + 0 + qj

1,µj−1t
µj−1
j + . . . + qj

1,1tj

0 + qj
2,µj

t
µj

j + qj
2,µj−1t

µj−1
j + . . . + qj

2,1tj

. . .

0 + qj
l+1,µj

t
µj

j + qj
l+1,µj−1t

µj−1
j + . . . + qj

l+1,1tj




∗

.

Îòîáðàæåíèÿ f1, . . . , fp îïðåäåëÿþò óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå
f̃ êîðàíãà ≤ 1 èç íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ p ýêçåìïëÿðîâ ïðîñòðàíñòâà Rm+1 â Rn+1.
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À èìåííî, f̃ = fj íà j-îì ýêçåìïëÿðå Rm+1. Ïðè ýòîì, åñëè l = 0, òî ñòåïåíè âñåõ
ìóëüòèîñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ f̃ íå ïðåâîñõîäÿò degA.

Çàôèêñèðóåì â Rn+1 ñòàíäàðòíóþ ñôåðó Sn ðàäèóñà R > 0 ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò. Ïîëíûé ïðîîáðàç M = f̃−1(Sn) ýòîé ñôåðû îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ f̃

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì çàìêíóòûì m-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì. Ñóæåíèå

f = f̃ |M : M → Sn

îòîáðàæåíèÿ f̃ íà ýòî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì
êîðàíãà ≤ 1. Îòîáðàæåíèå f èìååò ðîâíî äâå èçîëèðîâàííûå ìóëüòèîñîáåííîñòè è
îáå îíè èìåþò òèï A.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿìàÿ Λ̄1 = 0, . . . , Λ̄p = 0 ñîñòîèò èç òî÷åê, â êîòîðûõ f̃ èìååò
ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà A. Ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îäíîìåðíûì ñòðà-
òîì åñòåñòâåííîé C∞-ñòðàòèôèêàöèè îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f̃ íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû
ìíîãîîáðàçèé âèäà X ef , X ∈ A \ {0}. Âìåñòå ñ ëþáîé ñâîåé òî÷êîé (Λ̄1, . . . , Λ̄p, z) 6= 0

êàæäûé ñòðàò ýòîé ñòðàòèôèêàöèè ñîäåðæèò âñþ êðèâóþ

γ : (0, +∞) → Rn+1, γ : s 7→ (Λ̄1(s), . . . , Λ̄p(s), z(s)),

ãäå z(s) = zs, Λ̄j(s) = (λ̄j
0(s), Λ

j(s)),

λ̄j
0(s) = (λj

1,0s
µj+1, λj

2,0s
µj+1, . . . , λj

l+1,0s
µj+1),

Λj(s) = (qj
1,1s

µj , . . . , qj
1,µj−1s

2; qj
2,1s

µj , . . . , qj
2,µj

s; . . . ; qj
l+1,1s

µj , . . . , qj
l+1,µj

s).

Ýòà êðèâàÿ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò ñôåðó Sn, ïðè÷åì ðîâíî â îäíîé òî÷êå.
Òàêèì îáðàçîì, ñôåðà Sn òðàíñâåðñàëüíà êàæäîìó ñòðàòó óêàçàííîé ñòðàòèôèêàöèè
è ïåðåñåêàåò ñòðàò Af ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà A ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ. Ïðåäëîæåíèå
5.5.10 äîêàçàíî.

5.5.11. Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ m è n òàêèõ, ÷òî
l = n −m ≥ 0, è äëÿ ëþáîãî A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A \ {0} òàêîãî, ÷òî codim lA =

c ≤ n, ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : M → V êîðàíãà ≤ 1

ãëàäêîãî çàìêíóòîãî m-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M â ãëàäêîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå
V ðàçìåðíîñòè n, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) îíî íå èìååò ìóëüòèîñîáåííîñòåé êîðàçìåðíîñòè âûøå c, à âñå åãî ìóëüòèî-
ñîáåííîñòè êîðàçìåðíîñòè c èìåþò òèï A; åñëè l = 0, òî ñòåïåíè âñåõ ìóëüòèî-
ñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ f íå ïðåâîñõîäÿò degA;

2) ìíîãîîáðàçèå Af ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà A îòîáðàæåíèÿ f äèôôåîìîðôíî
íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ñôåð ðàçìåðíîñòè n− c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìûì îòîáðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå

M̃ c−l × Sn−c → Ṽ c × Sn−c, (x, s) 7→ (f̃(x), s), (1.31)
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ãäå M̃ è Ṽ � ãëàäêèå çàìêíóòûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòåé c− l è c, ñîîòâåòñòâåííî,
à f̃ : M̃ → Ṽ � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1, ó êîòîðîãî åñòü ðîâíî
äâå ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà A, íåò äðóãèõ èçîëèðîâàííûõ ìóëüòèîñîáåííîñòåé è,
åñëè l = 0, òî ñòåïåíè âñåõ ìóëüòèîñîáåííîñòåé íå ïðåâîñõîäÿò degA (òàêèå ìíî-
ãîîáðàçèÿ è îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóþò ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5.5.10). Ïðåäëîæåíèå
5.5.11 äîêàçàíî.

5.5.12. Çàìå÷àíèå. Âìåñòî ñôåðû Sn−c â ôîðìóëå (1.31) ìîæíî âçÿòü ëþáîå
ãëàäêîå çàìêíóòîå (n − c)-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Z. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèå Af

äèôôåîìîðôíî íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ êîïèé Z.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.5.9. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ÷åòíîãî n

ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó äîïîëíåíèÿ V \ f(M) ê îáðàçó îòîáðàæåíèÿ f : Mm → V n

ìîæíî óâåëè÷èòü íà ëþáîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íå ìåíÿÿ ïðè ýòîì ñàì îá-
ðàç f(M). Äëÿ ýòîãî ìîæíî, íàïðèìåð, äîáàâèòü ê ìíîãîîáðàçèþ V ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå êîëè÷åñòâî äîïîëíèòåëüíûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, äèôôåîìîðôíûõ RP n. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.5.9 äîñòàòî÷íî íàéòè ïîëóãðóïïó ñ N ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûìè îáðàçóþùèìè â ìíîæåñòâå âåêòîðîâ âèäà (χf (A1), . . . , χf (AN)) ∈
RN , f ∈ Wn,l, ãäå A1, . . . ,AN � ñïèñîê íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû A, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1.29) (èëè óñëîâèÿì (1.30), åñëè l = 0).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò ñïèñîê ñôîðìèðîâàí ïî íåóáûâàíèþ ÷èñåë codim lAi. Áî-
ëåå òîãî, â ñëó÷àå l = 0 ýëåìåíòû âèäà A+kA0, ãäå k � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî,
ñëåäóþò äðóã çà äðóãîì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ÷èñëà k. Â ÷àñòíîñòè, A1 = A0 ïðè
÷åòíîì m, A1 = A1, åñëè m è n íå÷åòíûå, è A1 = 2A0, åñëè m íå÷åòíîå, à n ÷åòíîå.

Çàôèêñèðóåì ãëàäêèå çàìêíóòûå m-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ M1, . . . , MN , ãëàäêèå
çàìêíóòûå n-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ V1, . . . , VN è óñòîé÷èâûå ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ
fi : Mi → Vi, i = 1, . . . , N êîðàíãà ≤ 1, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè 1 � 2 èç ïðåäëîæåíèÿ
5.5.11 äëÿ A = Ai, ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç χi,j îáîçíà÷èì ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó
ìíîãîîáðàçèÿ Aj

fi
, îáðàçîâàííîãî ìóëüòèîñîáåííîñòÿìè òèïà Aj îòîáðàæåíèÿ fi, ãäå

i, j = 1, . . . , N .
Ïóñòü r1, . . . , rN � ïðîèçâîëüíûå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, ñðåäè êîòîðûõ

õîòÿ áû îäíî íå ðàâíî íóëþ. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : M → V , ãäå:
1) M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè m, èìåþùåå r1 + . . . + rN ñâÿçíûõ

êîìïîíåíò Mi,j, i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , ri òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j ñóùåñòâóåò äèô-
ôåîìîðôèçì gi,j : Mi → Mi,j;

2) V � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n, èìåþùåå r1 + . . . + rN ñâÿçíûõ êîì-
ïîíåíò Vi,j, i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , ri òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j ñóùåñòâóåò äèôôåî-
ìîðôèçì hi,j : Vi → Vi,j;
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3) f çàìûêàåò êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

Mi
fi−→ Vi

↓ gi,j ↓ hi,j

M
f−→ V

äëÿ ëþáûõ i = 1, . . . , N, j = 1, . . . , ri.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì

êîðàíãà ≤ 1. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (Aj)f ìóëüòèîñîáåííîñòåé òèïà
Aj ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâíà

∑N
i=1 riχi,j äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , N .

Ðàññìîòðèì ïîëóãðóïïó â RN , ñîñòîÿùóþ èç âåêòîðîâ
(

N∑
i=1

riχi,1, . . . ,

N∑
i=1

riχi,N

)
,

ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåâîçìîæíûì óïîðÿäî÷åííûì íàáîðàì öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë (r1, . . . , rN). Ýòà ïîëóãðóïïà ïîðîæäåíà âåêòîðàìè

vi = (χi,1, . . . , χi,N) , i = 1, . . . , N.

5.5.13. Ïðåäëîæåíèå. Âåêòîðû v1, . . . , vN ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì (N ×N)-ìàòðèöó M, ñòðîêàìè êîòîðîé ñëóæàò
âåêòîðû v1, . . . , vN . ÌàòðèöàM ÿâëÿåòñÿ íèæíå-òðåóãîëüíîé (ïî ïîñòðîåíèþ χi,j = 0

ïðè âñåõ j > i). Íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò íåíóëåâûå ÷èñëà:

χi,i = 2χ(Sn−codim lAi

) = 4

äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , N (íàïîìíèì, ÷òî codim lAi ≡ n ïî ìîäóëþ 2).
Òàêèì îáðàçîì, detM 6= 0. Ïðåäëîæåíèå 5.5.13 äîêàçàíî.

Òåîðåìà 5.5.9 ñëåäóåò òåïåðü èç ïðåäëîæåíèÿ 5.5.13.

5.5.14. Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òåîðåìû 5.5.6, 5.5.7 è 5.5.9 ñïðàâåäëè-
âû äàæå â êëàññå óñòîé÷èâûõ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé êîðàíãà ≤ 1 â Rn, îïðåäåëåííûõ
íà ãëàäêèõ çàìêíóòûõ ñâÿçíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ, âëîæåííûõ â Rm+1 (0 < m ≤ n).

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3 òåîðåìû 5.2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò öåëîå l > 0, äëÿ êîòîðîãî óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Çàôèêñèðóåì ýòî l è ðàññìîò-
ðèì ìèíèìàëüíîå n, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóþò A0, X0 ∈ A òàêèå, ÷òî

codim lA0 < codim l X
0 = n, codim lA0 ≡ n− 1 (mod 2),

à ÷èñëî K
〈l〉
A0(X0)2r íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì íè ïðè êàêîì öåëîì r ≥ 0 (èç òàáëèö 1 � 4

âèäíî, ÷òî n > 6l + 2).
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Âîçüìåì ýëåìåíò X0 è ïîñòðîèì óñòîé÷èâîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f êîðàíãà ≤ 1

ãëàäêîãî çàìêíóòîãî (n−l)-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ãëàäêîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå
ðàçìåðíîñòè n, êîòîðîå èìååò ðîâíî äâå ìóëüòèîñîáåííîñòè òèïà X0 è íå èìååò äðó-
ãèõ èçîëèðîâàííûõ ìóëüòèîñîáåííîñòåé (òàêîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò â ñèëó ïðåä-
ëîæåíèÿ 5.5.10). Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1.10),
ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåìåíòó A = A0. Îäíàêî òàêîå ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî ïðè óêàçàí-
íûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ, ïîñêîëüêó ÷èñëî K

〈l〉
A0(X

0)χf (X
0) = 2K

〈l〉
A0(X

0) íå ìîæåò
áûòü ñóììîé äðîáåé, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè äâîéêè. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3 òåîðåìû 5.3.1. Ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ÷àñòè ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå óñòîé÷èâîå ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå f : M → V êîðàíãà ≤ 1 ãëàäêèõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèé M è V

ðàçìåðíîñòè n. Âîçüìåì íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå MtV ýòèõ ìíîãîîáðàçèé è ïîñòðîèì
îòîáðàæåíèå

f̃ : M t V → V,

ãäå f̃ |M = f , à f̃ |V � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.
ßñíî, ÷òî f̃ � óñòîé÷èâîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1, ïðè÷åì χ ef (A+A0) =

χf (A) äëÿ ëþáîãî A ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè codimA ≡ n− 1 (mod 2) , òî ñîãëàñíî
ôîðìóëå (1.19),

∑
X

K0
A+A0

(X + A0)χf (X) =
∑
X

K0
A(X)χf (X),

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì X ∈ A òàêèì, ÷òî codim X ïðåâûøàåò codimA íà
íå÷åòíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à deg X ≤ df . Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïîäîáíîå ðà-
âåíñòâî âîçìîæíî, åñëè è òîëüêî åñëè K0

A+A0
(X + A0) = K0

A(X) äëÿ âñåõ óêàçàííûõ
X. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.5.9.
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Ãëàâà 2

Òîïîëîãèÿ îñîáåííîñòåé êîðàíãà 1
óñòîé÷èâîãî âîëíîâîãî ôðîíòà

Â ýòîé ãëàâå ìû ñòðîèì ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ôðîíòà óñòîé÷èâîãî ëåæàíäðî-
âà îòîáðàæåíèÿ, èìåþùåãî ëèøü îñîáåííîñòè êîðàíãà 1. Ýòî ðàçðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì êîíñòðóêöèè, èñïîëüçîâàííîé â ãëàâå 1 äëÿ ðàçðåøåíèÿ ìóëüòèîñîáåí-
íîñòåé ïðîèçâîëüíîãî óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1 ìíîãîîáðàçèé
îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åíû ïîëíûå ñèñòåìû óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ ñîîò-
íîøåíèé ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ðàçëè÷-
íûõ òèïîâ íà ëþáîì êîìïàêòíîì ôðîíòå óêàçàííîãî âèäà (îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àåâ
íå÷åòíîé è ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè îáúåìëþùåãî ôðîíò ïðîñòðàíñòâà). Êðîìå òîãî, ïî-
ëó÷åíû ïîëíûå ñèñòåìû óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýéëåðîâûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé íà êðàÿõ íåêîòîðûõ ñâÿçíûõ êîìïî-
íåíò äîïîëíåíèÿ ê ôðîíòó.

Èçëîæåííûå çäåñü ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [49], [50], [52], [53].
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1 Ëåæàíäðîâû îòîáðàæåíèÿ, ôðîíòû
è èõ îñîáåííîñòè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ñîäåðæàòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû òåîðèè îñîáåííîñòåé
ëåæàíäðîâûõ îòîáðàæåíèé. Ïîäðîáíîñòè ñì. â [5] è [12].

1.1 Îñíîâíûå ïðèìåðû ëåæàíäðîâûõ îòîáðàæåíèé

Ïóñòü E � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Êîíòàêòíûìè ýëåìåíòàìè íà E íàçûâàþòñÿ
ïàðû âèäà (π, x), ãäå x ∈ E, à π ⊂ TxE � êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â òî÷êå x.

Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ïîëå êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ íà ìíîãîîáðàçèè E. Ëîêàëüíî
òàêîå ïîëå çàäàåòñÿ ãëàäêîé 1-ôîðìîé ω, êàê ïîëå åå íóëåé.

1.1.1. Îïðåäåëåíèå. Ïîëå ω = 0 êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ íà E íàçûâàåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíî íåèíòåãðèðóåìûì, åñëè äèôôåðåíöèàë dω ôîðìû ω ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæ-
äåííîé 2-ôîðìîé íà êàæäîé ãèïåðïëîñêîñòè ýòîãî ïîëÿ.

Ìàêñèìàëüíî íåèíòåãðèðóåìûå ïîëÿ êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ áûâàþò òîëüêî íà
íå÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Åñëè ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ E ðàâíà 2n − 1, òî
óñëîâèå ìàêñèìàëüíîé íåèíòåãðèðóåìîñòè ïîëÿ êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ íà E, ëîêàëü-
íî çàäàííîãî ôîðìîé ω, ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ω∧ (dω)n−1 6= 0. Óñëîâèå ìàêñèìàëü-
íîé íåèíòåãðèðóåìîñòè ïîëÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ôîðìû ω.

1.1.2. Îïðåäåëåíèå. Êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé íà íå÷åòíîìåðíîì ìíîãîîáðà-
çèè íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíî íåèíòåãðèðóåìîå ïîëå êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ. Ìíîãî-
îáðàçèå, ñíàáæåííîå êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé, íàçûâàåòñÿ êîíòàêòíûì.

Ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå êîíòàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì,
åñëè åãî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â êàæäîé òî÷êå ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè
êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû. Ðàçìåðíîñòü èíòåãðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìåíüøå ïîëîâèíû
ðàçìåðíîñòè êîíòàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

1.1.3. Îïðåäåëåíèå. Èíòåãðàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîíòàêòíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ, èìåþùèå íàèâûñøóþ ðàçìåðíîñòü (ðàâíóþ n − 1, åñëè ðàçìåðíîñòü îáúåìëþ-
ùåãî êîíòàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíà 2n − 1) íàçûâàþòñÿ ëåæàíäðîâûìè. Ãëàäêîå
âëîæåíèå ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â êîíòàêòíîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ëåæàíäðî-
âûì, åñëè åãî îáðàç ÿâëÿåòñÿ ëåæàíäðîâûì ïîäìíîãîîáðàçèåì.

Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ðàññëîåíèå

ρ : E → V,
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ïðîñòðàíñòâî E êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì. Ðàññëîåíèå ρ íàçû-
âàåòñÿ ëåæàíäðîâûì, åñëè âñå åãî ñëîè ÿâëÿþòñÿ ëåæàíäðîâûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè
â ìíîãîîáðàçèè E. Åñëè ρ ëåæàíäðîâî ðàññëîåíèå, òî dim E = 2 dim V − 1.

1.1.4. Îïðåäåëåíèå. Ïðîåêòèðîâàíèå ëåæàíäðîâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïðîñòðàí-
ñòâà ëåæàíäðîâà ðàññëîåíèÿ â áàçó ýòîãî ðàññëîåíèÿ íàçûâàåòñÿ ëåæàíäðîâûì îòîá-
ðàæåíèåì. Îáðàç ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ íàçûâàåòñÿ (âîëíîâûì) ôðîíòîì.

Ïóñòü ρ � ëåæàíäðîâî ðàññëîåíèå è L � ãëàäêîå ëåæàíäðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå â
ïðîñòðàíñòâå E ýòîãî ðàññëîåíèÿ. Òîãäà ëåæàíäðîâî îòîáðàæåíèå f : L → V ìíî-
ãîîáðàçèÿ L â áàçó ðàññëîåíèÿ ρ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé f = ρ ◦ i, ãäå i : L → E �
åñòåñòâåííîå (ëåæàíäðîâî) âëîæåíèå. Ìû âñåãäà áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå âëîæå-
íèÿ i, äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì.

1.1.5. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî R2n−1 ñ êîîðäèíàòàìè (~p, ~q, q0), ãäå ~p =

(p1, . . . , pn−1), ~q = (q1, . . . , qn−1). Ôîðìà ~pd~q + dq0 îïðåäåëÿåò â R2n−1 ñòàíäàðòíóþ
êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó, à îòîáðàæåíèå

ρ : R2n−1 → Rn, ρ : (~p, ~q, q0) 7→ (~q, q0) (2.1)

çàäàåò ñòàíäàðòíîå ëåæàíäðîâî ðàññëîåíèå.
Ïóñòü F (~t, ~q, q0) � ñåìåéñòâî ãëàäêèõ ôóíêöèé îò k ïåðåìåííûõ ~t = (t1, . . . , tk) ∈

Rk, ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ ~q, q0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:
1) F (0) = 0, ∂F

∂~t
(0) = 0, ∂F

∂~q
(0) = 0;

2) ðàíã îòîáðàæåíèÿ (~t, ~q, q0) 7→ (F, ∂F
∂~t

) â íóëå ðàâåí k + 1.
Òîãäà ðîñòîê â íóëå ìíîæåñòâà

L =

{
(~p, ~q, q0) ∈ R2n−1| ∃~t ∈ Rk : F = 0,

∂F

∂~t
= 0, ~p =

∂F

∂~q

}
(2.2)

ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì ãëàäêîãî ëåæàíäðîâà ïîäìíîãîáðàçèÿ â R2n−1. Åãî ôðîíòîì â ïðî-
ñòðàíñòâå Rn = {(~q, q0)} îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè (2.1) ÿâëÿåòñÿ ðîñòîê â íóëå ìíîæå-
ñòâà

ρ(L) =

{
(~q, q0) ∈ Rn| ∃~t ∈ Rk : F = 0,

∂F

∂~t
= 0

}
. (2.3)

1.1.6. Ïðèìåð. Ïóñòü V � ãëàäêîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàí-
ñòâî ïðîåêòèâèçàöèè åãî êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ PT ∗V . Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàäêèì (2n− 1)-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì. Îíî îáðàçîâàíî êîíòàêòíûìè ýëåìåí-
òàìè (π, y), y ∈ V , π ⊂ TyV � êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â òî÷êå y, íà èñõîäíîì
ìíîãîîáðàçèè V .
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Ïðîñòðàíñòâî PT ∗V îáëàäàåò åñòåñòâåííîé êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé. Îíà îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñêîðîñòü äâèæåíèÿ êîíòàêòíîãî ýëåìåíòà (π, y) ïðè-
íàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû, åñëè ñêîðîñòü òî÷êè êîíòàêòà y

ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè π. Åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ

% : PT ∗V → V, % : (π, y) 7→ y (2.4)

ÿâëÿåòñÿ ëåæàíäðîâûì ðàññëîåíèåì îòíîñèòåëüíî ýòîé ñòðóêòóðû (ñêîðîñòü äâèæå-
íèÿ òî÷êè êîíòàêòà ïðè äâèæåíèè êîíòàêòíîãî ýëåìåíòà âäîëü ñëîÿ ðàññëîåíèÿ %

ðàâíà íóëþ).
Ïóñòü M � ãëàäêîå çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ìíîãîîáðàçèè V . Òîãäà ìíîæå-

ñòâî êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ íà V , êîòîðûå êàñàþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ M (ò.å. ñîäåðæàò
êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê M â òî÷êå êîíòàêòà), ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì çàìêíóòûì ëå-
æàíäðîâûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â PT ∗V . Ôðîíòîì ýòîãî ìíîãîîîáðàçèÿ îòíîñèòåëüíî
ïðîåêöèè % ÿâëÿåòñÿ èñõîäíîå ìíîãîîáðàçèå M .

1.1.7. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì n-ìåðíîå âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî
RP n è ïðîåêòèâèçàöèþ åãî êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ PT ∗(RP n). Êîíòàêòíûå ýëå-
ìåíòû íà RP n ïðåäñòàâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè ïàðàìè âèäà (π, y), ãäå π � ãèïåð-
ïëîñêîñòü â RP n, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó y.

Ãèïåðïëîñêîñòè â RP n îáðàçóþò äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî RP n∗, èçîìîðôíîå
RP n. Åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ

ϑ : PT ∗(RP n) → RP n∗, ϑ : (π, y) 7→ π (2.5)

ÿâëÿåòñÿ ëåæàíäðîâûì ðàññëîåíèåì îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé êîíòàêòíîé ñòðóêòó-
ðû íà PT ∗(RP n). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äâèæåíèè êîíòàêòíîãî ýëåìåíòà (π, y) âäîëü
ñëîÿ ðàññëîåíèÿ ϑ òî÷êà êîíòàêòà y îñòàåòñÿ â ãèïåðïëîñêîñòè π.

Ïóñòü M � ãëàäêîå çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â RP n. Ðàññìîòðèì ëåæàíäðîâî
ïîäìíîãîîáðàçèå â PT ∗(RP n), îáðàçîâàííîå êîíòàêòíûìè ýëåìåíòàìè (π, y) ãèïåð-
ïëîñêîñòåé π â RP n, êàñàþùèõñÿ ìíîãîîáðàçèÿ M â òî÷êå êîíòàêòà y. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ôðîíòîì ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè ϑ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ïîäìíîãîîáðàçèÿ M .

1.2 Êëàññèôèêàöèÿ îñîáåííîñòåé ëåæàíäðîâûõ îòîáðàæåíèé

Ðîñòêè ëåæàíäðîâûõ îòîáðàæåíèé êëàññèôèöèðóþòñÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ëå-
æàíäðîâûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ðîñòêà ëåæàíäðîâà îòîáðàæå-
íèÿ íàçûâàåòñÿ ëåæàíäðîâîé îñîáåííîñòüþ.

1.2.1. Îïðåäåëåíèå. Ëåæàíäðîâîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ äâóõ ëåæàíäðîâûõ ðàñ-
ñëîåíèé íàçûâàåòñÿ ëþáîé äèôôåîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè ýòèõ ðàññëîå-
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íèé, ïåðåâîäÿùèé êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó è ñëîè ïåðâîãî ðàññëîåíèÿ â êîíòàêòíóþ
ñòðóêòóðó è ñëîè âòîðîãî.

Äâà ëåæàíäðîâûõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçíûõ ëåæàíäðîâûõ ðàñ-
ñëîåíèé íàçûâàþòñÿ ëåæàíäðîâî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ëåæàíäðîâà ýê-
âèâàëåíòíîñòü ýòèõ ðàññëîåíèé, ïåðåâîäÿùàÿ ïåðâîå ïîäìíîãîîáðàçèå âî âòîðîå. Ëå-
æàíäðîâû îòîáðàæåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ ëåæàíäðîâûõ ìíîãîîáðàçèé íàçûâàþòñÿ ëå-
æàíäðîâî ýêâèâàëåíòíûìè.

1.2.2. Çàìå÷àíèå. Ôðîíòû ëåæàíäðîâî ýêâèâàëåíòíûõ ëåæàíäðîâûõ îòîáðàæå-
íèé äèôôåîìîðôíû.

Èçâåñòíî, ÷òî ðîñòîê êàæäîãî ëåæàíäðîâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ L â ïðîñòðàíñòâå
ëþáîãî ëåæàíäðîâà ðàññëîåíèÿ ëåæàíäðîâî ýêâèâàëåíòåí ðîñòêó ëåæàíäðîâà ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ (2.2) â ïðîñòðàíñòâå ñòàíäàðòíîãî ëåæàíäðîâà ðàññëîåíèÿ ïðè ïîäõî-
äÿùåì âûáîðå ñåìåéñòâà F . Âñÿêîå òàêîå ñåìåéñòâî íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùèì ñå-
ìåéñòâîì ðîñòêà ëåæàíäðîâà ìíîãîîáðàçèÿ L èëè îñîáåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî
ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ ýòîãî ðîñòêà.

Ïóñòü µ � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî.

1.2.3. Îïðåäåëåíèå. Ëåæàíäðîâûìè îñîáåííîñòÿìè òèïîâ Aµ, Dµ, E6, E7, E8

íàçûâàþòñÿ îñîáåííîñòè ëåæàíäðîâûõ îòîáðàæåíèé, çàäàííûõ ðîñòêàìè â íóëå ñëå-
äóþùèõ ïðîèçâîäÿùèõ ñåìåéñòâ:

Aµ : F = tµ+1 + qµ−1t
µ−1 + ... + q1t + q0, µ ≥ 1;

D±
µ : F = t21t2 ± tµ−1

2 + qµ−1t
µ−2
2 + ... + q2t2 + q1t1 + q0, µ ≥ 4;

E6 : F = t31 + t42 + q5t1t
2
2 + q4t1t2 + q3t

2
2 + q2t2 + q1t1 + q0;

E7 : F = t31 + t1t
3
2 + q6t

2
1t2 + q5t

2
1 + q4t1t2 + q3t

2
2 + q2t2 + q1t1 + q0;

E8 : F = t31 + t52 + q7t1t
3
2 + q6t1t

2
2 + q5t

3
2 + q4t1t2 + q3t

2
2 + q2t2 + q1t1 + q0.

Ëåæàíäðîâû îñîáåííîñòè òèïîâ Aµ, Dµ, E6, E7, E8 ïîïàðíî ëåæàíäðîâî íå ýêâè-
âàëåíòíû. Îñîáåííîñòè òèïîâ D+

µ è D−
µ ëåæàíäðîâî ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ÷èñëî µ íå÷åòíîå.

1.2.4. Ïðèìåð. Ïóñòü ëåæàíäðîâî îòîáðàæåíèå f : L → V â ãëàäêîå n-ìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå V èìååò îñîáåííîñòü òèïà Aµ â òî÷êå x ∈ L. Òîãäà â ïîäõîäÿùèõ
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ L è V ðîñòîê (f, x) îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå
x çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(f, x) : (Rn−1, 0) → (Rn, 0), (t, q̄) 7→
(
−S(t, q̄) + t

∂

∂t
S(t, q̄),− ∂

∂t
S(t, q̄), q̄

)
,

ãäå
q̄ = (q2, . . . , qn−1), S(t, q̄) = tµ+1 + qµ−1t

µ−1 + . . . + q2t
2.
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Çàôèêñèðóåì ëåæàíäðîâî ðàññëîåíèå è ðàññìîòðèì ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, äîïóñ-
êàþùåå ëåæàíäðîâî âëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâî ýòîãî ðàññëîåíèÿ. Êàæäîå ëåæàíäðî-
âî âëîæåíèå èíäóöèðóåò ëåæàíäðîâî îòîáðàæåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ
â áàçó ðàññëîåíèÿ.

Ñíàáäèì ïðîñòðàíñòâîW âñåõ òàêèõ îòîáðàæåíèé òîíêîé C∞-òîïîëîãèåé Óèòíè.
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëåæàíäðîâà îòîáðà-
æåíèÿ (èëè ôðîíòà) îáùåãî ïîëîæåíèÿ, åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå
ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå W òàêîå, ÷òî óêàçàííîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ
âñåõ îòîáðàæåíèé èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà.

1.2.5. Îïðåäåëåíèå. Ëåæàíäðîâî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ëåæàíäðîâî óñòîé-
÷èâûì, åñëè âñÿêîå áëèçêîå ëåæàíäðîâî îòîáðàæåíèå åìó ëåæàíäðîâî ýêâèâàëåíòíî.

Ôðîíò óñòîé÷èâîãî ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì. Óñòîé÷è-
âûé ôðîíò ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå (âîîáùå ãî-
âîðÿ, îñîáîé). Ðîñòêè óñòîé÷èâîãî ôðîíòà êëàññèôèöèðóþòñÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû
äèôôåîìîðôèçìîâ îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà (êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ðîñòêà íà-
çûâàåòñÿ îñîáåííîñòüþ).

Óñòîé÷èâûå ëåæàíäðîâû îòîáðàæåíèÿ îáðàçóþò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â ïðî-
ñòðàíñòâå âñåõ ëåæàíäðîâûõ îòîáðàæåíèé.

1.2.6. Òåîðåìà ([2]). Â ïðîñòðàíñòâå ëåæàíäðîâûõ îòîáðàæåíèé â ìíîãîîáðà-
çèå ðàçìåðíîñòè n ≤ 6 óñòîé÷èâûå îòîáðàæåíèÿ âñþäó ïëîòíû. Èõ îñîáåííîñòè
ëåæàíäðîâî ýêâèâàëåíòíû îñîáåííîñòÿì òèïîâ Aµ, Dµ, Eµ, ãäå µ ≤ n.

Òàêèì îáðàçîì óñòîé÷èâûå âîëíîâûå ôðîíòû â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè íå
âûøå øåñòè ÿâëÿþòñÿ ôðîíòàìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

1.2.7. Çàìå÷àíèå. Åñëè äàííàÿ (îñîáàÿ) ãèïåðïîâåðõíîñòü F â ãëàäêîì ìíîãî-
îáðàçèè V ÿâëÿåòñÿ ôðîíòîì óñòîé÷èâîãî ñîáñòâåííîãî ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ, òî
îíà ÿâëÿåòñÿ ôðîíòîì íåêîòîðîãî ãëàäêîãî ëåæàíäðîâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ L â ïðî-
ñòðàíñòâå PT ∗V îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè (2.4). À èìåííî, ïîäìíîãîîáðàçèå L ⊂ PT ∗V

ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ íà ìíîãîîáðàçèè V , êàñà-
þùèõñÿ ôðîíòà F â åãî ãëàäêèõ òî÷êàõ (ñì. [5]). Ïðè ýòîì èñõîäíîå ëåæàíäðîâî
ìíîãîîáðàçèå, ôðîíòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ F , äèôôåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ L.

1.2.8. Îïðåäåëåíèå. Ôðîíò óñòîé÷èâîãî ñîáñòâåííîãî ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ
ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì.
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1.3 Óñòîé÷èâûå ëåæàíäðîâû îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1

è èõ ôðîíòû

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñîáñòâåííîå ëåæàíäðîâî îòîáðàæåíèå f : L → V .

1.3.1. Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ëåæàíäðîâûì îòîáðàæåíèåì
êîðàíãà ≤ 1, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ L ðàçìåðíîñòü ÿäðà ïðîèçâîäíîé f∗x : TxL → Tf(x)V

íå ïðåâîñõîäèò 1.

Ëåæàíäðîâû îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1 îáðàçóþò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â ïðî-
ñòðàíñòâå âñåõ ëåæàíäðîâûõ îòîáðàæåíèé f : L → V . Â ïðîñòðàíñòâå ëåæàíäðîâûõ
îòîáðàæåíèé êîðàíãà ≤ 1 óñòîé÷èâûå îòîáðàæåíèÿ âñþäó ïëîòíû, ò.å. ÿâëÿþòñÿ
ëåæàíäðîâûìè îòîáðàæåíèÿìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Îñîáåííîñòè óñòîé÷èâûõ ëåæàí-
äðîâûõ îòîáðàæåíèé êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n ëåæàíäðîâî
ýêâèâàëåíòíû îñîáåííîñòÿì òèïîâ Aµ, ãäå µ ≤ n.

Ìíîæåñòâî Af
µ òî÷åê x ∈ L, â êîòîðûõ îòîáðàæåíèå f èìååò îñîáåííîñòü òè-

ïà Aµ, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè µ − 1 â L. Îáðàç ýòîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ïðè îòîáðàæåíèè f ÿâëÿåòñÿ èììåðñèðîâàííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì êî-
ðàçìåðíîñòè µ â V . Ìíîãîîáðàçèå Af

µ è åãî îáðàç, âîîáùå ãîâîðÿ, íåçàìêíóòû.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΦAµ çàìûêàíèå Af

µ ìíîãîîáðàçèÿ Af
µ â ìíîãîîáðàçèè L. Åñëè

f � óñòîé÷èâîå ëåæàíäðîâî îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1, òî ìíîæåñòâî ΦAµ ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè µ−1 â L (îíî ñîñòîèò èç òåõ òî÷åê x ∈ L,
â êîòîðûõ f èìååò îñîáåííîñòè òèïîâ Aν , ν ≥ µ). Â ÷àñòíîñòè, ΦA1 = L.

1.3.2. Ïðèìåð. Îòîáðàæåíèå

Rn−1 → Rn, (t, q̄) 7→
(
−S(t, q̄) + t

∂

∂t
S(t, q̄),− ∂

∂t
S(t, q̄), q̄

)
,

ãäå

q̄ = (q2, . . . , qn−1) ∈ Rn−2, S(t, q̄) = tν+1 + qν−1t
ν−1 + . . . + q2t

2, ν ≤ n,

ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ñîáñòâåííûì ëåæàíäðîâûì îòîáðàæåíèåì êîðàíãà ≤ 1. Åãî
îñîáåííîñòè ëåæàíäðîâî ýêâèâàëåíòíû îñîáåííîñòÿì òèïîâ Aµ, ãäå µ ≤ ν. Ïîäìíî-
ãîîáðàçèå ΦAµ ⊆ Rn−1, ãäå µ ≥ 2, çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

∂2S

∂t2
=

∂3S

∂t3
= . . . =

∂µS

∂tµ
= 0.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, â îñíîâíîì, òîëüêî óñòîé÷èâûå ñîáñòâåí-
íûå ëåæàíäðîâû îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1. Ôðîíòû òàêèõ îòîáðàæåíèé íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâûìè ôðîíòàìè êîðàíãà ≤ 1.
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1.3.3. Ïðèìåð. Ïóñòü M è V � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè.
Ðàññìîòðèì ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå g : M → V . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g �
óñòîé÷èâîå îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1. Òîãäà ìíîæåñòâî Fg åãî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ôðîíòîì êîðàíãà ≤ 1 â V .

Ñîîòâåòñòâóþùèì ëåæàíäðîâûì ìíîãîîáðàçèåì ñëóæèò ìíîæåñòâî Lg êðèòè÷å-
ñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ g. Ñóæåíèå g íà Lg ÿâëÿåòñÿ ëåæàíäðîâûì îòîáðàæåíèåì
îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè (2.4). Ïðè ýòîì ëåæàíäðîâî âëîæåíèå Lg → PT ∗V ñîïîñòàâ-
ëÿåò òî÷êå x ∈ Lg êîíòàêòíûé ýëåìåíò (π, g(x)) íà V , ãäå π � êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñ-
êîñòü â Tg(x)V , ÿâëÿþùàÿñÿ îáðàçîì ïðîèçâîäíîé g∗x.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå äàëåå â ýòîé ãëàâå ðåçóëüòàòû ïðèìåíèìû, â ÷àñòíî-
ñòè, è ê ìíîæåñòâàì êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé óñòîé÷èâûõ ãëàäêèõ ñîáñòâåííûõ îòîá-
ðàæåíèé êîðàíãà ≤ 1 ìíîãîîáðàçèé îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè. Â òîì ÷èñëå, è ê êàó-
ñòèêàì òàê íàçûâàåìûõ ëàãðàíæåâûõ îòîáðàæåíèé (ñì. [12]), åñëè îíè óñòîé÷èâû è
èìåþò ëèøü îñîáåííîñòè êîðàíãà 1.

1.3.4. Çàìå÷àíèå. Èç ôîðìóëû ïðèìåðà 1.2.4 âèäíî, ÷òî ôðîíò ðîñòêà ëåæàí-
äðîâà îòîáðàæåíèÿ ñ îñîáåííîñòüþ òèïà Aµ â ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè n äèôôåî-
ìîðôåí ìíîæåñòâó êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ðîñòêà (Rn, 0) → (Rn, 0) ãëàäêîãî îòîáðà-
æåíèÿ ñ îñîáåííîñòþ òèïà Aµ â íóëå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðîñòîê ëþáîãî óñòîé÷èâîãî
ôðîíòà êîðàíãà ≤ 1 äèôôåîìîðôåí ðîñòêó ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íåêî-
òîðîãî óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî ñîáñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1 ìíîãîîáðàçèé
îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè.

Îñîáåííîñòè óñòîé÷èâîãî ôðîíòà êîðàíãà ≤ 1, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå ìóëü-
òèîñîáåííîñòè ñàìîãî ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ, êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî ýëåìåíòàì
ñâîáîäíîé àáåëåâîé ïîëóãðóïïû A+ ⊂ A ïî ñëîæåíèþ, îáðàçóþùèìè êîòîðîé ñëó-
æàò ñèìâîëû A1, A2, . . . , Aµ, . . ..

À èìåííî, ïóñòü F � ôðîíò óñòîé÷èâîãî ñîáñòâåííîãî ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ
â ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè V . Òîãäà èç ôîðìóëû (2.3) ïîëó÷àåì.

1.3.5. Îïðåäåëåíèå. Ôðîíò F èìååò îñîáåííîñòü òèïà Aµ â òî÷êå y, åñëè åãî
ðîñòîê (F , y) â ýòîé òî÷êå äèôôåîìîðôåí ðîñòêó â íóëå ãèïåðïîâåðõíîñòè â ïðî-
ñòðàíñòâå Rn = {(q0, . . . , qn−1)}, îáðàçîâàííîé òî÷êàìè, äëÿ êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí

tµ+1 + qµ−1t
µ−1 + . . . + q1t + q0

îò t èìååò êðàòíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü.

×èñëî µ íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ îñîáåííîñòè òèïà Aµ. Ìíîæåñòâî (Aµ)F òî÷åê
y ∈ V , â êîòîðûõ ôðîíò F èìååò îñîáåííîñòü òèïà Aµ, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãî-
îáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè µ â V (íå çàìêíóòûì, âîîáùå ãîâîðÿ).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+.
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1.3.6. Îïðåäåëåíèå. Ôðîíò F èìååò îñîáåííîñòü òèïà A â òî÷êå y, åñëè:
1) ðîñòîê (F , y) ñîñòîèò èç p íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò F1, . . . ,Fp ñ îñîáåííîñòÿìè

òèïîâ Aµ1 , . . . , Aµp â òî÷êå y, ñîîòâåòñòâåííî;
2) ðîñòêè â y ìíîãîîáðàçèé (Aµ1)F1 , . . . , (Aµp)Fp ïåðåñåêàþòñÿ â ýòîé òî÷êå òðàíñ-

âåðñàëüíî (îïðåäåëåíèå òðàíñâåðñàëüíîñòè äàíî â çàìå÷àíèè 1.1.5 ãëàâû 1).

1.3.7. Çàìå÷àíèå. Ìû áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ èç äîïîëíåíèÿ
V \ F ôðîíò F èìååò îñîáåííîñòü òèïà 0 (íóëü ïîëóãðóïïû A+).

×èñëà µ1, . . . , µp íàçûâàþòñÿ êðàòíîñòÿìè îñîáåííîñòåé òèïàA ôðîíòà F . ×èñëà

codimA = µ1 + . . . + µp è degA = codimA+ p

íàçûâàåòñÿ êîðàçìåðíîñòüþ è ñòåïåíüþ ýòèõ îñîáåííîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî.

1.3.8. Çàìå÷àíèå. Åñëè A = 0, òî codimA = degA = 0.

1.3.9. Ïðèìåð. Ôðîíò Fg èç ïðèìåðà 1.3.3 èìååò îñîáåííîñòü òèïà A â òî÷êå
y ∈ V òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò öåëîå k ≥ 0 òàêîå, ÷òî îòîáðàæåíèå g

èìååò â y ìóëüòèîñîáåííîñòü òèïà A+ kA0 ∈ A.
Êîðàçìåðíîñòü îñîáåííîñòåé òèïîâ A ∈ A+ ôðîíòà F íå ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòè

n îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ V . Òàêèå îñîáåííîñòè äèôôåîìîðôíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâûé òèï.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî AF òî÷åê y ∈ V , â êîòîðûõ ôðîíò F èìååò îñîáåííîñòü
òèïà A. Ìíîæåñòâî AF ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè codimA
â ìíîãîîáðàçèè V (íåçàìêíóòûì è íåñâÿçíûì, âîîáùå ãîâîðÿ).

1.3.10. Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîîáðàçèå AF íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì îñîáåííî-
ñòåé òèïà A ôðîíòà F .

1.3.11. Çàìå÷àíèå. Åñëè âñå îñîáåííîñòè äàííîé çàìêíóòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè
â ìíîãîîáðàçèè V äèôôåîìîðôíû îñîáåííîñòÿì óñòîé÷èâûõ ôðîíòîâ êîðàíãà ≤ 1,
òî ýòà ãèïåðïîâåðõíîñòü ñàìà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ôðîíòîì êîðàíãà ≤ 1. À èìåííî,
îíà ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ñóæåíèÿ ïðîåêöèè (2.4) íà çàìûêàíèå ïîäìíîæåñòâà â PT ∗V ,
îáðàçîâàííîãî êîíòàêòíûìè ýëåìåíòàìè íà V , êàñàþùèìèñÿ ðàññìàòðèâàåìîé ãè-
ïåðïîâåðõíîñòè â åå ãëàäêèõ òî÷êàõ.

1.4 Ïðèìûêàíèÿ îñîáåííîñòåé óñòîé÷èâîãî ôðîíòà
êîðàíãà ≤ 1

Ïóñòü F � óñòîé÷èâûé ôðîíò êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè V .
Çàôèêñèðóåì ýëåìåíò A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+ è ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå AF
îñîáåííîñòåé òèïà A ôðîíòà F .
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Ïóñòü AF � çàìûêàíèå ìíîãîîáðàçèÿ AF â îáúåìëþùåì ìíîãîîáðàçèè V . Íàïðè-
ìåð, (A1)F = F .

1.4.1. Îïðåäåëåíèå. Îñîáåííîñòü òèïà X = Aν1 +. . .+Aνr ôðîíòà F ïðèìûêàåò
ê îñîáåííîñòè òèïà A, åñëè XF ⊆ AF . Â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ îñîáåííîñòü ôðîíòà F
ïðèìûêàåò ê ñàìîé ñåáå.

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà AF íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèé XF ,
X ∈ A+ îñîáåííîñòåé, ïðèìûêàþùèõ ê îñîáåííîñòÿì òèïàA. Ýòî ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ
C∞-ñòðàòèôèêàöèåé Óèòíè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà ñòðàòèôèêàöèÿ ìèíèìàëüíà ñðåäè
âñåõ C∞-ñòðàòèôèêàöèé Óèòíè ìíîæåñòâà AF . Åñëè AF � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî
â V , òî óêàçàííàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ êîíå÷íà.

1.4.2. Îïðåäåëåíèå. (Òîïîëîãè÷åñêîé) ãðàíèöåé ìíîãîîáðàçèÿ AF íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî

∂(AF) = AF \ AF .

Êîðàçìåðíîñòü codim X îñîáåííîñòåé òèïîâ X ∈ A+ ôðîíòà F â òî÷êàõ ãðàíèöû
ìíîãîîáðàçèÿ AF ñòðîãî áîëüøå codimA. Áîëåå òîãî, õîðîøî èçâåñòíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

1.4.3. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü F � óñòîé÷èâûé ôðîíò êîðàíãà ≤ 1. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+ èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

∂(AF) = (A+ A1)F ∪
(

p⋃
i=1

(A− Aµi
+ Aµi+1)F

)
∪ (2.6)

∪
( ⋃

1≤i<j≤p

(A− Aµi
− Aµj

+ Aµi+µj+1)F

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå k è ðàññìîòðèì ïðî-
ñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ P îò t ∈ R ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå óäî-
âëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî P ñóùåñòâóþò ÷èñëà t1, . . . , tp ∈ R è
ìíîãî÷ëåí Q(t) = tk + qk−1t

k−1 + . . . + q0 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêèå,
÷òî P (t) = Q(t)

∏p
i=1(t − ti)

µi+1 è qk−1 =
∑p

i=1(µi + 1)ti (ò.å. ñóììà âñåõ êîðíåé ìíî-
ãî÷ëåíà P ðàâíà íóëþ). Â îáùåé òî÷êå ëþáîé êðèâîé γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå ÷èñëà t1, . . . , tm ïîïàðíî ðàçëè÷íû, à âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà Q ïðîñòûå
è íå ñîâïàäàþò ñ t1, . . . , tm. Íî â íåêîòîðûõ (èçîëèðîâàííûõ) òî÷êàõ êðèâîé γ êðàò-
íîñòè âåùåñòâåííûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà P ìîãóò èçìåíèòüñÿ, ïðè÷åì òîëüêî îäíèì
èç òðåõ ñïîñîáîâ. À èìåííî, ëèáî ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãî÷ëåí Q èìååò äâóêðàòíûé
âåùåñòâåííûé êîðåíü (îòëè÷íûé îò t1, . . . , tm), ëèáî ïðîñòîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Q

ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ÷èñåë t1, . . . , tm, ëèáî ti = tj äëÿ íåêîòîðûõ i 6= j.
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Îòñþäà è ñëåäóåò óêàçàííàÿ âûøå ôîðìóëà. Ïðåäëîæåíèå 1.4.3 äîêàçàíî.

1.4.4. Ïðèìåð. Ãðàíèöû ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé êîðàçìåðíîñòè c ≤ 5 ó
óñòîé÷èâîãî ôðîíòà F êîðàíãà ≤ 1 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè (äëÿ ïðî-
ñòîòû èíäåêñ F âåçäå îïóùåí):

c = 1: ∂(A1) = (2A1) ∪ (A2);

c = 2: ∂(2A1) = (3A1) ∪ (A2 + A1) ∪ (A3);
∂(A2) = (A2 + A1) ∪ (A3);

c = 3: ∂(3A1) = (4A1) ∪ (A2 + 2A1) ∪ (A3 + A1);
∂(A2 + A1) = (A2 + 2A1) ∪ (2A2) ∪ (A3 + A1) ∪ (A4);
∂(A3) = (A3 + A1) ∪ (A4);

c = 4: ∂(4A1) = (5A1) ∪ (A2 + 3A1) ∪ (A3 + 2A1);
∂(A2 + 2A1) = (A2 + 3A1) ∪ (2A2 + A1) ∪ (A3 + 2A1) ∪ (A3 + A2) ∪ (A4 + A1);
∂(2A2) = (2A2 + A1) ∪ (A3 + A2) ∪ (A5);
∂(A3 + A1) = (A3 + 2A1) ∪ (A3 + A2) ∪ (A4 + A1) ∪ (A5);
∂(A4) = (A4 + A1) ∪ (A5);

c = 5: ∂(5A1) = (6A1) ∪ (A2 + 4A1) ∪ (A3 + 3A1);
∂(A2 + 3A1) = (A2 + 4A1) ∪ (2A2 + 2A1)∪

∪ (A3 + 3A1) ∪ (A3 + A2 + A1) ∪ (A4 + 2A1);
∂(2A2 + A1) = (2A2 + 2A1) ∪ (3A2) ∪ (A3 + A2 + A1) ∪ (A4 + A2) ∪ (A5 + A1);
∂(A3 + 2A1) = (A3 + 3A1) ∪ (A3 + A2 + A1) ∪ (2A3) ∪ (A4 + 2A1) ∪ (A5 + A1);
∂(A3 + A2) = (A3 + A2 + A1) ∪ (2A3) ∪ (A4 + A2) ∪ (A6);
∂(A4 + A1) = (A4 + 2A1) ∪ (A4 + A2) ∪ (A5 + A1) ∪ (A6);
∂(A5) = (A5 + A1) ∪ (A6).

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (2.6) ïîçâîëÿåò ïåðå÷èñëèòü òèïû âñåõ
îñîáåííîñòåé ôðîíòà F , êîòîðûå ìîãóò ïðèìûêàòü ê îñîáåííîñòÿì äàííîãî òèïà
A. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû ñòîèò îáúåäèíåíèå çàìûêàíèé âñåõ
(dimAF−1)-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé, âõîäÿùèõ â AF . Ãðàíèöû ýòèõ ìíî-
ãîîáðàçèé âûðàæàþòñÿ òîé æå ôîðìóëîé ÷åðåç çàìûêàíèÿ ìíîãîîáðàçèé îñîáåííî-
ñòåé ðàçìåðíîñòè dimAF − 2 è ò.ä.

1.4.5. Ïðèìåð. Ê îñîáåííîñòÿì òèïà A2 ôðîíòà F â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ïðèìûêàþò èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè òèïîâ A2 + A1 è A3 (åñëè îíè âîîáùå åñòü ó
ôðîíòà F); â ÷åòûðåõìåðíîì � îñîáåííîñòè òèïîâ A2+A1, A3 (îíè îáðàçóþò êðèâûå)
è èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè òèïîâ A2 + 2A1, 2A2, A3 + A1, A4; â ïÿòèìåðíîì �
îñîáåííîñòè òèïîâ A2 +A1, A3 (â ýòîì ñëó÷àå îíè îáðàçóþò äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè),
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îñîáåííîñòè òèïîâ A2 +2A1, 2A2, A3 +A1, A4 (îáðàçóþùèå êðèâûå) è èçîëèðîâàííûå
îñîáåííîñòè òèïîâ A2 + 3A1, 2A2 + A1, A3 + 2A1, A3 + A2, A4 + A1, A5.

1.4.6. Çàìå÷àíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A ∈ A+. ×åðåç A îáîçíà-
÷èì ìèíèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî â A+ òàêîå, ÷òî:

1) A ∈ A;
2) åñëè X = Aν1 + . . . + Aνr ∈ A, òî

X + A1 ∈ A, X − Aνi
+ Aνi+1 ∈ A, X − Aνj

− Aνk
+ Aνj+νk+1 ∈ A,

äëÿ âñåõ i = 1, . . . , r, 1 ≤ j < k ≤ r.
Ïóñòü ∂(A) = A \ A ⊂ A+. Òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.6), çàìûêàíèå AF ⊂ V

ìíîãîîáðàçèÿ AF îñîáåííîñòåé òèïà A ôðîíòà F ñîñòîèò èç òî÷åê, â êîòîðûõ F
èìååò îñîáåííîñòè òèïîâ X ∈ A. Ãðàíèöà ∂(AF) ìíîãîîáðàçèÿ AF ñîñòîèò èç òî÷åê,
â êîòîðûõ F èìååò îñîáåííîñòè òèïîâ X ∈ ∂(A).

2 Ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé
óñòîé÷èâîãî ôðîíòà êîðàíãà ≤ 1

Â ýòîì ïàðàãðàôå îïèñàíà êîíñòðóêöèÿ ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé óñòîé÷èâûõ
âîëíîâûõ ôðîíòîâ êîðàíãà ≤ 1.

2.1 Aµ-ïðåîáðàçîâàíèå ôðîíòà

Ïóñòü F � ôðîíò óñòîé÷èâîãî ñîáñòâåííîãî ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ f : L → V

êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè V . Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå öåëîå
µ ≥ 1 è ðàññìîòðèì â L ïîäìíîãîîáðàçèå ΦAµ = Af

µ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΣF çàìûêàíèå â ìíîãîîáðàçèè ΦAµ ìíîæåñòâà òî÷åê x òàêèõ,

÷òî ôðîíò F èìååò îñîáåííîñòü òèïà Aµ + A1 â òî÷êå f(x). Åñëè ìíîæåñòâî ΣF íå
ïóñòî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ (îñîáîé) ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â ΦAµ .

2.1.1. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà â êà÷åñòâå F ìíîæåñòâî Fg êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî ñîáñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ g : M → V êîðàíãà ≤ 1,
ãäå M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è V (ñì. ïðèìåð 1.3.3). Â ýòîì
ñëó÷àå L � ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ g, ëåæàíäðîâî îòîáðàæåíèå
f ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì g íà L, à ΦAµ = Ag

µ äëÿ ëþáîãî µ ≥ 1.
Ïóñòü Ag

µ,0 � çàìûêàíèå ïîäìíîæåñòâà â ΦAµ × M , îáðàçîâàííîãî ïàðàìè (x, ξ)

òî÷åê x ∈ ΦAµ \ ΦAµ+1, ξ ∈ M \ ΦA1 , ξ 6= x òàêèõ, ÷òî g(x) = g(ξ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Ag

µ,0 6= ∅ è ðàññìîòðèì Aµ-ïðåîáðàçîâàíèå [Aµ](g) : Ag
µ,0 → ΦAµ , (x, ξ) 7→ x îòîáðàæå-

íèÿ g.
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2.1.2. Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ F = Fg ìíîæåñòâî ΣF ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êðè-
òè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ [Aµ](g).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ [Aµ](g) ÿâ-
ëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà òî÷åê x ∈ ΦAµ òàêèõ, ÷òî f(x) = f(ξ) äëÿ íåêîòîðîãî
ξ ∈ ΦA1 \ ΦA2 , ò.å. ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ΣFg . Ïðåäëîæåíèå 2.1.2 äîêàçàíî.

Èç çàìå÷àíèé 1.3.4 è 1.3.9, ïðåäëîæåíèÿ 2.1.2 è òåîðåìû 2.1.2 ãëàâû 1 (â ñëó÷àå
l = 0) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

2.1.3. Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî F îñîáåííîñòè ãèïåðïîâåðõíîñòè ΣF äèôôåîìîðô-
íû îñîáåííîñòÿì óñòîé÷èâûõ ôðîíòîâ êîðàíãà ≤ 1.

Ïóñòü ΣF 6= ∅. Òîãäà èç òåîðåìû 2.1.3 è çàìå÷àíèÿ 1.3.11 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæå-
ñòâî ΣF ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ôðîíòîì êîðàíãà ≤ 1 â ìíîãîîáðàçèè ΦAµ . Ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ëåæàíäðîâûì ìíîãîîáðàçèåì ñëóæèò çàìûêàíèå ΦAµ,A1 â ïðîñòðàíñòâå
PT ∗(ΦAµ) ìíîæåñòâà êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ íà ΦAµ , êàñàþùèõñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòè
ΣF â åå ãëàäêèõ òî÷êàõ. Ëåæàíäðîâûì îòîáðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèå íà ìíîãîîá-
ðàçèå ΦAµ,A1 åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè PT ∗(ΦAµ) → ΦAµ .

2.1.4. Îïðåäåëåíèå. Ôðîíò ΣF ⊂ ΦAµ íàçûâàåòñÿ Aµ-ïðåîáðàçîâàíèåì ôðîíòà
F è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [Aµ](F).

Êàê è â ñëó÷àå Aµ-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî óñòîé÷èâîãî îòîáðàæåíèÿ êî-
ðàíãà ≤ 1, îñîáåííîñòè ôðîíòà [Aµ](F) ìîæíî ñâÿçàòü ñ êðàåâûìè îñîáåííîñòÿìè
ôóíêöèé (ñåðèè B).

Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü H â V è öåëîå κ ≥ 1.

2.1.5. Îïðåäåëåíèå. Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà (H,F) èìååò îñîáåííîñòü òèïà Bκ â
òî÷êå y ∈ H, åñëè ðîñòîê ((H,F), y) ýòîé ïàðû äèôôåîìîðôåí ðîñòêó â íóëå ïàðû â
ïðîñòðàíñòâå Rn = {(q0, . . . , qn−1)}, ñîñòîÿùåé èç

1) ãèïåðïëîñêîñòè q0 = 0;
2) ãèïåðïîâåðõíîñòè, îáðàçîâàííîé òî÷êàìè, äëÿ êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí

tκ + qκ−1t
κ−1 + . . . + q1t + q0

îò t èìååò êðàòíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü (ïðè κ = 1 âòîðàÿ êîìïîíåíòà ðîñòêà ïàðû
ðàâíà ∅).

Ìíîæåñòâî (Bκ)(H,F) òî÷åê y ∈ H, â êîòîðûõ ïàðà (H,F) èìååò îñîáåííîñòü òèïà
Bκ, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè κ â îáúåìëþùåì ìíîãîîá-
ðàçèè V . Ïðè κ > 1 ýòî ïîäìíîãîîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â
ìíîãîîáðàçèè (Aκ−1)F îñîáåííîñòåé òèïà Aκ−1 ôðîíòà F .

2.1.6. Îïðåäåëåíèå. Ïàðà (H,F) èìååò îñîáåííîñòü òèïà (Bκ, Aν1 + . . . + Aνr)

â òî÷êå y ∈ H, åñëè
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1) ðîñòîê (F , y) ñîñòîèò èç r + 1 íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò;
2) ñóùåñòâóåò ïîðÿäîê F0,F1, . . . ,Fr íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ðîñòêà (F , y) òà-

êîé, ÷òî ýòè êîìïîíåíòû èìåþò â òî÷êå y îñîáåííîñòè òèïîâ Aκ−1, Aν1 , . . . , Aνr , ñîîò-
âåòñòâåííî (ïðè κ = 1 êîìïîíåíòà F0 = ∅);

3) ïàðà (H,F0) èìååò îñîáåííîñòü òèïà Bκ â òî÷êå y;
4) ðîñòêè â y ìíîãîîáðàçèé (Bκ)(H,F0), (Aν1)F1 , . . . , (Aνr)Fr ïåðåñåêàþòñÿ â ýòîé

òî÷êå òðàíñâåðñàëüíî.

Òî÷êè y ∈ H, â êîòîðûõ ïàðà (H,F) èìååò îñîáåííîñòü òèïà (Bκ, Aν1 + . . . + Aνr),
îáðàçóþò ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè

κ + ν1 + . . . + νr

â ìíîãîîáðàçèè V . Îíî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â ìíîãîîáðàçèè îñîáåí-
íîñòåé òèïà Aκ−1 + Aν1 + . . . + Aνr ôðîíòà F .

2.1.7. Çàìå÷àíèå. Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è
V . Ðàññìîòðèì óñòîé÷èâîå ãëàäêîå ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå g : M → V êîðàíãà ≤ 1.
Ïóñòü Fg � ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ g, à ãèïåðïîâåðõíîñòü H
ëåæèò â îáðàçå g(M) ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà ïàðà (H,Fg) èìååò îñîáåííîñòü òèïà
(Bκ, Aν1 + . . .+Aνr) â òî÷êå y ∈ H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò öåëîå s ≥ 0

òàêîå, ÷òî ïàðà (H, g) èìååò â y îñîáåííîñòü òèïà (Bκ, Aν1 + . . . + Aνr + sA0).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñóæåíèå ϕAµ ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ f íà ìíîãîîáðàçèå ΦAµ .
Â ìíîãîîáðàçèè ΦAµ âûäåëåíà ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ΦAµ+1 è ôðîíò [Aµ](F).

2.1.8. Òåîðåìà. Ïóñòü F � ôðîíò óñòîé÷èâîãî ñîáñòâåííîãî ëåæàíäðîâà îòîá-
ðàæåíèÿ f : L → V êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè V . Òîãäà äëÿ
ëþáîãî X = Aν1 + . . . + Aνr ∈ A+ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè ϕAµ ìíîãîîáðàçèÿ X[Aµ](F) îñîáåííîñòåé òèïà X ôðî-
íòà [Aµ](F) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé òèïîâ X +Aµ, X +

Aµ+1 è X − Aνi
+ Aνi+µ+1, i = 1, . . . , r, ôðîíòà F .

2) Îòîáðàæåíèå ϕAµ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì íàêðûòèåì íàä ìíîãîîáðàçèåì XF îñî-
áåííîñòåé òèïà X ôðîíòà F . Ëèñòû ýòîãî íàêðûòèÿ íóìåðóþòñÿ èíäåêñàìè i

òàêèìè, ÷òî νi ≥ µ.
3) Ïîëíûé ïðîîáðàç ìíîãîîáðàçèÿ XF îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ϕAµ ðàâåí

ΦAµ \ (ΦAµ+1 ∪ [Aµ](F)), åñëè X = Aµ, è ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì îñîáåííîñòåé
òèïà Bν−µ ïàðû (ΦAµ+1 , [Aµ](F)), åñëè X = Aν, ν > µ. Â ñëó÷àå r > 1 îí ñîñòî-
èò èç ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ôðîíòà [Aµ](F), èìåþùèõ òèï X − Aµ (åñëè
{ν1, . . . , νr} 3 µ), è ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ïàðû (ΦAµ+1 , [Aµ](F)), èìåþùèõ òèï
(Bνi−µ, X − Aνi

) äëÿ âñåõ i òàêèõ, ÷òî νi > µ.
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Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç çàìå÷àíèé 1.3.4 è 2.1.7, ïðåäëîæåíèÿ 2.1.2 è òåîðå-
ìû 2.1.7 ãëàâû 1. Ôàêòè÷åñêè îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññèôèêàöèþ îñîáåííîñòåé
ôðîíòà [Aµ](F) è îñîáåííîñòåé ïàðû (ΦAµ+1 , [Aµ](F)) îòíîñèòåëüíî äèôôåîìîðôèç-
ìîâ îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ ΦAµ .

2.1.9. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå R4 = {(q0, q1, q2, q3)} ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü F , îáðàçîâàííóþ òî÷êàìè, äëÿ êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí t5 + q3t

3 + q2t
2 + q1t + q0 îò

t èìååò êðàòíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü. Ãèïåðïîâåðõíîñòü F ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì
ôðîíòîì êîðàíãà ≤ 1 ñ îñîáåííîñòüþ òèïà A4 â íóëå q0 = q1 = q2 = q3 = 0. Ïåðå-
ìåííûå t, q2, q3 îïðåäåëÿþò êîîðäèíàòû íà ëåæàíäðîâîì ìíîãîîáðàçèè L ⊂ PT ∗R4,
ôðîíòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ F îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè % : PT ∗R4 → R4.

Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ôðîíò [A1](F) ⊂ L îáðàçîâàí òî÷êàìè, äëÿ êîòîðûõ ìíîãî-
÷ëåí

u3 + 5tu2 + (10t2 + q3)u + 2(10t3 + 3q3t + q2)

îò u èìååò êðàòíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü. Ãèïåðïîâåðõíîñòü ΦA2 ⊂ L çàäàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì 10t3 + 3q3t + q2 = 0. Îáúåäèíåíèå ΦA2 ∪ [A1](F) äèôôåîìîðôíî ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè íà ðèñ. 2.1 (ñòð. 111). Ãèïåðïîâåðõíîñòü ΦA2 ïðåäñòàâëåíà ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòüþ, à ðîñòîê ôðîíòà [A1](F) � ïîâåðõíîñòüþ ñ ðåáðîì âîçâðàòà.

Íà ðèñóíêå óêàçàíà C∞-ñòðàòèôèêàöèÿ îáúåäèíåíèÿ ΦA2 ∪ [A1](F) ïî òèïàì îñî-
áåííîñòåé ôðîíòà F â îáðàçàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê ïðè ïðîåêòèðîâàíèè %. Èìå-
åòñÿ îäèí íóëüìåðíûé ñòðàò òèïà A4, ÷åòûðå îäíîìåðíûõ ñòðàòà òèïà A2 + A1, äâà
îäíîìåðíûõ ñòðàòà òèïà A3, øåñòü äâóìåðíûõ ñòðàòîâ òèïà 2A1 è ÷åòûðå äâóìåðíûõ
ñòðàòà òèïà A2. Ïàðà (ΦA2 , [A1](F)) èìååò îñîáåííîñòü òèïà B3 â íóëå.

2.2 Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ

Ïóñòü F � ôðîíò óñòîé÷èâîãî ñîáñòâåííîãî ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ f : L → V

êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè V . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëå-
ìåíò A ïîëóãðóïïû A+ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîîáðàçèå AF îñîáåííîñòåé òèïà A
ôðîíòà F íå ïóñòî.

Ïóñòü A = Aµ1 + . . . + Aµp 6= 0. Çàôèêñèðóåì ïîðÿäîê ÷èñåë µ1, . . . , µp. Òîãäà
âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé

ΦAµ1 ,...,Aµp

ψp−→ . . .
ψ3−→ ΦAµ1 ,Aµ2

ψ2−→ ΦAµ1

ψ1−→ V,

ãäå êàæäîå îòîáðàæåíèå ψi ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ãëàäêèõ ñîáñòâåííûõ îòîáðàæåíèé

ΦAµ1 ,...,Aµi−1 ,Aµi

g
µi
i−→ . . . (2.7)

g3
i−→ ΦAµ1 ,...,Aµi−1 ,A2

g2
i−→ ΦAµ1 ,...,Aµi−1 ,A1

fi−→ ΦAµ1 ,...,Aµi−1
.
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Ðèñ. 2.1: A1-ïðåîáðàçîâàíèå òðåõìåðíîãî ôðîíòà ñ îñîáåííîñòüþ òèïà A4.

Îòîáðàæåíèÿ fi è gj
i ñòðîÿòñÿ èíäóêòèâíî ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.

1) Â êà÷åñòâå f1 : ΦA1 → Φ0 âûñòóïàåò èñõîäíîå ëåæàíäðîâî îòîáðàæåíèå f : L →
V òàê, ÷òî Φ0 = V , ΦA1 = L.

2) fi � óñòîé÷èâîå ñîáñòâåííîå ëåæàíäðîâî îòîáðàæåíèå êîðàíãà ≤ 1. Åãî îáðàç
ÿâëÿåòñÿ ôðîíòîì F i â ìíîãîîáðàçèè ΦAµ1 ,...,Aµi−1

(ôðîíò F1 = F).

3) Ìíîãîîáðàçèåì ΦAµ1 ,...,Aµi−1 ,Aj
ñëóæèò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Afi

j òî÷åê x ∈
ΦAµ1 ,...,Aµi−1 ,A1 , â êîòîðûõ îòîáðàæåíèå fi èìååò îñîáåííîñòü òèïà Aj.

4) gj
i � âëîæåíèå êîðàçìåðíîñòè 1 ìíîãîîáðàçèÿ ΦAµ1 ,...,Aµi−1 ,Aj

â ìíîãîîáðàçèå
ΦAµ1 ,...,Aµi−1 ,Aj−1

.

5) Ìíîãîîáðàçèå ΦAµ1 ,...,Aµi ,A1 ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì â PT ∗(ΦAµ1 ,...,Aµi
) ìíîæåñòâà

êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ íà ΦAµ1 ,...,Aµi
, êàñàþùèõñÿ ôðîíòà

F i+1 = [Aµi
](F i) ⊂ ΦAµ1 ,...,Aµi

â åãî ãëàäêèõ òî÷êàõ. Îòîáðàæåíèåì fi+1 ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèå íà ΦAµ1 ,...,Aµi ,A1 åñòåñòâåí-
íîé ïðîåêöèè PT ∗(ΦAµ1 ,...,Aµi

) → ΦAµ1 ,...,Aµi
.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ϕAµ1 ,...,Aµp
: ΦAµ1 ,...,Aµp

→ V, ϕAµ1 ,...,Aµp
= ψ1 ◦ . . . ◦ ψp.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.4.3 è òåîðåìû 2.1.8 ëåãêî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

111



2.2.1. Òåîðåìà. Îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ ϕAµ1 ,...,Aµp
ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèå AF ⊂ V

ìíîãîîáðàçèÿ AF .

2.2.2. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Fg êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé óñòîé÷èâîãî
ãëàäêîãî ñîáñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ g : M → V êîðàíãà ≤ 1, ãäå M � ãëàäêîå ìíîãî-
îáðàçèå òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è V . ×åðåç Φg

Aµ1 ,...,Aµp
è ϕg

Aµ1 ,...,Aµp
îáîçíà÷èì õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ìóëüòèîñîáåííîñòåé
òèïà A îòîáðàæåíèÿ g, ïîëó÷åííûå ïðè èõ ðàçðåøåíèè â óêàçàííîì ïîðÿäêå ñëåäî-
âàíèÿ Aµi

-ïðåîáðàçîâàíèé. Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1.2 ïîëó÷èì ïî èíäóêöèè.

2.2.3. Ïðåäëîæåíèå. Â ñëó÷àå F = Fg ìíîãîîáðàçèå ΦAµ1 ,...,Aµp
åñòåñòâåííî

äèôôåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ Φg
Aµ1 ,...,Aµp

. À èìåííî, ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì φ :

ΦAµ1 ,...,Aµp
→ Φg

Aµ1 ,...,Aµp
òàêîé, ÷òî äèàãðàììà

ΦAµ1 ,...,Aµp

φ−→ Φg
Aµ1 ,...,Aµp

↓ ϕAµ1 ,...,Aµp
↓ ϕg

Aµ1 ,...,Aµp

V
id−→ V

êîììóòàòèâíà (çäåñü id � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå).

Ïóñòü (L)i = L × . . . × L (i ðàç). Ðàññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå LAµ1 ,...,Aµi
â (L)i,

îáðàçîâàííîå íàáîðàìè (x1, . . . , xi) ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê ìíîãîîáðàçèÿ L òàêèõ,
÷òî f(x1) = . . . = f(xi) ∈ (Aµ1 + . . . + Aµi

)F è îòîáðàæåíèå f èìååò îñîáåííîñòü òèïà
Aµs â òî÷êå xs, s = 1, . . . , i.

2.2.4. Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , p ñóùåñòâóåò ãëàäêîå âëîæåíèå
φi : ΦAµ1 ,...,Aµi

→ (L)i, îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèå LAµ1 ,...,Aµi
ìíîãîîáðàçèÿ

LAµ1 ,...,Aµi
â ïðîñòðàíñòâå (L)i. Âëîæåíèÿ φ1, . . . , φp âêëþ÷àþòñÿ â êîììóòàòèâíóþ

äèàãðàììó

ΦAµ1 ,...,Aµp

ψp−→ . . .
ψ3−→ ΦAµ1 ,Aµ2

ψ2−→ ΦAµ1

ψ1−→ V

↓ φp ↓ φ2 ↓ φ1 ↓ id

(L)p hp−→ . . .
h3−→ (L)2 h2−→ L

f−→ V

ãäå hi : (L)i → (L)i−1, (x1, . . . , xi−1, xi) 7→ (x1, . . . , xi−1) � îòîáðàæåíèå çàáûâàíèÿ
ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè p = 1 ýòî î÷åâèäíî (ñì. ïðèìåð 1.3.2). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè âñåõ p ≤ k − 1 è äîêàæåì åãî äëÿ p = k.

Ïóñòü L � çàìûêàíèå â ïðîñòðàíñòâå PT ∗V ìíîæåñòâà êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ íà
ìíîãîîáðàçèè V , êàñàþùèõñÿ ôðîíòà F â åãî ãëàäêèõ òî÷êàõ. Ýòî ãëàäêîå ëåæàí-
äðîâî ïîäìíîãîîáðàçèå â V . Ôðîíòîì ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè
(2.4) ÿâëÿåòñÿ F .
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Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå PT ∗(LAµ1 ,...,Aµk−1
). Îíî îáðàçîâàíî óïîðÿäî÷åííûìè íà-

áîðàìè (x1, . . . , xk−1, π), ãäå (x1, . . . , xk−1) ∈ LAµ1 ,...,Aµk−1
, à π � ãèïåðïëîñêîñòü â êàñà-

òåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Ty((Aµ1 + . . .+Aµk−1
)F) ⊂ TyV ê ïîäìíîãîîáðàçèþ (Aµ1 + . . .+

Aµk−1
)F ⊂ V â òî÷êå y = f(x1).

Ïóñòü Φ0
Aµ1 ,...,Aµk

= ϕ−1
Aµ1 ,...,Aµk

((Aµ1+. . .+Aµk
)F). Ýòî îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ïîä-

ìíîãîîáðàçèå â ìíîãîîáðàçèè ΦAµ1 ,...,Aµk
. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, îíî ñîñòîèò

èç íàáîðîâ (x1, . . . , xk−1, π) ∈ PT ∗(LAµ1 ,...,Aµk−1
), äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò

(è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ) òî÷êà xk ∈ L òàêàÿ, ÷òî (x1, . . . , xk) ∈ LAµ1 ,...,Aµk
è

π = π̂ ∩ Ty((Aµ1 + . . . + Aµk−1
)F),

ãäå y = f(x1), à π̂ � ãèïåðïëîñêîñòü â TyV , îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèåì: îáðàç
ðîñòêà (L, xk) ïðè îòîáðàæåíèè f ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ðîñòêà (L, (π̂, y)) ïðè îòîáðàæå-
íèè (2.4). Îòîáðàæåíèå

(x1, . . . , xk−1, π) 7→ (x1, . . . , xk)

îïðåäåëÿåò äèôôåîìîðôèçì ìíîãîîáðàçèÿ Φ0
Aµ1 ,...,Aµk

íà LAµ1 ,...,Aµk
.

Îñòàåòñÿ ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî çàìûêàíèå LAµ1 ,...,Aµk
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíî-

ãîîáðàçèåì â (L)k è ÷òî óêàçàííûé äèôôåîìîðôèçì ïðîäîëæàåòñÿ äî äèôôåîìîð-
ôèçìà ìíîãîîáðàçèÿ ΦAµ1 ,...,Aµk

íà LAµ1 ,...,Aµk
. Íî ýòè ôàêòû ëîêàëüíûå è ïîýòîìó

ñëåäóþò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.1.3 ãëàâû 1 è ïðåäëîæåíèÿ 2.2.3 âûøå. Ïðåäëîæåíèå 2.2.4
äîêàçàíî.

2.2.5. Òåîðåìà. Ïàðû (ΦAµ1 ,...,Aµp
, ϕAµ1 ,...,Aµp

), ïîëó÷åííûå ïðè ðàçíûõ óïîðÿäî÷å-
íèÿõ íàáîðà (µ1, . . . , µp) êðàòíîñòåé îñîáåííîñòåé òèïà A = Aµ1 + . . .+Aµp ôðîíòà
F , åñòåñòâåííî äèôôåîìîðôíû. À èìåííî, äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè τ : (1, . . . , p) →
(1, . . . , p) ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì φτ : ΦAµ1 ,...,Aµp

→ ΦAµτ(1)
,...,Aµτ(p)

òàêîé, ÷òî
äèàãðàììà

ΦAµ1 ,...,Aµp

φτ−→ ΦAµτ(1)
,...,Aµτ(p)

↓ ϕAµ1 ,...,Aµp
↓ ϕAµτ(1)

,...,Aµτ(p)

V
id−→ V

êîììóòàòèâíà.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2.4. Äåéñòâèå äèôôåîìîðôèçìà φτ

îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé (x1, . . . , xp) 7→ (xτ(1), . . . , xτ(p)) ñîìíîæèòåëåé â ïðîèçâå-
äåíèè (L)p.

Òåîðåìà 2.2.5 äåëàåò êîððåêòíûì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

2.2.6. Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîîáðàçèå ΦA = ΦAµ1 ,...,Aµp
è ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ϕA =

ϕAµ1 ,...,Aµp
íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè äëÿ îñîáåííîñòåé òèïà A ôðîíòà F .
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Îïèñàííàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ýëåìåíòó A ∈ A+ ïàðó (ΦA, ϕA),
íàçûâàåòñÿ ðàçðåøåíèåì ýòèõ îñîáåííîñòåé.

2.2.7. Çàìå÷àíèå. Åñëè A = 0, òî ΦA = V , à ϕA : ΦA → V � òîæäåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå.

Îñíîâíîå ñâîéñòâî îïèñàííîé êîíñòðóêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

2.2.8. Òåîðåìà. Åñëè îñîáåííîñòü òèïà X = Aν1 + . . .+Aνr ôðîíòà F ïðèìûêà-
åò ê îñîáåííîñòè òèïà A, òî îòîáðàæåíèå ϕA ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì íàêðûòèåì íàä
ìíîãîîáðàçèåì XF . Êðàòíîñòü ýòîãî íàêðûòèÿ çàâèñèò òîëüêî îò A è X (ò.å.
îíà íå çàâèñèò îò n, V , F) è îò ïîðÿäêà Aµi

-ïðåîáðàçîâàíèé.

Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì òåîðåì 2.1.8 è 2.2.5.

2.2.9. Îïðåäåëåíèå. Êðàòíîñòü îòîáðàæåíèÿ ϕA íàä ìíîãîîáðàçèåì XF îñî-
áåííîñòåé òèïà X ôðîíòà F íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì îñîáåííîñòè òèïà X îòíîñèòåëüíî
îñîáåííîñòè òèïà A è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç IA(X).

2.2.10. Çàìå÷àíèå. Ìåæäó õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè âñåâîçìîæ-
íûõ îñîáåííîñòåé ôðîíòà F , îòâå÷àþùèìè, ê òîìó æå, ðàçëè÷íûì óïîðÿäî÷åíèÿì
êðàòíîñòåé ýòèõ îñîáåííîñòåé, èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî îòîáðàæåíèé. Îíè îáðà-
çóþò îãðîìíóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó. Â íåé åñòü çàìå÷àòåëüíàÿ ïîääèàãðàììà.

À èìåííî, ðàçðåøèì îñîáåííîñòè êàæäîãî òèïà A = Aµ1 + . . . + Aµp ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ Aµi

-ïðåîáðàçîâàíèé â íåâîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ êðàòíîñòåé
µ1, . . . , µp. Òîãäà âîçíèêíåò îðèåíòèðîâàííûé ãðàô A(F), ó êîòîðîãî:

1) âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò ìíîãîîáðàçèþ V è õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãîîáðàçè-
ÿì ΦA, ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå óêàçàííîãî ðàçðåøåíèÿ;

2) îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà îòâå÷àþò ëåæàíäðîâûì îòîáðàæåíèÿì fi è âëîæåíèÿì
gj

i èç äèàãðàìì âèäà (2.7).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãðàô A(F) ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì (ñ êîðíåì V ). Öåïè ýòîãî äåðåâà

ïðåäñòàâëÿþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ îñîáåííîñòåé ôðîíòà F , îïðåäåëÿå-
ìûå äàííûì ðàçðåøåíèåì.

2.2.11. Îïðåäåëåíèå. Äåðåâî A(F) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé áàøíåé
îñîáåííîñòåé ôðîíòà F .

Áàøíÿ A(F) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.2. Ìíîãîòî÷èÿ îáîçíà÷àþò ïîääåðåâüÿ â A(F),
ïîðîæäåííûå âåðøèíàìè ΦA, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì A ñ codimA > 6.
Ãîðèçîíòàëüíûå ðåáðà îòâå÷àþò ëåæàíäðîâûì îòîáðàæåíèÿì fi, à âåðòèêàëüíûå �
âëîæåíèÿì gj

i . Èç êàæäîé âåðøèíû ΦA âûõîäèò ðîâíî îäíî ðåáðî, à âõîäèò íå áîëåå
äâóõ. Åñëè â âåðøèíó ΦA âõîäÿò äâà ðåáðà, òî ëèáî A = Aµ, ëèáî A = Ã + Aµ, ãäå
âñå êðàòíîñòè îñîáåííîñòè òèïà Ã ñòðîãî áîëüøå µ.
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V ← ΦA1 ← Φ2A1 ← Φ3A1 ← Φ4A1 ← Φ5A1 ← Φ6A1 ← · · ·

↑

ΦA2 ← ΦA2+A1 ← ΦA2+2A1 ← ΦA2+3A1 ← ΦA2+4A1 ← · · ·
↑

Φ2A2 ← Φ2A2+A1 ← Φ2A2+2A1 ← · · ·
↑

↑ Φ3A2 ← · · ·

ΦA3 ← ΦA3+A1 ← ΦA3+2A1 ← ΦA3+3A1 ← · · ·
↑

ΦA3+A2 ← ΦA3+A2+A1 ← · · ·
↑

↑ · · ·
↑

Φ2A3 ← · · ·

ΦA4 ← ΦA4+A1 ← ΦA4+2A1 ← · · ·
↑

ΦA4+A2 ← · · ·
↑

↑ · · ·

ΦA5 ← ΦA5+A1 ← · · ·
↑

↑ · · ·

ΦA6 ← · · ·
↑
· · ·

Ðèñ. 2.2: Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ áàøíÿ îñîáåííîñòåé óñòîé÷èâîãî ôðîíòà êîðàíãà ≤ 1.
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2.3 Âû÷èñëåíèå îòíîñèòåëüíûõ èíäåêñîâ
îñîáåííîñòåé ôðîíòà

Èç òåîðåì 2.2.5 è 2.1.8 âûòåêàåò ïðîñòàÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ
îòíîñèòåëüíûõ èíäåêñîâ îñîáåííîñòåé óñòîé÷èâîãî ôðîíòà F ⊂ V êîðàíãà ≤ 1.

2.3.1. Òåîðåìà. Èíäåêñ IA(X) îñîáåííîñòè òèïà X = Aν1 + . . . + Aνr ∈ A+

ôðîíòà F îòíîñèòåëüíî îñîáåííîñòè òèïà A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+ âû÷èñëÿåòñÿ
ðåêóððåíòíî, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) åñëè µ∗ = max{µ1, . . . , µp} > ν∗ = max{ν1, . . . , νr}, òî IA(X) = 0;
2) åñëè µ∗ ≤ ν∗, òî

IA(X) =
∑

νi=µ∗,µ∗+1

IA−Aµ∗ (X − Aνi
) +

∑
νi>µ∗+1

IA−Aµ∗ (X − Aνi
+ Aνi−µ∗−1),

ãäå I0(Y ) = 1 äëÿ ëþáîãî Y ∈ A+.

2.3.2. Çàìå÷àíèå. Îñîáåííîñòü òèïà X óñòîé÷èâîãî ôðîíòà F ïðèìûêàåò ê
îñîáåííîñòè òèïà A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà IA(X) 6= 0.

2.3.3. Çàìå÷àíèå. Äëÿ âñåõ A, X ∈ A+ ÷èñëî IA(X), âû÷èñëÿåìûå ïî òåîðåìå
2.3.1, ðàâíî ÷èñëó IA(X), âû÷èñëÿåìîìó ïî òåîðåìå 3.2.1 èç ãëàâû 1.

Â ÷àñòíîñòè, èíäåêñ IA(X) ëåæàíäðîâûõ îñîáåííîñòåé òèïîâ A = Aµ1 + . . . + Aµp

è X = Aν1 + . . . + Aνr ìàëûõ êîðàçìåðíîñòåé ìîæíî áûñòðî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè
äåðåâà ïàðû A ` X (ñì. ðàçäåë 3.2 ãëàâû 1).

2.4 Îñîáåííîñòè êàíîíè÷åñêîé ñòðàòèôèêàöèè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ
îñîáåííîñòåé ôðîíòà

Çäåñü îïèñûâàåòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ îñîáåííîñòåé óñòîé÷èâîãî ôðîíòà êîðàíãà ≤ 1 ïî òèïàì îñîáåííîñòåé, êîòîðûå
èìååò ôðîíò â îáðàçàõ òî÷åê õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðè èõ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîì îòîáðàæåíèè.

Ïóñòü F � óñòîé÷èâûé ôðîíò êîðàíãà ≤ 1 â n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè V . Çàôèê-
ñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+ òàêîé, ÷òî AF 6= ∅, è
ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ΦA è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæå-
íèå ϕA îñîáåííîñòåé òèïà A ôðîíòà F .

2.4.1. Îïðåäåëåíèå. Êàíîíè÷åñêîé ñòðàòèôèêàöèåé ìíîãîîáðàçèÿ ΦA íàçûâà-
åòñÿ ðàçáèåíèå ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû (ñòðàòû) ïîëíûõ ïðîîá-
ðàçîâ ϕ−1

A (XF) ìíîãîîáðàçèé XF ïî âñåì òèïàì X îñîáåííîñòåé ôðîíòà F .
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Êàíîíè÷åñêàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ΦA ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, åãî C∞-ñòðà-
òèôèêàöèåé.

2.4.2. Òåîðåìà. Êàíîíè÷åñêàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ ΦA îñîáåííîñòåé òèïà A ôðîíòà F ÿâëÿåòñÿ C∞-ñòðàòèôèêàöèåé Óèòíè.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.2.5 ãëàâû 1 è ïðåäëîæåíèÿ 2.2.3. Áîëåå
òîãî, èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2.3, à òàêæå èç òåîðåìû 4.2.2 ãëàâû 1 ñëåäóåò, ÷òî ñ òî÷íî-
ñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ ΦA îñîáåííîñòè êàíîíè÷åñêîé ñòðàòèôè-
êàöèè ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ èñ÷åðïûâàþòñÿ îñîáåííîñòÿìè òèïîâ Sp1

κ1
+ . . . + Spr

κr
, ãäå

Sp
κ = Sp

κ(0). Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ýòèõ îñîáåííîñòåé â íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå A 6= 0

ïðèâåäåíî íèæå.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ξ íà ìíîãîîáðàçèè ΦA.

2.4.3. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü ôðîíò F èìååò îñîáåííîñòü òèïà Aν â òî÷êå
y = ϕA(ξ). Òîãäà κp = ν − codimA ≥ p − 1 è êàíîíè÷åñêàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ ìíîãî-
îáðàçèÿ ΦA èìååò îñîáåííîñòü òèïà Sp

κp
â òî÷êå ξ. À èìåííî, íà ìíîãîîáðàçèè ΦA

ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû

(t1, . . . , tp−1, Q
p
0, . . . , Q

p
κp−p, z1, . . . , zn−ν) ∈ Rn−codimA

ñ íà÷àëîì â òî÷êå ξ òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1) Ðîñòîê â ξ êàíîíè÷åñêîé ñòðàòèôèêàöèè ìíîãîîáðàçèÿ ΦA ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì

â íóëå ñòðàòèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâà Rn−codimA îòíîñèòåëüíî íàáîðà ñëåäóþùèõ
ïîäìíîæåñòâ:

a) ôðîíòà Fp+1, îáðàçîâàííîãî òî÷êàìè, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ

Sp(tp, Q
p
0, . . . , Q

p
κp−p) = tκp−p+1

p +

κp−p∑
i=0

Qp
i tip

êàê ìíîãî÷ëåí îò tp èìååò êðàòíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü (âõîäèò â íàáîð òîëüêî
ïðè p < κp);

b) p ãëàäêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé Hp
i , çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè

Sp|ti+...+tp=0 = 0, i = 1, . . . , p

(âõîäÿò â íàáîð òîëüêî ïðè p ≤ κp);
c) p(p− 1)/2 ãèïåðïëîñêîñòåé Πp

i,j, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè

ti + . . . + tj−1 = 0, 1 ≤ i < j ≤ p

(âõîäÿò â íàáîð òîëüêî ïðè p > 1).
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2) Ðîñòêè ãèïåðïîâåðõíîñòåé Fp+1, Hp
i , Πp

i,j â íóëå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïðîîáðà-
çàìè ðîñòêîâ ìíîæåñòâ

(A+ A1)F , (A− Aµi
+ Aµi+1)F , (A− Aµi

− Aµj
+ Aµi+µj+1)F

â òî÷êå y, ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî ðîñòêà îòîáðàæåíèÿ ϕA â òî÷êå ξ.

2.4.4. Ïðèìåð. Ïóñòü F ⊂ R5 � óñòîé÷èâûé ôðîíò êîðàíãà ≤ 1 ñ îñîáåííîñòüþ
òèïà A5 â íåêîòîðîé òî÷êå y. Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Φ2A1

è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ϕ2A1 îñîáåííîñòåé òèïà 2A1 ýòîãî ôðîíòà. Êà-
íîíè÷åñêàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Φ2A1 èìååò îñîáåííîñòü òèïà S2

3 â òî÷êå
ξ = ϕ−1

2A1
(y).

Ðîñòîê ýòîé ñòðàòèôèêàöèè â òî÷êå ξ äèôôåîìîðôåí ðîñòêó â íóëå ñòðàòèôè-
êàöèè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî íàáîðà ÷åòûðåõ ïîâåðõíîñòåé, èçîá-
ðàæåííûõ íà ðèñ. 1.7 (ñòð. 60) â ãëàäêèõ êîîðäèíàòàõ ïðèìåðà 4.1.7 ãëàâû 1. Çäåñü
ôðîíò F3 ïðåäñòàâëåí ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ. Ãèïåðïîâåðõíîñòè H2

1 è H2
2 ïðåä-

ñòàâëåíû ïàðàáîëè÷åñêèìè öèëèíäðàìè. Ãèïåðïëîñêîñòü Π2
1,2 èçîáðàæåíà âåðòèêàëü-

íîé ïëîñêîñòüþ.
Ñòðàòû ïîëîæèòåëüíîé êîðàçìåðíîñòè îáîçíà÷åíû òèïàìè îñîáåííîñòåé ôðîíòà

F â îáðàçàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê ïðè îòîáðàæåíèè ϕ2A1 . (Íåâèäèìûé) íóëüìåð-
íûé ñòðàò A5 ïðèìûêàåò ê äåñÿòè îäíîìåðíûì ñòðàòàì, ñðåäè êîòîðûõ äâà ñòðàòà
òèïà A4, äâà ñòðàòà òèïà 2A2 è øåñòü ñòðàòîâ òèïà A3 + A1. Îí òàêæå ïðèìûêàåò ê
äâàäöàòè äâóì äâóìåðíûì ñòðàòàì, ñðåäè êîòîðûõ 4 ñòðàòà òèïà A3, 6 ñòðàòîâ òèïà
3A1 è 12 ñòðàòîâ òèïà A2 + A1.

2.4.5. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü ôðîíò F èìååò îñîáåííîñòü òèïà X = Aν1 +. . .+

Aνr â òî÷êå y = ϕA(ξ). Ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû F1, . . . ,Fr ðîñòêà
(F , y) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè êîìïîíåíòû èìåþò â òî÷êå y îñîáåííîñòè òèïîâ
Aν1 , . . . , Aνr , ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà íàéäåòñÿ ðàçáèåíèå

I =
r⋃

j=1

Ij

ìíîæåñòâà I = {1, . . . , p} íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà Ij òàêèå,
÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , r ìíîæåñòâî Ij ñîñòîèò èç pj ≥ 0 ÷èñåë, óïîðÿäî÷åííûõ
ïî âîçðàñòàíèþ, ïðè÷åì

κj = νj −
∑
i∈Ij

µi ≥ pj − 1.

2) Íà ìíîãîîáðàçèè ΦA ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû

(λ1
1, . . . , λ

1
κ1

, . . . , λr
1, . . . , λ

r
κr

, z1, . . . , zn−codim X) ∈ Rn−codimA
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ñ íà÷àëîì â òî÷êå ξ òàêèå, ÷òî ðîñòîê â ξ êàíîíè÷åñêîé ñòðàòèôèêàöèè ìíî-
ãîîáðàçèÿ ΦA ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì â íóëå ñòðàòèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâà Rn−codimA

îòíîñèòåëüíî íàáîðà Σ1, . . . , Σr ñëåäóþùèõ ïîäìíîæåñòâ.
Åñëè pj = 0, òî Σj � ôðîíò F∗

j , îáðàçîâàííûé òî÷êàìè, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ

Sj(tj, λ
j
1, . . . , λ

j
κj

) = t
κj+1
j + λj

κj
t
κj−1
j + . . . + λj

2tj + λj
1

êàê ìíîãî÷ëåí îò tj èìååò êðàòíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü. Åñëè pj > 0, òî Σj �
íàáîð, ñîñòîÿùèé èç ñëåäóþùèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé:

a) ôðîíòà F∗
j , îáðàçîâàííîãî òî÷êàìè, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ

Sj(tj, λ
j
pj

, . . . , λj
κj

) = t
κj−pj+1
j +

κj∑
i=pj

λj
i t

i−pj

j

êàê ìíîãî÷ëåí îò tj èìååò êðàòíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü (âõîäèò â íàáîð òîëüêî
ïðè pj < κj);

b) pj ãëàäêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé Hj
i , i = 1, . . . , pj, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè

Hj
i : Sj|tj=−(λj

i +...+λj
pj−1) = 0, i < pj; Hj

pj
: Sj|tj=0 = 0

(âõîäÿò â íàáîð òîëüêî ïðè pj ≤ κj);
c) pj(pj − 1)/2 ãèïåðïëîñêîñòåé Πj

i,k, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè

λj
i + . . . + λj

k−1 = 0, 1 ≤ i < k ≤ pj

(âõîäÿò â íàáîð òîëüêî ïðè pj > 1).
3) Ðîñòêè ãèïåðïîâåðõíîñòåé F∗

j , Hj
i , Πj

i,k â íóëå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ïðîîáðàçà-
ìè ðîñòêîâ ìíîæåñòâ

(Aj + A1)Fj
, (Aj − Aµ(i,j)

+ Aµ(i,j)+1)Fj
, (Aj − Aµ(i,j)

− Aµ(k,j)
+ Aµ(i,j)+µ(k,j)+1)Fj

â òî÷êå y, ñîîòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî ðîñòêà îòîáðàæåíèÿ ϕA â òî÷êå ξ.
Çäåñü Aj =

∑
s∈Ij

Aµ(s,j)
, à èíäåêñ (s, j) ÿâëÿåòñÿ s-ì ÷èñëîì â íàáîðå Ij.

4) Ðîñòîê îáúåäèíåíèÿ F∗ =
⋃r

j=1F∗
j â íóëå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîîáðàçîì ðîñòêà

ìíîæåñòâà
(A+ A1)F

â òî÷êå y îòíîñèòåëüíî ðîñòêà îòîáðàæåíèÿ ϕA â òî÷êå ξ.

Ïðåäëîæåíèÿ 2.4.3 è 2.4.5 ÿâëÿþòñÿ î÷åâèäíûìè ñëåäñòâèÿìè ïðåäëîæåíèé 4.4.1
è 4.4.4 ãëàâû 1, à òàêæå ïðåäëîæåíèÿ 2.2.3.
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3 Ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé
îñîáåííîñòåé óñòîé÷èâîãî ôðîíòà êîðàíãà ≤ 1

Â ýòîì ïàðàãðàôå íàéäåíû ïîëíûå ñèñòåìû óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøå-
íèé ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé êîìïàêòíîãî
óñòîé÷èâîãî ôðîíòà êîðàíãà ≤ 1 (îòäåëüíî äëÿ ñëó÷àåâ íå÷åòíîé è ÷åòíîé ðàçìåð-
íîñòè îáúåìëþùåãî ôðîíò ïðîñòðàíñòâà).

3.1 Âû÷èñëåíèå ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýéëåðîâûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè

Ïóñòü F � óñòîé÷èâûé ôðîíò êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè V .
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+ òàêîé, ÷òî

codimA = µ1 + . . . + µp ≤ n.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå AF îñîáåííîñòåé òèïà A ôðîíòà F è çàìûêàíèå AF
ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ â îáúåìëþùåì ìíîãîîáðàçèè V . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî AF 6= ∅, è
âîçüìåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ΦA îñîáåííîñòåé òèïà A ôðîíòà F . Åñëè
ìíîæåñòâî AF êîìïàêòíî, òî ìíîãîîáðàçèå ΦA çàìêíóòî. Ïðè ýòîì îïðåäåëåíà ýé-
ëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χF(X) = χ(XF) ìíîãîîáðàçèÿ XF îñîáåííîñòåé ëþáîãî òèïà
X ∈ A+ òàêîãî, ÷òî XF ⊆ AF .

3.1.1. Òåîðåìà. Ïóñòü ìíîæåñòâî AF êîìïàêòíî. Òîãäà ýéëåðîâà õàðàêòåðè-
ñòèêà χ(ΦA) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ΦA îñîáåííîñòåé òèïà A ôðîíòà
F âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè χF(X) ìíîãîîáðàçèé XF , X ∈ A+

îñîáåííîñòåé, ïðèìûêàþùèõ ê îñîáåííîñòÿì òèïà A, ïî ôîðìóëå

(−1)codimAχ(ΦA) =
∑
X

(−1)codim XIA(X)χF(X).

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåì 2.2.1, 2.2.8, 2.4.2 è ôîðìóëû (1.7).

3.1.2. Ñëåäñòâèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå AF èìååò íå÷åòíóþ ðàç-
ìåðíîñòü è ìíîæåñòâî AF êîìïàêòíî. Òîãäà ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè χF(X)

ìíîãîîáðàçèé XF , X ∈ A+ îñîáåííîñòåé ôðîíòà F , ïðèìûêàþùèõ ê îñîáåííîñòÿì
òèïà A, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

∑
X

(−1)codim XIA(X)χF(X) = 0. (2.8)
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Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1.1 è òîãî ôàêòà, ÷òî ïðè óêàçàííûõ óñëî-
âèÿõ χ(ΦA) = 0 (ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ëþáîãî ãëàäêîãî çàìêíóòîãî íå÷åòíîìåð-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ ðàâíà íóëþ).

3.1.3. Ïðèìåð. Óñòîé÷èâûé êîìïàêòíûé ôðîíò F êîðàíãà ≤ 1 â n-ìåðíîì ìíî-
ãîîáðàçèè ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòè òîëüêî äâóõ òèïîâ â êîðàçìåðíîñòè 2, à èìåííî,
îñîáåííîñòè òèïîâ 2A1 è A2.

1) Ãðàíèöà ìíîãîîáðàçèÿ îñîáåííîñòåé òèïà 2A1 ôðîíòà F ñîñòîèò èç âñåõ îñîáåí-
íîñòåé êîðàçìåðíîñòè áîëüøå äâóõ (ñì. ïðèìåð 1.4.4). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî
n ≥ 3 ôîðìóëà (2.8) è òåîðåìà 3.2.5 ãëàâû 1 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ
ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ôðîíòà F :

2χF(2A1) = −
∑

codim X > 2

(−1)codim X
[
r2(X)−#(A1|X)−#(A2|X)

]
χF(X).

Çäåñü r(X) � ÷èñëî r íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò îñîáåííîñòè òèïà X = Aν1 + . . .+Aνr ,
#(Ai|X) � êîëè÷åñòâî èíäåêñîâ j ∈ {1, . . . , r} òàêèõ, ÷òî νj = i.

2) Ãðàíèöà ìíîãîîáðàçèÿ îñîáåííîñòåé òèïà A2 ñîñòîèò èç âñåõ îñîáåííîñòåé êî-
ðàçìåðíîñòè áîëüøå äâóõ, êðîìå îñîáåííîñòåé òèïà rA1. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî íå÷åò-
íîãî n ≥ 3 èìååì

χF(A2) = −
∑

codim X > 2

(−1)codim X [r(X)−#(A1|X)] χF(X).

Â äàëüíåéøåì, ðàäè óïðîùåíèÿ ãðîìîçäêèõ âûðàæåíèé â òàêèõ ôîðìóëàõ, èñ-
ïîëüçóåòñÿ áîëåå ïðîñòîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè χF(X) ìíîãî-
îáðàçèÿ XF . À èìåííî, ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ìíîãîîáðàçèÿ (k1Aµ1 +. . .+kpAµp)F ,
ãäå k1, . . . , kp íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, à µ1, . . . , µp ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ìû îáî-
çíà÷àåì ÷åðåç χ(

k1,...,kp
µ1,...,µp).

3.1.4. Òåîðåìà. Ïóñòü F � êîìïàêòíûé óñòîé÷èâûé ôðîíò êîðàíãà ≤ 1 â
ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè V . Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Äëÿ ëþáîãî A ∈ A+ \ {0} òàêîãî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå AF îñîáåííîñòåé òèïà A
ôðîíòà F èìååò íå÷åòíóþ ðàçìåðíîñòü, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χF(A) ìíîãî-
îáðàçèÿ AF ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

χF(A) =
∑
X

KA(X)χF(X) (2.9)

(ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè) ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χF(X) ÷åòíîìåð-
íûõ ìíîãîîáðàçèé XF îñîáåííîñòåé òèïîâ X ∈ A+ òàêèõ, ÷òî codim X ∈ [codimA+

1, n]. Åñëè ìíîãîîáðàçèå V çàìêíóòî, òî ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ A = 0.
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2) Êàæäûé êîýôôèöèåíò KA(X) â ôîðìóëå (2.9) çàâèñèò òîëüêî îò A è X (ò.å.
íå çàâèñèò îò V è F). À èìåííî,

KA(X) =
s∑

i=0

(−1)iPi(A, X), (2.10)

ãäå s = (codim X − codimA− 1)/2, à Pi(A, X) ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé âèäà
i∏

j=0

IYj
(Yj+1)

IYj
(Yj)

ïî âñåì óïîðÿäî÷åííûì íàáîðàì (Y0, Y1, . . . , Yi+1) ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû A+ òàêèì,
÷òî Y0 = A, Yi+1 = X, codimA < codim Y1 < . . . < codim Yi < codim X è

codim Y1 ≡ . . . ≡ codim Yi ≡ codimA (mod 2) .

3) Äëÿ ëþáûõ A è X òàêèõ, ÷òî codim X ïðåâûøàåò codimA íà íå÷åòíîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ñóùåñòâóåò öåëîå r ≥ 0 òàêîå, ÷òî ÷èñëî KA(X)2r öåëîå.

4) Ñïèñêè ôîðìóë (2.9) äëÿ âñåâîçìîæíûõ A ∈ A+ ïðè c = codimA ≤ 6 ïðèâåäå-
íû â òàáëèöå 7 äëÿ íå÷åòíîãî n ≤ 7 è â òàáëèöå 8 äëÿ ÷åòíîãî n ≤ 6.

5) Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(F) ôðîíòà F ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

χ(F) =
∑
X

K(X)χF(X) (2.11)

ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χF(X) ÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé XF îñîáåííîñòåé òè-
ïîâ X ∈ A+, ãäå codim X ≤ n. Êàæäûé êîýôôèöèåíò K(X) ýòîé êîìáèíàöèè çàâè-
ñèò òîëüêî îò X. À èìåííî,

K(X) = 1−
∑
A

KA(X),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì íåíóëåâûì ýëåìåíòàì A ïîëóãðóïïû A+ òàêèì, ÷òî
codimA < codim X è codimA ≡ n + 1 (mod 2).

6) Ôîðìóëà (2.11) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
ïðè íå÷åòíîì n ≤ 7,

χ(F) = χ(1
1)− 1

2
[χ(1

3) + 2χ(1,1
2,1) + 4χ(3

1)]

+ 1
2
[5χ(1

5) + 7χ(1,1
4,1) + 5χ(1,1

3,2)

+ 10χ(1,2
3,1) + 8χ(2,1

2,1) + 16χ(1,3
2,1) + 32χ(5

1)]

− 1
4
[63χ(1

7) + 98χ(1,1
6,1) + 76χ(1,1

5,2) + 152χ(1,2
5,1) + 75χ(1,1

4,3)

+ 116χ(1,1,1
4,2,1) + 232χ(1,3

4,1) + 114χ(2,1
3,1) + 88χ(1,2

3,2)

+ 176χ(1,1,2
3,2,1) + 352χ(1,4

3,1) + 136χ(3,1
2,1) + 272χ(2,3

2,1)

+ 544χ(1,5
2,1) + 1088χ(7

1)] ;

(2.12)
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ïðè ÷åòíîì n ≤ 6,

χ(F) = −χ(2
1) + χ(1

4) + χ(1,1
3,1) + χ(2

2) + 2χ(1,2
2,1) + 5χ(4

1)

− 4χ(1
6)− 7χ(1,1

5,1)− 5χ(1,1
4,2)− 11χ(1,2

4,1)− 5χ(2
3)− 8χ(1,1,1

3,2,1)

− 17χ(1,3
3,1)− 6χ(3

2)− 13χ(2,2
2,1)− 28χ(1,4

2,1)− 61χ(6
1) ;

(2.13)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.4 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.2.1 ãëàâû 1.

3.1.5. Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 3.1.1 (ïðè A = A1) ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü ôîðìóëó
(2.12) â âèäå

χ(F) = χ(L) + 1
2
[χ(1

3) + 2χ(3
1)]

− 1
2
[χ(1

5) + 3χ(1,1
4,1) + χ(1,1

3,2)

+ 4χ(1,2
3,1) + 2χ(2,1

2,1) + 6χ(1,3
2,1) + 18χ(5

1)]

+ 1
4
[21χ(1

7) + 34χ(1,1
6,1) + 24χ(1,1

5,2) + 60χ(1,2
5,1) + 25χ(1,1

4,3)

+ 40χ(1,1,1
4,2,1) + 100χ(1,3

4,1) + 42χ(2,1
3,1) + 28χ(1,2

3,2)

+ 68χ(1,1,2
3,2,1) + 164χ(1,4

3,1) + 44χ(3,1
2,1) + 108χ(2,3

2,1)

+ 260χ(1,5
2,1) + 620χ(7

1)] ,

(2.14)

ãäå χ(L) � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ L, ôðîíòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ F .

3.1.6. Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå n = 3 ðàâåíñòâî (2.14) äàåò èçâåñòíóþ ôîðìóëó
Èçóìèè-Ìàðàðà [72]:

χ(F) = χ(L) +
1

2
χF(A3) + χF(3A1).

3.1.7. Çàìå÷àíèå. ÏóñòüA, X ∈ A+\{0}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî codim X ïðåâûøàåò
codimA íà íå÷åòíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî
n ≡ codimA+ 1 (mod 2) èìååì

KA(X) =
∑
i≥0

K0
A+iA0

(X)

(K0
A+iA0

(X) � ÷èñëà èç òåîðåìû 5.3.1 ãëàâû 1).
Àíàëîãè÷íî, K(X) = K0(X) äëÿ âñåõ X ∈ A+ \ {0}. Â ÷àñòíîñòè, èç ôîðìóëû

(2.13) ëåãêî ñëåäóåò ôîðìóëà (1.23).
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3.2 Ïîëíîòà ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé (2.9)

Ïóñòü W � ìíîæåñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ óñòîé÷èâûõ ôðîíòîâ êîðàíãà ≤ 1 âî
âñåâîçìîæíûõ ãëàäêèõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëàññ
ôðîíòîâ W ⊆ W . ×åðåç B îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî â ïîëóãðóïïå A+, îáðàçîâàí-
íîå òèïàìè îñîáåííîñòåé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ó ôðîíòîâ êëàññà W . Òîãäà êàæäîìó
ôðîíòó F ∈ W ìîæíî ñîïîñòàâèòü òî÷êó χF â âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå EB ôèíèòíûõ ôóíêöèé B → R. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ôðîíòà
F . Çíà÷åíèå χF(A) õàðàêòåðèñòèêè χF íà ëþáîì ýëåìåíòå A ∈ B ðàâíî ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêå χ(AF) ìíîãîîáðàçèÿ AF îñîáåííîñòåé òèïà A ôðîíòà F .

Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî Ω â EB, îáðàçîâàííîå õàðàêòåðèñòèêàìè χF âñåõ ôðîí-
òîâ F ∈ W . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåíóëåâàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ α : EB → R ïðèíèìàåò
âî âñåõ òî÷êàõ èç Ω îäèíàêîâîå çíà÷åíèå β ∈ R. Òîãäà ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìå-
åòñÿ óíèâåðñàëüíîå (äëÿ ôðîíòîâ êëàññà W ) ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå α(χ) = β ìåæäó
çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé χ ∈ Ω. Ñèñòåìà óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé íàçû-
âàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ñîîòíîøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþò ìèíèìàëüíîå àôôèííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî â EB, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî Ω.

Ïóñòü P ∈ Z2 � êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2 â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë. Êëàññ âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ 2, ñîäåðæàùèé öåëîå ÷èñëî k, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 〈k〉. ×åðåç W (P)

îáîçíà÷èì êëàññ ôðîíòîâ F ∈ W , ëåæàùèõ â ïðîñòðàíñòâàõ, ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ
ïðèíàäëåæèò P . Äëÿ ýòîãî êëàññà ôðîíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîæåñòâî B ⊆ A+

ñîâïàäàåò ñî âñåé ïîëóãðóïïîé A+.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+ òàêîé, ÷òî

codimA = µ1 + . . . + µp /∈ P .

Îí îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ αA : EA+ → R,

αA : χ 7→ αA(χ) = −χ(A) +
∑
X

KA(X)χ(X),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì X ∈ A+ òàêèì, ÷òî codim X > codimA è codim X ∈ P , à
êîýôôèöèåíòû KA(X) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.10). Â ñèëó òåîðåìû 3.1.4 ôóíê-
öèÿ αA çàäàåò óíèâåðñàëüíîå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå αA(χF) = 0 ìåæäó ýéëåðîâûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ôðîíòîâ F ∈ W (P). Òàêèì îáðàçîì,
ñïðàâåäëèâà

3.2.1. Òåîðåìà. Äëÿ êàæäîãî P ∈ Z2 ôîðìóëà (2.9) îïðåäåëÿåò ñèñòåìó

A(P) = {αA(χF) = 0, A ∈ A+ | codimA /∈ P}

óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíî-
ãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ôðîíòîâ F êëàññà W (P).
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Êàê è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ óñòîé÷èâûõ îòîáðàæåíèé êîðàíãà ≤ 1, îñíîâíîé
íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

3.2.2. Òåîðåìà. Ñèñòåìû

A(〈0〉), A(〈1〉)

ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ñèñòåìàìè óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýé-
ëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ôðîíòîâ êëàññîâ

W (〈0〉), W (〈1〉),

ñîîòâåòñòâåííî.

3.2.3. Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E(P) ⊂ EA+ ,P ∈ Z2, îïðå-
äåëÿåìîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé A(P), íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ
õàðàêòåðèñòèê ôðîíòîâ êëàññà W (P).

3.2.4. Çàìå÷àíèå. Ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ôðîí-
òà îãðàíè÷åíû òàêæå óñëîâèÿìè òèïà íåðàâåíñòâà è äåëèìîñòè (ñì. [20], [27]). Íà-
ïðèìåð, êîìïàêòíûé ôðîíò îáùåãî ïîëîæåíèÿ â R3 èìååò ÷åòíîå ÷èñëî îñîáåííîñòåé
òèïà A2 + A1 (ñì. [6]). Âñå îãðàíè÷åíèÿ òàêîãî ñîðòà íàì íå èçâåñòíû.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå öåëîå n ≥ 1. ×åðåç Wn ⊆ W îáîçíà÷èì êëàññ óñòîé-
÷èâûõ êîìïàêòíûõ ôðîíòîâ êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêèõ çàìêíóòûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ðàç-
ìåðíîñòè n. Òåîðåìà 3.2.2 âûòåêàåò, î÷åâèäíî, èç òîãî, ÷òî ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé (2.9)

ïîëíà äëÿ ôðîíòîâ èç ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî êëàññà Wn. À èìåííî, çàôèêñèðóåì
ïîðÿäîê íà ïîëóãðóïïå A+.

3.2.5. Òåîðåìà. Ñîñòàâèì ñïèñîê òèïîâ Aµ1 + . . .+Aµp ∈ A+ îñîáåííîñòåé, êî-
òîðûå ìîãóò áûòü ó ôðîíòà êëàññà Wn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò
èç d ýëåìåíòîâ. Ïóñòü Ω ïîäìíîæåñòâî â Rd, îáðàçîâàííîå (êîíå÷íûìè) ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿìè ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χF(A) ìíîãîîáðàçèé AF îñîáåííîñòåé
òèïîâ A èç ýòîãî ñïèñêà ó ôðîíòîâ F ∈ Wn. Òîãäà ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé âèäà (2.9)
çàäàåò ìèíèìàëüíîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rd, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî Ω.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2.5 ñîñòàâèì ñïèñîê A1, . . . ,AN âñåõ ýëåìåíòîâ
A ∈ A+ òàêèõ, ÷òî

codimA ≤ n , codimA ≡ n (mod 2)

(ìíîãîîáðàçèÿ îñîáåííîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ ó ôðîíòîâ ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà ÷åòíîìåðíû). Êàæäîìó ôðîíòó F ∈ Wn ñîïîñòàâèì âåêòîð

v(F) = (χF(A1), . . . , χF(AN)) ∈ RN
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èç ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χF(Ai) ìíîãîîáðàçèé Ai
F îñîáåííîñòåé òèïîâ Ai, i =

1, . . . , N . ×åðåç G îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî â RN , îáðàçîâàííîå âåêòîðàìè v(F) äëÿ
âñåõ ôðîíòîâ F ∈ Wn.

Òåîðåìà 3.2.5 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî G ñîäåðæèò ïîëóãðóïïó ñ N ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûìè îáðàçóþùèìè. Ïîñëåäíåå ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò èç òåîðåìû
5.5.9 ãëàâû 1 íà îñíîâàíèè òîãî ôàêòà, ÷òî ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé óñòîé-
÷èâîãî îòîáðàæåíèÿ êîðàíãà ≤ 1 ìíîãîîáðàçèé îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ
óñòîé÷èâûì âîëíîâûì ôðîíòîì êîðàíãà ≤ 1.

3.2.6. Çàìå÷àíèå.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè n > 1 òåîðåìà 3.2.5 âåðíà è â êëàññå
íåïðèâîäèìûõ óñòîé÷èâûõ êîìïàêòíûõ ôðîíòîâ êîðàíãà ≤ 1 (ñì. [53]). Íåïðèâîäè-
ìûé ôðîíò â îäíîìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû è äëÿ êëàññîâ óñòîé÷èâûõ êîìïàêòíûõ
ôðîíòîâ êîðàíãà ≤ 1 â ïðîèçâîëüíûõ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Íåîáõîäèìî ëèøü íå
âêëþ÷àòü íóëü âî âñå ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäìíîæåñòâà ïîëóãðóïïû A+.
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4 Ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé
íà êðàå ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ
ê óñòîé÷èâîìó ôðîíòó êîðàíãà ≤ 1

Ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû ðàçíûõ àâòîðîâ ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ îñîáåííîñòåé ãðà-
íèö ðàçëè÷íûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ ê ôðîíòó îáùåãî ïîëîæåíèÿ (ñì. [7],
[10], [17], [33] è äð.). Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå íàéäåíû íåêîòîðûå óñëîâèÿ ñîñóùå-
ñòâîâàíèÿ ýòèõ îñîáåííîñòåé.

4.1 Ïðàâèëüíûå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê ôðîíòó

Ïóñòü Σ � çàìêíóòîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî â ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè
V , ïðè÷åì Σ 6= V . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó U äîïîëíåíèÿ
V \ Σ ê Σ. ×åðåç U îáîçíà÷èì çàìûêàíèå ìíîæåñòâà U â V .

4.1.1. Îïðåäåëåíèå. Êîìïîíåíòà U íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ïîäìíîæåñòâî
U ⊂ V ÿâëÿåòñÿ C0-ïîäìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì ∂U = U \U , ò.å êàæäàÿ òî÷êà y ∈ ∂U

îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ O(y) â V òàêîé, ÷òî òðîéêà (y,O(y) ∩ U, O(y)) ãîìåîìîðôíà
òðîéêå (0,Rn

−,Rn), ãäå Rn
− = {(q0, . . . , qn−1) ∈ Rn | q0 ≤ 0}.

Åñëè êîìïîíåíòà U ïðàâèëüíàÿ, òî ìíîæåñòâî ∂U = ∂U íàçûâàåòñÿ åå êðàåì.

4.1.2. Çàìå÷àíèå. Äîïîëíåíèå ê Σ ìîæåò íå èìåòü ïðàâèëüíûõ ñâÿçíûõ êîì-
ïîíåíò. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îêðóæíîñòü-ìåðèäèàí Σ íà ñòàíäàðòîì òîðå (S1)2 â
R3. Äîïîëíåíèå (S1)2 \ Σ èìååò åäèíñòâåííóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó (ãîìåîìîðôíóþ
öèëèíäðó). Ýòà êîìïîíåíòà íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé.

Ïóñòü µ � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, µ ≤ n, è ∆µ(n) � ãèïåðïîâåðõíîñòü â
Rn = {(q0, . . . , qn−1)}, îáðàçîâàííàÿ òî÷êàìè, äëÿ êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí

tµ+1 + qµ−1t
µ−1 + . . . + q1t + q0 (2.15)

îò t èìååò êðàòíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü. Ýòà ãèïåðïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷è-
âûì ôðîíòîì êîðàíãà ≤ 1.

Ðàññìîòðèì ñâÿçíûå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ Rn \ ∆µ(n). Êîìïîíåíòà, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ìíîãî÷ëåíàì (2.15), êîòîðûå èìåþò µ + 1 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåí-
íûõ êîðíåé, íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé. Êîìïîíåíòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíîãî÷ëå-
íàì ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì ÷èñëîì âåùåñòâåííûõ êîðíåé (ò.å. ñ îäíèì âåùåñòâåí-
íûì êîðíåì, åñëè µ ÷åòíîå, è áåç òàêîâûõ, åñëè µ íå÷åòíîå), íàçûâàåòñÿ îáîáùåííî-
ýëëèïòè÷åñêîé (èëè ïðîñòî ýëëèïòè÷åñêîé â ñëó÷àå íå÷åòíîãî µ).
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå õîðîøî èçâåñòíî.
4.1.3. Ïðåäëîæåíèå. Äîïîëíåíèå Rn \∆µ(n) èìååò ðîâíî äâå ïðàâèëüíûå ñâÿç-

íûå êîìïîíåíòû, à èìåííî, ãèïåðáîëè÷åñêóþ è îáîáùåííî-ýëëèïòè÷åñêóþ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâÿçíûå êîìïîíåíòû Uk äîïîëíåíèÿ Rn \∆µ(n) íóìåðóþòñÿ

÷èñëîì k âåùåñòâåííûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà (2.15). Åñëè 1 < k < µ, òî çàìûêàíèå
êîìïîíåíòû Uk ñîäåðæèò ìíîãî÷ëåí P (t), êîòîðûé èìååò k−2 ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ
êîðíÿ è äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ t1, t2 êðàòíîñòè 2. Â ëþáîé ñêîëü óãîäíî
ìàëîé îêðåñòíîñòè O(P ) ýòîãî ìíîãî÷ëåíà (â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ âèäà (2.15))
íàéäóòñÿ ìíîãî÷ëåíû P1(t) è P2(t) òàêèå, ÷òî

P1(t1)P
′′(t1) < 0, P1(t2)P

′′(t2) > 0, P2(t1)P
′′(t1) > 0, P2(t2)P

′′(t2) < 0.

Ìíîãî÷ëåíû P1, P2 ëåæàò â êîìïîíåíòå Uk, íî èõ íåëüçÿ ñîåäèíèòü íåïðåðûâíîé êðè-
âîé â ðàçíîñòè O(P ) \∆µ(n), åñëè îêðåñòíîñòü O(P ) äîñòàòî÷íî ìàëà. Ïðåäëîæåíèå
4.1.3 äîêàçàíî.

Ïóñòü F � ôðîíò óñòîé÷èâîãî ñîáñòâåííîãî ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ â ìíîãîîá-
ðàçèè V . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðàâèëüíóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó U äîïîëíåíèÿ
V \ F ê F . Êðàé ýòîé êîìïîíåíòû îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ.

4.1.4. Îïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôðîíò F èìååò îñîáåííîñòü òèïà Aµ â
äàííîé òî÷êå y ∈ Γ. Òîãäà êîìïîíåíòà U íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé (îáîáùåííî-
ýëëèïòè÷åñêîé, ýëëèïòè÷åñêîé) â òî÷êå y, åñëè ðîñòîê â y ïàðû (F , U) â V äèôôåî-
ìîðôåí ðîñòêó â íà÷àëå êîîðäèíàò ïàðû â Rn, ñîñòîÿùåé èç ôðîíòà ∆µ(n) è çàìû-
êàíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé (îáîáùåííî-ýëëèïòè÷åñêîé, ýëëèïòè÷åñêîé, ñîîòâåòñòâåííî)
ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ Rn \∆µ(n).

4.1.5. Çàìå÷àíèå. Åñëè µ = 1, òî êîìïîíåíòà U ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ãèïåð-
áîëè÷åñêîé è ýëëèïòè÷åñêîé â òî÷êå y.

4.1.6. Îïðåäåëåíèå. Êîìïîíåíòà U íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé (îáîáùåííî-ýë-
ëèïòè÷åñêîé, ýëëèïòè÷åñêîé), åñëè

1) ôðîíò F èìååò íà Γ òîëüêî îñîáåííîñòè òèïîâ A ∈ A+ \ {0};
2) êàæäàÿ òî÷êà y ∈ Γ îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ O(y) ⊂ V , â êîòîðîé ìíîæåñòâî

U ∩O(y) ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ (îáîáùåííî-ýëëèïòè÷åñêèõ, ýëëèï-
òè÷åñêèõ, ñîîòâåòñòâåííî) ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ â O(y) ê íåïðèâîäèìûì
êîìïîíåíòàì ðîñòêà (F , y).

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü â îñíîâíîì òîëüêî ãèïåðáîëè÷åñêèå è ýëëèïòè÷åñêèå
ñâÿçíûå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ V \ F .

4.1.7. Çàìå÷àíèå. Êîìïîíåíòà U ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ôðîíò F èìååò íà Γ òîëüêî îñîáåííîñòè òèïîâ A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+ \ {0}
ñ íå÷åòíûìè êðàòíîñòÿìè µ1, . . . , µp.
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Èç ïðåäëîæåíèÿ 4.1.3 ñëåäóåò, ÷òî ðîñòêè êðàåâ äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ (îáîáùåí-
íî-ýëëèïòè÷åñêèõ, ýëëèïòè÷åñêèõ, ñîîòâåòñòâåííî) ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ ê
ôðîíòó óñòîé÷èâîãî ñîáñòâåííîãî ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ äèôôåîìîðôíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äèôôåîìîðôíû ðîñòêè ñàìîãî ýòîãî ôðîíòà â ñîîòâåòñòâóþùèõ
òî÷êàõ. Äëÿ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ðàçíûõ òèïîâ ýòî íåâåðíî.

4.1.8. Ïðèìåð. Ðîñòîê â íóëå ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû ëàñòî÷êèíà õâîñòà ∆3(3) â
R3 (ò.å. êðàÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ R3\∆3(3)) íå äèôôåî-
ìîðôåí ðîñòêó â íóëå îáîðâàííîãî ëàñòî÷êèíà õâîñòà (êðàÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñâÿçíîé
êîìïîíåíòû óêàçàííîãî äîïîëíåíèÿ; ñì. ðèñ. 0.2 íà ñòð. 18).

Ïóñòü A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+ \ {0}.
4.1.9. Îïðåäåëåíèå. Êðàé Γ ãèïåðáîëè÷åñêîé (îáîáùåííî-ýëëèïòè÷åñêîé, ýë-

ëèïòè÷åñêîé) ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê ôðîíòó F èìååò îñîáåííîñòü òèïà
A â òî÷êå y ∈ Γ, åñëè ôðîíò F èìååò â y îñîáåííîñòü òèïà A. ×èñëà

codimA = µ1 + . . . + µp, degA = codimA+ p

íàçûâàþòñÿ êîðàçìåðíîñòüþ è ñòåïåíüþ ýòîé îñîáåííîñòè (ñîîòâåòñòâåííî).

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå AF îñîáåííîñòåé òèïà A ôðîíòà F . Ìíîæåñòâî AΓ =

AF ∩Γ òî÷åê y ∈ Γ, â êîòîðûõ ôðîíò F èìååò îñîáåííîñòü òèïà A ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè codimA â V . Ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ýòîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè ìíîãîîáðàçèÿ AF .

4.1.10. Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîîáðàçèå AΓ íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì îñîáåííî-
ñòåé òèïà A ôðîíòà F íà Γ.

Åñëè Γ � êðàé ãèïåðáîëè÷åñêîé (îáîáùåííî-ýëëèïòè÷åñêîé, ýëëèïòè÷åñêîé) ñâÿç-
íîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ V \ F , òî AΓ íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì îñîáåííîñòåé
òèïà A ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ.

4.2 Âû÷èñëåíèå ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýéëåðîâûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé

Ïóñòü F � óñòîé÷èâûé ôðîíò êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè
V . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïðàâèëüíóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó U äîïîëíåíèÿ V \ F è
ðàññìîòðèì åå êðàé Γ.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+ \ {0} è ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå AΓ îñîáåííîñòåé òèïà A ôðîíòà F íà Γ íå ïóñòî. ×åðåç AΓ

îáîçíà÷èì çàìûêàíèå ìíîãîîáðàçèÿ AΓ â ìíîãîîáðàçèè V . Íàïðèìåð, (A1)Γ = Γ.
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4.2.1. Îïðåäåëåíèå. Îñîáåííîñòü òèïà X = Aν1 + . . . + Aνr ∈ A+ \ {0} ôðîíòà
F íà Γ ïðèìûêàåò ê îñîáåííîñòè òèïà A, åñëè XΓ ⊆ AΓ. Ãðàíèöåé ìíîãîîáðàçèÿ AΓ

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ∂(AΓ) = AΓ \ AΓ.

Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ΦA è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðà-
æåíèå ϕA : ΦA → V îñîáåííîñòåé òèïà A ôðîíòà F . ×åðåç ΦΓ

A îáîçíà÷èì ïîëíûé
ïðîîáðàç ïîäìíîæåñòâà AΓ ⊂ V îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ ϕA. Åñëè ìíîæåñòâî
AΓ êîìïàêòíî, òî êîìïàêòíî ìíîæåñòâî ΦΓ

A è îïðåäåëåíà ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
χΓ(X) = χ(XΓ) ìíîãîîáðàçèÿ XΓ îñîáåííîñòåé ëþáîãî òèïà X ∈ A+ \{0} òàêîãî, ÷òî
XΓ ⊆ AΓ.

4.2.2. Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî AΓ êîìïàêòíî. Òîãäà ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà χ(ΦΓ

A) ìíîæåñòâà ΦΓ
A âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòè-

êè χΓ(X) ìíîãîîáðàçèé XΓ, X ∈ A+ îñîáåííîñòåé, ïðèìûêàþùèõ ê îñîáåííîñòÿì
òèïà A, ïî ôîðìóëå

(−1)nχ(ΦΓ
A) =

∑
X

(−1)codim XIA(X)χΓ(X).

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåì 2.2.1, 2.2.8, 2.4.2 è ôîðìóëû (1.7).

4.2.3. Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî

∂out(AF) = (A+ A1)F ⊂ V

íàçûâàåòñÿ âíåøíåé ãðàíèöåé ìíîãîîáðàçèÿAF îñîáåííîñòåé òèïàAôðîíòà F . Ìíî-
æåñòâî

Cin(AF) = AF \ ∂out(AF)

íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì çàìûêàíèåì ìíîãîîáðàçèÿ AF .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ðàçäåëå 4.7.

4.2.4. Òåîðåìà. Ïîäìíîæåñòâî ΦΓ
A ⊂ ΦA ÿâëÿåòñÿ C0-ïîäìíîãîîáðàçèåì ñ êðà-

åì. Êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìû-
êàíèå ïðàâèëüíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ΦA \ ϕ−1

A (∂out(AF)).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

∂out(AΓ) = ∂out(AF) ∩ Γ, Cin(AΓ) = Cin(AF) ∩ Γ.

Îíè íàçûâàþòñÿ âíåøíåé ãðàíèöåé è âíóòðåííèì çàìûêàíèåì ìíîãîîáðàçèÿ AΓ

îñîáåííîñòåé òèïà A ôðîíòà F íà Γ (ñîîòâåòñòâåííî).

4.2.5. Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå, êîãäà ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ ÿâëÿåòñÿ êðàåì ýëëèï-
òè÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ V \F , ìíîæåñòâî Cin(AΓ) ñîñòîèò èç ìíî-
ãîîáðàçèé XΓ îñîáåííîñòåé òèïîâ X, ó êîòîðûõ deg X = degA; ìíîæåñòâî ∂out(AΓ)

ñîñòîèò èç ìíîãîîáðàçèé XΓ îñîáåííîñòåé òèïîâ X òàêèõ, ÷òî deg X > degA.

130



4.2.6. Òåîðåìà. Ïóñòü F � ôðîíò óñòîé÷èâîãî ñîáñòâåííîãî ëåæàíäðîâà îòîá-
ðàæåíèÿ â ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè V . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðàâèëü-
íóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó äîïîëíåíèÿ V \ F è åå êðàé Γ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôðîíò
F èìååò íà Γ òîëüêî îñîáåííîñòè òèïîâ A ∈ A+ \{0}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî A òàêîãî,
÷òî ìíîãîîáðàçèå AΓ îñîáåííîñòåé òèïà A ôðîíòà F íà Γ èìååò íå÷åòíóþ ðàç-
ìåðíîñòü, à åãî çàìûêàíèå AΓ ⊂ V êîìïàêòíî, ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè χΓ(X)

ìíîãîîáðàçèé XΓ, X ∈ A+ îñîáåííîñòåé, ïðèìûêàþùèõ ê îñîáåííîñòÿì òèïà A,
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

∑

X:XΓ⊆Cin(AΓ)

(−1)codim XIA(X)χΓ(X) = −1

2

∑

X:XΓ⊆ ∂out(AΓ)

(−1)codim XIA(X)χΓ(X). (2.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Γ � êðàé ïðà-
âèëüíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê óñòîé÷èâîìó ôðîíòó êîðàíãà≤ 1 â V . Ïî-
ýòîìó, â ñèëó òåîðåìû 4.2.4, ïîäìíîæåñòâî ΦΓ

A ⊂ ΦA ÿâëÿåòñÿ C0-ïîäìíîãîîáðàçèåì
ñ êðàåì ∂(ΦΓ

A) = ϕ−1
A (∂out(AΓ)). Ýòî ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíî, ïîñêîëüêó òàêîâûì

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî AΓ. Êàíîíè÷åñêàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ΦA èíäóöèðó-
åò íà ΦΓ

A êîíå÷íóþ C∞-ñòðàòèôèêàöèþ Óèòíè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ΦΓ
A èìååò

êîíå÷íóþ òðèàíãóëÿöèþ, à çíà÷èò, χ(ΦΓ
A) = 1/2χ(∂(ΦΓ

A)) (ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
êîìïàêòíîãî òðèàíãóëèðóåìîãî íå÷åòíîìåðíîãî C0-ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì ðàâíà ïî-
ëîâèíå ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè êðàÿ). Òåïåðü ôîðìóëà (2.16) âûòåêàåò èç òåîðåìû
4.2.2. Òåîðåìà 4.2.6 äîêàçàíà.

4.2.7. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü Γ êðàé ãèïåðáîëè÷åñêîé èëè ýëëèïòè÷åñêîé ñâÿç-
íîé êîìïîíåíòû U äîïîëíåíèÿ V \ F ê óñòîé÷èâîìó ôðîíòó F êîðàíãà ≤ 1 â ãëàä-
êîì ìíîãîîáðàçèè V . Òîãäà äëÿ ëþáîãî A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+ \ {0} èìååò ìåñòî
ôîðìóëà

∂(AΓ) = (A+ A1)Γ ∪
(

p⋃
i=1

(A− Aµi
+ Aµi+1)Γ

)
∪ (2.17)

∪
( ⋃

1≤i<j≤p

(A− Aµi
− Aµj

+ Aµi+µj+1)Γ

)
,

åñëè êîìïîíåíòà U ãèïåðáîëè÷åñêàÿ, è

∂(AΓ) = (A+ A1)Γ ∪
( ⋃

1≤i<j≤p

(A− Aµi
− Aµj

+ Aµi+µj+1)Γ

)
, (2.18)

åñëè êîìïîíåíòà U ýëëèïòè÷åñêàÿ.

Ôîðìóëà (2.17) ñëåäóåò èç ôîðìóëû (2.6). ×òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëó (2.18), íåîá-
õîäèìî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1.4.3 äëÿ ïðîñòðàí-
ñòâà íåîòðèöàòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ âèäà P (t).
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Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (2.17) (èëè (2.18)) ïîçâîëÿåò ïåðå÷èñëèòü
òèïû âñåõ îñîáåííîñòåé ôðîíòà F íà ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ, êîòîðûå ìîãóò ïðèìûêàòü
ê îñîáåííîñòÿì äàííîãî òèïà A.

4.2.8. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êðàé Γ ýëëèïòè÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîë-
íåíèÿ ê óñòîé÷èâîìó êîìïàêòíîìó ôðîíòó F êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíî-
ãîîáðàçèè. Ôðîíò F ìîæåò èìåòü íà Γ îñîáåííîñòè òîëüêî äâóõ òèïîâ A ∈ A+ \ {0}
ñ êîðàçìåðíîñòüþ codimA = 4. À èìåííî, îñîáåííîñòè òèïîâ 4A1 è A3 + A1.

1) Ìíîæåñòâî Cin((4A1)Γ) ñîñòîèò èç ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé òèïîâ 4A1, A3 +

2A1, 2A3, A5 +A1, A7. Ìíîæåñòâî ∂out((4A1)Γ) ñîñòîèò èç ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé
òèïîâ 5A1, 6A1, A3 + 3A1, 7A1, A3 + 4A1, 2A3 + A1, A5 + 2A1 è îñîáåííîñòåé âñåõ
òèïîâ X ∈ A+ \ {0} ñ êîðàçìåðíîñòüþ codim X > 7. Ïîýòîìó äëÿ n = 5 èëè 7

ôîðìóëà (2.16) è òåîðåìà 3.2.5 ãëàâû 1 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ ìåæäó
ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ:

24χ(4
1) = 12χ(1,2

3,1) + 60χ(5
1)− 4χ(1,1

5,1)− 6χ(2
3)− 30χ(1,3

3,1)− 180χ(6
1)

+ χ(1
7) + 10χ(1,2

5,1) + 15χ(2,1
3,1) + 96χ(1,4

3,1) + 420χ(7
1) .

2) Ìíîæåñòâî Cin((A3+A1)Γ) ñîñòîèò èç ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé òèïîâ A3+A1

è A5. Ìíîæåñòâî ∂out((A3+A1)Γ) ñîñòîèò èç ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé òèïà A3+2A1

è îñîáåííîñòåé âñåõ òèïîâ X ∈ A+ \ {0} ñ êîðàçìåðíîñòüþ codim X > 5, êðîìå
îñîáåííîñòåé òèïà kA1. Ïîýòîìó äëÿ n = 5 èëè 7 èìååì

2χ(1,1
3,1) = 2χ(1

5) + 2χ(1,2
3,1)− 2χ(1,1

5,1)− 2χ(2
3)− 3χ(1,3

3,1)

+ χ(1
7) + 3χ(1,2

5,1) + 4χ(2,1
3,1) + 4χ(1,4

3,1) .

Çäåñü, êàê è äàëåå, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (k1Aµ1 + . . .+kpAµp)Γ,
ãäå k1, . . . , kp íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, à µ1, . . . , µp ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç χ(

k1,...,kp
µ1,...,µp).

4.2.9. Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ A è X ïîëóãðóïïû A+ ïîëîæèì

δ(A, X) =

{
1, åñëè X ∈ (A+ A1);
0, åñëè X /∈ (A+ A1)

(ïîäìíîæåñòâî A ⊆ A+ îïðåäåëåíî â çàìå÷àíèè 1.4.6).

4.2.10. Òåîðåìà. Ïóñòü F � ôðîíò óñòîé÷èâîãî ñîáñòâåííîãî ëåæàíäðîâà îòî-
áðàæåíèÿ â ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè V . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ãèïåð-
áîëè÷åñêóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó U äîïîëíåíèÿ V \F ê F . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðàé
Γ êîìïîíåíòû U êîìïàêòåí. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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1) Äëÿ ëþáîãî A ∈ A+ \ {0} òàêîãî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå AΓ îñîáåííîñòåé òèïà
A ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ èìååò íå÷åòíóþ ðàçìåðíîñòü, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
χΓ(A) ìíîãîîáðàçèÿ AΓ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

χΓ(A) =
∑
X

Khyp
A (X)χΓ(X) (2.19)

(ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè) ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χΓ(X) ÷åòíîìåð-
íûõ ìíîãîîáðàçèé XΓ îñîáåííîñòåé òèïîâ X ∈ A+ \ {0} òàêèõ, ÷òî codim X ∈
[codimA+ 1, n].

2) Êàæäûé êîýôôèöèåíò Khyp
A (X) â ôîðìóëå (2.19) çàâèñèò òîëüêî îò A è X

(ò.å. íå çàâèñèò îò V , F è âûáîðà êîìïîíåíòû U ñðåäè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ V \ F ñ êîìïàêòíûìè êðàÿìè). À èìåííî,

Khyp
A (X) =

s∑
i=0

(−1)iP hyp
i (A, X), (2.20)

ãäå s = (codim X − codimA− 1)/2, à P hyp
i (A, X) ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé âèäà

i∏
j=0

(
1

2

)δ(Yj ,Yj+1) IYj
(Yj+1)

IYj
(Yj)

ïî âñåì óïîðÿäî÷åííûì íàáîðàì (Y0, Y1, . . . , Yi+1) ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû A+ òàêèì,
÷òî Y0 = A, Yi+1 = X,

codimA < codim Y1 < . . . < codim Yi < codim X ,

codim Y1 ≡ . . . ≡ codim Yi ≡ codimA (mod 2) .

3) Äëÿ ëþáûõ A è X òàêèõ, ÷òî codim X ïðåâûøàåò codimA íà íå÷åòíîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ñóùåñòâóåò öåëîå r ≥ 0 òàêîå, ÷òî ÷èñëî Khyp

A (X)2r öåëîå.
4) Ñïèñêè ôîðìóë (2.19) äëÿ âñåâîçìîæíûõ A ∈ A+ \ {0} ïðè c = codimA ≤ 6

ïðèâåäåíû â òàáëèöå 9 äëÿ íå÷åòíîãî n ≤ 7 è â òàáëèöå 10 äëÿ ÷åòíîãî n ≤ 6.
5) Åñëè n íå÷åòíîå, òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(Γ) ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ ÿâ-

ëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

χ(Γ) =
∑
X

Khyp(X)χΓ(X) (2.21)

ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χΓ(X) ÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé XΓ îñîáåííîñòåé òè-
ïîâ X ∈ A+\{0}, ãäå codim X ≤ n. Êàæäûé êîýôôèöèåíò Khyp(X) ýòîé êîìáèíàöèè
çàâèñèò òîëüêî îò X. À èìåííî,

Khyp(X) = 1−
∑
A

Khyp
A (X),
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ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì íåíóëåâûì ýëåìåíòàì A ïîëóãðóïïû A+ òàêèì, ÷òî
codimA < codim X è ÷èñëî codimA ÷åòíîå.

6) Äëÿ íå÷åòíîãî n ≤ 7 ôîðìóëà (2.21) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

χ(Γ) = χ(1
1)− 1

2
[χ(1

3) + χ(1,1
2,1) + χ(3

1)]

+ χ(1
5) + χ(1,1

4,1) + χ(1,1
3,2) + χ(1,2

3,1) + χ(2,1
2,1) + χ(1,3

2,1) + χ(5
1)

− 1
4
[17χ(1

7) + 15χ(1,1
6,1) + 17χ(1,1

5,2) + 17χ(1,2
5,1) + 16χ(1,1

4,3)

+ 15χ(1,1,1
4,2,1) + 17χ(1,3

4,1) + 13χ(2,1
3,1) + 15χ(1,2

3,2) + 15χ(1,1,2
3,2,1)

+ 17χ(1,4
3,1) + 17χ(3,1

2,1) + 17χ(2,3
2,1) + 17χ(1,5

2,1) + 17χ(7
1)] .

Ïóñòü Aodd ⊂ A+ � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ïîëóãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, îáðàçóþùèìè
êîòîðîé ñëóæàò ñèìâîëû A1, A3, . . . , A2k+1, . . . (ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè). Òîãäà

δ(A, X) = sign (deg X − degA)

äëÿ ëþáûõ A, X ∈ Aodd.

4.2.11. Îïðåäåëåíèå. Âåñîì ýëåìåíòà A = Aµ1 +. . .+Aµp ∈ Aodd\{0} íàçûâàåòñÿ
÷èñëî

w(A) = (−1)[p/2]w(Aµ1) . . . w(Aµp), (2.22)

ãäå
w(A2k+1) =

1

2k + 1

(
2k + 1

k

)

è [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x.

4.2.12. Çàìå÷àíèå. ×èñëî w(A2k+1) ÿâëÿåòñÿ k-ì ÷èñëîì Êàòàëàíà, k ≥ 0, ò.å.
÷èñëîì ðàçëè÷íûõ ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð èç k ïàð ñêîáîê (ñì. [31]).

4.2.13. Òåîðåìà. Ïóñòü F � ôðîíò óñòîé÷èâîãî ñîáñòâåííîãî ëåæàíäðîâà îòî-
áðàæåíèÿ â ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè V . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ýëëèï-
òè÷åñêóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó U äîïîëíåíèÿ V \ F ê F . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðàé
Γ êîìïîíåíòû U êîìïàêòåí. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Äëÿ ëþáîãî A ∈ Aodd \ {0} òàêîãî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå AΓ îñîáåííîñòåé òèïà
A ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ èìååò íå÷åòíóþ ðàçìåðíîñòü, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
χΓ(A) ìíîãîîáðàçèÿ AΓ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

χΓ(A) =
∑
X

Kelp
A (X)χΓ(X) (2.23)

(ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè) ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χΓ(X) ÷åòíîìåð-
íûõ ìíîãîîáðàçèé XΓ îñîáåííîñòåé òèïîâ X ∈ Aodd \ {0} òàêèõ, ÷òî codim X ∈
[codimA+ 1, n].
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2) Êàæäûé êîýôôèöèåíò Kelp
A (X) â ôîðìóëå (2.23) çàâèñèò òîëüêî îò A è X

(ò.å. íå çàâèñèò îò V , F è âûáîðà êîìïîíåíòû U ñðåäè ýëëèïòè÷åñêèõ ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò äîïîëíåíèÿ V \ F ñ êîìïàêòíûìè êðàÿìè). À èìåííî,

Kelp
A (X) =

s∑
i=0

(−1)iP elp
i (A, X), (2.24)

ãäå s = (codim X − codimA− 1)/2, à P elp
i (A, X) ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé âèäà

i∏
j=0

(
1

2

)δ(Yj ,Yj+1) IYj
(Yj+1)

IYj
(Yj)

ïî âñåì óïîðÿäî÷åííûì íàáîðàì (Y0, Y1, . . . , Yi+1) ýëåìåíòîâ ïîëóãðóïïû Aodd òàêèì,
÷òî Y0 = A, Yi+1 = X,

codimA < codim Y1 < . . . < codim Yi < codim X ,

codim Y1 ≡ . . . ≡ codim Yi ≡ codimA (mod 2) .

3) Äëÿ ëþáûõ A è X òàêèõ, ÷òî codim X ïðåâûøàåò codimA íà íå÷åòíîå ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ñóùåñòâóåò öåëîå r ≥ 0 òàêîå, ÷òî ÷èñëî Kelp

A (X)2r öåëîå.
4) Ñïèñêè ôîðìóë (2.23) äëÿ âñåâîçìîæíûõ A ∈ Aodd \ {0} ïðè c = codimA ≤ 10

ïðèâåäåíû â òàáëèöå 11 äëÿ íå÷åòíîãî n ≤ 11 è â òàáëèöå 12 äëÿ ÷åòíîãî n ≤ 10.
5) Åñëè n íå÷åòíîå, òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(Γ) ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ ÿâ-

ëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

χ(Γ) =
∑
X

Kelp(X)χΓ(X) (2.25)

ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χΓ(X) ÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé XΓ îñîáåííîñòåé òè-
ïîâ X ∈ Aodd\{0}, ãäå codim X ≤ n. Êàæäûé êîýôôèöèåíò Kelp(X) ýòîé êîìáèíàöèè
çàâèñèò òîëüêî îò X. À èìåííî,

Kelp(X) = 1−
∑
A

Kelp
A (X),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì íåíóëåâûì ýëåìåíòàì A ïîëóãðóïïû Aodd òàêèì, ÷òî
codimA < codim X, à ÷èñëî codimA ÷åòíîå.
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6) Äëÿ íå÷åòíîãî n ≤ 11 ôîðìóëà (2.21) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

χ(Γ) = χ(1
1) + 1

2
[χ(1

3)− χ(3
1)] + 1

2
[χ(1

5) + 2χ(5
1)]

+ 1
4
[χ(1

7)− 2χ(1,2
5,1)− χ(2,1

3,1)− 3χ(1,4
3,1)− 17χ(7

1)]

+ 1
4
[3χ(1

9) + 4χ(1,2
7,1) + 3χ(1,1,1

5,3,1)

+ 13χ(1,4
5,1) + 2χ(3

3) + 8χ(2,3
3,1) + 30χ(1,6

3,1) + 124χ(9
1)]

− 1
4
[7χ( 1

11) + 22χ(1,2
9,1) + 16χ(1,1,1

7,3,1) + 56χ(1,4
7,1) + 17χ(2,1

5,1)

+ 12χ(1,2
5,3) + 42χ(1,1,3

5,3,1) + 152χ(1,6
5,1) + 30χ(3,2

3,1)

+ 106χ(2,5
3,1) + 378χ(1,8

3,1) + 1382χ(11
1 )] .

(2.26)

7) Ïóñòü n íå÷åòíîå (n ≤ 17) è χΓ(A) = 0 äëÿ ëþáîãî A ∈ Aodd \ {0} òàêîãî,
÷òî degA < n. Òîãäà

∑

A∈Aodd: codimA= n

w(A) χΓ(A) =
n + 1

2
w(An) χ(Γ). (2.27)

Ôîðìóëû (2.27) äëÿ n ≤ 13 ïîëó÷àþòñÿ èç ôîðìóë òàáëèöû 13 ïðè χ0 = χ(Γ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 4.2.10 è 4.2.13 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.2.1
ãëàâû 1. À èìåííî, èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû (2.17), (2.18) è (2.16). Óòâåðæäåíèå 3
(â îáåèõ òåîðåìàõ) ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4.3 íèæå. Óïîìÿíóòûå âûøå òàáëèöû
ïîëó÷åíû íà êîìïüþòåðå. Ôîðìóëà (2.27) íàéäåíà ïóòåì àíàëèçà ïåðâûõ øåñòè ôîð-
ìóë òàáëèöû 13 (ïîëó÷åííûõ ïåðâîíà÷àëüíî âðó÷íóþ!) è ïðîâåðåíà íà êîìïüþòåðå
ïðè âñåõ íå÷åòíûõ n ≤ 17.

4.2.14. Ãèïîòåçà. Ôîðìóëà (2.27) ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî (íå÷åòíîãî) n.

4.2.15. Çàìå÷àíèå. Ïðè íå÷åòíîì n ≥ 11 ÷èñëî ýëåìåíòîâ A ∈ Aodd \ {0} òàêèõ,
÷òî degA < n, ìåíüøå ÷èñëà ýëåìåíòîâ A ñ íå÷åòíîé êîðàçìåðíîñòüþ codimA < n.
Òåì íå ìåíåå, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 7 òåîðåìû 4.2.13, òî ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà χ(Γ) ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ âûðàæàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ÷åðåç ÷èñëà
èçîëèðîâàííûõ îñîáåííîñòåé ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè.

4.2.16. Çàìå÷àíèå. Èç ôîðìóëû (2.26) ëåãêî ñëåäóåò ôîðìóëà (1.22). Äåéñòâè-
òåëüíî, ðàññìîòðèì óñòîé÷èâîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f : M → V êîðàíãà ≤ 1 çàìêíó-
òûõ ìíîãîîáðàçèé îäèíàêîâîé íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n. Äîïîëíåíèå V \ f(M) ê åãî
îáðàçó f(M) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé äîïîëíåíèÿ ê ìíîæåñòâó
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f (åñëè íå ïóñòî).

Ïóñòü Γ � êðàé ýòîé êîìïîíåíòû. Òîãäà χ(f(M)) = 1/2χ(Γ). Ñëåäîâàòåëüíî, â
ñëó÷àå íå÷åòíîãî n ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (1.21) ðàâíà ïîëîâèíå ïðàâîé ÷àñòè ôîð-
ìóëû (2.25).
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4.3 Ïîëíîòà ñèñòåì ñîîòíîøåíèé (2.19) è (2.23)

Â ýòîì ðàçäëå êðàé âñÿêîé ãèïåðáîëè÷åñêîé (ýëëèïòè÷åñêîé) ñâÿçíîé êîìïîíåí-
òû äîïîëíåíèÿ ê óñòîé÷èâîìó êîìïàêòíîìó ôðîíòó êîðàíãà ≤ 1 ìû áóäåì íàçûâàòü
hyp-ãèïåðïîâåðõíîñòüþ (elp-ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, ñîîòâåòñòâåííî) â ãëàäêîì ìíîãî-
îáðàçèè, îáúåìëþùåì ôðîíò. ×åðåç Whyp (÷åðåç Welp) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ
hyp-ãèïåðïîâåðõíîñòåé (elp-ãèïåðïîâåðõíîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî) âî âñåõ ãëàäêèõ ìíî-
ãîîáðàçèÿõ äëÿ âñåâîçìîæíûõ ôðîíòîâ óêàçàííîãî òèïà.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëàññ ãèïåðïîâåðõíîñòåé W ⊆ Whyp (W ⊆ Welp). ×å-
ðåç B îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî â A+ \ {0} (Aodd \ {0}, ñîîòâåòñòâåííî), îáðàçîâàí-
íîå òèïàìè îñîáåííîñòåé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ó ãèïåðïîâåðõíîñòåé êëàññà W . Òî-
ãäà êàæäîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ ∈ W ìîæíî ñîïîñòàâèòü òî÷êó χΓ â âåùåñòâåííîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå EB ôèíèòíûõ ôóíêöèé B → R. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ õà-
ðàêòåðèñòèêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ. Çíà÷åíèå χΓ(A) õàðàêòåðèñòèêè χΓ íà ëþáîì
ýëåìåíòå A ∈ B ðàâíî ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå χ(AΓ) ìíîãîîáðàçèÿ AΓ îñîáåííî-
ñòåé òèïà A ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ.

Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî Ω â EB, îáðàçîâàííîå õàðàêòåðèñòèêàìè χΓ âñåõ ãèïåð-
ïîâåðõíîñòåé Γ ∈ W . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåíóëåâàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ α : EB → R
ïðèíèìàåò âî âñåõ òî÷êàõ èç Ω îäèíàêîâîå çíà÷åíèå β ∈ R. Òîãäà ìû áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî èìååòñÿ óíèâåðñàëüíîå (äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé êëàññà W ) ëèíåéíîå ñîîòíîøå-
íèå α(χ) = β ìåæäó çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé χ ∈ Ω. Ñèñòåìà óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ
ñîîòíîøåíèé íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ñîîòíîøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþò ìèíè-
ìàëüíîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â EB, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî Ω.

Ïóñòü P ∈ Z2 � êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2 â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë. Êàê è ðàíüøå,
êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2, ñîäåðæàùèé öåëîå ÷èñëî k, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
〈k〉. ×åðåç W hyp(P) (÷åðåç W elp(P)) îáîçíà÷èì êëàññ ãèïåðïîâåðõíîñòåé Γ ∈ Whyp

(Γ ∈ Welp, ñîîòâåòñòâåííî), ëåæàùèõ â ïðîñòðàíñòâàõ, ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ ïðèíàä-
ëåæèò P . Äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé êëàññà W hyp(P) (W elp(P)) ñîîòâåòñòâóþùåå ïîä-
ìíîæåñòâî B ⊆ A+ \ {0} (B ⊆ Aodd \ {0}) ñîâïàäàåò ñ A+ \ {0} (Aodd \ {0}).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+ \ {0} òàêîé, ÷òî

codimA = µ1 + . . . + µp /∈ P .

Îí îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ αhyp
A : EA+\{0} → R,

αhyp
A : χ 7→ αhyp

A (χ) = −χ(A) +
∑
X

Khyp
A (X)χ(X),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì X ∈ A+ òàêèì, ÷òî codim X > codimA è codim X ∈ P , à
êîýôôèöèåíòû Khyp

A (X) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.20). Â ñèëó òåîðåìû 4.2.10 ôóíê-
öèÿ αhyp

A çàäàåò óíèâåðñàëüíîå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå αhyp
A (χΓ) = 0 ìåæäó ýéëåðîâû-
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ìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ãèïåðïîâåðõíîîñòåé Γ ∈ W hyp(P).
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

4.3.1. Òåîðåìà. Äëÿ êàæäîãî P ∈ Z2 ôîðìóëà (2.19) îïðåäåëÿåò ñèñòåìó

A
hyp(P) =

{
αhyp
A (χΓ) = 0, A ∈ A+ \ {0} | codimA /∈ P

}

óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíî-
ãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ãèïåðïîâåðõíîñòåé Γ êëàññà W hyp(P).

Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A ∈ Aodd \ {0} ñ êîðàçìåðíîñòüþ
codimA /∈ P . Ýòîò ýëåìåíò îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ αelp

A : EAodd\{0} → R,

αelp
A : χ 7→ αelp

A (χ) = −χ(A) +
∑
X

Kelp
A (X)χ(X),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì X ∈ Aodd òàêèì, ÷òî codim X > codimA è codim X ∈ P , à
êîýôôèöèåíòû Kelp

A (X) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.24). Â ñèëó òåîðåìû 4.2.13 ôóíê-
öèÿ αelp

A çàäàåò óíèâåðñàëüíîå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå αelp
A (χΓ) = 0 ìåæäó ýéëåðîâûìè

õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ãèïåðïîâåðõíîîñòåé Γ ∈ W elp(P). Òà-
êèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

4.3.2. Òåîðåìà. Äëÿ êàæäîãî P ∈ Z2 ôîðìóëà (2.23) îïðåäåëÿåò ñèñòåìó

A
elp(P) =

{
αelp
A (χΓ) = 0, A ∈ Aodd \ {0} | codimA /∈ P

}

óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíî-
ãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ãèïåðïîâåðõíîñòåé Γ êëàññà W elp(P).

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ýòîãî ïàðàãðàôà (êðîìå ïîñëåäíåãî ðàçäåëà) ïîñâÿùåíà äîêà-
çàòåëüñòâó ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

4.3.3. Òåîðåìà. Ñèñòåìû

A
hyp(〈0〉), A

hyp(〈1〉), A
elp(〈0〉), A

elp(〈1〉)

ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ñèñòåìàìè óíèâåðñàëüíûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýéëå-
ðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé ãèïåðïîâåðõíîñòåé êëàññîâ

W hyp(〈0〉), W hyp(〈1〉), W elp(〈0〉), W elp(〈1〉),

ñîîòâåòñòâåííî.

4.3.4. Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Ehyp(P) ⊂ EA+\{0} (Eelp(P) ⊂
EAodd\{0}),P ∈ Z2, îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ahyp(P) (Aelp(P), ñîîòâåòñòâåí-
íî), íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ õàðàêòåðèñòèê ãèïåðïîâåðõíî-
ñòåé êëàññà W hyp(P) (êëàññà W elp(P)).
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Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå öåëîå n ≥ 1. ×åðåç W hyp
n ⊆ Whyp (W elp

n ⊆ Welp) îáî-
çíà÷èì êëàññ hyp-ãèïåðïîâåðõíîñòåé (elp-ãèïåðïîâåðõíîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî), ëåæà-
ùèõ â ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè n. Òåîðåìà 4.3.3 âûòåêàåò, î÷åâèäíî, èç
òîãî, ÷òî ñèñòåìû ñîîòíîøåíèé (2.19) è (2.23) ïîëíû äëÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé èç ëþáî-
ãî ôèêñèðîâàííîãî êëàññà W hyp

n èëè W elp
n (ñîîòâåòñòâåííî). À èìåííî, çàôèêñèðóåì

ïîðÿäêè íà ïîëóãðóïïàõ A+ è Aodd.
4.3.5. Òåîðåìà. Ñîñòàâèì ñïèñîê òèïîâ Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+ \ {0} îñîáåííî-

ñòåé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ó óñòîé÷èâîãî ôðîíòà êîðàíãà ≤ 1 â n-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò èç d ýëåìåíòîâ. Ïóñòü Ω �
ïîäìíîæåñòâî â Rd, îáðàçîâàííîå (êîíå÷íûìè) ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ýéëåðîâûõ
õàðàêòåðèñòèê χΓ(A) ìíîãîîáðàçèé AΓ îñîáåííîñòåé òèïîâ A èç ýòîãî ñïèñêà ó
ãèïåðïîâåðõíîñòåé Γ ∈ W hyp

n . Òîãäà ïðè n > 1 ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé âèäà (2.19)

çàäàåò ìèíèìàëüíîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rd, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî Ω.
4.3.6. Òåîðåìà. Ñîñòàâèì ñïèñîê òèïîâ Aµ1 + . . . + Aµp ∈ Aodd \ {0} îñîáåí-

íîñòåé ñ íå÷åòíûìè êðàòíîñòÿìè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ó óñòîé÷èâîãî ôðîíòà
êîðàíãà ≤ 1 â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò ñïèñîê ñîñòîèò
èç d ýëåìåíòîâ. Ïóñòü Ω � ïîäìíîæåñòâî â Rd, îáðàçîâàííîå (êîíå÷íûìè) ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòÿìè ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χΓ(A) ìíîãîîáðàçèé AΓ îñîáåííîñòåé
òèïîâ A èç ýòîãî ñïèñêà ó ãèïåðïîâåðõíîñòåé Γ ∈ W elp

n . Òîãäà ïðè n > 1 ñèñòå-
ìà ñîîòíîøåíèé âèäà (2.23) çàäàåò ìèíèìàëüíîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rd,
ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî Ω.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 4.3.5 è 4.3.6 ñîñòàâèì ñïèñîê A1, . . . ,AN âñåõ ýëåìåí-
òîâ A ∈ A+ \ {0} òàêèõ, ÷òî

codimA ≤ n , codimA ≡ n (mod 2) .

×åðåç Nodd îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî òåõ ýëåìåíòîâ èç ýòîãî ñïèñêà, êîòîðûå ïðèíàäëå-
æàò ïîëóãðóïïå Aodd.

Ïóñòü W̃ hyp
n ⊆ Whyp

n (W̃ elp
n ⊆ Welp

n ) � êëàññ ãèïåðïîâåðõíîñòåé â Rn, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ êðàÿìè ãèïåðáîëè÷åñêèõ (ýëëèïòè÷åñêèõ, ñîîòâåòñòâåííî) îãðàíè÷åííûõ
ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîïîëíåíèé ê óñòîé÷èâûì êîìïàêòíûì íåïðèâîäèìûì ôðîíòàì
êîðàíãà ≤ 1. Êàæäîé ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ èç W̃ hyp

n èëè W̃ elp
n ñîïîñòàâèì âåêòîð

v(Γ) = (χΓ(A1), . . . , χΓ(AN)) ∈ RN

èç ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χΓ(Ai) ìíîãîîáðàçèé Ai
Γ îñîáåííîñòåé òèïîâ Ai, i =

1, . . . , N . ×åðåç Ghyp (÷åðåç Gelp) îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî â RN , îáðàçîâàííîå âåê-
òîðàìè v(Γ) äëÿ âñåõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé Γ ∈ W̃ hyp

n (Γ ∈ W̃ elp
n , ñîîòâåòñòâåííî).

4.3.7. Òåîðåìà. Ïðè n > 1 ìíîæåñòâî Ghyp (ìíîæåñòâî Gelp) ñîäåðæèò ïîëó-
ãðóïïó ñ N (Nodd, ñîîòâåòñòâåííî) ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè îáðàçóþùèìè è íóëåì
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â òî÷êå (χ(Sn−1), 0, . . . , 0), ãäå χ(Sn−1) � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà (n − 1)-ìåðíîé
ñôåðû Sn−1.

Òåîðåìà 4.3.7 äîêàçàíà â ðàçäåëå 4.5 íèæå. Òåîðåìû 4.3.5 è 4.3.6 ñëåäóþò èç òåî-
ðåìû 4.3.7.

4.4 Ñïåöèàëüíûå ôðîíòû â Rn

Òåîðåìà 4.3.7 äîêàçûâàåòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà ïðèìåðîâ
ôðîíòîâ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà. Ìû áóäåì �ñêëåèâàòü� èõ èç íåêîòîðûõ ñïåöèàëü-
íûõ ôðîíòîâ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn.

4.4.1. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü F � óñòîé÷èâûé êîìïàêòíûé ôðîíò êîðàíãà ≤ 1

â Rn, ãäå n > 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïîëíåíèå ê F èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ (îáîá-
ùåííî-ýëëèïòè÷åñêóþ, ýëëèïòè÷åñêóþ) îãðàíè÷åííóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó U , êðàé
Γ êîòîðîé ñîñòîèò èç òî÷åê íåñêîëüêèõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ôðîíòà F . Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé óñòîé÷èâûé êîìïàêòíûé ôðîíò F̃ êîðàíãà ≤ 1 â
Rn òàêîé, ÷òî äîïîëíåíèå ê F̃ èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ (îáîáùåííî-ýëëèïòè÷åñêóþ,
ýëëèïòè÷åñêóþ, ñîîòâåòñòâåííî) îãðàíè÷åííóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó, êðàé Γ̃ êî-
òîðîé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ìíîãîîáðàçèå AeΓ îñîáåííîñòåé òèïà A
ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ̃ ñîâïàäàåò ñ ìíîãîîáðàçèåì AΓ îñîáåííîñòåé òèïà A ãèïåðïî-
âåðõíîñòè Γ äëÿ ëþáîãî A ∈ A+ \ {0, A1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ ñîñòîèò èç òî÷åê k

íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò F1, . . . ,Fk ôðîíòà F , ãäå k ≥ 2. Òîãäà íàéäóòñÿ ãëàäêî
âëîæåííûå êðèâûå γi : [a, b] ⊂ R→ Rn, i = 1, . . . , k − 1 òàêèå, ÷òî:

1) êàæäàÿ êðèâàÿ γi ïåðåñåêàåò ôðîíò F ðîâíî â äâóõ ãëàäêèõ òî÷êàõ P 1
i , P 2

i ,
ïðè÷åì òðàíñâåðñàëüíî;

2) P 1
i = γi(t1) ∈ Fi, à P 2

i = γi(t2) ∈ Fi+1, ãäå a < t1 < t2 < b è γi(t1, t2) ⊂ U ;
3) êðèâûå γ1, . . . , γk−1 ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ðàññìîòðèì ε-îêðåñòíîñòè Oi êðèâûõ γi â Rn.

Åñëè ε äîñòàòî÷íî ìàëî, òî çàìûêàíèÿ O1, . . . , Ok−1 ýòèõ îêðåñòíîñòåé ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþòñÿ; êàæäîå ïåðåñå÷åíèå Oi∩F ñîñòîèò òîëüêî èç ãëàäêèõ òî÷åê ôðîíòà F è
èìååò ðîâíî äâå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû D1

i 3 P 1
i , D2

i 3 P 2
i ; ïîäìíîæåñòâà D1

i , D
2
i ⊂ Rn

ÿâëÿþòñÿ ãëàäêî âëîæåííûìè çàìêíóòûìè (n − 1)-ìåðíûìè äèñêàìè ñ ãëàäêèìè
êðàÿìè ∂D1

i , ∂D2
i (äèôôåîìîðôíûìè (n−2)-ìåðíîé ñôåðå Sn−2); êàæäîå ïåðåñå÷åíèå

Ci = ∂Oi ∩ U , ãäå ∂Oi � ãðàíèöà îêðåñòíîñòè Oi, à U � çàìûêàíèå êîìïîíåíòû U ,
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêî âëîæåííûì öèëèíäðîì Sn−2 × [t1, t2].

140



Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé ôðîíò F̃ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìíîæåñòâà
[(

k⋃
i=1

Fi

)
\

k−1⋃
i=1

(D1
i ∪D2

i )

]
∪

(
k−1⋃
i=1

Ci

)

ïóòåì ñòàíäàðòíîãî ñãëàæèâàíèÿ (èñïîëüçóþùåãî ðàçáèåíèå åäèíèöû) â ìàëûõ îê-
ðåñòíîñòÿõ ñôåð ∂D1

i , ∂D2
i , i = 1, . . . , k − 1. Ïðåäëîæåíèå 4.4.1 äîêàçàíî.

4.4.2. Çàìå÷àíèå. Ôðîíò F̃ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ñóììîé ôðîíòîâ F1, . . . ,Fk (ñì.
[56]). Ýòî ñóììèðîâàíèå ïðîâåäåíî òàê, ÷òîáû äîïîëíåíèå ê ôðîíòó F̃ èìåëî ñâÿçíóþ
êîìïîíåíòó ñ íåîáõîäèìûìè íàì ñâîéñòâàìè.

4.4.3. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+, ãäå codimA = n > 1.
Òîãäà ñóùåñòâóþò íåïðèâîäèìûå óñòîé÷èâûå êîìïàêòíûå ôðîíòû Σ−(A) è Σ+(A)

êîðàíãà ≤ 1 â Rn òàêèå, ÷òî:
1) äîïîëíåíèå ê Σ−(A) (Σ+(A)) èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ (îáîáùåííî-ýëëèïòè-

÷åñêóþ) îãðàíè÷åííóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó U− (U+, ñîîòâåòñòâåííî); åñëè A ∈
Aodd, òî êîìïîíåíòà U+ ýëëèïòè÷åñêàÿ;

2) êðàé ëþáîé èç êîìïîíåíò U−, U+ èìååò ðîâíî äâå îñîáåííîñòè òèïà A è íå
èìååò äðóãèõ èçîëèðîâàííûõ îñîáåííîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 2 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïîäõîäÿùèìè ôðîíòàìè
ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå êðèâûå íà ïëîñêîñòè x, y:

Σ−(2A1) = Σ+(2A1) : x = sin t, y = cos 3t;

Σ−(A2) : x = sin t, y = cos3 t;

Σ+(A2) : x =
sin t

sin2 t + cos6 t
, y =

cos3 t

sin2 t + cos6 t
.

Ïóñòü n > 2 è Σi � ôðîíò â Rn+1, îáðàçîâàííûé òî÷êàìè

(λ1
0, λ

1
1, . . . , λ

1
µ1−1, . . . , λ

p
0, λ

p
1, . . . , λ

p
µp−1, λ∗),

äëÿ êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí

tµi+1 + λi
µi−1t

µi−1 + . . . + λi
1t + λi

0

îò t èìååò êðàòíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü, i = 1, . . . , p. ×åðåç U−
i (U+

i ) îáîçíà÷èì
ãèïåðáîëè÷åñêóþ (îáîáùåííî-ýëëèïòè÷åñêóþ, ñîîòâåòñòâåííî) ïðàâèëüíóþ ñâÿçíóþ
êîìïîíåíòó äîïîëíåíèÿ Rn+1 \ Σi.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòü Σ =
⋃p

i=1 Σi ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ôðîíòîì
êîðàíãà ≤ 1 â Rn+1. Ìíîæåñòâà U− =

⋂p
i=1 U−

i è U+ =
⋂p

i=1 U+
i ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëü-

íûìè ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè äîïîëíåíèÿ Rn+1 \ Σ (ãèïåðáîëè÷åñêîé è îáîáùåííî-
ýëëèïòè÷åñêîé, ñîîòâåòñòâåííî).
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Ðàññìîòðèì â Rn+1 ñôåðó Sn ðàäèóñà R > 0 ñ öåíòðîì â íóëå. Ïåðåñå÷åíèå Σ∩Sn

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì óñòîé÷èâûì ôðîíòîì êîðàíãà ≤ 1 íà Sn. Ýòîò ôðîíò èìååò
ðîâíî äâå èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè è îáå îíè ÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòÿìè òèïà A.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿìàÿ λ1
0 = . . . = λp

µp−1 = 0 ñîñòîèò èç îñîáåííîñòåé òèïà A
ôðîíòà Σ è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îäíîìåðíûì ñòðàòîì ìèíèìàëüíîé C∞-ñòðàòè-
ôèêàöèè ýòîãî ôðîíòà. Âìåñòå ñ ëþáîé ñâîåé òî÷êîé (λ1

0, . . . , λ
p
µp−1, λ∗) 6= 0 êàæäûé

ñòðàò ôðîíòà Σ ñîäåðæèò âñþ êðèâóþ γ : (0, +∞) → Rn+1,

γ : s 7→ (λ1
0s

µ1+1, λ1
1s

µ1 , . . . , λ1
µ1−1s

2; . . . ; λp
0s

µp+1, λp
1s

µp , . . . , λp
µp−1s

2; λ∗s).

Ýòà êðèâàÿ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò ñôåðó Sn, ïðè÷åì ðîâíî â îäíîé òî÷êå. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñôåðà Sn òðàíñâåðñàëüíà êàæäîìó ñòðàòó ôðîíòà Σ è ïåðåñåêàåò ñòðàò
îñîáåííîñòåé òèïà A ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðåñå÷åíèÿ U− ∩ Sn è U+ ∩ Sn. Îíè ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷å-
ñêîé è îáîáùåííî-ýëëèïòè÷åñêîé, ñîîòâåòñòâåííî, ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè äîïîëíå-
íèÿ Sn \ (Σ ∩ Sn). Êðàé ëþáîé èç ýòèõ êîìïîíåíò ñîäåðæèò îáå îñîáåííîñòè òèïà A
ôðîíòà Σ ∩ Sn. Åñëè A ∈ Aodd, òî êîìïîíåíòà U+ ∩ Sn ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P ∈ Sn è ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî Rn

â Rn+1, óäàëåííîå îò P íà ðàññòîÿíèå 1. ×åðåç σP îáîçíà÷èì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ
ïðîåêöèþ ïðîñòðàíñòâà Rn íà ñôåðó Sn ñ ïîëþñîì P .

Ïðîîáðàç ôðîíòà Σ ∩ Sn è ïðîîáðàç ìíîæåñòâà U− ∩ Sn îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè
σP , ãäå P ∈ Sn \ (Σ ∪ U−) (ïðîîáðàç ôðîíòà Σ ∩ Sn è ïðîîáðàç ìíîæåñòâà U+ ∩
Sn îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè σP , ãäå P ∈ Sn \ (Σ ∪ U+)) ÿâëÿþòñÿ ôðîíòîì â Rn è
ãèïåðáîëè÷åñêîé (îáîáùåííî-ýëëèïòè÷åñêîé, ñîîòâåòñòâåííî) îãðàíè÷åííîé ñâÿçíîé
êîìïîíåíòîé åãî äîïîëíåíèÿ, êîòîðûå îáëàäàþò âñåìè íóæíûìè ñâîéñòâàìè, êðîìå
íåïðèâîäèìîñòè ôðîíòà. Ïðåäëîæåíèå 4.4.3 ñëåäóåò òåïåðü èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4.1.

4.4.4. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü A = Aµ1 + . . .+Aµp ∈ A+, ãäå 1 < c = codimA ≤ n.
Òîãäà ñóùåñòâóþò íåïðèâîäèìûå óñòîé÷èâûå êîìïàêòíûå ôðîíòû Σ−

n (A) è Σ+
n (A)

êîðàíãà ≤ 1 â Rn òàêèå, ÷òî:
1) äîïîëíåíèå ê Σ−

n (A) (ê Σ+
n (A)) èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ (îáîáùåííî-ýëëèïòè-

÷åñêóþ) îãðàíè÷åííóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó U− (U+, ñîîòâåòñòâåííî); åñëè A ∈
Aodd, òî êîìïîíåíòà U+ ýëëèïòè÷åñêàÿ;

2) êðàé ëþáîé èç êîìïîíåíò U−, U+ íå èìååò îñîáåííîñòåé êîðàçìåðíîñòè âûøå
c, à âñå åãî îñîáåííîñòè êîðàçìåðíîñòè c ÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòÿìè òèïà A;

3) ìíîãîîáðàçèå, îáðàçîâàííîå îñîáåííîñòÿìè òèïà A êðàÿ ëþáîé èç êîìïîíåíò
U−, U+, äèôôåîìîðôíî íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ñôåð ðàçìåðíîñòè n− c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè c < n, òî èñêîìûå ôðîíòû äèôôåîìîðôíû ôðîíòàì
Σ−(A)× Sn−c è Σ+(A)× Sn−c â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè Rc × Sn−c, ãäå Σ−(A) è Σ+(A)

� íåïðèâîäèìûå óñòîé÷èâûå êîìïàêòíûå ôðîíòû êîðàíãà ≤ 1 â Rc, îáëàäàþùèå
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ñâîéñòâàìè 1�2 èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4.3, à Sn−c ñôåðà ðàçìåðíîñòè n − c. Åñëè æå
c = n, òî ïðåäëîæåíèå 4.4.4 âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4.3 ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ.

4.4.5. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü F1, . . . ,Fk � íåïðèâîäèìûå óñòîé÷èâûå êîìïàêò-
íûå ôðîíòû êîðàíãà ≤ 1 â Rn, ãäå n > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè ôðîíòû ðàñïî-
ëîæåíû â k ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ øàðàõ â Rn, ïðè÷åì íèêàêèå
äâà ôðîíòà íå ëåæàò â îäíîì øàðå. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî äëÿ êàæäîãî i =

1, . . . , k äîïîëíåíèå ê ôðîíòó Fi èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ (îáîáùåííî-ýëëèïòè÷åñ-
êóþ, ýëëèïòè÷åñêóþ) îãðàíè÷åííóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó Ui ñ êðàåì Γi. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò íåïðèâîäèìûé óñòîé÷èâûé êîìïàêòíûé ôðîíò F êîðàíãà ≤ 1 â Rn òàêîé,
÷òî äîïîëíåíèå ê F èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ (îáîáùåííî-ýëëèïòè÷åñêóþ, ýëëèïòè-
÷åñêóþ, ñîîòâåòñòâåííî) îãðàíè÷åííóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó, êðàé Γ êîòîðîé îá-
ëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ìíîãîîáðàçèå AΓ îñîáåííîñòåé òèïà A ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ ñîâïàäàåò ñ (íå-
ñâÿçíûì) îáúåäèíåíèåì ìíîãîîáðàçèé AΓ1 , . . . ,AΓk

îñîáåííîñòåé òèïà A ãèïåðïî-
âåðõíîñòåé Γ1, . . . , Γk äëÿ ëþáîãî A ∈ A+ \ {0, A1};

2) ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (A1)Γ îñîáåííîñòåé òèïà A1 ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè Γ ìåíüøå ñóììû ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê ìíîãîîáðàçèé (A1)Γ1 , . . .,
(A1)Γk

îñîáåííîñòåé òèïà A1 ãèïåðïîâåðõíîñòåé Γ1, . . . , Γk íà k − 1 ýéëåðîâûõ õà-
ðàêòåðèñòèê (n− 1)-ìåðíîé ñôåðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F̃ = F1 ∪ . . . ∪ Fk è k ≥ 2. Òîãäà íàéäóòñÿ ãëàäêî
âëîæåííûå êðèâûå γi : [a, b] → Rn, i = 1, . . . , k − 1 òàêèå, ÷òî:

1) îíè ïåðåñåêàþò ôðîíò F̃ òîëüêî â ãëàäêèõ òî÷êàõ è òîëüêî òðàíñâåðñàëüíî;
2) êàæäàÿ êðèâàÿ γi ïåðåñåêàåò òîëüêî äâå ãèïåðïîâåðõíîñòè èç Γ1, . . . , Γk, à èìåí-

íî, Γi è Γk;
3) êðèâàÿ γi ïåðåñåêàåò êàæäóþ èç ãèïåðïîâåðõíîñòåé Γi, Γk ðîâíî â îäíîé òî÷êå:

P 1
i = γi(t1) ∈ Γi è P 2

i = γi(t2) ∈ Γk, ãäå a < t1 < t2 < b;
4) êðèâûå γ1, . . . , γk−1 ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ðàññìîòðèì ε-îêðåñòíîñòè Oε(γi) êðèâûõ γi â Rn.

Åñëè ε äîñòàòî÷íî ìàëî, òî çàìûêàíèÿ Oε(γ1), . . . , Oε(γk−1) ýòèõ îêðåñòíîñòåé ïîïàð-
íî íå ïåðåñåêàþòñÿ; êàæäîå ïåðåñå÷åíèå Oε(γi)∩ F̃ ñîñòîèò òîëüêî èç ãëàäêèõ òî÷åê
ôðîíòà F̃ è èìååò mi ≥ 2 ñâÿçíûõ êîìïîíåíò Dj

i (ε), j = 1, . . . , mi, ãäå D1
i (ε) 3 P 1

i ,
D2

i (ε) 3 P 2
i ; êàæäîå ïîäìíîæåñòâî Dj

i (ε) ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ ãëàäêî âëîæåííûì çàìêíó-
òûì (n−1)-ìåðíûì äèñêîì ñ ãëàäêèì êðàåì ∂Dj

i (ε) (äèôôåîìîðôíûì (n−2)-ìåðíîé
ñôåðå Sn−2); êàæäàÿ ðàçíîñòü Ci(ε) = ∂Oε(γi)\(Ui∪Uk), ãäå ∂Oε(γi) � ãðàíèöà îêðåñò-
íîñòè Oε(γi), ÿâëÿåòñÿ ãëàäêî âëîæåííûì öèëèíäðîì Sn−2 × [t1, t2].

Çàôèêñèðóåì ëþáîå òàêîå ε è âûáåðåì ãëàäêî âëîæåííûå çàìêíóòûå (n − 1)-
ìåðíûå äèñêè D̃j

i (ε), i = 1, . . . , k, j = 3, . . . ,mi â Rn, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþò ãèïåð-
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ïîâåðõíîñòè Γ1, . . . , Γk è ìíîæåñòâà Oε/2(γ1), . . . , Oε/2(γk−1), íî ∂D̃j
i (ε) = ∂Dj

i (ε) äëÿ
âñåõ i, j. Òîãäà èñêîìûé ôðîíò ïîëó÷àåòñÿ èç ìíîæåñòâà (F̃ \D) ∪ C, ãäå

D =
k−1⋃
i=1

[D1
i (ε/2) ∪D2

i (ε/2) ∪D3
i (ε) ∪ . . . ∪Dmi

i (ε)],

C =
k−1⋃
i=1

[Ci(ε/2) ∪ D̃3
i (ε) ∪ . . . ∪ D̃mi

i (ε)],

ïóòåì ñòàíäàðòíîãî ñãëàæèâàíèÿ (èñïîëüçóþùåãî ðàçáèåíèå åäèíèöû) â ìàëûõ îê-
ðåñòíîñòÿõ ñôåð ∂D1

i (ε/2), ∂D2
i (ε/2), ∂D3

i (ε), . . . , ∂Dmi
i (ε), i = 1, . . . , k− 1 ñ ïîñëåäóþ-

ùåé ìàëîé äåôîðìàöèåé äèñêîâ D̃3
i (ε), . . . , D̃

mi
i (ε) âíå ýòèõ îêðåñòíîñòåé.

Ïðåäëîæåíèå 4.4.5 äîêàçàíî.

4.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3.7

Ïóñòü n > 1 è ñïèñîê A1, . . . ,AN ñôîðìèðîâàí ïî íåóáûâàíèþ êîðàçìåðíîñòåé
codimAi. Â ÷àñòíîñòè, A1 = A1 ïðè íå÷åòíîì n, è A1 = 2A1, åñëè n ÷åòíîå.

Çàôèêñèðóåì íåïðèâîäèìûå óñòîé÷èâûå êîìïàêòíûå ôðîíòû

Σ−
n (A2), Σ+

n (A2), . . . , Σ−
n (AN), Σ+

n (AN)

êîðàíãà ≤ 1 â Rn, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè 1�3 èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4.4 äëÿ A = A2, . . .,
AN , ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç Σ−

n (A1), Σ+
n (A1) îáîçíà÷èì àíàëîãè÷íûå ôðîíòû äëÿ A =

A1, åñëè n ÷åòíîå, è (n− 1)-ìåðíûå òîðû, ãëàäêî âëîæåííûå â Rn, åñëè n íå÷åòíîå.
Äîïîëíåíèå ê ëþáîìó ôðîíòó Σ−

n (Ai) (Σ+
n (Ai)), i = 1, . . . , N èìååò ãèïåðáîëè÷å-

ñêóþ (îáîáùåííî-ýëëèïòè÷åñêóþ, ñîîòâåòñòâåííî) îãðàíè÷åííóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåí-
òó, êðàé Γ−i (Γ+

i ) êîòîðîé íå èìååò îñîáåííîñòåé êîðàçìåðíîñòè âûøå codimAi, à âñå
åãî îñîáåííîñòè êîðàçìåðíîñòè codimAi ÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòÿìè òèïà Ai. Ìíîãîîá-
ðàçèå (Ai)Γ−i

((Ai)Γ+
i
) îñîáåííîñòåé òèïà Ai ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ−i (Γ+

i , ñîîòâåòñòâåí-
íî) äèôôåîìîðôíî íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ äâóõ ñôåð ðàçìåðíîñòè n − codimAi,
åñëè Ai 6= A1, è ÿâëÿåòñÿ (n− 1)-ìåðíûì òîðîì, åñëè Ai = A1. Ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ+

i

èìååò îñîáåííîñòè òîëüêî ñ íå÷åòíûìè êðàòíîñòÿìè, åñëè Ai ∈ Aodd.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3.7 äëÿ ìíîæåñòâà Ghyp. Ïóñòü χi,j � ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (Aj)Γ−i

îñîáåííîñòåé òèïà Aj ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ−i , ãäå
i, j = 1, . . . , N . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà r1, . . . , rN ,
ñðåäè êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî íå ðàâíî íóëþ. Äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , N ïîñòðîèì ri

ôðîíòîâ Fi,k, k = 1, . . . , ri â Rn, äèôôåîìîðôíûõ ôðîíòó Σ−
n (Ai) è òàêèõ, ÷òî êàæ-

äûé ôðîíò Fi,k ðàñïîëîæåí â îäíîì èç r1 + . . . + rN ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ
îòêðûòûõ øàðàõ â Rn, ïðè÷åì íèêàêèå äâà ôðîíòà íå ëåæàò â îäíîì øàðå.
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Ê ôðîíòàì Fi,k, i = 1, . . . , N, k = 1, . . . , ri ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 4.4.5. Ñîãëàñíî
ýòîìó óòâåðæäåíèþ ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé óñòîé÷èâûé êîìïàêòíûé ôðîíò F
êîðàíãà ≤ 1 â Rn òàêîé, ÷òî:

1) äîïîëíåíèå ê F èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ îãðàíè÷åííóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó;
2) ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (Aj)Γ îñîáåííîñòåé òèïàAj êðàÿ Γ ýòîé

êîìïîíåíòû ðàâíà
∑N

i=1 riχi,j äëÿ ëþáîãî j = 2, . . . , N ;
3) ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (A1)Γ îñîáåííîñòåé òèïà A1 ãèïåðïî-

âåðõíîñòè Γ ðàâíà
∑N

i=1 ri[χi,1 − χ(Sn−1)] + χ(Sn−1).
Ðàññìîòðèì ïîëóãðóïïó â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå RN , ñîñòîÿùóþ èç âåêòîðîâ

(
N∑

i=1

ri[χi,1 − χ(Sn−1)],
N∑

i=1

riχi,2, . . . ,

N∑
i=1

riχi,N

)
,

ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåâîçìîæíûì óïîðÿäî÷åííûì íàáîðàì öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë (r1, . . . , rN). Ýòà ïîëóãðóïïà ïîðîæäåíà âåêòîðàìè

vi =
(
χi,1 − χ(Sn−1), χi,2, . . . , χi,N

)
, i = 1, . . . , N.

Îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì (N ×N)-ìàòðèöó M, ñòðîêàìè êîòîðîé ñëóæàò âåê-

òîðû v1, . . . , vN . Ìàòðèöà M ÿâëÿåòñÿ íèæíå-òðåóãîëüíîé (ïî ïîñòðîåíèþ χi,j = 0

ïðè âñåõ j > i). Íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò íåíóëåâûå ÷èñëà: χ1,1−χ(Sn−1) = −2,

åñëè A1 = A1, è χi,i = 2χ(Sn−codimAi
) = 4 äëÿ ëþáîãî Ai 6= A1 (íàïîìíèì, ÷òî

codimAi ≡ n mod 2).
Òàêèì îáðàçîì, detM 6= 0 è òåîðåìà 4.3.7 äëÿ ìíîæåñòâà Ghyp äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3.7 äëÿ ìíîæåñòâà Gelp. Âûïèøåì ïîñëåäîâà-
òåëüíî ýëåìåíòû Aτ(1), . . . ,Aτ(Nodd) ñïèñêà A1, . . . ,AN , ïðèíàäëåæàùèå ïîëóãðóïïå
Aodd (â ÷àñòíîñòè, Aτ(1) = A1). ×åðåç χi,j îáîçíà÷èì ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ìíîãî-
îáðàçèÿ (Aτ(j))Γ+

τ(i)
îñîáåííîñòåé òèïà Aτ(j) ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ+

τ(i), i, j = 1, . . . , Nodd.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó äëÿ ëþáûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ r1, . . . , rNodd

òàêèõ,
÷òî r2

1 + . . . + r2
Nodd

6= 0, ìîæíî ïîñòðîèòü íåïðèâîäèìûé óñòîé÷èâûé êîìïàêòíûé
ôðîíò F êîðàíãà ≤ 1 â Rn òàêîé, ÷òî:

1) äîïîëíåíèå ê F èìååò ýëëèïòè÷åñêóþ îãðàíè÷åííóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó;
2) ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (Aτ(j))Γ îñîáåííîñòåé òèïà Aτ(j) êðàÿ

Γ ýòîé êîìïîíåíòû ðàâíà
∑Nodd

i=1 riχi,j äëÿ ëþáîãî j = 2, . . . , Nodd;
3) ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (Aτ(1))Γ îñîáåííîñòåé òèïà Aτ(1) ãèïåð-

ïîâåðõíîñòè Γ ðàâíà
∑Nodd

i=1 ri[χi,1 − χ(Sn−1)] + χ(Sn−1).
Êàê è âûøå ïîëóãðóïïà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå RNodd , ñîñòîÿùàÿ èç âåêòîðîâ

(
Nodd∑
i=1

ri[χi,1 − χ(Sn−1)],

Nodd∑
i=1

riχi,2, . . . ,

Nodd∑
i=1

riχi,Nodd

)
,
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ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåâîçìîæíûì óïîðÿäî÷åííûì íàáîðàì öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë (r1, . . . , rNodd

), ïîðîæäåíà Nodd ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè âåêòîðàìè

vi =
(
χi,1 − χ(Sn−1), χi,2, . . . , χi,Nodd

)
, i = 1, . . . , Nodd.

Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó 4.3.7 äëÿ ìíîæåñòâà Gelp.

4.6 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ íóæíû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.2.4.

4.6.1. Ëåììà. Ïóñòü u, t ∈ R, q̄ = (q2, . . . , qn−1) ∈ Rn−2,

S(t, q̄) = tν+1 + qν−1t
ν−1 + . . . + q2t

2,

F (u, t, q̄) = S(u, q̄)− S(t, q̄)− (u− t)
∂

∂t
S(t, q̄).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F êàê ìíîãî÷ëåí îò u èìååò êîðåíü u = t êðàòíîñòü µ+1 ≥ 2.
Òîãäà F (u, t, q̄) = (u− t)µ+1Gµ(u, t, qµ+1, . . . , qn−1), ãäå

Gµ(u, t, qµ+1, . . . , qn−1) =
ν∑

i=µ

1

(i + 1)!

∂i+1S(t, q̄)

∂ti+1
(u− t)i−µ,

ïðè÷åì Gµ|u=t 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ F ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ
u, t, q2, . . . , qν−1. Ïîñêîëüêó F |u=t = ∂F

∂u

∣∣
u=t

= 0, òî F (u, t, q̄) = (u − t)2G(u, t, q̄), ãäå
ôóíêöèÿ G(u, t, q̄) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò u, t, q2, . . . , qν−1 (åãî ñòåïåíü ïî u

ðàâíà ν − 1).
Ôóíêöèÿ G âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî. Äåéñòâèòåëüíî,

∂iG(u, t, q̄)

∂(u− t)i

∣∣∣∣
u=t

=
1

(i + 1)(i + 2)
· ∂i+2F (u, t, q̄)

∂ui+2

∣∣∣∣
u=t

=
1

(i + 1)(i + 2)
· ∂i+2S(t, q̄)

∂ti+2

äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî i. Ïîýòîìó

G(u, t, q̄) =
ν−1∑
i=0

1

(i + 2)!

∂i+2S(t, q̄)

∂ti+2
(u− t)i

ñîãëàñíî ôîðìóëå Òåéëîðà.
Åñëè êîðåíü u = t ìíîãî÷ëåíà F (êàê ìíîãî÷ëåíà îò u) èìååò êðàòíîñòü µ+1 ≥ 2,

òî

G(u, t, q̄) = (u− t)µ−1

ν−1∑
i=µ−1

1

(i + 2)!

∂i+2S(t, q̄)

∂ti+2
(u− t)i−µ+1,

ãäå ∂µ+1S(t, q̄)/∂tµ+1 6= 0. Ëåììà 4.6.1 äîêàçàíà.
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4.6.2. Ëåììà. Ïóñòü t ∈ R, q̄ = (q2, . . . , qn−1) ∈ Rn−2,

S(t, q̄) = tν+1 + qν−1t
ν−1 + . . . + q2t

2

è F � ôðîíò ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ

Rn−1 → Rn, (t, q̄) 7→
(
−S(t, q̄) + t

∂

∂t
S(t, q̄),− ∂

∂t
S(t, q̄), q̄

)
.

Òîãäà íàáîð (t, qµ+1, . . . , qn−1) ∈ Rn−µ îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòû íà õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîì ìíîãîîáðàçèè ΦAµ îñîáåííîñòåé òèïà Aµ ôðîíòà F . Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ
ôðîíò [Aµ](F) ⊂ ΦAµ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ

Gµ(u, t, qµ+1, . . . , qn−1) =
ν∑

i=µ

1

(i + 1)!

∂i+1S(t, q̄)

∂ti+1
(u− t)i−µ

êàê ìíîãî÷ëåí îò u− t èìååò êðàòíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäìíîãîîáðàçèå ΦAµ ⊆ Rn−1 çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

∂2S

∂t2
=

∂3S

∂t3
= . . . =

∂µS

∂tµ
= 0

(ñì. ïðèìåð 1.3.2). Ãèïåðïîâåðõíîñòü [Aµ](F) ⊂ ΦAµ ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà
òî÷åê (t, q̄) ∈ ΦAµ , äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ

F (u, t, q̄) = S(u, q̄)− S(t, q̄)− (u− t)
∂

∂t
S(t, q̄)

êàê ìíîãî÷ëåí îò u èìååò êðàòíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü u 6= t. Ïîýòîìó ëåììà 4.6.2
ñëåäóåò èç ëåììû 4.6.1.

4.7 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.4

Ïóñòü F � ôðîíò óñòîé÷èâîãî ñîáñòâåííîãî ëåæàíäðîâà îòîáðàæåíèÿ f : L → V

êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè V . Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðà-
âèëüíóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó U äîïîëíåíèÿ V \ F . ×åðåç Γ îáîçíà÷èì êðàé ýòîé
êîìïîíåíòû.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå µ è ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ΦAµ ⊆ L îñîáåííîñòåé òèïà Aµ ôðîíòà F , õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
îòîáðàæåíèå ϕAµ : ΦAµ → V , ôðîíò [Aµ](F) ⊂ ΦAµ è çàìûêàíèå (Aµ)Γ ìíîãîîá-
ðàçèÿ (Aµ)Γ îñîáåííîñòåé òèïà Aµ ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ. ×åðåç Ω îáîçíà÷èì ïîëíûé
ïðîîáðàç ìíîæåñòâà (Aµ)Γ ïðè îòîáðàæåíèè ϕAµ .

4.7.1. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü ôðîíò F èìååò îñîáåííîñòü òèïà Aν â íåêî-
òîðîé òî÷êå y ∈ (Aµ)Γ, à êîìïîíåíòà U ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé (îáîáùåííî-
ýëëèïòè÷åñêîé) â ýòîé òî÷êå. Òîãäà
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1) åñëè ν = µ èëè µ + 1, òî ðîñòîê (Ω, ξ) ìíîæåñòâà Ω â òî÷êå ξ = ϕ−1
Aµ

(y)

ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì ìíîãîîáðàçèÿ ΦAµ;
2) åñëè ν > µ+1, òî ðîñòîê (Ω, ξ) ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì çàìûêàíèÿ ñâÿçíîé êîìïî-

íåíòû äîïîëíåíèÿ ΦAµ \ [Aµ](F); ýòà êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé (îáîá-
ùåííî-ýëëèïòè÷åñêîé, ñîîòâåòñòâåííî) â òî÷êå ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïîäõîäÿùèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ L

è V ðîñòîê îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êå ξ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(f, ξ) : (Rn−1, 0) → (Rn, 0), (t, q̄) 7→
(
−S(t, q̄) + t

∂

∂t
S(t, q̄),− ∂

∂t
S(t, q̄), q̄

)
,

ãäå
q̄ = (q2, . . . , qn−1), S(t, q̄) = tν+1 + qν−1t

ν−1 + . . . + q2t
2

(ïðèìåð 1.2.4). Ðîñòîê ìíîãîîáðàçèÿ ΦAµ â ýòîé òî÷êå çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

∂2S

∂t2
=

∂3S

∂t3
= . . . =

∂µS

∂tµ
= 0.

Ðîñòîê (Ω, ξ) ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì â íóëå çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê (t, q̄) èç äî-
ïîëíåíèÿ ΦAµ \ ΦAµ+1 , äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ

F (u, t, q̄) = S(u, q̄)− S(t, q̄)− (u− t)
∂

∂t
S(t, q̄)

êàê ìíîãî÷ëåí îò u èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ êîð-
íåé (ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî âåùåñòâåííûõ êîðíåé, ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé,
åñëè êîìïîíåíòà U îáîáùåííî-ýëëèïòè÷åñêàÿ â òî÷êå y). Ñîãëàñíî ëåììå 4.6.1 ïî-
ñëåäíåå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ

ν∑
i=µ

1

(i + 1)!

∂i+1S(t, q̄)

∂ti+1
(u− t)i−µ

êàê ìíîãî÷ëåí îò u−t èìååò ν−µ ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé (ñîîòâåòñòâåííî, íå
èìååò âåùåñòâåííûõ êîðíåé, åñëè ν − µ ÷åòíîå, è èìååò îäèí ïðîñòîé âåùåñòâåííûé
êîðåíü, åñëè ν − µ íå÷åòíîå).

Ïðåäëîæåíèå 4.7.1 ñëåäóåò òåïåðü èç ëåììû 4.6.2.

4.7.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïîäìíîæåñòâî Ω ⊂ ΦAµ ÿâëÿåòñÿ C0-ïîäìíîãîîáðàçèåì
ñ êðàåì. Êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ýòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
çàìûêàíèå ïðàâèëüíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ΦAµ \ [Aµ](F).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ ∈ Ω è ôðîíò F èìååò â òî÷êå y = ϕAµ(ξ) îñîáåííîñòü
òèïà X = Aν1 + . . . + Aνr . Ðàññìîòðèì íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû F1, . . . ,Fr ðîñò-
êà (F , y) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè êîìïîíåíòû èìåþò â òî÷êå y îñîáåííîñòè òèïîâ
Aν1 , . . . , Aνr , ñîîòâåòñòâåííî.
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Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî codim X = n. Ñëåäóÿ [26] âû-
áåðåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû

(q1
0, . . . , q

1
ν1−1; . . . ; q

r
0, . . . , q

r
νr−1) ∈ Rn = Rν1 × . . .× Rνr

íà ìíîãîîáðàçèè V òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , r êîìïîíåíòà Fj ÿâëÿåòñÿ ðîñò-
êîì â íóëå ãèïåðïîâåðõíîñòè ∆νj

(n) ⊂ Rn, îáðàçîâàííîé òî÷êàìè, äëÿ êîòîðûõ ìíî-
ãî÷ëåí

Pj(tj) = t
νj+1
j + qj

νj−1t
νj−1
j + . . . + qj

1tj + qj
0

îò tj èìååò êðàòíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü.
Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ðîñòîê çàìûêàíèÿ U îáëàñòè U â òî÷êå y ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì

â íóëå ïåðåñå÷åíèÿ
⋂r

j=1 U j, ãäå U j � çàìûêàíèå ïðàâèëüíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû Uj

äîïîëíåíèÿ ê ãèïåðïîâåðõíîñòè ∆νj
(n). Êàæäàÿ èç ýòèõ êîìïîíåíò ëèáî ãèïåðáîëè-

÷åñêàÿ, ëèáî îáîáùåííî-ýëëèïòè÷åñêàÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.
Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, F1 � ôðîíò ðîñòêà ìíîãîîáðàçèÿ L â òî÷êå ξ. Òîãäà

íàáîð
(t1, q

1
µ+1, . . . , q

1
ν1−1; q

2
0, . . . , q

2
ν2−1; . . . ; q

r
0, . . . , q

r
νr−1) ∈ Rn−µ

îïðåäåëÿåò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà ìíîãîîáðàçèè ΦAµ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ξ. Â
ýòèõ êîîðäèíàòàõ ðîñòîê (Ω, ξ) ÿâëÿåòñÿ ðîñòêîì â íóëå ïåðåñå÷åíèÿ

⋂p
j=1 Ωj ïîäìíî-

æåñòâ Ωj â Rn−µ, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) Ω1 � ïîëíûé ïðîîáðàç çàìûêàíèÿ (Aµ)Γ1 ìíîãîîáðàçèÿ îñîáåííîñòåé òèïà Aµ

íà êðàå Γ1 êîìïîíåíòû U1 îòíîñèòåëüíî ðîñòêà îòîáðàæåíèÿ ϕAµ â òî÷êå ξ;
2) åñëè j > 1, òî Ωj � çàìûêàíèå ïðàâèëüíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíå-

íèÿ ê ãèïåðïîâåðõíîñòè â Rn−µ, îáðàçîâàííîé òî÷êàìè, äëÿ êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí Pj

èìååò êðàòíûé âåùåñòâåííûé êîðåíü; ýòà êîìïîíåíòà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ (îáîáùåííî-
ýëëèïòè÷åñêàÿ), åñëè êîìïîíåíòà Uj ãèïåðáîëè÷åñêàÿ (îáîáùåííî-ýëëèïòè÷åñêàÿ, ñî-
îòâåòñòâåííî).

Ïðåäëîæåíèå 4.7.2 ñëåäóåò òåïåðü èç ïðåäëîæåíèÿ 4.7.1.

Òåîðåìà 4.2.4 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèé 4.7.2 è 2.4.5.
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Ãëàâà 3

Ïðèëîæåíèÿ ê íåêîòîðûì çàäà÷àì
àíàëèçà è ãåîìåòðèè

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 ïðèâîäÿò ê ïîëåçíûì ñëåäñòâèÿì â íåêîòîðûõ âàæíûõ çà-
äà÷àõ òåîðèè îñîáåííîñòåé. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû èñïîëüçóåì èõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îãðàíè÷åíèé íà ñîñóùåñòâîâàíèå îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà ãëîáàëüíûõ
ìèíèìóìîâ (èëè ìàêñèìóìîâ) ñåìåéñòâà ãëàäêèõ ôóíêöèé, îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâà
îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â Rn, îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâ
ñèììåòðèé, êîíôëèêòíûõ ìíîæåñòâ è ñðåäíèõ îñåé.

Èçëîæåííûå çäåñü ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â [41], [42], [45], [90], [92], [95].
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1 Òîïîëîãèÿ îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâà
Ìàêñâåëëà ñåìåéñòâà ãëàäêèõ ôóíêöèé

Ìíîæåñòâàìè Ìàêñâåëëà ñåìåéñòâà ãëàäêèõ ôóíêöèé íàçûâàþò ðàçíûå ïîäìíî-
æåñòâà â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ (ñì. [9]). Ìû ðàññìàòðèâàåì íèæå ëèøü ìíîæå-
ñòâî Ìàêñâåëëà ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ è ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà ãëîáàëüíûõ ìàêñè-
ìóìîâ ôóíêöèé ñåìåéñòâà.

1.1 Ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ

Ïóñòü M è Λ � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ïðè÷åì M çàìêíóòî. Ìû áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî dim Λ = k, à ìíîãîîáðàçèå M ìîæåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé, âêëþ÷àÿ íóëüìåðíûå. Ïîñëåäíèå ìû áóäåì íàçû-
âàòü èçîëèðîâàííûìè òî÷êàìè ìíîãîîáðàçèÿ M .

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî F (x, λ) ãëàäêèõ ôóíêöèé îò x ∈ M , ãëàäêî çàâèñÿùèõ
îò (ìíîãîìåðíîãî) ïàðàìåòðà λ ∈ Λ. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà êàæäàÿ ôóíêöèÿ
ýòîãî ñåìåéñòâà äîñòèãàåò íà M ñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ (ò.å. èìååò ãëîáàëüíûé
ìèíèìóì).

Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè îí äîñòèãàåòñÿ ðîâíî â îäíîé
íåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå.

1.1.1. Çàìå÷àíèå. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî èçîëèðîâàííûå òî÷êè ìíîãîîá-
ðàçèÿ M ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ôóíêöèè F (·, λ).

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ F (·, λ) èìååò íåîñîáûé
ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé îáëàñòüþ â ìíîãîîáðàçèè Λ. Ýòà îáëàñòü
íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì íåîñîáûõ ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ ñåìåéñòâà F (x, λ) è îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç (A1)F .

1.1.2. Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâîì Ìàêñâåëëà ñåìåéñòâà F (x, λ) íàçûâàþò ìíî-
æåñòâî Σ = Λ \ (A1)F çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ, ïðè êîòîðûõ ãëîáàëüíûé ìèíèìóì
ôóíêöèè F (·, λ) ÿâëÿåòñÿ îñîáûì (ò.å. äîñòèãàåòñÿ ëèáî â îäíîé âûðîæäåííîé êðè-
òè÷åñêîé òî÷êå, ëèáî â íåñêîëüêèõ ðàçíûõ òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ M).

Ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îñîáîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â ìíî-
ãîîáðàçèè Λ. Åå îñîáåííîñòè êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî òèïàì òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìèíè-
ìóìà ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî ãëàäêèõ çàìåí ïåðåìåííûõ â ïðîîáðàçå.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãëîáàëüíûå ìèíèìóìû êîðàíãà 1 êîíå÷íîé êðàò-
íîñòè (êîòîðûå äîñòèãàþòñÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå êîíå÷íîêðàòíûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
êîðàíãà 1). Îíè êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî íåíóëåâûì ýëåìåíòàì ïîëóãðóïïû Aodd (íà-
ïîìíèì, ÷òî ýòî � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ïîëóãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, îáðàçóþùèìè êîòîðîé
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ñëóæàò ñèìâîëû A1, A3, . . . , A2l+1, . . .).
À èìåííî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A = Aµ1 + . . .+Aµp 6= 0 ïîëóãðóïïû

Aodd (çäåñü µ1, . . . , µp � ïîëîæèòåëüíûå íå÷åòíûå ÷èñëà).

1.1.3. Îïðåäåëåíèå. Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f : M → R èìååò íà M ãëîáàëüíûé
ìèíèìóì òèïà A, åñëè:

1) îíà äîñòèãàåò ñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ y0 ðîâíî â p ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
òî÷êàõ ìíîãîîáðàçèÿ M ;

2) ñóùåñòâóåò ïîðÿäîê x1, . . . , xp òî÷åê èç f−1(y0) òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî i =

1, . . . , p èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå: åñëè xi íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîãî-
îáðàçèÿ M , òî ðîñòîê (f, xi) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

tµi+1
1 + t22 + . . . + t2mi

+ y0

â ïîäõîäÿùèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ t1, . . . , tmi
íà M ; åñëè xi � èçîëèðîâàííàÿ òî÷-

êà, òî µi = 1.

×èñëà
codimA = µ1 + . . . + µp è degA = codimA+ p

íàçûâàþòñÿ êîðàçìåðíîñòüþ è ñòåïåíüþ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà òèïà A, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ãëîáàëüíûå ìèíèìóìû òèïà A1 íåîñîáû. Ãëîáàëüíûå ìèíèìóìû ëþáîãî
òèïà A ∈ Aodd \ {0, A1} ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî W âñåõ ãëàäêèõ ñåìåéñòâ F (x, λ) ãëàäêèõ ôóíêöèé îò
x ∈ M , ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà λ ∈ Λ. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ñíàáäèì òîíêîé
C∞-òîïîëîãèåé Óèòíè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ
îáùåãî ñåìåéñòâà F (x, λ), åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â
ïðîñòðàíñòâå W òàêîå, ÷òî óêàçàííîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ êàæäîãî ñåìåé-
ñòâà èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà.

1.1.4. Òåîðåìà ([9],[16]). Ïóñòü dim Λ = k ≤ 6 èëè ðàçìåðíîñòü êàæäîé ñâÿç-
íîé êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ M íå ïðåâûøàåò 1. Òîãäà äëÿ îáùåãî ñåìåéñòâà
F (x, λ) ãëàäêèõ ôóíêöèé îò x ∈ M , ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà λ ∈ Λ, ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ãëîáàëüíûå ìèíèìóìû ôóíêöèé ñåìåéñòâà F (x, λ) ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíûìè
ìèíèìóìàìè òèïîâ A ∈ Aodd \ {0}, ãäå codimA ≤ k + 1.

2) Åñëè ôóíêöèÿ F (·, λ) èìååò íà ìíîãîîáðàçèè M ãëîáàëüíûé ìèíèìóì òè-
ïà A = Aµ1 + . . . + Aµp 6= A1, òî ðîñòîê (Σ, λ) ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà Σ ñåìåé-
ñòâà F (x, λ) â òî÷êå λ äèôôåîìîðôåí ðîñòêó â íóëå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ (k +

1 − codimA)-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è ïîäìíîæåñòâà â ãèïåðïëîñêîñòè
λ1

0 + . . . + λp
0 = 0 ïðîñòðàíñòâà

RcodimA = {(λ1
0, . . . , λ

1
µ1−1, . . . , λ

p
0, . . . , λ

p
µp−1)},
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îáðàçîâàííîãî òî÷êàìè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ

min
i=1,...,p

{
min
t∈R

{
Pi(t) = tµi+1 + λi

µi−1t
µi−1 + . . . + λi

1t + λi
0

∣∣∣∣
dPi

dt
(t) = 0

}}
(3.1)

íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.
1.1.5. Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà Σ ñåìåéñòâà F (x, λ) èìååò îñîáåí-

íîñòü òèïà A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ Aodd \ {0, A1} â äàííîé òî÷êå λ ∈ Λ, åñëè ðî-
ñòîê (Σ, λ) äèôôåîìîðôåí ðîñòêó èç óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðåìû 1.1.4. Óêàçàííûå âûøå
÷èñëà codimA è degA íàçûâàþòñÿ êîðàçìåðíîñòüþ è ñòåïåíüþ ýòîé îñîáåííîñòè,
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü AΣ � ìíîæåñòâî òî÷åê λ ∈ Λ, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà Σ èìååò
îñîáåííîñòü òèïà A. Òîãäà äëÿ îáùåãî ñåìåéñòâà F (x, λ) ìíîæåñòâî AΣ ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè codimA− 1 â ìíîãîîáðàçèè Λ (íåçàìêíó-
òûì è íåñâÿçíûì, âîîáùå ãîâîðÿ). Îíî íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì îñîáåííîñòåé òè-
ïà A ìíîæåñòâà Σ è ñîñòîèò èç òî÷åê λ ∈ Λ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ F (·, λ) èìååò íà
ìíîãîîáðàçèè M ãëîáàëüíûé ìèíèìóì òèïà A.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà Σ ñåìåéñòâà F (x, λ) èìååò ëèøü îñî-
áåííîñòè òèïîâ A ∈ Aodd \ {0, A1}. Òîãäà äëÿ îáùåãî ñåìåéñòâà F (x, λ) ðàçáèåíèå
ìíîæåñòâà Σ íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèé âèäà AΣ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé
C∞-ñòðàòèôèêàöèåé Óèòíè.

Âñþäó äàëåå ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χΣ(A) = χ(AΣ) ìíîãîîáðàçèÿ AΣ îñîáåí-
íîñòåé òèïà A = k1Aµ1 + . . . + kpAµp ìíîæåñòâà Σ, ãäå k1, . . . , kp � íåîòðèöàòåëüíûå
öåëûå ÷èñëà, à µ1, . . . , µp ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ(

k1,...,kp
µ1,...,µp).

1.1.6. Òåîðåìà. Ïóñòü M è Λ � ãëàäêèå çàìêíóòûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî dim Λ = k ≤ 6 èëè ðàçìåðíîñòü êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîãîîáðà-
çèÿ M íå áîëüøå 1. Òîãäà äëÿ îáùåãî ñåìåéñòâà F (x, λ) ãëàäêèõ ôóíêöèé îò x ∈ M ,
ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà λ ∈ Λ, ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ 1 � 5 íèæå, â
êîòîðûõ Σ � ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà ýòîãî ñåìåéñòâà, à

χ0 = (−1)k[χ(Λ)− χF (A1)],

ãäå χ(Λ) è χF (A1) � ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè ìíîãîîáðàçèé Λ è (A1)F , ñîîòâåò-
ñòâåííî ((A1)F � ìíîãîîáðàçèå íåîñîáûõ ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ ñåìåéñòâà F (x, λ)).

1) Åñëè ìíîãîîáðàçèå AΣ îñîáåííîñòåé òèïà A ∈ Aodd ìíîæåñòâà Σ èìååò
íå÷åòíóþ ðàçìåðíîñòü, òî åãî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χΣ(A) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé

χΣ(A) =
∑
X

Kelp
A (X) χΣ(X) (3.2)

(ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè) ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χΣ(X) ÷åòíîìåð-
íûõ ìíîãîîáðàçèé XΣ îñîáåííîñòåé òèïîâ X ∈ Aodd, ãäå codim X ∈ [codimA+1, k +
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1]. Êàæäûé êîýôôèöèåíò Kelp
A (X) ýòîé êîìáèíàöèè çàâèñèò òîëüêî îò A è X è

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2.24) èç ãëàâû 2.
2) Ñïèñêè ôîðìóë (3.2) äëÿ âñåâîçìîæíûõ A ∈ Aodd ïðè c = codimA ≤ 10,

ïðèâåäåíû â òàáëèöå 11 äëÿ ÷åòíîãî k ≤ 10 è â òàáëèöå 12 äëÿ íå÷åòíîãî k ≤ 9

(èñêëþ÷àÿ ôîðìóëó ïðè c = 1).
3) Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(Σ) ìíîæåñòâà Σ ðàâíà χ0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû îíà

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

χ(Σ) =
∑
X

Kelp(X)χΣ(X) (3.3)

ýéëåðîâûõ õàðàêòåðèñòèê χΣ(X) ÷åòíîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé XΣ îñîáåííîñòåé òè-
ïîâ X ∈ Aodd \ {0, A1}, ãäå codim X ≤ k + 1. Êàæäûé êîýôôèöèåíò Kelp(X) ýòîé
êîìáèíàöèè çàâèñèò òîëüêî îò X. À èìåííî,

Kelp(X) = 1−
∑
A

Kelp
A (X),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì íåíóëåâûì ýëåìåíòàì A ïîëóãðóïïû Aodd òàêèì, ÷òî
A 6= A1, codimA < codim X è codimA ≡ k (mod 2).

4) Ôîðìóëà (3.3) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
ïðè ÷åòíîì k ≤ 10,

χ(Σ) = 1
2
[χ(1

3)− χ(3
1)] + 1

2
[χ(1

5) + 2χ(5
1)]

+ 1
4
[χ(1

7)− 2χ(1,2
5,1)− χ(2,1

3,1)− 3χ(1,4
3,1)− 17χ(7

1)]

+ 1
4
[3χ(1

9) + 4χ(1,2
7,1) + 3χ(1,1,1

5,3,1)

+ 13χ(1,4
5,1) + 2χ(3

3) + 8χ(2,3
3,1) + 30χ(1,6

3,1) + 124χ(9
1)]

− 1
4
[7χ( 1

11) + 22χ(1,2
9,1) + 16χ(1,1,1

7,3,1) + 56χ(1,4
7,1) + 17χ(2,1

5,1)

+ 12χ(1,2
5,3) + 42χ(1,1,3

5,3,1) + 152χ(1,6
5,1) + 30χ(3,2

3,1)

+ 106χ(2,5
3,1) + 378χ(1,8

3,1) + 1382χ(11
1 )] ;

(3.4)

ïðè íå÷åòíîì k ≤ 9,

χ(Σ) = χ(2
1)− χ(4

1) + 1
2
[χ(1,1

5,1) + χ(1,3
3,1) + 6χ(6

1)]

− 1
2
[χ(1,1

7,1) + χ(1,1
5,3) + 4χ(1,3

5,1) + 2χ(2,2
3,1) + 8χ(1,5

3,1) + 34χ(8
1)]

+ 1
4
[11χ(1,1

9,1) + 7χ(1,1
7,3) + 26χ(1,3

7,1) + 8χ(2
5) + 19χ(1,1,2

5,3,1)

+ 71χ(1,5
5,1) + 13χ(3,1

3,1) + 46χ(2,4
3,1) + 167χ(1,7

3,1) + 620χ(10
1 )].

(3.5)
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5) Ïóñòü k ÷åòíîå (k ≤ 16) è χΣ(A) = 0 äëÿ ëþáîãî A ∈ Aodd \ {0, A1} òàêîãî,
÷òî degA ≤ k. Òîãäà

∑

A∈Aodd: codimA= k+1

w(A)χΣ(A) = (1 + k/2) w(Ak+1) χ0, (3.6)

ãäå âåñà w(A) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (2.22). Ôîðìóëû (3.6) äëÿ k ≤ 12 ïîëó÷à-
þòñÿ èç ôîðìóë òàáëèöû 13 ïðè n = k + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñåìåéñòâî F (x, λ) îïðåäåëÿåò ðàñøèðåííîå ñåìåéñòâî

F∗(x, λ̄) = F (x, λ)− λ0

ôóíêöèé îò x ∈ M , çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà

λ̄ = (λ, λ0) ∈ V = Λ× R.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ̄, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ F∗(·, λ̄)

èìååò íóëåâîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå.
Äëÿ îáùåãî ñåìåéñòâà F (x, λ) ìíîæåñòâî F ÿâëÿåòñÿ ôðîíòîì â ìíîãîîáðàçèè V

(ñì. ïðèìåð 1.1.5 â ãëàâå 2). Äîïîëíåíèå V \F ê ýòîìó ôðîíòó èìååò çàìå÷àòåëüíóþ
ïðàâèëüíóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó, à èìåííî, ìíîæåñòâî òåõ λ̄, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ
F∗(·, λ̄) ïîëîæèòåëüíà íà ìíîãîîáðàçèè M .

Ðàññìîòðèì êðàé Γ ýòîé êîìïîíåíòû, ò.å. ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ̄, ïðè
êîòîðûõ ôóíêöèÿ F∗(·, λ̄) èìååò íóëåâîé ãëîáàëüíûé ìèíèìóì íà M . Ãèïåðïîâåðõ-
íîñòü Γ ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

λ0 = min
x∈M

F (x, λ)

è, ïîýòîìó, ãîìåîìîðôíà ìíîãîîáðàçèþ Λ. Ãîìåîìîðôèçìîì h ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèå íà
Γ åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè

V → Λ, λ̄ 7→ λ.

Èç òåîðåìû 1.1.4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îáùåãî ñåìåéñòâà F (x, λ) è ïðè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèé M è Λ ôðîíò F èìååò íà Γ òîëü-
êî îñîáåííîñòè òèïîâ A ∈ Aodd \ {0}. Ãîìåîìîðôèçì h äèôôåìîðôíî îòîáðàæàåò
íåîñîáóþ ÷àñòü (A1)Γ ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ â ìíîãîîáðàçèå (A1)F íåîñîáûõ ãëîáàëü-
íûõ ìèíèìóìîâ ñåìåéñòâà F (x, λ). Äëÿ ëþáîãî A ∈ Aodd \ {0, A1} ìíîãîîáðàçèå AΓ

îñîáåííîñòåé òèïà A ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ ïåðåõîäèò ïðè îòîáðàæåíèè h â ìíîãîîá-
ðàçèå AΣ îñîáåííîñòåé òèïà A ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà Σ ñåìåéñòâà F (x, λ). Ïðè ýòîì
ñóæåíèå ãîìåîìîðôèçìà h íà ìíîãîîáðàçèå AΓ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì âëîæåíèåì.

Òåïåðü òåîðåìà 1.1.6 ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.2.13 ãëàâû 2.
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1.2 Ñëó÷àé íåêîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïàðàìåòðîâ

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ òåîðåìà 1.1.6 áóäåò ñïðàâåäëèâà è äëÿ
ñåìåéñòâà ôóíêöèé ñ íåêîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì ïàðàìåòðîâ (íî ñ êîìïàêòíûì
ìíîæåñòâîì Ìàêñâåëëà).

1.2.1. Òåîðåìà. Ïóñòü M è Λ � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ïðè÷åì M çàìêíóòî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dim Λ = k ≤ 6 èëè ðàçìåðíîñòü êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû
ìíîãîîáðàçèÿ M íå ïðåâûøàåò 1. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Λ ïî-
ëó÷àåòñÿ èç ãëàäêîãî çàìêíóòîãî k-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Λ̃ óäàëåíèåì íåêîòîðîãî
êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà N , ñíàáæåííîãî êîíå÷íîé C∞-ñòðàòèôèêàöèåé Óèò-
íè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî îáùåãî ñåìåéñòâà F (x, λ) ãëàäêèõ ôóíêöèé îò x ∈ M , ãëàäêî
çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà λ ∈ Λ, ñ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì Ìàêñâåëëà Σ ñïðàâåä-
ëèâû óòâåðæäåíèÿ 1 � 5 èç òåîðåìû 1.1.6, â êîòîðûõ

χ0 = (−1)k[χ(Λ)− χF (A1)],

ãäå χ(Λ) è χF (A1) � ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè ìíîãîîáðàçèé Λ è (A1)F , ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ðàçáèåíèå åäèíèöû ìîæíî ïîñòðîèòü íåïðåðûâ-
íóþ ôóíêöèþ

Λ̃ → R, λ 7→ λ0,

ñîâïàäàþùóþ ñ ôóíêöèåé
λ0 = min

x∈M
F (x, λ)

â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà Σ è ãëàäêóþ â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà N .
Äëÿ îáùåãî ñåìåéñòâà F (x, λ) ãðàôèê Γ̃ ýòîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå Ṽ = Λ̃×R

ÿâëÿåòñÿ êðàåì ïðàâèëüíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê íåêîòîðîìó ôðîíòó
â Ṽ . Áîëåå òîãî, ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèé
M è Λ ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ̃ èìååò òîëüêî îñîáåííîñòè òèïîâ A ∈ Aodd \ {0}, ãäå
codimA ≤ k + 1 (òåîðåìà 1.1.4).

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1.6 ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íåîñîáàÿ ÷àñòü (A1)eΓ
ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ̃ äèôôåîìîðôíà îáúåäèíåíèþ ìíîæåñòâà N ñ ìíîãîîáðàçèåì
(A1)F íåîñîáûõ ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ ñåìåéñòâà F (x, λ). Äëÿ ëþáîãî A ∈ Aodd \
{0, A1} ìíîãîîáðàçèå AeΓ îñîáåííîñòåé òèïà A ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ̃ äèôôåîìîðôíî
ìíîãîîáðàçèþ AΣ îñîáåííîñòåé òèïà A ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà Σ ñåìåéñòâà F (x, λ).

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 4.2.13 èç ãëàâû 2 è ðàâåíñòâàìè

χ(Λ̃) = (−1)kχ(Λ) + χ(N ),

χ(Λ̃) = (−1)kχF (A1) + χ(N ) + χ(Σ),
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êîòîðûå ñëåäóþò èç ôîðìóëû (1.7). Òåîðåìà 1.2.1 äîêàçàíà.

1.2.2. Ïðèìåð. Ïóñòü Λ = Rk. Òîãäà ìîæíî âçÿòü Λ̃ = Sk è N = {pt} (ñôåðà Sk

ÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íîé êîìïàêòèôèêàöèåé ïðîñòðàíñòâà Rk).

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèå 5 òåîðåìû 1.1.6 áóäåò
ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñåìåéñòâà ôóíêöèé ñ íåêîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì Ìàêñâåëëà.

1.2.3. Òåîðåìà. Ïóñòü M è Λ � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ïðè÷åì M çàìêíóòî, à Λ

èìååò ÷åòíóþ ðàçìåðíîñòü k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k ≤ 6 èëè ðàçìåðíîñòü êàæäîé
ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ M íå ïðåâûøàåò 1 (îäíàêî k ≤ 16). Ïðåäïîëî-
æèì òàêæå, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Λ ïîëó÷àåòñÿ èç ãëàäêîãî çàìêíóòîãî k-ìåðíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ Λ̃ óäàëåíèåì íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà N , ñíàáæåííî-
ãî êîíå÷íîé C∞-ñòðàòèôèêàöèåé Óèòíè. Ïóñòü, íàêîíåö, χ0 = χ(Λ) � ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ Λ. Òîãäà äëÿ ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà Σ îáùåãî ñåìåé-
ñòâà F (x, λ) ãëàäêèõ ôóíêöèé îò x ∈ M , ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò λ ∈ Λ, áóäåò èìåòü
ìåñòî ðàâåíñòâî (3.6), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ⊂ Λ̃ ìíîæåñòâà N òàêàÿ, ÷òî åå çàìûêàíèå U

ãîìîòîïíî N è ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì ∂U = U \ U ;
2) âñå èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè ìíîæåñòâà Σ ëåæàò â Λ̃ \ U ;
3) â òî÷êàõ ãèïåðïîâåðõíîñòè ∂U ⊂ Λ̃ ìíîæåñòâî Σ èìååò îñîáåííîñòè òîëüêî

òèïîâ A ∈ Aodd \ {0, A1}, ãäå codimA < k;
4) äëÿ ëþáîãî A ∈ Aodd \ {0, A1} ãèïåðïîâåðõíîñòü ∂U òðàíñâåðñàëüíà ìíîãîîá-

ðàçèþ AΣ îñîáåííîñòåé òèïà A ìíîæåñòâà Σ;
5) χ(AΣ ∩ ∂U) = 0 äëÿ ëþáîãî A ∈ Aodd \ {0, A1} òàêîãî, ÷òî degA ≤ k − 2;
6) χ(AΣ \ U) = 0 äëÿ ëþáîãî A ∈ Aodd \ {0, A1} òàêîãî, ÷òî degA ≤ k;
7) χ((A1)F \ U) = χ((A1)F ∩ ∂U) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

C = min{F (x, λ)|x ∈ M, λ ∈ Λ̃ \ U}.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Ṽ = {(λ, λ0)|λ ∈ Λ̃, λ0 ∈ R} è ñíàáäèì åãî êàêîé-íèáóäü
ðèìàíîâîé ìåòðèêîé. ×åðåç Γ̃ îáîçíà÷èì îáúåäèíåíèå ñëåäóþùèõ òðåõ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòåé â Ṽ :

1) {(λ, λ0)|λ ∈ Λ̃ \ U, λ0 = min
x∈M

F (x, λ)};
2) {(λ, λ0)|λ ∈ ∂U, C − 1 ≤ λ0 ≤ min

x∈M
F (x, λ)};

3) {(λ, λ0)|λ ∈ U, λ0 = C − 1}.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0 è ïîñòðîèì ãèïåðïîâåðõíîñòü

Γ′ â Ṽ , êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ Γ̃ âíå ε/2-îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ

{(λ, λ0)|λ ∈ ∂U, λ0 = C − 1}
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Ðèñ. 3.1: Èëëþñòðàöèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.2.3.

è ÿâëÿåòñÿ ãëàäêî âëîæåííîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ âíóòðè ε-îêðåñòíîñòè ýòîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ. Äëÿ îáùåãî ñåìåéñòâà F (x, λ) ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ′ ÿâëÿåòñÿ (êîìïàêòíûì)
êðàåì ïðàâèëüíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê íåêîòîðîìó ôðîíòó F â Ṽ . Áî-
ëåå òîãî, ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèé M è Λ

ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ′ èìååò îñîáåííîñòè òîëüêî òèïîâ A ∈ Aodd \ {0} (òåîðåìà 1.1.4).

1.2.4. Çàìå÷àíèå. Âîîáùå ãîâîðÿ, ôðîíò F íå êîìïàêòåí. Ïðèìåð ñå÷åíèÿ òà-
êîãî ôðîíòà âåðòèêàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ â ñëó÷àå k = 2 èçîáðàæåí íà ðèñ. 3.1
(ñòð. 158). Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ îáîçíà÷àåò òî÷êè ôðîíòà F , íå ïðèíàäëåæàùèå Γ′.

Ïî óñëîâèþ ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ′ è ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà ñåìåéñòâà F (x, λ) èìåþò
îäíè è òå æå èçîëèðîâàííûå îñîáåííîñòè. Äëÿ ëþáîãî A ∈ Aodd \ {0, A1} òàêîãî, ÷òî
degA ≤ k, èìååì:

χ(AΓ′) =

{
χ(AΣ \ U) + χ(ÃΣ ∩ ∂U) = 0, åñëè A = Ã+ A1, ãäå Ã ∈ Aodd;
χ(AΣ \ U) = 0, åñëè A 6= Ã+ A1, ãäå Ã ∈ Aodd.

Íàêîíåö, î÷åâèäíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

χ(Λ̃) = χ(Λ) + χ(N ),
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χ((A1)Γ′) = χ((A1)F \ U) + χ(N ),

Òåïåðü òåîðåìà 1.2.3 ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.2.13 ãëàâû 2.

1.3 Ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà ãëîáàëüíûõ ìàêñèìóìîâ

Ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà ãëîáàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ñåìåéñòâà ãëàäêèõ ôóíêöèé îïðå-
äåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ìíîæåñòâó Ìàêñâåëëà ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Òåîðåìû 1.1.6,
1.2.1 è 1.2.3 ñïðàâåäëèâû è â ýòîì ñëó÷àå (ôóíêöèÿ f èìååò ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì
òèïà A = Aµ1 + . . . + Aµp , åñëè ôóíêöèÿ −f èìååò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì òèïà A).

2 Òîïîëîãèÿ îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâà
îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ãëàäêîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå

Èññëåäîâàíèå îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â Rn ÿâëÿåò-
ñÿ âàæíîé ñîñòàâíîé ÷àñòüþ îáùåé çàäà÷è î ñòðîåíèè äîñòèæèìîãî ìíîæåñòâà â
óïðàâëÿåìûõ ñèñòåìàõ (ñì. [4]).

2.1 Îñîáûå îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè

Ïóñòü M � ãëàäêîå çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå Rn.
Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìíîãîîáðàçèå M ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò, ïðè÷åì ýòè êîìïîíåíòû ìîãóò èìåòü ðàçíûå ðàçìåðíîñòè, âêëþ÷àÿ èçî-
ëèðîâàííûå òî÷êè.

2.1.1. Îïðåäåëåíèå. Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ ïåðåñå-
÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ â Rn, ñîäåðæàùèõ M .

Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ M ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì çàìêíóòûì âûïóê-
ëûì ïîäìíîæåñòâîì â Rn, ñîäåðæàùèì M .

2.1.2. Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ íåïëîñêèì, åñëè îíî
íå ëåæèò öåëèêîì íè â êàêîé àôôèííîé ãèïåðïëîñêîñòè â Rn.

Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà íåïëîñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì C0-ìíîãîîá-
ðàçèåì ñ êðàåì. Êðàé âûïóêëîé îáîëî÷êè íåïëîñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ãîìåîìîðôåí
(n− 1)-ìåðíîé ñôåðå (ñì. [1]).

2.1.3. Çàìå÷àíèå. Èìååòñÿ îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ êëàññèôè-
êàöèè îñîáåííîñòåé êðàÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè ïîäìíîãîîáðàçèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â
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Rn. Î íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòàõ â ýòîé îáëàñòè ñì., íàïðèìåð, [15], [18], [25], [36], [37],
[38], [47].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V = Gaf (n − 1, n) ìíîãîîáðàçèå Ãðàññìàíà âñåõ àôôèííûõ ãè-
ïåðïëîñêîñòåé â Rn. Ýòî ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n. Îíî åñòåñòâåííî èçî-
ìîðôíî n-ìåðíîìó âåùåñòâåííîìó ïðîåêòèâíîìó ïðîñòðàíñòâó RP n áåç îäíîé òî÷êè.
Ãèïåðïëîñêîñòÿìè â V ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâà ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ:

1) ìíîæåñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé â Rn, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó;
2) ìíîæåñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé â Rn, êîëëèíåàðíûõ äàííîé ãèïåðïëîñêîñòè.

Ïîäìíîæåñòâî â ìíîãîîáðàçèè V íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îíî íå ïåðåñåêàåò íåêî-
òîðóþ ãèïåðïëîñêîñòü.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ãèïåðïëîñêîñòü π â Rn, êàñàþùóþñÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ
M (íàïðèìåð, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç èçîëèðîâàííóþ òî÷êó ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ).

2.1.4. Îïðåäåëåíèå. Ãèïåðïëîñêîñòü π íàçûâàåòñÿ îïîðíîé, åñëè ìíîãîîáðàçèå
M ëåæèò öåëèêîì â îäíîì èç äâóõ çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, îïðåäåëåííûõ ýòîé
ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî âñåõ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M . Ýòî ìíî-
æåñòâî ÿâëÿåòñÿ (îñîáîé) êîìïàêòíîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â ìíîãîîáðàçèè V . Äëÿ
íåïëîñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ àôôèííà è ãîìåîìîðôíà (n − 1)-
ìåðíîé ñôåðå (ñì. [25]). Àôôèííîñòü ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íè-
êàêàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ìíîãîîáðàçèÿ M íå ïðîõîäèò ÷åðåç âíóòðåííèå òî÷êè
åãî âûïóêëîé îáîëî÷êè.

2.1.5. Îïðåäåëåíèå. Îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü π ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ
íåîñîáîé, åñëè

1) îíà êàñàåòñÿ M ðîâíî â îäíîé òî÷êå x;
2) åñëè x íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîãîîáðàçèÿ M , òî ñóæåíèå íà M

ëþáîé íåíóëåâîé ëèíåéíîé ôóíêöèè â Rn, ðàâíîé 0 íà π è íåîòðèöàòåëüíîé íà M ,
èìååò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé âòîðîé äèôôåðåíöèàë â òî÷êå x.

Âñå îñòàëüíûå îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ îñîáûìè.

Íåîñîáûå îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ M ñîñòàâëÿþò ãëàäêóþ ÷àñòü
(A1)M ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ ⊂ V . Ýòà ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì (n − 1)-ìåðíûì ïîä-
ìíîãîîáðàçèåì â V (íå çàìêíóòûì, âîîáùå ãîâîðÿ). Îñîáûå îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè
ñîîòâåòñòâóþò îñîáûì òî÷êàì ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îñîáûå îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè, êîòîðûå èìåþò ñ ìíî-
ãîîáðàçèåì M êàñàíèÿ êîðàíãà 1 êîíå÷íîé êðàòíîñòè â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Òàêèå
ãèïåðïëîñêîñòè êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî íåíóëåâûì ýëåìåíòàì ïîëóãðóïïû Aodd.

À èìåííî, ïóñòü π � îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ìíîãîîáðàçèÿ M . Ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíûé ýëåìåíò A = Aµ1 + . . . + Aµp 6= 0 ïîëóãðóïïû Aodd.
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2.1.6. Îïðåäåëåíèå. Ãèïåðïëîñêîñòü π íàçûâàåòñÿ îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ
òèïà A, åñëè:

1) îíà êàñàåòñÿ M ðîâíî â p òî÷êàõ, ÿâëÿþùèõñÿ âåðøèíàìè (p − 1)-ìåðíîãî
ñèìïëåêñà;

2) ñóùåñòâóåò ïîðÿäîê x1, . . . , xp òî÷åê êàñàíèÿ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , p

èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå: åñëè xi íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîãîîáðàçèÿ M ,
òî ðîñòîê â xi ñóæåíèÿ íà M ëþáîé íåíóëåâîé ëèíåéíîé ôóíêöèè â Rn, ðàâíîé 0 íà
π è íåîòðèöàòåëüíîé íà M , çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

tµi+1
1 + t22 + . . . + t2mi

â ïîäõîäÿùèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ t1, . . . , tmi
íà M ; åñëè xi � èçîëèðîâàííàÿ òî÷-

êà, òî µi = 1.

×èñëà codimA = µ1 + . . .+µp è degA = codimA+p íàçûâàþòñÿ êîðàçìåðíîñòüþ
è ñòåïåíüþ êàñàíèÿ ñ M îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè òèïà A, ñîîòâåòñòâåííî. Îïîðíûå
ãèïåðïëîñêîñòè òèïà A1 ÿâëÿþòñÿ íåîñîáûìè. Îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè òèïîâ A ∈
Aodd \ {0, A1} ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî W âñåõ ãëàäêèõ âëîæåíèé ìíîãîîáðàçèÿ M â Rn. Ýòî
ïðîñòðàíñòâî ñíàáäèì C∞-òîïîëîãèåé Óèòíè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äàííîå óòâåðæäå-
íèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ M ⊂ Rn îáùåãî ïîëîæåíèÿ, åñëè ñóùåñòâó-
åò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå W òàêîå, ÷òî óêàçàííîå
óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ êàæäîãî âëîæåíèÿ èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà.

2.1.7. Òåîðåìà ([25],[26]). Ïóñòü M � ãëàäêîå çàìêíóòîå íåïëîñêîå ïîäìíîãî-
îáðàçèå â Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ≤ 7 èëè ðàçìåðíîñòü êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåí-
òû ìíîãîîáðàçèÿ M íå ïðåâûøàåò 1. Òîãäà äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M îáùåãî ïîëîæåíèÿ
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ M ÿâëÿþòñÿ îïîðíûìè ãèïåðïëîñêî-
ñòÿìè òèïîâ A ∈ Aodd \ {0}, ãäå codimA ≤ n.

2) Åñëè π � îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü òèïà A = Aµ1 + . . . + Aµp, òî ðîñòîê (Γ, π)

ìíîæåñòâà Γ âñåõ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M â òî÷êå π äèôôåî-
ìîðôåí ðîñòêó â íóëå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ (n − codimA)-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà è ãèïåðïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå

RcodimA = {(λ1
0, . . . , λ

1
µ1−1, . . . , λ

p
0, . . . , λ

p
µp−1)},

îáðàçîâàííîé òî÷êàìè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ (3.1) ðàâíà 0.

Ïóñòü Σ � ìíîæåñòâî îñîáûõ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M .

2.1.8. Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî Σ èìååò îñîáåííîñòü òèïà A = Aµ1+. . .+Aµp ∈
Aodd \ {0, A1} â äàííîé òî÷êå π ∈ Γ, åñëè ðîñòîê (Σ, π) äèôôåîìîðôåí ðîñòêó èç
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óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðåìû 2.1.7. Óêàçàííûå âûøå ÷èñëà codimA è degA íàçûâàþòñÿ
êîðàçìåðíîñòüþ è ñòåïåíüþ ýòîé îñîáåííîñòè, ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç AΣ ìíîæåñòâî òî÷åê π ∈ Γ, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî Σ èìååò îñî-
áåííîñòü òèïà A. Äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ M ⊂ Rn îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìíîæåñòâî AΣ

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè codimA â ìíîãîîáðàçèè V (íå
çàìêíóòûì è íåñâÿçíûì, âîîáùå ãîâîðÿ). Îíî íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì îñîáåííî-
ñòåé òèïà A ìíîæåñòâà Σ è ñîñòîèò èç îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé òèïà A ìíîãîîá-
ðàçèÿ M .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M èìååò ëèøü îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè òèïîâ
A ∈ Aodd \ {0}. Òîãäà äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M îáùåãî ïîëîæåíèÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâî
Γ âñåõ åãî îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ (A1)M è
ìíîãîîáðàçèé âèäàAΣ, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé êîíå÷íîé C∞-ñòðàòèôèêàöèåé Óèòíè.

2.1.9. Òåîðåìà. Ïóñòü M � ãëàäêîå çàìêíóòîå íåïëîñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â Rn.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ≤ 7 èëè ðàçìåðíîñòü êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîãîîáðà-
çèÿ M íå ïðåâûøàåò 1. Òîãäà äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâû
óòâåðæäåíèÿ 1 � 5 èç òåîðåìû 1.1.6, â êîòîðûõ Σ � ìíîæåñòâî îñîáûõ îïîðíûõ
ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M , k = n− 1, à

χ0 = χ(Sn−1) + (−1)nχM(A1),

ãäå χ(Sn−1) � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà (n − 1)-ìåðíîé ñôåðû, à χM(A1) � ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (A1)M íåîñîáûõ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîá-
ðàçèÿ M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Rn � àôôèííàÿ êàðòà â RP n. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå V

åñòåñòâåííî èçîìîðôíî äâîéñòâåííîìó ïðîñòðàíñòâó RP n∗ áåç îäíîé òî÷êè (áåñêî-
íå÷íî óäàëåííîé ãèïåðïëîñêîñòè RP n \ Rn).

Ðàññìîòðèì ëåæàíäðîâî ðàññëîåíèå (2.5) èç ïðèìåðà 1.1.7 ãëàâû 2. Åãî ñóæåíèå
íà ïðîñòðàíñòâî PT ∗Rn ⊂ PT ∗(RP n) îïðåäåëÿåò ëåæàíäðîâî ðàññëîåíèå

ϑ0 : PT ∗Rn → V, (π, y) 7→ π

îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû íà PT ∗(RP n).
Ïóñòü L � ìíîæåñòâî êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ (π, y), ãäå π � ãèïåðïëîñêîñòü â Rn,

êàñàþùàÿñÿ äàííîãî ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ M ⊂ Rn â òî÷êå y. Ýòî
ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì çàìêíóòûì ëåæàíäðîâûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â PT ∗Rn.

Îãðàíè÷åíèå ïðîåêöèè ϑ0 íà ìíîãîîáðàçèå L ÿâëÿåòñÿ ëåæàíäðîâûì îòîáðàæå-
íèåì. Ôðîíòîì F = ϑ0(L) ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ êàñàòåëüíûõ
ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M .
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Ìíîæåñòâî Γ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M ÿâëÿåòñÿ êðàåì çàìå÷à-
òåëüíîé ïðàâèëüíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ V \ F ê ôðîíòó F â îáúåìëþ-
ùåì ìíîãîîáðàçèè V . Ýòà êîìïîíåíòà ñîñòîèò èç ãèïåðïëîñêîñòåé â Rn, êîòîðûå íå
ïåðåñåêàþò M è îò êîòîðûõ M ëåæèò ñ îäíîé ñòîðîíû.

Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M îáùåãî ïîëîæåíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü Γ ãîìåîìîðôíà (n−1)-
ìåðíîé ñôåðå. Áîëåå òîãî, â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòÿõ ôðîíò F óñòîé÷èâ è
èìååò íà Γ òîëüêî îñîáåííîñòè òèïîâ A ∈ Aodd \ {0}, ãäå codimA ≤ n (òåîðåìà 2.1.7).
Ïðè ýòîì, äëÿ ëþáîãî A 6= A1 ìíîãîîáðàçèå AΓ îñîáåííîñòåé òèïà A ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè Γ åñòü â òî÷íîñòè ìíîãîîáðàçèå AΣ îñîáûõ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé òèïà A
ìíîãîîáðàçèÿ M .

Òåïåðü òåîðåìà 2.1.9 ñëåäóåò èç òåîðåìû 4.2.13 ãëàâû 2.

2.2 Ñëàáî âûïóêëûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â Rn

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷èì òîïîëîãèþ ìíîæåñòâ îñîáûõ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé
ìíîãîîáðàçèé îäíîãî âàæíîãî (äëÿ ïðèëîæåíèé) òèïà.

2.2.1. Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ñëàáî âûïóêëûì,
åñëè îíî ëåæèò íà (òîïîëîãè÷åñêîé) ãðàíèöå ñâîåé âûïóêëîé îáîëî÷êè.

Íàïðèìåð, âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå, ëåæàùåå íà ãëàäêîé âûïóêëîé ãèïåðïîâåðõíîñòè
â Rn, ñëàáî âûïóêëî. Ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ñëàáî âûïóêëîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñëàáî
âûïóêëû. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.

Ìíîãîîáðàçèå M ñëàáî âûïóêëî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷åðåç êàæäóþ åãî
òî÷êó ïðîõîäèò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
íåïëîñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â Rn ñëàáî âûïóêëî, òî îíî ãëàäêî âêëàäûâàåòñÿ â (n−1)-
ìåðíóþ ñôåðó.

Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà êîðàçìåðíîñòè 2 çàìêíóòîãî íåïëîñêîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ â Rn îðèåíòèðóåìà è èìååò ÷åòíóþ ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó.

2.2.2. Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ñëàáî âûïóêëûì â
ñòðîãîì ñìûñëå, åñëè ÷åðåç êàæäóþ åãî òî÷êó ïðîõîäèò íåîñîáàÿ îïîðíàÿ ãèïåð-
ïëîñêîñòü.

Íàïðèìåð, âñÿêîå ìíîãîîáðàçèå, ëåæàùåå íà ãëàäêîé ñòðîãî âûïóêëîé ãèïåðïî-
âåðõíîñòè â Rn, ñëàáî âûïóêëî â ñòðîãîì ñìûñëå. Ïîäìíîãîîáðàçèå ñëàáî âûïóêëîå
â ñòðîãîì ñìûñëå, î÷åâèäíî, ñëàáî âûïóêëî. Îáðàòíîå âåðíî ïðè íåêîòîðûõ äîïîë-
íèòåëüíûõ óñëîâèÿõ.

2.2.3. Òåîðåìà. Ïðè n ≤ 7 âñÿêîå ãëàäêîå çàìêíóòîå ñëàáî âûïóêëîå ïîäìíîãî-
îáðàçèå M îáùåãî ïîëîæåíèÿ â Rn ñëàáî âûïóêëî â ñòðîãîì ñìûñëå. Åñëè ðàçìåð-
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íîñòü êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ M íå ïðåâûøàåò 1, òî ýòî âåðíî
ïðè ëþáîì n.

Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [44]. Ìû íå
ïðèâîäèì åãî çäåñü, ïîñêîëüêó òåîðåìà 2.2.3 íå èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì.

2.2.4. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü ãëàäêîå çàìêíóòîå íåïëîñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå M

â Rn ñëàáî âûïóêëî â ñòðîãîì ñìûñëå. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå (A1)M åãî íåîñîáûõ îïîð-
íûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå V âñåõ ãèïåðïëîñêîñòåé â Rn. Äëÿ
ëþáîé òî÷êè x ∈ M , äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê äàííîé, ñóùåñòâóåò íåîñîáàÿ îïîðíàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü π(x) ∈ V ìíîãîîáðàçèÿ M , ãëàäêî çàâèñÿùàÿ îò x. Ýòî ñåìåéñòâî
ãèïåðïëîñêîñòåé ïðîäîëæàåòñÿ äî ãëàäêîãî âëîæåíèÿ

φ : M → V, x 7→ π(x),

ïîñêîëüêó îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè íå ïðîõîäÿò ÷åðåç âíóòðåííèå òî÷êè âûïóêëîé
îáîëî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ M .

Ðàññìîòðèì îáðàç φ(M) âëîæåíèÿ φ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå φ(M) ⊂
V ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì ìíîãîîáðàçèÿ (A1)M âñåõ íåîñîáûõ
îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M .

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé, êîòîðûå êàñàþòñÿ ìíî-
ãîîáðàçèÿ M â äàííîé òî÷êå x. Îíî ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì RP c−1

â V , ãäå c � êîðàçìåðíîñòü ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ M , ñîäåðæàùåé òî÷-
êó x. Ðàññìîòðèì â RP c−1 àôôèííóþ êàðòó Rc−1, ñîñòîÿùóþ èç ãèïåðïëîñêîñòåé,
êîòîðûå íå ïðîõîäÿò ÷åðåç íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ âíóòðåííþþ òî÷êó âûïóêëîé
îáîëî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ M .

Îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè îáðàçóþò â Rc−1 êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî. ×àñòü ýòîãî
ïîäìíîæåñòâà, ñîñòîÿùàÿ èç íåîñîáûõ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé, ÿâëÿåòñÿ îòêðû-
òûì âûïóêëûì äèñêîì ïî äâóì ïðè÷èíàì:

1) åñëè π1 è π2 � äâå íåîñîáûå îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ M , ïðîõî-
äÿùèå ÷åðåç òî÷êó x, òî âåñü îòðåçîê â Rc−1, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè π1, π2, ñîñòîèò èç
îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþùèõ M òîëüêî â òî÷êå x;

2) ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì âûïóêëî â ïðî-
ñòðàíñòâå Rm(m+1)/2 âñåõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì îò m ïåðåìåííûõ.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîîáðàçèå (A1)M ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ìíîãîîáðàçèþ
φ(M), à çíà÷èò, è ìíîãîîáðàçèþ M . Ïðåäëîæåíèå 2.2.4 äîêàçàíî.

2.2.5. Òåîðåìà. Ïóñòü ãëàäêîå çàìêíóòîå íåïëîñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå M â Rn

ñëàáî âûïóêëî â ñòðîãîì ñìûñëå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
1) îíî èìååò N ñâÿçíûõ êîìïîíåíò;
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2) ðàçìåðíîñòü êàæäîé êîìïîíåíòû íå ïðåâûøàåò n− 2;
3) N0 êîìïîíåíò èìåþò ðàçìåðíîñòü n− 2.

Òîãäà ìíîæåñòâî Σ îñîáûõ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M èìååò ñëå-
äóþùèå ãîìîëîãèè:

Hr(Σ,Z) ∼=





Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸
N0+1

, åñëè r = 0;

Hn−r−2(M,Z), åñëè 0 < r < n− 2;
Z⊕ . . .⊕ Z︸ ︷︷ ︸

N−1

, åñëè r = n− 2;

0, åñëè r > n− 2.

(3.7)

Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(Σ) ìíîæåñòâà Σ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

χ(Σ) = χ(Sn−1) + (−1)nχ(M). (3.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2.4 èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì ãðóïï
ïðèâåäåííûõ êîãîìîëîãèé

H̃∗(Sn−1 − Σ,Z) ∼= H̃∗(M,Z).

Ïîýòîìó ôîðìóëà äëÿ ãðóïï ãîìîëîãèé ìíîæåñòâà Σ ñëåäóåò èç äâîéñòâåííîñòè
Àëåêñàíäåðà

H̃r(Σ,Z) ∼= H̃n−r−2(Sn−1 − Σ,Z).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâà Σ ìû âîñïîëüçóåìñÿ èçî-
ìîðôèçìîì Ïóàíêàðå

Hn−r−2(M,Z2) ∼=
N⊕

i=1

Hr−ci+2(Mi,Z2),

ãäå M1, . . . , MN � ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ M , à c1, . . . , cN � èõ êîðàçìåð-
íîñòè â Rn, ñîîòâåòñòâåííî.

À èìåííî, ïóñòü βi(X) � ðàíã ãðóïïû Hi(X,Z2). Òîãäà

χ(Σ) =
n−2∑
r=0

(−1)rβr(Σ) = β0(Σ) + (−1)nβn−2(Σ) +
n−3∑
r=1

(−1)r

N∑
i=1

βr−ci+2(Mi)

= N0 + 1 + (−1)n(N − 1) +
N∑

i=1

(−1)ci

n−ci−1∑
j=3−ci

(−1)jβj(Mi)

= 1− (−1)n + (−1)nN +
N∑

i=1

(−1)ci(χ(Mi)− (−1)n−ci)

= χ(Sn−1) +
N∑

i=1

(−1)ciχ(Mi) = χ(Sn−1) + (−1)nχ(M).

Òåîðåìà 2.2.5 äîêàçàíà.
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3 Òîïîëîãèÿ îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâà îïîðíûõ
ãèïåðñôåð ãëàäêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ
â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ðàññìîòðèì ãëàäêîå çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå M â k-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå Rk. Êàê è âûøå, ìíîãîîáðàçèå M ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ñâÿçíûõ êîìïî-
íåíò, ïðè÷åì ýòè êîìïîíåíòû ìîãóò èìåòü ðàçíûå ðàçìåðíîñòè (âêëþ÷àÿ èçîëèðî-
âàííûå òî÷êè).

3.1 Îñîáûå îïîðíûå ãèïåðñôåðû

Ïóñòü |x − q| � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x, q ∈ Rk. Òîãäà ãèïåðñôåðîé â Rk

ðàäèóñà R > 0 ñ öåíòðîì q ∈ Rk íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

{x ∈ Rk : |x− q|2 = R2}.

3.1.1. Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ íåñôåðè÷åñêèì, åñëè îíî íå
ëåæèò öåëèêîì íè â îäíîé ãèïåðñôåðå è íè â îäíîé àôôèííîé ãèïåðïëîñêîñòè â Rk.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ãèïåðñôåðó π â Rk, êàñàþùóþñÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ M

(íàïðèìåð, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç èçîëèðîâàííóþ òî÷êó ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ).

3.1.2. Îïðåäåëåíèå. Ãèïåðñôåðà π íàçûâàåòñÿ îïîðíîé, åñëè ìíîãîîáðàçèå M

ëåæèò îò íåå ñ îäíîé ñòîðîíû.

Îïîðíûå ãèïåðñôåðû, îò êîòîðûõ M ëåæèò ñ âíåøíåé ñòîðîíû (ïî îòíîøåíèþ ê
öåíòðó ãèïåðñôåðû), íàçûâàþòñÿ âíåøíå-îïîðíûìè. Îñòàëüíûå îïîðíûå ãèïåðñôå-
ðû íàçûâàþòñÿ âíóòðåííå-îïîðíûìè.

3.1.3. Îïðåäåëåíèå. Îïîðíàÿ ãèïåðñôåðà π ïîäìíîãîîáðàçèÿ M ⊂ Rk íàçûâà-
åòñÿ íåîñîáîé, åñëè

1) îíà êàñàåòñÿ M ðîâíî â îäíîé òî÷êå x;
2) åñëè x íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîãîîáðàçèÿ M , òî äëÿ ëþáîé ãëàä-

êîé ôóíêöèè f : Rk → R, ðàâíîé 0 íà π, íåîòðèöàòåëüíîé íà M è èìåþùåé íåêðèòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå â òî÷êå x, âòîðîé äèôôåðåíöèàë â x ñóæåíèÿ f íà M ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåí.

Âñå îñòàëüíûå îïîðíûå ãèïåðñôåðû íàçûâàþòñÿ îñîáûìè.

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ìíîãîîáðàçèÿ M , íå ÿâëÿþùå-
ãîñÿ îäíîòî÷å÷íûì, ïðîõîäèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåîñîáûõ îïîðíûõ ãèïåðñôåð è ïî
ìåíüøåé ìåðå îäíà îñîáàÿ îïîðíàÿ ãèïåðñôåðà èëè îñîáàÿ îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü.
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3.1.4. Ïðèìåð. Êàæäàÿ ãèïåðñôåðà â Rk, êàñàþùàÿñÿ çàìêíóòîãî ïîäìíîãîîáðà-
çèÿ â äàííîé òî÷êå è èìåþùàÿ äîñòàòî÷íî ìàëûé ðàäèóñ, ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé âíåøíå-
îïîðíîé ãèïåðñôåðîé ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü Vs = Gs
af (k, k − 1) � ìíîãîîáðàçèå âñåõ ãèïåðñôåð è àôôèííûõ ãèïåðïëîñ-

êîñòåé â Rk. Ýòî ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè k + 1.
Ìíîæåñòâî Γs âñåõ îïîðíûõ ãèïåðñôåð è ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M ÿâëÿ-

åòñÿ (îñîáîé) ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â ìíîãîîáðàçèè Vs. Íåîñîáûå îïîðíûå ãèïåðñôåðû
è ãèïåðïëîñêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ M îáðàçóþò ãëàäêóþ ÷àñòü (A1)M ýòîé ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè. Îñîáûå îïîðíûå ãèïåðñôåðû è ãèïåðïëîñêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ M ñîîòâåòñòâó-
þò îñîáûì òî÷êàì ãèïåðïîâåðõíîñòè Γs. Îíè îáðàçóþò êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Σ

â ìíîãîîáðàçèè Vs.

3.1.5. Òåîðåìà. Ïóñòü M � ãëàäêîå çàìêíóòîå íåñôåðè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðà-
çèå â Rk. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî èìååò N ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, ïðè÷åì ðîâíî N0

êîìïîíåíò ÿâëÿþòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè. Òîãäà ãîìîëîãèè è ýéëåðîâà õàðàêòåðè-
ñòèêà ìíîæåñòâî Σ îñîáûõ îïîðíûõ ãèïåðñôåð è ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (3.7) è (3.8), ãäå n = k + 1.

Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ðàçäåëå 3.2.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïîðíûå ãèïåðñôåðû, êîòîðûå èìåþò ñ

ìíîãîîáðàçèåì M êàñàíèÿ êîðàíãà 1 êîíå÷íîé êðàòíîñòè â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê.
Òàêèå ãèïåðñôåðû êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî íåíóëåâûì ýëåìåíòàì ïîëóãðóïïû Aodd.

À èìåííî, ïóñòü π � îïîðíàÿ ãèïåðñôåðà ìíîãîîáðàçèÿ M . Ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíûé ýëåìåíò A = Aµ1 + . . . + Aµp 6= 0 ïîëóãðóïïû Aodd.

3.1.6. Îïðåäåëåíèå. Ãèïåðñôåðà π íàçûâàåòñÿ îïîðíîé ãèïåðñôåðîé òèïà A,
åñëè:

1) îíà êàñàåòñÿ M ðîâíî â p òî÷êàõ, ÿâëÿþùèõñÿ âåðøèíàìè (p − 1)-ìåðíîãî
ñèìïëåêñà;

2) ñóùåñòâóåò ïîðÿäîê x1, . . . , xp òî÷åê êàñàíèÿ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , p

èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå: åñëè xi íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîãîîáðàçèÿ
M , òî ðîñòîê â xi ñóæåíèÿ íà M ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè â Rn, ðàâíîé 0 íà π,
íåîòðèöàòåëüíîé íà M è èìåþùåé íåêðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå â xi, çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

tµi+1
1 + t22 + . . . + t2mi

â ïîäõîäÿùèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ t1, . . . , tmi
íà M ; åñëè xi � èçîëèðîâàííàÿ òî÷-

êà, òî µi = 1.

×èñëà codimA = µ1 + . . .+µp è degA = codimA+p íàçûâàþòñÿ êîðàçìåðíîñòüþ
è ñòåïåíüþ êàñàíèÿ ñ M îïîðíîé ãèïåðñôåðû òèïà A, ñîîòâåòñòâåííî. Îïîðíûå
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ãèïåðñôåðû òèïà A1 ÿâëÿþòñÿ íåîñîáûìè. Îïîðíûå ãèïåðñôåðû òèïîâ A ∈ Aodd \
{0, A1} ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè.

3.1.7. Òåîðåìà ([9],[16]). Ïóñòü M � ãëàäêîå çàìêíóòîå íåñôåðè÷åñêîå ïîä-
ìíîãîîáðàçèå â Rk. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k ≤ 6 èëè ðàçìåðíîñòü êàæäîé ñâÿçíîé
êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ M íå ïðåâûøàåò 1. Òîãäà äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M îáùåãî
ïîëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Îïîðíûå ãèïåðñôåðû ìíîãîîáðàçèÿ M ÿâëÿþòñÿ îïîðíûìè ãèïåðñôåðàìè òè-
ïîâ A ∈ Aodd \ {0}, ãäå codimA ≤ k + 1.

2) Åñëè π � îïîðíàÿ ãèïåðñôåðà òèïà A = Aµ1 + . . . + Aµp, òî ðîñòîê (Γs, π)

ìíîæåñòâà Γs âñåõ îïîðíûõ ãèïåðñôåð è ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M â òî÷-
êå π äèôôåîìîðôåí ðîñòêó â íóëå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ (k + 1 − codimA)-ìåðíîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è ãèïåðïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå

RcodimA = {(λ1
0, . . . , λ

1
µ1−1, . . . , λ

p
0, . . . , λ

p
µp−1)},

îáðàçîâàííîé òî÷êàìè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ (3.1) ðàâíà 0.

3.1.8. Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî Σ îñîáûõ îïîðíûõ ãèïåðñôåð è ãèïåðïëîñêî-
ñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M èìååò îñîáåííîñòü òèïà A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ Aodd \ {0, A1}
â äàííîé òî÷êå π ∈ Γs, åñëè ðîñòîê (Σ, π) äèôôåîìîðôåí ðîñòêó èç óòâåðæäåíèÿ 2
òåîðåìû 3.1.7. Óêàçàííûå âûøå ÷èñëà codimA è degA íàçûâàþòñÿ êîðàçìåðíîñòüþ
è ñòåïåíüþ ýòîé îñîáåííîñòè, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü AΣ � ìíîæåñòâî òî÷åê π ∈ Γs, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî Σ èìååò îñîáåííîñòü
òèïà A. Òîãäà äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ M ⊂ Rk îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìíîæåñòâî AΣ ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì êîðàçìåðíîñòè codimA â ìíîãîîáðàçèè Vs (íåçà-
ìêíóòûì è íåñâÿçíûì, âîîáùå ãîâîðÿ). Îíî íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì îñîáåííîñòåé
òèïà A ìíîæåñòâà Σ è ñîñòîèò èç âñåõ îïîðíûõ ãèïåðñôåð è ãèïåðïëîñêîñòåé òèïà
A ìíîãîîáðàçèÿ M .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M èìååò ëèøü îïîðíûå ãèïåðñôåðû è îïîðíûå
ãèïåðïëîñêîñòè òèïîâ A ∈ Aodd \ {0}. Òîãäà äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M îáùåãî ïîëîæåíèÿ
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Γs âñåõ îïîðíûõ ãèïåðñôåð è ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ
M íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ (A1)M è ìíîãîîáðàçèé âèäà AΣ, ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíîé êîíå÷íîé C∞-ñòðàòèôèêàöèåé Óèòíè.

3.1.9. Òåîðåìà. Ïóñòü M � ãëàäêîå çàìêíóòîå íåñôåðè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå
â Rk. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k ≤ 6 èëè ðàçìåðíîñòü êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíî-
ãîîáðàçèÿ M íå ïðåâûøàåò 1. Òîãäà äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñïðà-
âåäëèâû óòâåðæäåíèÿ 1 � 5 èç òåîðåìû 1.1.6, â êîòîðûõ Σ � ìíîæåñòâî îñîáûõ
îïîðíûõ ãèïåðñôåð è ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M , à

χ0 = χ(Sk)− (−1)kχ(M),
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ãäå χ(Sk) � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà k-ìåðíîé ñôåðû, à χ(M) � ýéëåðîâà õàðàêòå-
ðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ M .

3.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3.1.5 è 3.1.9

Ïóñòü Rk � ïîäïðîñòðàíñòâî â (k + 1)-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rk+1.
Ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ k-ìåðíóþ ãèïåðñôåðó Sk â Rk+1 ñ öåíòðîì â íóëå. ×åðåç P

îáîçíà÷èì îäíó èç äâóõ òî÷åê ñôåðû Sk, óäàëåííûõ îò Rk íà ðàññòîÿíèå 1.
Íàïîìíèì, ÷òî ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé ïðîñòðàíñòâà Rk íà ñôåðó Sk ñ ïî-

ëþñîì P íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

σ : Rk → Sk, Q 7→ PQ ∩ (Sk \ {P}),

ñîïîñòàâëÿþùåå ïðîèçâîëüíîé òî÷êå Q ∈ Rk òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé PQ ⊂ Rk+1 ñ
ïðîêîëîòîé ñôåðîé Sk \ {P}. Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì âëîæåíèåì Rk â Sk

è ïåðåâîäèò ãèïåðñôåðû (ãèïåðïëîñêîñòè) â Rk â òðàíñâåðñàëüíûå ñå÷åíèÿ ñôåðû
Sk (ïðîêîëîòîé ñôåðû Sk \ {P}) ãèïåðïëîñêîñòÿìè â Rk+1, íå ïðîõîäÿùèìè (ïðîõî-
äÿùèìè, ñîîòâåòñòâåííî) ÷åðåç ïîëþñ P .

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå V = Gaf (k, k + 1) âñåõ àôôèííûõ ãèïåðïëîñêîñòåé â
Rk+1 è ìíîãîîáðàçèå Vs = Gs

af (k − 1, k) âñåõ ãèïåðñôåð è (àôôèííûõ) ãèïåðïëîñêî-
ñòåé â Rk. Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ σ èíäóöèðóåò åñòåñòâåííîå ãëàäêîå âëîæåíèå

σ̃ : Vs → V,

ñîïîñòàâëÿþùåå ãèïåðñôåðå (ãèïåðïëîñêîñòè) π ∈ Vs ãèïåðïëîñêîñòü σ̃(π) ∈ V òà-
êóþ, ÷òî σ(π) ⊆ π∩Sk. Îáðàçîì ýòîãî âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòàÿ îáëàñòü V0 ⊂ V ,
ñîñòîÿùàÿ èç ãèïåðïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàþùèõ Sk ïî (k − 1)-ìåðíûì ñôåðàì.

3.2.1. Ëåììà. Ïóñòü ~x = (x1, . . . , xk), y � äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò â Rk+1,
ïîäïðîñòðàíñòâî Rk çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì y = 0, à ïîëþñ P èìååò êîîðäèíàòû
(~x, y) = (0, 1). Òîãäà ~q = ~x � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â Rk, ñôåðà Sk îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì |~x|2 + y2 = 1, à ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ σ � ôîðìóëàìè:

~x =
2~q

|~q|2 + 1
, y =

|~q|2 − 1

|~q|2 + 1
.

Åñëè π � ãèïåðïëîñêîñòü â Rk, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì (~a, ~q) = b, ãäå ~a = (a1, . . . , ak) 6=
0, òî ãèïåðïëîñêîñòü σ̃(π) ⊂ Rk+1 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (~a, ~x) + by = b. Åñëè π �
ãèïåðñôåðà â Rk ðàäèóñà R > 0 ñ öåíòðîì q ∈ Rk, òî ãèïåðïëîñêîñòü σ̃(π) ⊂ Rk+1

çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

2(~q, ~x) + (|~q|2 −R2 − 1)y = |~q|2 −R2 + 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íåïîñðåäñòâåííîì âû÷èñëåíèè.

3.2.2. Ëåììà. Ïóñòü π � ãèïåðñôåðà èëè ãèïåðïëîñêîñòü â Rk è Q ∈ π � åå
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Ðàññìîòðèì ãëàäêèå ôóíêöèè f : Rk → R è g : Rk+1 → R
òàêèå, ÷òî

f |π = 0, df |Q 6= 0, g|eσ(π) = 0, dg|σ(Q) 6= 0.

Òîãäà íàéäåòñÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ h : Rk → R òàêàÿ, ÷òî h(Q) 6= 0 è σ∗(g) = h · f â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì â ïðîñòðàíñòâàõ Rk è Rk+1 äåêàðòîâû êîîðäè-
íàòû èç ëåììû 3.2.1. Òîãäà íàéäóòñÿ ãëàäêèå ôóíêöèè f̃ : Rk → R è g̃ : Rk+1 → R
òàêèå, ÷òî:

1) f̃(Q) 6= 0 è f = f̃ · f0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè Q, ãäå

f0(~q) =

{
(~a, ~q)− b, åñëè π � ãèïåðïëîñêîñòü (~a, ~q) = b;
|~q − ~q0|2 −R2, åñëè π � ãèïåðñôåðà ðàäèóñà R > 0 ñ öåíòðîì ~q0;

2) g̃(σ(Q)) 6= 0 è g = g̃ · g0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè σ(Q), ãäå g0(~x, y) =

(~a, ~x) + by − b, åñëè π � ãèïåðïëîñêîñòü (~a, ~q) = b, è

g0(~x, y) = 2(~q0, ~x) + (|~q0|2 −R2 − 1)y − (|~q0|2 −R2 + 1),

åñëè π � ãèïåðñôåðà ðàäèóñà R > 0 ñ öåíòðîì ~q0.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî σ∗(g0)(~q) = 2f0(~q)/(|~q|2 + 1). Ëåììà 3.2.2 äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå M â Rk. Åãî ñòåðåîãðàôè÷å-
ñêèé îáðàç σ(M) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â Rk+1. Ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå,
î÷åâèäíî, ñëàáî âûïóêëî â ñòðîãîì ñìûñëå. Åñëè ìíîãîîáðàçèå M íåñôåðè÷åñêîå, òî
ìíîãîîáðàçèå σ(M) íåïëîñêîå.

3.2.3. Ïðåäëîæåíèå. Îáðàçîì ìíîæåñòâà îñîáûõ îïîðíûõ ãèïåðñôåð è ãèïåð-
ïëîñêîñòåé ïîäìíîãîîáðàçèÿ M ⊂ Rk ïðè âëîæåíèè σ̃ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî îñîáûõ
îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ïîäìíîãîîáðàçèÿ σ(M) ⊂ Rk+1. Áîëåå òîãî, åñëè π � îïîð-
íàÿ ãèïåðñôåðà èëè îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü òèïà A ∈ Aodd \ {0} ìíîãîîáðàçèÿ M ,
òî σ̃(π) � îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü òèïà A ìíîãîîáðàçèÿ σ(M).

Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì ëåììû 3.2.2 è òîãî ôàêòà, ÷òî
âëîæåíèè σ̃ ïåðåâîäèò îïîðíûå ãèïåðñôåðû è îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ
M â îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ σ(M).

Òåïåðü òåîðåìû 3.1.5 è 3.1.9 ñëåäóþò èç òåîðåì 2.2.5, 2.1.9 è ïðåäëîæåíèÿ 2.2.4
ïðè ïîìîùè ïðåäëîæåíèÿ 3.2.3.
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3.3 Òîïîëîãèÿ ìíîæåñòâ ñèììåòðèé, êîíôëèêòíûõ ìíîæåñòâ
è ìíîæåñòâ ñðåäíèõ òî÷åê ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé â Rk

Ìíîæåñòâîì ñèììåòðèé ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ M â åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå Rk íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèå ìíîæåñòâà öåíòðîâ ãèïåðñôåð, êîòîðûå
êàñàþòñÿ M â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì îñîáûì
ïîäìíîæåñòâîì â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå Rk.

Ìíîæåñòâî ñèììåòðèé, à òàêæå ðàçëè÷íûå åãî ïîäìíîæåñòâà � êîíôëèêòíûå ìíî-
æåñòâà, ìíîæåñòâà ñðåäíèõ òî÷åê è ïð., âñòðå÷àþòñÿ â êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâà-
íèè è äðóãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ (ñì. íàïðèìåð, [63], [66], [67], [98]). Ìû ðàññìîòðèì
çäåñü òîïîëîãèþ íåêîòîðûõ èç íèõ.

3.3.1. Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâîì âíåøíå-îïîðíûõ (âíóòðåííå-îïîðíûõ) ñèì-
ìåòðèé ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèå Cext(M) (Cint(M), ñîîòâåòñòâåííî)
â Rk ìíîæåñòâà öåíòðîâ âíåøíå-îïîðíûõ (âíóòðåííå-îïîðíûõ) ãèïåðñôåð, êîòîðûå
êàñàþòñÿ M â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ.

Ìíîæåñòâà îïîðíûõ ñèììåòðèé ìíîãîîáðàçèÿ M ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè åãî
ìíîæåñòâà ñèììåòðèé. Åñëè ìíîãîîáðàçèå M íåñôåðè÷åñêîå, òî ìíîæåñòâà Cext(M)

è Cint(M) íå ïåðåñåêàþòñÿ.

3.3.2. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü M � ãëàäêîå çàìêíóòîå íåñôåðè÷åñêîå ïîäìíîãî-
îáðàçèå â Rk. Òîãäà ìíîæåñòâî Cext(M) êîìïàêòíî, åñëè è òîëüêî åñëè îäíà èç ñâÿç-
íûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ M ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, à
âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ëåæàò âíóòðè êîìïàêòíîé îáëàñòè â Rk, îãðàíè÷åí-
íîé ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ìíîæåñòâà Cint(M). Áîëåå òîãî,
åñëè M = M0 ∪ (M \ M0), ãäå M0 � ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ ñòðîãî âûïóêëàÿ ãèïåð-
ïîâåðõíîñòü, à M \ M0 ëåæèò âíóòðè êîìïàêòíîé îáëàñòè â Rk, îãðàíè÷åííîé
ãèïåðïîâåðõíîñòüþ M0, òî Cint(M) = Cint(M0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî Cext(M) (èëè Cint(M)) êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ìíîãîîáðàçèå M íå èìååò îñîáûõ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Ìíîæåñòâî
âñåõ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ äèôôåîìîðôíî Sk−1, à îòîá-
ðàæåíèå Sk−1 → Rk, ñîïîñòàâëÿþùåå îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè òî÷êó êàñàíèÿ ñ M ,
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì âëîæåíèåì. Îáðàç ýòîãî âëîæåíèÿ è åñòü èñêîìàÿ ñòðîãî âûïóêëàÿ
ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîãîîáðàçèÿ M . Ïðåäëîæåíèå 3.3.2 äîêàçàíî.

Ìíîæåñòâà îïîðíûõ ñèììåòðèé ìíîãîîáðàçèÿ M ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îñî-
áûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè â Rk.

3.3.3. Òåîðåìà ([9],[16]). Ïóñòü M � ãëàäêîå çàìêíóòîå íåñôåðè÷åñêîå ïîä-
ìíîãîîáðàçèå â Rk. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k ≤ 6 èëè ðàçìåðíîñòü êàæäîé ñâÿçíîé
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êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèÿ M íå ïðåâûøàåò 1. Òîãäà äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M îáùåãî
ïîëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Ìíîæåñòâà Cext(M) è Cint(M) ñîñòîÿò èç öåíòðîâ îïîðíûõ ãèïåðñôåð òèïîâ
A ∈ Aodd \ {0, A1}, ãäå codimA ≤ k + 1.

2) Åñëè q � öåíòð âíåøíå-îïîðíîé (âíóòðåííå-îïîðíîé) ãèïåðñôåðû òèïà A =

Aµ1 + . . . + Aµp ìíîãîîáðàçèÿ M , òî ðîñòîê ãèïåðïîâåðõíîñòè Cext(M) (Cint(M), ñî-
îòâåñòâåííî) â òî÷êå q äèôôåîìîðôåí ðîñòêó èç óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðåìû 1.1.4.

Ïóñòü Σ � ëþáîå èç ìíîæåñòâ Cext(M), Cint(M).

3.3.4. Îïðåäåëåíèå.Ìíîæåñòâî Σ èìååò îñîáåííîñòü òèïà A = Aµ1+. . .+Aµp ∈
Aodd \ {0, A1} â äàííîé òî÷êå q ∈ Rk, åñëè ðîñòîê (Σ, q) äèôôåîìîðôåí ðîñòêó èç
óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðåìû 1.1.4. ×èñëà codimA è degA íàçûâàþòñÿ êîðàçìåðíîñòüþ è
ñòåïåíüþ ýòîé îñîáåííîñòè, ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç AΣ ìíîæåñòâî îñîáåííîñòåé òèïà A ìíîæåñòâà Σ. Äëÿ ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ M ⊂ Rk îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìíîæåñòâî AΣ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîá-
ðàçèåì êîðàçìåðíîñòè codimA− 1 â Rk (íåçàìêíóòûì è íåñâÿçíûì, âîîáùå ãîâîðÿ).
Îíî íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì îñîáåííîñòåé òèïà A ìíîæåñòâà Σ è ñîñòîèò èç öåí-
òðîâ âíåøíå-îïîðíûõ (âíóòðåííå-îïîðíûõ) ãèïåðñôåð òèïà A ìíîãîîáðàçèÿ M , åñëè
Σ = Cext(M) (Σ = Cint(M), ñîîòâåòñòâåííî).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M èìååò ëèøü îïîðíûå ãèïåðñôåðû òèïîâ A ∈
Aodd \ {0}. Òîãäà äëÿ ìíîãîîáàçèÿ M îáùåãî ïîëîæåíèÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Σ íà
ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîãîîáðàçèé âèäàAΣ, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé C∞-ñòðàòèôèêà-
öèåé Óèòíè.

3.3.5. Òåîðåìà. Ïóñòü M � ãëàäêîå çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â Rk, ãäå k ≤ 6.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíà èç ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãîîáðàçèÿ M ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
âûïóêëîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ, à âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ëåæàò âíóòðè êîì-
ïàêòíîé îáëàñòè â Rk, îãðàíè÷åííîé ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ. Òîãäà äëÿ ìíîãîîá-
ðàçèÿ M îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ 1 � 5 òåîðåìû 1.1.6 â êàæäîì
èç ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àåâ:

1) Σ = Cext(M) è χ0 = (−1)k[1− χ(M)];
2) Σ = Cint(M) è χ0 = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî Cext(M) (Cint(M)) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì Ìàêñâåë-
ëà ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ (ìàêñèìóìîâ, ñîîòâåòñòâåííî) ñåìåéñòâà

F (x, λ) = |x− λ|2

ôóíêöèé îò x ∈ M , çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà λ ∈ Rk (ñì. [9]). Äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ
M ⊂ Rk îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòî ñåìåéñòâî ÿâëÿåòñÿ îáùèì ñåìåéñòâîì ôóíêöèé â
ñìûñëå òåîðåìû 1.1.4.
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Ïóñòü M0 � òà ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîãîîáðàçèÿ M , êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò êîì-
ïàêòíóþ îáëàñòü â Rk, ñîäåðæàùóþ âíóòðè ñåáÿ âñå îñòàëüíûå åãî êîìïîíåíòû. Òî-
ãäà ìíîæåñòâà Cext(M) è Cint(M) êîìïàêòíû (ïðåäëîæåíèå 3.3.2), à ìíîãîîáðàçèå
(A1)F íåîñîáûõ ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ (ìàêñèìóìîâ) ñåìåéñòâà F (x, λ) ãîìîòîïè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ìíîãîîáðàçèþ M (M0, ñîîòâåòñòâåííî). Ïîñëåäíåå äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 2.2.4 (M ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì
ìíîãîîáðàçèÿ (A1)F â ñëó÷àå ìèíèìóìîâ, è M0 � â ñëó÷àå ìàêñèìóìîâ).

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1.2.1 ïðè Λ = Rk è χF (A1) = χ(M), åñëè
Σ = Cext(M), è χF (A1) = χ(Sk−1), åñëè Σ = Cint(M). Òåîðåìà 3.3.5 äîêàçàíà.

Çàôèêñèðóåì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó U äîïîëíåíèÿ Rk \M ê
íåñôåðè÷åñêîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ M â Rk. Îáúåäèíåíèå ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãî-
îáðàçèÿ M , ëåæàùèõ ñòðîãî âíóòðè çàìûêàíèÿ U îáëàñòè U îáîçíà÷èì ÷åðåç MU .

Ïóñòü Σ(U) � ìíîæåñòâî îñîáûõ îïîðíûõ ãèïåðñôåð è ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîá-
ðàçèÿ M , ëåæàùèõ â U . Ìíîæåñòâî Σ(U) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé ìíîæåñòâà
âñåõ îñîáûõ îïîðíûõ ãèïåðñôåð è ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M .

3.3.6. Çàìå÷àíèå. Ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà Σ(U) ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1.5.

Îñîáåííîñòè òèïà A ∈ Aodd \ {0, A1} ìíîæåñòâà âñåõ îñîáûõ îïîðíûõ ãèïåðñôåð
è ãèïåðïëîñêîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M â òî÷êàõ èç Σ(U) íàçûâàþòñÿ òàêæå îñîáåííî-
ñòÿìè òèïà A ìíîæåñòâà Σ(U).

3.3.7. Îïðåäåëåíèå.Ìíîæåñòâîì ñðåäíèõ òî÷åê îáëàñòè U íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî C(U) òî÷åê â U , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè îñîáûõ âíåøíå-îïîðíûõ ãèïåðñôåð
ìíîãîîáðàçèÿ M . Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàþò òàêæå ñðåäíåé îñüþ èëè êîíôëèêòíûì
ìíîæåñòâîì.

Ìíîæåñòâî C(U) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà Cext(M) âíåøíå-îïîðíûõ
ñèììåòðèé ìíîãîîáðàçèÿ M . Åñëè îáëàñòü U îãðàíè÷åíà, òî ìíîæåñòâî åå ñðåäíèõ
òî÷åê ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé ìíîæåñòâà Cext(M). Îñîáåííîñòè
òèïà A ∈ Aodd \ {0, A1} ìíîæåñòâà Cext(M) â òî÷êàõ èç C(U) íàçûâàþòñÿ îñîáåííî-
ñòÿìè òèïà A ìíîæåñòâà C(U).

3.3.8. Òåîðåìà. Ïóñòü M � ãëàäêîå çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå â Rk, ãäå k ≤ 6.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïîëíåíèå Rk \M íåñâÿçíî è U � îäíà èç åãî ñâÿçíûõ êîìïî-
íåíò. Òîãäà äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ M îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ 1 �
5 òåîðåìû 1.1.6, â êîòîðûõ:

1) åñëè U îãðàíè÷åíà, òî Σ = C(U) è χ0 = χ(U)− (−1)kχ(MU);
2) åñëè U íåîãðàíè÷åíà, òî Σ = Σ(U) è χ0 = χ(U)− (−1)kχ(MU) + (−1)k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî
òåîðåìå 3.3.5. À èìåííî, ìíîæåñòâî C(U) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì Ìàêñâåëëà ãëîáàëü-
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íûõ ìèíèìóìîâ ñåìåéñòâà
F (x, λ) = |x− λ|2

ôóíêöèé îò x ∈ M , çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà λ ∈ Λ = U \∂U , ãäå ∂U � êðàé îáëàñòè U

(U � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, ïðè÷åì ∂U ñîñòîèò èç ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîãî-
îáðàçèÿ M). Ìíîãîîáðàçèå (A1)F íåîñîáûõ ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ ýòîãî ñåìåéñòâà
ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ ìíîãîîáðàçèé MU è ∂U . Ïî-
ýòîìó ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.3.8 ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.2.1 è òîãî ôàêòà, ÷òî

χ0 = (−1)k[χ(Λ)− χF (A1)] = (−1)k[χ(U)− χ(MU)− χ(∂U)]

= (−1)k[(−1)kχ(U)− χ(MU)] = χ(U)− (−1)kχ(MU).

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.3.8 ñâîäèòñÿ ê ïåðâîìó. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîò-
ðèì èíâåðñèþ

I : Rk \ {Q} → Rk \ {Q}
ïðîñòðàíñòâà Rk îòíîñèòåëüíî ôèêñèðîâàííîé ãèïåðñôåðû ìàëîãî ðàäèóñà ñ öåí-
òðîì â íåêîòîðîé òî÷êå Q ∈ Rk \ (U ∪M).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî U = I(U) ∪ {Q} ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâÿçíîé
êîìïîíåíòîé äîïîëíåíèÿ Rk \M ê ìíîãîîáðàçèþ M = I(M). Äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ
M ⊂ Rk îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ AΣ(U), AΣ(U), AC(U) îñîáåííîñòåé òèïà A
ìíîæåñòâ Σ(U), Σ(U), C(U) äèôôåîìîðôíû äëÿ ëþáîãî A ∈ Aodd \ {0, A1}. Îñòàåòñÿ
ëèøü çàìåòèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå MU äèôôåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ MU , à

χ(U) = χ(I(U)) + (−1)k = χ(U) + (−1)k.

Òåîðåìà 3.3.8 äîêàçàíà.

3.3.9. Ïðèìåð. Ïóñòü M � ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ (ãëàäêî) âëîæåííàÿ êðèâàÿ îáùåãî
ïîëîæåíèÿ íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2. Òîãäà èç òåîðåìû 3.3.8 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû U äîïîëíåíèÿ R2 \M ÷èñëî C îêðóæíîñòåé êðèâèçíû
êðèâîé M , ëåæàùèõ â çàìûêàíèè U , ñâÿçàíî ñ ÷èñëîì T îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ
M â òðåõ òî÷êàõ è òàêæå ëåæàùèõ â U , ðàâåíñòâîì

C − T = 2. (3.9)

3.3.10. Çàìå÷àíèå. Âïåðâûå ôîðìóëó (3.9) ïîëó÷èë Áîçå [62] ïðè óñëîâèè âû-
ïóêëîñòè êðèâîé M . Â ðàáîòå Õàóïòà [70] ýòà ôîðìóëà áûëà äîêàçàíà äëÿ âñåõ ñâÿç-
íûõ çàìêíóòûõ âëîæåííûõ êðèâûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè. Òåîðåìà 3.3.8
ðàñïðîñòðàíÿåò ýòè ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé íåñâÿçíûõ êðèâûõ (ñ âîçìîæíûì äîáàâëå-
íèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, ëåæàùèõ âíå êðèâîé), à òàêæå ÿâëÿåòñÿ èõ ìíîãîìåð-
íûì îáîáùåíèåì.
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Ãëàâà 4

Êîíòàêòíàÿ ãåîìåòðèÿ
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå èçâåñòíûå çàäà÷è êîíòàêòíîé ãåîìåòðèè
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ. Â ÷àñòíîñòè, ìû îáîáùàåì òåîðåìó Ôðèäìàíà î òðîéíûõ
êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ êðèâîé â R3 íà ïðîèçâîëüíûå êðèâûå â RP n, äîêàçûâàåì
òåîðåìó î ÷åòûðåõ òî÷êàõ óïëîùåíèÿ ñëàáî âûïóêëîé êðèâîé â R3 (îáîáùåíèå êëàñ-
ñè÷åñêîé òåîðåìû Ìàõîïàäõàéÿ î ÷åòûðåõ âåðøèíàõ ïëîñêîé êðèâîé) è íàõîäèì
íîâûå èíâàðèàíòû äîïóñòèìûõ ïî Àðíîëüäó ãîìîòîïèé êðèâîé â RP 3. Èñïîëüçóÿ
ðåçóëüòàòû ãëàâû 3, ìû ïîëó÷àåì ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêîé ôîðìóëû
Áîçå (íà ñëó÷àé âûïóêëûõ êðèâûõ â ÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è êðèâûõ âûïóêëûõ
ïî Áàðíåðó â íå÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå).

Èçëîæåííûå íèæå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [39], [40], [46], [48], [54],
[91], [93], [94], [96].
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1 Ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå òåîðåìû Ôðèäìàíà
î òðîéíûõ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ êðèâîé â R3

Ñíà÷àëà ìû íàïîìíèì íåêîòîðûå âàæíûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû, êîòîðûå áó-
äóò èñïîëüçîâàòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåé ýòîé ãëàâû. Â êîíöå ïåðâîãî ïàðàãðàôà ìû
îáîáùèì òåîðåìó Ôðèäìàíà [65] è ðåçóëüòàòû ðàáîòû [59] íà êðèâûå â ìíîãîìåðíîì
ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå.

1.1 Òî÷êè óïëîùåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé

Êðèâîé â n-ìåðíîì âåùåñòâåííîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå RP n ìû âñåãäà áó-
äåì íàçûâàòü ãëàäêîå (åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå) ñîáñòâåííîå îòîáðàæåíèå

γ : E → RP n, γ : t 7→ γ(t),

ãëàäêîãî îäíîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ E â RP n. Îáðàç ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ìû òàêæå
áóäåì íàçûâàòü êðèâîé â RP n.

Ïðîñòðàíñòâî W âñåõ êðèâûõ â RP n ñíàáäèì C∞-òîïîëîãèåé Óèòíè. Ìû áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå W òàêîå, ÷òî
óêàçàííîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ êðèâûõ èç ýòîãî ïîäìíîæåñòâà.

Êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé (ñâÿçíîé, îðèåíòèðîâàííîé, ïàðàìåòðèçîâàí-
íîé), åñëè ìíîãîîáðàçèå E çàìêíóòî (ñâÿçíî, îðèåíòèðîâàíî, ïàðàìåòðèçîâàíî, ñîîò-
âåòñòâåííî). Åñëè îòîáðàæåíèå γ ÿâëÿåòñÿ èììåðñèåé (âëîæåíèåì), òî ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ èììåðñèðîâàííîé (âëîæåííîé). Âëîæåííóþ êðèâóþ ìû
áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ñàìèì ìíîãîîáðàçèåì E .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó t ∈ E . Ãèïåðïëîñêîñòü π â RP n íàçûâàåòñÿ ñî-
ïðèêàñàþùåéñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ êðèâîé γ â òî÷êå t, åñëè êðàòíîñòü, ñ êîòîðîé êðè-
âàÿ γ ïåðåñåêàåò ãèïåðïëîñêîñòü π â ýòîé òî÷êå, íå ìåíüøå n.

Ëþáàÿ êðèâàÿ èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíó ñîïðèêàñàþùóþñÿ ãèïåðïëîñêîñòü â
êàæäîé ñâîåé òî÷êå. Òî÷êè, â êîòîðûõ ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ãèïåðïëîñêîñòü íå åäèí-
ñòâåííà, íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè âûðîæäåíèÿ. Êðèâàÿ áåç òî÷åê âûðîæäåíèÿ íàçûâà-
åòñÿ íåâûðîæäåííîé.

1.1.1. Çàìå÷àíèå. Êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP n íåâûðîæäåíà. Îíà èììåð-
ñèðîâàíà ïðè n = 2 è âëîæåíà ïðè n > 2. Çàìêíóòàÿ êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ
ïåðåñåêàåò ëþáóþ ãèïåðïëîñêîñòü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé).

1.1.2. Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà êðèâîé â RP n íàçûâàåòñÿ òî÷êîé óïëîùåíèÿ, åñëè
êðàòíîñòü, ñ êîòîðîé êðèâàÿ ïåðåñåêàåò â ýòîé òî÷êå ñâîþ ñîïðèêàñàþùóþñÿ ãèïåð-
ïëîñêîñòü, ñòðîãî áîëüøå n.
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1.1.3. Ïðèìåð. Êðèâàÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 íåâûðîæäåíà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíà èììåðñèðîâàíà, à åå êðèâèçíà âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ. Òî÷êè
óïëîùåíèÿ òàêîé êðèâîé ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè åå êðó÷åíèÿ. Êðèâàÿ ìîæåò íå èìåòü
òî÷åê óïëîùåíèÿ. Òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî ïëîòíàÿ ðàâíîìåðíàÿ çà-
ìêíóòàÿ îáìîòêà ñòàíäàðòíîãî òîðà â R3.

Ìíîæåñòâî ñîïðèêàñàþùèõñÿ ãèïåðïëîñêîñòåé íåâûðîæäåííîé êðèâîé γ ÿâëÿåò-
ñÿ êðèâîé â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå RP n∗. Ýòà êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåí-
íîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç γ∗. Äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ èììåðñèðîâàíà âñþäó êðîìå òî-
÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ñîïðèêàñàþùèìèñÿ ãèïåðïëîñêîñòÿìè èñõîäíîé êðèâîé â òî÷êàõ åå
óïëîùåíèÿ. Ýòè ãèïåðïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè äâîéñòâåííîé êðèâîé.

1.1.4. Ïðèìåð. Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü â òî÷êå óïëîùåíèÿ êðèâîé îáùåãî
ïîëîæåíèÿ â RP 3 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîëóêóáè÷åñêîãî âîçâðàòà äâîéñòâåííîé êðèâîé. Â
ïîäõîäÿùèõ àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ a, b, c â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå RP 3∗ ðîñòîê
äâîéñòâåííîé êðèâîé â îñîáîé òî÷êå çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

x = t2, y = t3 + o(t3), z = t4 + o(t4).

Âàæíûì êëàññîì êðèâûõ áåç òî÷åê óïëîùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûå.

1.1.5. Îïðåäåëåíèå. Êðèâàÿ â RP n íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè îíà ïåðåñåêàåò
ëþáóþ ãèïåðïëîñêîñòü íå áîëåå, ÷åì â n òî÷êàõ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé.

Âûïóêëûå êðèâûå âëîæåíû, íåâûðîæäåíû è íå èìåþò òî÷åê óïëîùåíèÿ. Çàìêíó-
òàÿ âûïóêëàÿ êðèâàÿ ñâÿçíà, ïðè÷åì â ÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îíà àôôèííà, à â
íå÷åòíîìåðíîì � íåñòÿãèâàåìà (ò.å. ïðåäñòàâëÿåò íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò ôóíäàìåí-
òàëüíîé ãðóïïû ïðîñòðàíñòâà RP n). Êðèâàÿ, äâîéñòâåííàÿ ê âûïóêëîé, � âûïóêëà
(ñì. [57]).

1.1.6. Ïðèìåð. Êðèâàÿ â R2k, çàäàííàÿ ôîðìóëàìè

x1 = cos t, y1 = sin t, . . . xk = cos kt, yk = sin kt, (t mod 2π)

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Êðèâàÿ â RP 2k+1

(cos t : sin t : cos 3t : sin 3t : . . . : cos(2k + 1)t : sin(2k + 1)t), (t mod π)

(çàäàííàÿ â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ) òàêæå âûïóêëà.

1.2 Ôðîíò êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé êðèâîé

Åñëè êðèâàÿ γ : t 7→ γ(t) èììåðñèðîâàíà â RP n, òî â êàæäîé ñâîåé òî÷êå t îíà
èìååò êàñàòåëüíóþ. Ýòî ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ (â RP n), êîòîðóþ îïðåäåëÿåò îáðàç
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ïåðâîé ïðîèçâîäíîé γ∗t êðèâîé. Âñÿêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â RP n, ñîäåðæàùàÿ ýòó ïðÿ-
ìóþ, íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ êðèâîé γ â òî÷êå t.

Êàñàòåëüíûå ãèïåðïëîñêîñòè êðèâîé γ êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî íåíóëåâûì ýëåìåí-
òàì ïîëóãðóïïû A+ (ñâîáîäíîé àáåëåâîé ïîëóãðóïïû ïî ñëîæåíèþ, ïîðîæäåííîé
ñèìâîëàìè A1, A2, . . .). À èìåííî, ïóñòü π � êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü êðèâîé γ.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A = Aµ1 + . . . + Aµp 6= 0 ïîëóãðóïïû A+.

1.2.1. Îïðåäåëåíèå. Ãèïåðïëîñêîñòü π íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêî-
ñòüþ òèïà A, åñëè

1) îíà êàñàåòñÿ γ ðîâíî â p ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, ÿâëÿþùèõñÿ âåðøèíàìè
(p− 1)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà;

2) ýòè òî÷êè ìîæíî óïîðÿäî÷èòü òàê, ÷òî êðàòíîñòü êàñàíèÿ π ñ γ â i-é òî÷êå
ðàâíà µi.

×èñëî codimA = µ1 + . . . + µp íàçûâàåòñÿ êîðàçìåðíîñòüþ êàñàíèÿ ñ êðèâîé
êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè òèïàA. ×èñëî degA = codimA+p íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ
ýòîãî êàñàíèÿ.

1.2.2. Çàìå÷àíèå. Êàñàòåëüíûå ãèïåðïëîñêîñòè òèïîâ pA1 îáû÷íî íàçûâàþò
p-êàñàòåëüíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè.

Êàñàòåëüíûå ãèïåðïëîñêîñòè êðèâîé γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP n ÿâëÿþòñÿ êà-
ñàòåëüíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè òèïîâ A ∈ A+ \ {0}, ãäå codimA ≤ n (ñì. [36], à
òàêæå [55]). Ìíîæåñòâî Fγ âñåõ êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé òàêîé êðèâîé ÿâëÿåò-
ñÿ óñòîé÷èâûì âîëíîâûì ôðîíòîì êîðàíãà ≤ 1 â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå RP n∗.
Îñîáåííîñòè òèïà A ýòîãî ôðîíòà âçàèìíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè
ãèïåðïëîñêîñòÿìè òèïà A êðèâîé γ. Åñëè êðèâàÿ γ çàìêíóòà, òî ÷èñëî åå êàñàòåëü-
íûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ëþáîãî òèïà A òàêîãî, ÷òî codimA = n, êîíå÷íî.

1.2.3. Ïðèìåð. Äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ γ∗ ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîãîîáðàçèÿ îñî-
áåííîñòåé òèïà An−1 ôðîíòà Fγ. Òî÷êè óïëîùåíèÿ êðèâîé γ âçàèìíî îäíîçíà÷íî
ñîîòâåòñòâóþò îñîáåííîñòÿì òèïà An.

1.2.4. Ïðåäëîæåíèå.Ôðîíò Fγ êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé çàìêíóòîé êðè-
âîé γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP n ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé óñ-
òîé÷èâîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f êîðàíãà ≤ 1 ãëàäêîãî çàìêíóòîãî n-ìåðíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîñòðàíñòâî RP n∗. Îòîáðàæåíèå f èìååò ìóëüòèîñîáåííîñòü
òèïà A + kA0,A ∈ A+, k ≥ 0, â òî÷êå π ∈ RP n∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà π �
êàñàòåëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü êðèâîé γ, èìåþùàÿ òèï A è ðîâíî k òî÷åê òðàíñâåð-
ñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ (π, y) ãè-
ïåðïëîñêîñòåé π â RP n â òî÷êàõ y = γ(t). Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì çàìêíó-
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òûì n-ìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â PT ∗(RP n). Èñêîìûì îòîáðàæåíèåì f : M →
RP n∗ ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ñóæåíèå ëåæàíäðîâà ðàññëîåíèÿ

ϑ : PT ∗(RP n) → RP n∗, ϑ : (π, y) 7→ π

íà ìíîãîîáðàçèå M . Ïðåäëîæåíèå 1.2.4 äîêàçàíî.

1.3 Î ÷åòíîñòè ÷èñëà n-êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé
çàìêíóòîé êðèâîé â RP n

Â 1980 ãîäó Ôðèäìàí [65] äîêàçàë, ÷òî åñëè ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ îáùåãî
ïîëîæåíèÿ â R3 íå èìååò òî÷åê óïëîùåíèÿ, òî ÷èñëî T åå òðîéíûõ êàñàòåëüíûõ ïëîñ-
êîñòåé ÷åòíî. Ïîçäíåå â ðàáîòå [59] ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí íà ñëó÷àé êðèâûõ â
R3, èìåþùèõ òî÷êè óïëîùåíèÿ.

À èìåííî, ïóñòü N � îáùåå ÷èñëî òî÷åê, â êîòîðûõ êðèâàÿ γ òðàíñâåðñàëüíî
ïåðåñåêàåò ñâîè ñîïðèêàñàþùèåñÿ ïëîñêîñòè â òî÷êàõ óïëîùåíèÿ. Òîãäà T ≡ N/2

(mod 2). Íèæå äàíî îáîáùåíèå ýòîé ôîðìóëû è òåîðåìû Ôðèäìàíà äëÿ ëþáûõ çà-
ìêíóòûõ êðèâûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â íå÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå RP n.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ γ â RP n. ×åðåç θ(γ) îáîçíà÷èì
÷èñëî åå íåñòÿãèâàåìûõ êîìïîíåíò. Äëÿ ëþáîãîA ∈ A+\{0} òàêîãî, ÷òî codimA = n,
ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

χγ(A) � ÷èñëî âñåõ êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé êðèâîé γ, èìåþùèõ òèï A;
χ̂γ(A) � ÷èñëî êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé òèïà A, ó êàæäîé èç êîòîðûõ ÷èñëî

òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ γ ñðàâíèìî ñ degA+ θ(γ) ïî ìîäóëþ 4.

1.3.1. Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå RP n íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n ≥ 3,

χγ(nA1) ≡ χ̂γ(A3 + (n− 3)A1) (mod 2). (4.1)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè êðèâàÿ γ íå èìååò êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé òèïà A3+(n−
3)A1, òî ÷èñëî åå n-êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ÷åòíî.

Ïóñòü, íàïðèìåð, n = 3. Òîãäà èç òåîðåìû 1.3.1 ïîëó÷àåì

1.3.2. Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP 3,

T ≡ N + θ(γ) C

2
(mod 2), (4.2)

ãäå T � ÷èñëî åå òðîéíûõ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé, C � ÷èñëî òî÷åê óïëîùåíèÿ,
à N � îáùåå ÷èñëî òî÷åê, â êîòîðûõ γ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò ñâîè ñîïðèêà-
ñàþùèåñÿ ïëîñêîñòè â òî÷êàõ óïëîùåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè êðèâàÿ γ íå èìååò
òî÷åê óïëîùåíèÿ, òî ÷èñëî åå òðîéíûõ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ÷åòíî.
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Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî [N + θ(γ) C]/2 ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ 2 ñ ÷èñëîì C̃ òî÷åê
óïëîùåíèÿ êðèâîé γ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: åñëè π � ñîïðèêàñà-
þùàÿñÿ ïëîñêîñòü êðèâîé â òàêîé òî÷êå, òî [k + θ(γ)]/2 ≡ 1 (mod 2), ãäå k � ÷èñëî
òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ γ ñ π. ×èñëî C̃ ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ 2 ñ ÷èñëîì
χ̂γ(A3), ïîñêîëüêó ÷èñëî C âñåõ òî÷åê óïëîùåíèÿ êðèâîé γ ÷åòíî. Ïîýòîìó ôîðìóëà
(4.2) ñëåäóåò èç ôîðìóëû (4.1).

1.3.3. Çàìå÷àíèå. Â [65] Ôðèäìàí âûñêàçàë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî åñëè ñâÿçíàÿ
çàìêíóòàÿ êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â Rn, n > 3 íå èìååò òî÷åê óïëîùåíèÿ, òî ÷èñëî
åå n-êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ÷åòíî. Ìíå íå óäàëîñü îáíàðóæèòü êîíòðïðèìåð
ê ýòîé ãèïîòåçå â ëèòåðàòóðå. Íî ôîðìóëà (4.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîé êîíòðïðèìåð
âåñüìà âåðîÿòåí.

Íàðÿäó ñ (4.1) ôîðìóëà (4.2) èìååò ìíîãî äðóãèõ ìíîãîìåðíûõ îáîáùåíèé. Íà-
ïðèìåð, òàêîå.

1.3.4. Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå RP n íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n ≥ 3,

χγ(2A(n−1)/2 + A1) ≡ χ̂γ(An) (mod 2). (4.3)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè êðèâàÿ γ íå èìååò òî÷åê óïëîùåíèÿ, òî ÷èñëî åå êàñàòåëüíûõ
ãèïåðïëîñêîñòåé òèïà 2A(n−1)/2 + A1 ÷åòíî.

Âñå ýòè ðåçóëüòàòû ñëåäóþò èç îäíîé îáùåé ôîðìóëû, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ãëî-
áàëüíûå ñâîéñòâà ïðîåêòèâíûõ êðèâûõ.

1.3.5. Òåîðåìà. Ïóñòü A = k1Aµ1 + . . . + kpAµp ∈ A+, ãäå µ1, . . . , µp ïîïàðíî
ðàçëè÷íû è codimA = n−1. Òîãäà äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ
â RP n

[#(A1|A) + 1]χγ(A+ A1) ≡
∑

ki>1

[#(A2µi+1|A) + 1]χ̂γ(A− 2Aµi
+ A2µi+1) (mod 2),

ãäå #(Aµ|A) � ÷èñëî ñëàãàåìûõ â A, ðàâíûõ Aµ.

Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.4.2 è çàìå÷àíèÿ 5.4.3 ãëàâû 1, à òàêæå
èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2.4 âûøå (äëÿ îòîáðàæåíèÿ f èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2.4 ìàêñèìóì
df ÷èñëà òî÷åê â ïîëíîì ïðîîáðàçå f−1(π) ïî âñåì π ∈ RP n∗ ñðàâíèì ñ θ(γ) ïî
ìîäóëþ 2). Ôîðìóëû (4.1) è (4.3) ñëåäóþò èç òåîðåìû 1.3.5 â ñëó÷àå íå÷åòíîãî n ïðè
A = (n− 1)A1 è A = 2A(n−1)/2, ñîîòâåòñòâåííî.

1.3.6. Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 1.3.5 íå äàåò êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà ÷åòíîñòü
÷èñëà n-êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé çàìêíóòîé êðèâîé γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ÷åò-
íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå RP n. Áîëåå òîãî, èç ôîðìóëû (1.27) â ãëàâå 1 ñëåäóåò, ÷òî
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ïðè ëþáîì n > 2 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

χ̂γ((n− 1)A1) =
n

2
χγ(nA1) + χ̂γ(A2 + (n− 2)A1) +

1

2
χ̂γ(A3 + (n− 3)A1). (4.4)

Çäåñü χ̂γ((n − 1)A1) � ÷èñëî îäíîñâÿçíûõ êîìïîíåíò êðèâîé â RP n∗, îáðàçîâàííîé
êàñàòåëüíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè π èñõîäíîé êðèâîé γ, êîòîðûå èìåþò òèï (n− 1)A1

è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: åñëè k � ÷èñëî òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïå-
ðåñå÷åíèÿ γ ñ π, òî k ≡ 2n + 2 + θ(γ) (mod 4). Èç ôîðìóëû (4.4) âèäíî, ÷òî ïðè
÷åòíîì n ÷åòíîñòü ÷èñëà χγ(nA1) çàâèñèò íå òîëüêî îò ÷åòíîñòè ÷èñåë êàñàòåëüíûõ
ãèïåðïëîñêîñòåé êðèâîé ñ êîðàçìåðíîñòüþ êàñàíèÿ n.

Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî ïàðàãðàôà ìû ïðèâåäåì åùå îäíî ñëåäñòâèå òåîðåìû 1.3.5.

1.3.7. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ A+, ãäå µ1, . . . , µp ïîïàðíî
ðàçëè÷íû, µ1 > 1, . . . , µp > 1 è codimA = n − 1. Òîãäà ó ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé
γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP n, ãäå n 6= 2, ÷èñëî êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé òèïà
A+ A1 ÷åòíî.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì îñîáûå òî÷êè äâîéñòâåííîé êðèâîé γ∗. Îíè íàçûâàþò-
ñÿ îñîáûìè ñîïðèêàñàþùèìèñÿ ãèïåðïëîñêîñòÿìè èñõîäíîé êðèâîé γ. Ìíîæåñòâî
îñîáûõ ñîïðèêàñàþùèõñÿ ãèïåðïëîñêîñòåé çàìêíóòîé êðèâîé γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ
â RP n ñîñòîèò èç êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé òèïîâ An è An−1 + A1. Ïîñêîëüêó
χγ(An) ≡ (n + 1)θ(γ) (mod 2), òî èç ñëåäñòâèÿ 1.3.7 ïîëó÷àåì:

1.3.8. Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 ÷èñëî îñîáûõ ñîïðèêàñàþùèõñÿ ãèïåðïëîñ-
êîñòåé çàìêíóòîé êðèâîé γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP n ñðàâíèìî ñ (n + 1)θ(γ) ïî
ìîäóëþ 2.
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2 Òåîðåìà î ÷åòûðåõ òî÷êàõ óïëîùåíèÿ
ñëàáî âûïóêëîé êðèâîé â R3

Âåðøèíàìè èììåðñèðîâàííîé êðèâîé íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ òî÷-
êè ýêñòðåìóìîâ åå êðèâèçíû. Â 1909 ãîäó èíäèéñêèé ìàòåìàòèê Ìàõîïàäõàéÿ äî-
êàçàë çíàìåíèòóþ òåîðåìó î ÷åòûðåõ âåðøèíàõ ïëîñêîé êðèâîé (ñì. [84]): âñÿêàÿ
âëîæåííàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè èìååò íå ìåíåå ÷åòûðåõ
ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ âåðøèí.

Ñòðîãî ãîâîðÿ Ìàõîïàäõàéÿ äîêàçàë ñâîþ òåîðåìó (êîòîðàÿ òåïåðü íàçûâàåòñÿ
êëàññè÷åñêîé) òîëüêî äëÿ âûïóêëûõ êðèâûõ. Íî âïîñëåäñòâèè âûÿñíèëîñü, ÷òî åãî
òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è â íåâûïóêëîì ñëó÷àå. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êðèâûõ îáùåãî ïîëî-
æåíèÿ òåîðåìà î ÷åòûðåõ òî÷êàõ óïëîùåíèÿ ñëåäóåò èç ôîðìóëû Áîçå-Õàóïòà (3.9)
(íà îñíîâàíèè òîãî ôàêòà, ÷òî åñëè îêðóæíîñòü êðèâèçíû ïëîñêîé êðèâîé â äàííîé
òî÷êå t ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé, òî t � âåðøèíà ýòîé êðèâîé).

Ñ òåõ ïîð íå ïðåêðàùàþòñÿ ïîïûòêè ïîëó÷èòü ìíîãîìåðíûå (à òàêæå êîíòàêòíûå,
ñèìïëåêòè÷åñêèå) îáîáùåíèÿ òåîðåìû î ÷åòûðåõ âåðøèíàõ (ñì., íàïðèìåð, çàäà÷è
1988-11, 1993-8 èç ñáîðíèêà [14] è äîêàçàòåëüñòâî Ïóøêàðÿ-×åêàíîâà [35] íåêîòîðûõ
ãèïîòåç Àðíîëüäà î ÷åòûðåõ âåðøèíàõ). Îäíî èç òàêèõ îáîáùåíèé ìû äîêàæåì â
ýòîì ïàðàãðàôå. Ðå÷ü ïîéäåò îá îöåíêå ÷èñëà òî÷åê óïëîùåíèÿ ñëàáî âûïóêëîé êðè-
âîé â R3 (ò.å. êðèâîé, ëåæàùåé íà ãðàíèöå ñâîåé âûïóêëîé îáîëî÷êè; ïðîèçâîëüíûå
ñëàáî âûïóêëûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â Rn ðàññìàòðèâàëèñü â ðàçäåëå 2.2 ãëàâû 3).

2.1 Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà

Â 1912 ãîäó Êíåçåð [77] äîêàçàë ñëåäóþùóþ ëåììó: ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåê-
öèè, âåðøèíû ïëîñêîé êðèâîé ïåðåõîäÿò â òî÷êè óïëîùåíèÿ åå îáðàçà â ïðîñòðàí-
ñòâå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ âëîæåííàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà ñôåðå â òðåõìåð-
íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååò íå ìåíåå ÷åòûðåõ òî÷åê óïëîùåíèÿ.

2.1.1. Çàìå÷àíèå. Â ðàáîòå [43] âûÿñíèëîñü, ÷òî ëåììà Êíåçåðà � ýòî ïðîÿâëå-
íèå îáùåé ñâÿçè îñîáåííîñòåé îãèáàþùåé ñåìåéñòâà íîðìàëåé ê ãëàäêîìó ïîäìíîãî-
îáðàçèþ â Rn ñ îñîáåííîñòÿìè ôðîíòà êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé åãî ñòåðåîãðà-
ôè÷åñêîãî îáðàçà â Rn+1.

Çà âðåìÿ, ïðîøåäøèå ïîñëå ðàáîòû Êíåçåðà, òåîðåìà î ÷åòûðåõ òî÷êàõ óïëî-
ùåíèÿ áûëà äîêàçàíà äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ êðèâûõ â R3. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
(âëîæåííûõ) êðèâûõ íà ñòðîãî âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòÿõ ([82]); äëÿ êðèâûõ, ÷åðåç
êàæäóþ ïàðó òî÷åê êîòîðîé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) ïðîõîäèò ïëîñêîñòü, íèãäå áîëåå
íå ïåðåñåêàþùàÿ êðèâóþ ([60]); äëÿ ñëàáî âûïóêëûõ êðèâûõ, ïåðåñåêàþùèõ ëþáóþ
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ïëîñêîñòü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, à ëþáóþ ïðÿìóþ � íå áîëåå, ÷åì â äâóõ òî÷êàõ
([61]); äëÿ ñëàáî âûïóêëûõ êðèâûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ([86]).

Íàêîíåö â 1992 ãîäó àâòîð íàñòîÿùåé ðàáîòû äîêàçàë òåîðåìó î ÷åòûðåõ òî÷êàõ
óïëîùåíèÿ ñëàáî âûïóêëîé êðèâîé â R3 ïðè ñàìûõ ñëàáûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

2.1.2. Òåîðåìà. Âñÿêàÿ C3-âëîæåííàÿ ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ ñëàáî âûïóêëàÿ êðè-
âàÿ ñî âñþäó íåíóëåâîé êðèâèçíîé â R3 èìååò íå ìåíåå ÷åòûðåõ (ãåîìåòðè÷åñêè
ðàçëè÷íûõ) òî÷åê óïëîùåíèÿ.

Âñå óïîìÿíóòûå âûøå âåðñèè òåîðåìû î ÷åòûðåõ òî÷êàõ óïëîùåíèÿ ñëåäóþò èç
òåîðåìû 2.1.2. Òåîðåìà Ìàõîïàäõàéÿ òàêæå ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1.2 (ïðè ïîìîùè
ëåììû Êíåçåðà; çàìåòèì, ÷òî êðèâèçíà êðèâîé, âëîæåííîé â ñòðîãî âûïóêëóþ ïî-
âåðõíîñòü â R3, âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ).

2.1.3. Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå âñþäó íåíóëåâîé êðèâèçíû êðèâîé ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-
äèìûì â òåîðåìå 2.1.2. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî γλ : S1 → R3, λ ∈ [0, 1],
êðèâûõ â R3, çàäàííûõ ôîðìóëàìè

x = cos(t− λ sin t), y = sin(t− λ sin t), z = sin t (t mod 2π).

Êðèâàÿ γλ âëîæåíà è ñëàáî âûïóêëà äëÿ ëþáîãî èç óêàçàííûõ λ. Ïîñëåäíåå ñëå-
äóåò èç òîãî, ÷òî êðèâàÿ ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè êðóãîâîãî öèëèíäðà (ñ îñüþ z è
ðàäèóñîì 1). Åñëè λ 6= 1, òî êðèâàÿ γλ ïåðåñåêàåò îáðàçóþùèå ýòîãî öèëèíäðà ïîä
íåíóëåâûì óãëîì è, ïîýòîìó, âñþäó èìååò íåíóëåâóþ êðèâèçíó. Ïðè λ = 1 êðèâèçíà
êðèâîé îáðàùàåòñÿ â íóëü â åäèíñòâåííîé òî÷êå (1, 0, 0).

Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 < λ < 1 êðèâàÿ γλ

èìååò ðîâíî ÷åòûðå ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûå òî÷êè óïëîùåíèÿ. Êîãäà λ → 1 − 0,
äâå èç íèõ ñëèâàþòñÿ ñ òî÷êîé (1, 0, 0). Ïðè λ = 1 íà êðèâîé îñòþòñÿ òîëüêî òðè
(ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûå) òî÷êè óïëîùåíèÿ.

2.1.4. Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû 2.1.2 ñëåäóåò, ÷òî ôðîíò êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé
çàìêíóòîé ñëàáî âûïóêëîé êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ â R3 èìååò íå ìåíåå ÷åòûðåõ
ëàñòî÷êèíûõ õâîñòîâ, ëèíèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ôðîíòà � íå ìåíåå ÷åòûðåõ êîíöîâ, à
äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ � íå ìåíåå ÷åòûðåõ òî÷åê âîçâðàòà.

ß äóìàþ, ÷òî òåîðåìà 2.1.2 èìååò ñëåäóþùåå ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå.

2.1.5. Ãèïîòåçà. Ïóñòü ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ íåâûðîæäåííàÿ êðèâàÿ C2k+1-âëî-
æåííàÿ â R2k+1 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ÷åðåç ëþáûå k åå òî÷åê ïðî-
õîäèò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü. Òîãäà ýòà êðèâàÿ èìååò íå
ìåíåå (2k + 2)-õ ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ òî÷åê óïëîùåíèÿ.

2.1.6. Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà î ÷åòûðåõ òî÷êàõ óïëîùåíèÿ äîêàçàíà è äëÿ íåêîòî-
ðûõ êëàññîâ ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñëàáî âûïóêëûìè. Ïîäðîá-
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íûé îáçîð è ñðàâíåíèå âñåõ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ èìååòñÿ â [102] è [103] (ñì. òàêæå
[71] è [104]).

Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1.2. Îíà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áîëåå
ñèëüíîãî óòâåðæäåíèÿ î êîëè÷åñòâå êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ îïîðíûõ ñîïðèêàñàþùèõ-
ñÿ ïëîñêîñòåé ñëàáî âûïóêëîé êðèâîé â òî÷êàõ óïëîùåíèÿ.

2.1.7. Çàìå÷àíèå. Îïîðíàÿ ïëîñêîñòü ìîæåò ñîïðèêàñàòüñÿ ñ ãëàäêîé êðèâîé
òîëüêî â òî÷êàõ óïëîùåíèÿ.

Ïóñòü γ � îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ, C3-èììåðñèðîâàííàÿ â îðèåíòèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî R3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâèçíà ýòîé êðèâîé âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ è
çàôèêñèðóåì ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâîé, ñîãëàñîâàííóþ ñ åå îðèåíòàöèåé. Òîãäà âåê-
òîðû ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ êðèâîé γ îðèåíòèðóþò êîíòàêòíûå ýëåìåíòû åå ñîïðèêà-
ñàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé â òî÷êàõ ñîïðèêîñíîâåíèÿ ñ êðèâîé. Ýòà îðèåíòàöèÿ âìåñòå ñ
îðèåíòàöèåé îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà èíäóöèðóåò êîîðèåíòàöèþ óêàçàííûõ êîí-
òàêòíûõ ýëåìåíòîâ. Òàêàÿ êîîðèåíòàöèÿ íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé (åñëè
òîëüêî ýòà ïàðàìåòðèçàöèÿ ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé êðèâîé).

Ïðåäïîëîæèì, òåïåðü ÷òî êðèâàÿ γ íåïëîñêàÿ.

2.1.8. Îïðåäåëåíèå. Êîíòàêòíûé ýëåìåíò îïîðíîé ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêî-
ñòè êðèâîé γ â òî÷êå óïëîùåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì (îòðèöàòåëüíûì),
åñëè êðèâàÿ ëåæèò â ïîëîæèòåëüíîì (îòðèöàòåëüíîì) çàìêíóòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå,
îïðåäåëåííîì ýòèì êîíòàêòíûì ýëåìåíòîì.

Ïðè ñìåíå òîëüêî îäíîé èç îðèåíòàöèé (êðèâîé èëè îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà)
êîíòàêòíûé ýëåìåíò ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

2.1.9. Òåîðåìà. Ðàññìîòðèì C3-âëîæåííóþ ñâÿçíóþ çàìêíóòóþ ñëàáî âûïóê-
ëóþ êðèâóþ ñî âñþäó íåíóëåâîé êðèâèçíîé â R3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà èìååò êî-
íå÷íîå ÷èñëî òî÷åê óïëîùåíèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå ìåíåå ÷åòûðåõ ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûõ êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ îïîðíûõ ñîïðèêàñàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé ýòîé êðèâîé
â òî÷êàõ óïëîùåíèÿ. À èìåííî, íå ìåíåå äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ è íå ìåíåå äâóõ îò-
ðèöàòåëüíûõ.

Òåîðåìà 2.1.9 äîêàçàíà â ðàçäåëå 2.3. Òåîðåìà 2.1.2 ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1.9.

2.1.10. Çàìå÷àíèå. Íåêîòîðûå îöåíêè ÷èñëà òî÷åê óïëîùåíèÿ ñëàáî âûïóêëîé
êðèâîé, èìåþùåé òî÷êè íóëåâîé êðèâèçíû (è äàæå êðèâîé ñ îñîáåííîñòÿìè), ïðèâå-
äåíû â [87], [88].
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2.2 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1.9 íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå (ïðîñòûå) ôàêòû î
êðèâûõ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü çäåñü, ÷òî îáúåìëþùåå
ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî, à âñå êðèâûå C3-ïàðàìåòðèçîâàííûå.

2.2.1. Ëåììà. Ïóñòü êðèâàÿ γ : t 7→ γ(t), èììåðñèðîâàííàÿ â R3, èìååò íåíó-
ëåâóþ êðèâèçíó è íåíóëåâîå êðó÷åíèå â äàííîé òî÷êå t0. Òîãäà îíà íå èìååò îáùèõ
êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé íè â êàêèõ äâóõ ñâîèõ òî÷êàõ t1 6= t2, áëèçêèõ ê t0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå äâå òî÷êè t1, t2, áëèçêèå ê t0. Ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà

γ(t2) = γ(t1) + γ′(t1)(t2 − t1) +
1

2
γ′′(t1)(t2 − t1)

2 +
1

6
γ′′′(t1)(t2 − t1)

3 + o((t2 − t1)
4).

Ïîýòîìó ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

(γ′(t2), γ′(t1), γ(t2)− γ(t1))

âåêòîðîâ ñêîðîñòè γ′(t2), γ′(t1) è ïðèðàùåíèÿ γ(t2)− γ(t1) ðàâíî

1

12
(γ′(t1), γ′′(t1), γ′′′(t1))(t2 − t1)

4 + o((t2 − t1)
4).

Ýòî âûðàæåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ äëÿ âñåõ t1 6= t2, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê t0, åñëè

(γ′(t0), γ′′(t0), γ′′′(t0)) 6= 0.

Ëåììà 2.2.1 äîêàçàíà.

2.2.2. Ëåììà. Ïóñòü êðèâàÿ γ : t 7→ γ(t), èììåðñèðîâàííàÿ â R3, èìååò íåíóëå-
âóþ êðèâèçíó è íåíóëåâîå êðó÷åíèå â äàííîé òî÷êå t0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ýòîé
êðèâîé âûäåëåíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà åå êàñàòåëüíîé â òî÷-
êå t0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t 6= t0, äîñòàòî÷íî áëèçêîãî ê t0, îïîðíûå ïëîñêîñòè êðèâîé
γ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó γ(t), íå ñîäåðæàò âûäåëåííûå òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé âûäåëåí-
íîé òî÷êè P = γ(t∗) íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk, k = 1, 2, . . ., ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
òî÷åê tk 6= t0, òàêèõ, ÷òî limk→∞ tk = t0 è äëÿ ëþáîãî k òî÷êè γ(tk) è P ïðèíàäëåæàò
íåêîòîðîé îïîðíîé ïëîñêîñòè πk êðèâîé γ.

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü πk. Îíà ñîäåðæèò êàñàòåëüíóþ T∗ êðèâîé γ â òî÷êå t∗ è
êàñàòåëüíóþ Tk â òî÷êå tk. Ïðè ýòîì òî÷êà P íå ëåæèò íà êàñàòåëüíîé T0 êðèâîé γ

â òî÷êå t0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðåäåë limk→∞ πk = π (â ìíîãîîáðàçèè âñåõ
ïëîñêîñòåé â R3). Ýòîò ïðåäåë ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ïëîñêîñòüþ êðèâîé γ, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êè γ(t0) è P .
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Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî êðó÷åíèå êðèâîé γ â òî÷êå t0 íå ðàâíî íóëþ. Ñî-
ãëàñíî ëåììå 2.2.1, èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà k0 âñå
ïëîñêîñòè πk ïîïàðíî ðàçëè÷íû, à òî÷êè γ(tk) íå ëåæàò â ïëîñêîñòè π. Â ÷àñòíîñòè,
γ(tk) /∈ T∗ äëÿ ëþáîãî k ≥ k0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ÷åðåç òî÷êó P ìîæåò
ïðîõîäèòü íå áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ îïîðíûõ ïëîñêîñòåé, èìåþùèõ ñ êðèâîé γ îáùèå
òî÷êè, íå ëåæàùèå íà êàñàòåëüíîé T∗. Ëåììà 2.2.2 äîêàçàíà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

2.2.3. Ëåììà. Ïóñòü êðèâàÿ γ : t 7→ γ(t), èììåðñèðîâàííàÿ â R3, èìååò íåíó-
ëåâóþ êðèâèçíó â äàííîé òî÷êå t0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíî
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t 6= t0, äîñòàòî÷íî áëèçêîãî ê t0,
êàñàòåëüíàÿ êðèâîé γ â òî÷êå t íå ïðîõîäèò ÷åðåç âûäåëåííûå òî÷êè.

2.2.4. Ëåììà. Ïóñòü ñëàáî âûïóêëàÿ êðèâàÿ γ : t 7→ γ(t), âëîæåííàÿ â R3, èìå-
åò íåíóëåâóþ êðèâèçíó è íåíóëåâîå êðó÷åíèå â äàííîé òî÷êå t0. Òîãäà êàñàòåëüíàÿ
êðèâîé γ â òî÷êå t0 ìîæåò ïåðåñåêàòü êðèâóþ â äðóãîé òî÷êå ñ íåíóëåâîé êðèâèç-
íîé è íåíóëåâûì êðó÷åíèåì òîëüêî ïîä íóëåâûì óãëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì íàïðîòèâ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ êðèâîé γ â òî÷êå
t0 ïåðåñåêàåò êðèâóþ â íåêîòîðîé òî÷êå P 6= γ(t0) ñ íåíóëåâîé êðèâèçíîé è íåíó-
ëåâûì êðó÷åíèåì ïîä íåíóëåâûì óãëîì. Òîãäà ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòòâåííàÿ
ïëîñêîñòü π â R3, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ êðèâîé γ â òî÷êàõ P è γ(t0) îäíîâðåìåííî. Ïî-
ñêîëüêó ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ñëàáî âûïóêëîé êðèâîé ïðîõîäèò îïîðíàÿ ïëîñêîñòü, à
ëþáàÿ îïîðíàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó γ(t0), ïðîõîäèò è ÷åðåç òî÷êó P ,
òî ïëîñêîñòü π îïîðíàÿ.

Âûáåðåì â R3 àôôèííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò x, y, z ñ íà÷àëîì â òî÷êå O = γ(t0)

òàê, ÷òî ðîñòîê êðèâîé γ â òî÷êå t0 = 0 çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

x = t, y = t2 + o(t2), z = t3 + o(t3), (4.5)

ïëîñêîñòü π îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì y = 0, à òî÷êà P èìååò êîîðäèíàòû (1, 0, 0).
Òîãäà íà êðèâîé γ íàéäóòñÿ òî÷êè P1 = (x1, y1, z1), P2 = (x2, y2, z2), áëèçêèå ê P è
òàêèå, ÷òî y1 > 0, y2 > 0 è z1z2 < 0.

Ðàññìîòðèì òåòðàýäð OPP1P2. Åãî ãðàíè OPP1, OPP2, OP1P2 çàäàþòñÿ óðàâíå-
íèÿìè

y − y1

z1

z = 0, y − y2

z2

z = 0, y − y1z2 − y2z1

x1z2 − x2z1

x− x1y2 − x2y1

x1z2 − x2z1

z = 0.

Ïðè ïîäñòàíîâêå ôîðìóë 4.5 â ëåâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé ïîëó÷èì, ñîîòâåòñòâåííî:

t2 + o(t2), t2 + o(t2), −t
y1z2 − y2z1

x1z2 − x2z1

+ o(t).
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ t > 0 ïåðâûå äâà èç ýòèõ òðåõ
âûðàæåíèé ïîëîæèòåëüíû, à òðåòüå îòðèöàòåëüíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå
òî÷êè êðèâîé γ ëåæàò ñòðîãî âíóòðè òåòðàýäðà OPP1P2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñëàáîé
âûïóêëîñòè ðàññìàòðèâàåìîé êðèâîé. Ëåììà 2.2.4 äîêàçàíà.

2.2.5. Ëåììà. Ïóñòü çàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ : t 7→ γ(t), âëîæåííàÿ â R3, èìååò
âñþäó íåíóëåâóþ êðèâèçíó. Òîãäà ó íåå ìîæåò áûòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê,
êàñàòåëüíûå â êîòîðûõ êàñàþòñÿ êðèâîé γ â äâóõ èëè áîëåå ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷-
íûõ òî÷êàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì íàïðîòèâ, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
tk, k = 1, 2, . . ., ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî k êàñàòåëüíàÿ Tk

êðèâîé γ â òî÷êå tk êàñàåòñÿ êðèâîé è â íåêîòîðîé äðóãîé òî÷êå t̃k 6= tk. Òîãäà,
ïåðåéäÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, íàéäåì òî÷êè t0 è t̃0 òàêèå,
÷òî limk→∞ tk = t0 è limk→∞ t̃k = t̃0. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ïðåäåë T0 = limk→∞ Tk,
ÿâëÿþùèéñÿ êàñàòåëüíîé êðèâîé γ â òî÷êàõ t0 è t̃0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî t̃0 6= t0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ýòè òî÷êè ñîâïàäàëè, òî äëÿ
âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ðàçíîñòü âåêòîðîâ ñêîðîñòè â òî÷êàõ tk è t̃k ïðè ðàâíî-
ìåðíîì äâèæåíèè ïî êðèâîé áûëà áû ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, áûëî áû ðàâíî
íóëþ óñêîðåíèå â òî÷êå t0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî êðèâèçíà êðèâîé â ýòîé
òî÷êå íå ðàâíà íóëþ.

Ïî òîé æå ïðè÷èíå ïðÿìûå Tk è T0 íå êîëëèíåàðíû ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
k. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî òàêîãî k îïðåäåëåíà ïëîñêîñòü πk â R3, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
ïðÿìóþ T0 ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé Tk. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòèõ ïëîñêîñòåé èìååò, î÷å-
âèäíî, ïðåäåë limk→∞ πk = π, ÿâëÿþùèéñÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòüþ êðèâîé γ â
òî÷êàõ t0 è t̃0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ ïðîñòðàíñòâà R3 íà ïëîñêîñòü π.
Ðîñòêè ïðîåêöèè êðèâîé γ â òî÷êàõ t0 è t̃0 ÿâëÿþòñÿ ðîñòêàìè ãðàôèêîâ ñòðîãî
âûïóêëûõ ôóíêöèé. Ïî ïîñòðîåíèþ ïðîåêöèÿ êàæäîé èç ïðÿìûõ T0, Tk, k = 1, 2, . . .,
ÿâëÿåòñÿ îáùåé êàñàòåëüíîé ýòèõ ðîñòêîâ. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ãðàôèê
ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèè íà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé îãèáàþùåé ñåìåéñòâà
ñâîèõ êàñàòåëüíûõ. Ëåììà 2.2.5 äîêàçàíà.

2.2.6. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü âëîæåííàÿ çàìêíóòàÿ ñëàáî âûïóêëàÿ êðèâàÿ ñî
âñþäó íåíóëåâîé êðèâèçíîé â R3 èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê óïëîùåíèÿ. Òîãäà îíà
ìîæåò èìåòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê, êàñàòåëüíûå â êîòîðûõ èìåþò ñ êðèâîé
íå ìåíåå äâóõ ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ îáùèõ òî÷åê.

Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì ëåìì 2.2.3, 2.2.4 è 2.2.5.
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2.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.9

Ïóñòü γ : S1 → R3 � ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ ñëàáî âûïóêëàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ êðèâàÿ,
C3-âëîæåííàÿ â îðèåíòèðîâàííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R3. Çàôèêñèðóåì ïàðàìåò-
ðèçàöèþ γ : t 7→ γ(t) ýòîé êðèâîé, ñîãëàñîâàííóþ ñ åå îðèåíòàöèåé.

Ñíà÷àëà ìû íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûìè áóäåì çäåñü ïîëüçîâàòüñÿ.
Îòðåçîê [PQ] ⊂ R3, ñîåäèíÿþùèé äâå ïðîèçâîëüíûå ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûå òî÷êè
P è Q êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ õîðäîé (ñ êîíöàìè P è Q), åñëè îí íå èìååò ñ êðèâîé äðó-
ãèõ îáùèõ òî÷åê. Õîðäà, ëåæàùàÿ íà ãðàíèöå âûïóêëîé îáîëî÷êè êðèâîé, öåëèêîì
ëåæèò íà íåêîòîðîé îïîðíîé ïëîñêîñòè ýòîé êðèâîé.

Òî÷êè P è Q ðàçáèâàþò êðèâóþ γ íà äâå (îòêðûòûå) äóãè. Èõ çàìûêàíèÿ íà-
çûâàþòñÿ çàìêíóòûìè äóãàìè. Òî÷êè P, Q íàçûâàþòñÿ êîíöàìè ýòèõ äóã. Äëèíîé
ëþáîé äóãè íàçûâàåòñÿ äëèíà åå çàìûêàíèÿ. Ñèñòåìà Dk, k = 1, 2, . . ., çàìêíóòûõ äóã
êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàåìîé, åñëè îíà âëîæåííàÿ (ò.å. êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ äóãà
ëåæèò â ïðåäûäóùåé), à ïðåäåë äëèí äóã Dk ðàâåí 0 ïðè k →∞.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êðèâàÿ γ èìååò âñþäó íåíóëåâóþ êðèâèçíó è êîíå÷íîå
÷èñëî òî÷åê óïëîùåíèÿ. Òîãäà îíà íåïëîñêàÿ, à ãðàíèöà Γ åå âûïóêëîé îáîëî÷êè
ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîé ñôåðå. Ãîìåîìîðôèçìîì ñëóæèò ñóæåíèå íà Γ ïðîåêöèè

h : R3 \ {O} → S2

ïðîñòðàíñòâà R3 áåç íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êè O âûïóêëîé îáîëî÷êè êðèâîé γ íà
ñôåðó S2 äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå ïîñðåäñòâîì ëó÷åé,
âûõîäÿùèõ èç öåíòðà ñôåðû (ñì. [1]).

Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ h(γ) êðèâîé γ. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâóþ C3-âëî-
æåííóþ â S2. Äåéñòâèòåëüíî, êðèâàÿ γ ñëàáî âûïóêëà. Ïîýòîìó ÷åðåç êàæäóþ åå
òî÷êó t ïðîõîäèò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà îïîðíàÿ ïëîñêîñòü. Ýòà ïëîñêîñòü ñîäåðæèò
êàñàòåëüíóþ êðèâîé γ â òî÷êå t, íî íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó O. Ñëåäîâàòåëüíî,
h∗γ(t)(γ

′(t)) 6= 0 äëÿ ëþáîãî t, ãäå h∗x : Tx(R3\{O}) → Th(x)S
2 � ïðîèçâîäíàÿ ïðîåêöèè

h â òî÷êå x ∈ R3 \ {O}.
Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ h(γ) ðàçáèâàåò ñôåðó S2 íà äâå çàìêíóòûå îáëàñòè ñ C3-

ãëàäêèì êðàåì. Ýòè îáëàñòè îïðåäåëÿþò ðàçáèåíèå ïîâåðõíîñòè Γ íà äâå çàìêíóòûå
÷àñòè Γ1, Γ2, ãîìåîìîðôíûå äâóìåðíûì äèñêàì:

Γ1 ∪ Γ2 = Γ, Γ1 ∩ Γ2 = γ.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîâåðõíîñòü Γ1.

2.3.1. Ëåììà. Ïóñòü Dk, k = 1, 2, . . ., � ñòÿãèâàåìàÿ ñèñòåìà çàìêíóòûõ äóã
êðèâîé γ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k êîíöû äóãè Dk îïðåäåëÿþò õîðäó íà
ïîâåðõíîñòè Γ1. Òîãäà
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1) ïåðåñå÷åíèå
⋂∞

k=1Dk ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé óïëîùåíèÿ γ(t0) êðèâîé γ;
2) ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü êðèâîé â ýòîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé;
3) âåêòîð h∗(γ′′(t0)) çàäàåò âíóòðåííþþ êîîðèåíòàöèþ êðàÿ h(γ) îáëàñòè h(Γ1).

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïî ïðèíöèïó Êàíòîðà ïåðåñå÷åíèå
⋂∞

k=1Dk íå ïóñòî è ñîñòîèò
ðîâíî èç îäíîé òî÷êè γ(t0) íàøåé êðèâîé. Ïîêàæåì, ÷òî γ(t0) � òî÷êà óïëîùåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî k ñóùåñòâóåò îïîðíàÿ ïëîñêîñòü πk, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
êîíöû äóãè Dk. Òàê êàê êðèâèçíà êðèâîé γ(t) íå ðàâíà íóëþ ïðè t = t0, à ðàññìàò-
ðèâàåìàÿ ñèñòåìà äóã ñòÿãèâàåòñÿ ê γ(t0), òî äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k

ïëîñêîñòü πk � åäèíñòâåííàÿ îïîðíàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç êîíöû äóãè Dk.
Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïëîñêîñòåé πk ïðè k →∞ (â ìíîãîîáðàçèè âñåõ ïëîñ-

êîñòåé â R3) ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòüþ êðèâîé γ â òî÷êå
t0. Ýòà ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü, î÷åâèäíî, îïîðíàÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, γ(t0) � òî÷êà óïëîùåíèÿ, à âåêòîð h∗γ(t)(γ
′′(t0)) íå ðàâåí íóëþ.

Ïðè ýòîì, åñëè k äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî êîîðèåíòàöèÿ êðèâîé h(γ) (íà ñôåðå S2),
çàäàâàåìàÿ âåêòîðîì h∗γ(t)(γ

′′(t0)), ñîâïàäàåò ñ åå êîîðèåíòàöèåé âåêòîðîì h∗γ(t)(ek),
ãäå ek � îðò âåêòîðà, èäóùåãî èç òî÷êè γ(t0) â ñåðåäèíó õîðäû, îïðåäåëÿåìîé êîíöàìè
äóãè Dk. Ëåììà 2.3.1 äîêàçàíà.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.

2.3.2. Ëåììà. Êîíòàêòíûå ýëåìåíòû (π1, γ(t1)), (π2, γ(t2)) îïîðíûõ ñîïðèêàñà-
þùèõñÿ ïëîñêîñòåé π1, π2 êðèâîé γ â òî÷êàõ óïëîùåíèÿ t1, t2 èìåþò îäèíàêîâûé
çíàê òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû h∗(γ′′(t1)) è h∗(γ′′(t2)) îïðåäåëÿþò îäíó
è òóæå êîîðèåíòàöèþ êðèâîé h(γ) íà ñôåðå S2.

Ïóñòü B � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê óïëîùåíèÿ êðèâîé γ, à òàêæå èç òî÷åê, â
êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ èìååò ñ êðèâîé íå ìåíåå äâóõ ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ îáùèõ
òî÷åê. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2.6, ìíîæåñòâî B êîíå÷íî.

2.3.3. Ëåììà. Êàæäàÿ òî÷êà êðèâîé γ, íå ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó B, ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíöîì ïî ìåíüøåé ìåðå äâóõ (ðàçëè÷íûõ) õîðä, îäíà èç êîòîðûõ öåëèêîì
ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè Γ1, à äðóãàÿ - íà Γ2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P ∈ γ \B è T � êàñàòåëüíàÿ êðèâîé γ â òî÷êå P . ×åðåç
π îáîçíà÷èì ïëîñêîñòü â R3, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó O è ïðÿìóþ T .

Ðàññìîòðèì ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ, ñîñòîÿùóþ èç ïëîñêîñòåé, êàñàþùèõñÿ êðè-
âîé γ â òî÷êå P . Îïîðíûå ïëîñêîñòè îáðàçóþò íà ýòîé ïðÿìîé íåïóñòîå çàìêíóòîå
îäíîñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî.

Ïóñòü π1 è π2 � ãðàíè÷íûå òî÷êè ýòîãî ïîäìíîæåñòâà (âîçìîæíî π1 = π2). Ïî-
ñêîëüêó P /∈ B, òî π1 è π2 � îïîðíûå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íåêîòîðûå òî÷êè
Q, R ∈ γ \ {P}, ëåæàùèå ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè π. Ñîãëàñíî ëåììå 2.2.1
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ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Q è R � áëèæàéøèå ê P òî÷êè êðèâîé γ, ëåæàùèå íà ïðÿìûõ
PQ è PR, ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì õîðäû [PQ] è [PR]. Êàæäàÿ èç íèõ ëåæèò íà Γ, ïðè÷åì öåëèêîì
ïðèíàäëåæèò ëèøü îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé Γ1, Γ2. Ïîêàæåì, ÷òî õîðäû [PQ] è [PR]

ëåæàò íà ðàçíûõ ïîâåðõíîñòÿõ Γ1, Γ2.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿìûå PQ, PR è T íå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó O. Ñëåäîâàòåëüíî,

èõ ïðîåêöèè h([PQ]), h([PR]) è h(T ) (çàìûêàíèå ïðîåêöèè h(T )) ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè-
÷åñêèìè íà ñôåðå S2. Ïîñêîëüêó òî÷êè Q è R ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè
π, òî ãåîäåçè÷åñêèå h([PQ]) è h([PR]) òðàíñâåðñàëüíû ãåîäåçè÷åñêîé h(T ) è ëåæàò
îò íåå ïî ðàçíûå ñòîðîíû.

Íî êðèâàÿ h(γ) êàñàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé h(T ) â òî÷êå h(P ). Ñëåäîâàòåëüíî, ãåîäå-
çè÷åñêèå h([PQ]) è h([PR]) ëåæàò â çàìûêàíèÿõ ðàçíûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò äîïîë-
íåíèÿ S2 \ h(γ). Ëåììà 2.3.3 äîêàçàíà.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P ∈ γ \ B. Ñîãëàñíî ëåììå 2.3.3 ñóùåñòâóþò
òî÷êè Q,R ∈ γ \ {P} òàêèå, ÷òî [PQ] ⊂ Γ1, [PR] ⊂ Γ2 (Q 6= R). Â ñèëó ëåììû 2.2.2
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà P âûáðàíà òàê, ÷òî Q,R /∈ B.

Ïóñòü D1
PQ è D1

QP (D2
PR è D2

RP ) � çàìûêàíèÿ äóã êðèâîé γ, ïîëó÷åííûõ èç íåå
âûáðàñûâàíèåì òî÷åê P è Q (òî÷åê P è R, ñîîòâåòñòâåííî).

2.3.4. Ëåììà. Êàæäàÿ èç äóã D1
PQ è D1

QP (D2
PR è D2

RP ) ñîäåðæèò ñòÿãèâàå-
ìóþ ñèñòåìó çàìêíóòûõ äóã, êîíöû êîòîðûõ íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó B è
îïðåäåëÿþò ñèñòåìó õîðä, ëåæàùèõ íà ïîâåðõíîñòè Γ1 (Γ2, ñîîòâåòñòâåííî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì, íàïðèìåð, äóãó D0 = D1
PQ è ðàçäåëèì åå íà òðè

çàìêíóòûå äóãè ðàâíîé äëèíû. Ïî ëåììå 2.3.3 (à òàêæå â ñèëó ëåììû 2.2.2) íà
ñðåäíåé èç òðåõ ïîëó÷åííûõ äóã íàéäåòñÿ òî÷êà P1 /∈ B, ñîåäèíÿþùàÿñÿ ñ íåêîòîðîé
òî÷êîé Q1 ∈ γ \ B õîðäîé, ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè Γ1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òî÷êó Q1 ìîæíî âûáðàòü íà äóãå D0. Â ñàìîì äåëå, åñëè Q1 /∈
D0, òî õîðäû [PQ] è [P1Q1] ïåðåñåêàþòñÿ, à çíà÷èò, òî÷êè P, Q, P1, Q1 ëåæàò íà îäíîé
îïîðíîé ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå òî÷êè Q1 ìîæíî âçÿòü
ëþáóþ èç òî÷åê P,Q.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D1 ⊂ D0 çàìêíóòóþ äóãó ñ êîíöàìè â òî÷êàõ P1, Q1 è ïîâòîðèì
îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ñ äóãîé D1. Òîãäà ïî èíäóêöèè ïîëó÷èì âëîæåííóþ ñèñòåìó
çàìêíóòûõ äóã, êîíöû êîòîðûõ îïðåäåëÿþò ñèñòåìó õîðä íà ïîâåðõíîñòè Γ1. Ýòà
ñèñòåìà ñòÿãèâàåìàÿ, ïîñêîëüêó äëèíà êàæäîé ñëåäóþùåé äóãè íå ïðåâîñõîäèò 2/3

îò äëèíû ïðåäûäóùåé. Ëåììà 2.3.4 äîêàçàíà.

Èç ëåìì 2.3.4, 2.3.1 è 2.3.2 ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ èç äóã D1
PQ, D1

QP , D2
PR è D2

RP

ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíó òî÷êó óïëîùåíèÿ

C1
1 ∈ D1

PQ, C1
2 ∈ D1

QP , C2
1 ∈ D2

PR, C2
2 ∈ D2

RP .
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Ñîïðèêàñàþùèåñÿ ïëîñêîñòè π1
1, π

1
2, π

2
1, π

2
2 êðèâîé γ â òî÷êàõ C1

1 , C
1
2 , C

2
1 , C

2
2 (ñîîòâåò-

ñòâåííî) ÿâëÿþòñÿ îïîðíûìè. Çíàêè êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ (π1
1, C

1
1) è (π1

2, C
1
2) ñîâïà-

äàþò. Êîíòàêòíûå ýëåìåíòû (π1
2, C

2
1) è (π2

2, C
2
2) òàêæå èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè. Ýòè

çíàêè ïðîòèâîïîëîæíû çíàêó ýëåìåíòîâ (π1
1, C

1
1) è (π1

2, C
1
2).

Îñòàåòñÿ ëèøü çàìåòèòü, ÷òî òî÷êè C1
1 , C

1
2 , C

2
1 , C

2
2 ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ýòî ñëåäóåò

èç òîãî, ÷òî P, Q,R 6= B, à êîíòàêòíûé ýëåìåíò îïîðíîé ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè
â òî÷êå óïëîùåíèÿ íåïëîñêîé êðèâîé íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî ïîëîæèòåëüíûì
è îòðèöàòåëüíûì. Òåîðåìà 2.1.9 äîêàçàíà.

2.4 Äèñêðåòíûé âàðèàíò òåîðåìû
î ÷åòûðåõ òî÷êàõ óïëîùåíèÿ

Ëîìàíîé â R3 íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ëîêàëüíî ïðîñòàÿ êðèâàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç
êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ. Ýòè îòðåçêè íàçûâàþòñÿ çâåíüÿìè ëîìàíîé, à èõ êîíöû
âåðøèíàìè.

Ïóñòü A, B, C, D, E � ïÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ âåðøèí ëîìàíîé.

2.4.1. Îïðåäåëåíèå. Âåðøèíà C íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé óïëîùåíèÿ ëîìàíîé, åñ-
ëè ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû B, C è D òàêàÿ, ÷òî îáå âåð-
øèíû A è E ëåæàò â îäíîì èç äâóõ çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, îïðåäåëåííûõ ýòîé
ïëîñêîñòüþ.

Âñå âåðøèíû ëîìàíîé, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè, ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè óïëîùåíèÿ.
Ëîìàíàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç áîëüøîãî ÷èñëà çâåíüåâ ðàâíîé äëèíû è àïïðîêñèìèðóþùàÿ
äîñòàòî÷íî ïëîòíóþ ðàâíîìåðíóþ çàìêíóòóþ îáìîòêó ñòàíäàðòíîãî òîðà, íå èìååò
âåðøèí óïëîùåíèÿ.

Êàê è â ñëó÷àå ãëàäêèõ êðèâûõ, âûïóêëîé îáîëî÷êîé ëîìàíîé íàçûâàåòñÿ ïåðå-
ñå÷åíèå âñåõ çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, åå ñîäåðæàùèõ. Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç îäíó èëè íåñêîëüêî âåðøèí ëîìàíîé íàçûâàåòñÿ îïîðíîé, åñëè ëîìàíàÿ ëåæèò
â îäíîì èç äâóõ çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, îïðåäåëåííûõ ýòîé ïëîñêîñòüþ.

2.4.2. Çàìå÷àíèå. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ëîìàíîé, íå ëåæàùåé â ïëîñêîñòè, ÿâëÿ-
åòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì, âåðøèíàìè êîòîðîãî ñëóæàò âåðøèíû ëîìàíîé.

Ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ ñëàáî âûïóêëîé, åñëè îíà ëåæèò íà ãðàíèöå ñâîåé âûïóêëîé
îáîëî÷êè. ×åðåç êàæäîå çâåíî ñëàáî âûïóêëîé ëîìàíîé ïðîõîäèò ïî ìåíüøåé ìåðå
îäíà îïîðíàÿ ïëîñêîñòü.

2.4.3. Òåîðåìà. Âñÿêàÿ ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ ñëàáî âûïóêëàÿ ëîìàíàÿ áåç ñàìî-
ïåðåñå÷åíèé è ñ áîëåå, ÷åì òðåìÿ çâåíüÿìè â R3, èìååò íå ìåíåå ÷åòûðåõ âåðøèí
óïëîùåíèÿ.
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Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áîëåå ñèëüíîãî óòâåðæäåíèÿ î êîëè÷åñòâå
îïîðíûõ âåðøèí ëîìàíîé.

Ïóñòü A, B, C � òðè ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû ëîìàíîé.

2.4.4. Îïðåäåëåíèå. Âåðøèíà B íàçûâàåòñÿ îïîðíîé, åñëè òî÷êè A, B, C íå
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à ïëîñêîñòü ABC ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé.

Îïîðíûå âåðøèíû ëîìàíîé ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, åå âåðøèíàìè óïëîùåíèÿ.
Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííóþ ëîìàíóþ â îðèåíòèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå R3. Çà-

ôèêñèðóåì íà íåé ëþáûå òðè ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû A,B,C, íå ëåæàùèå íà
îäíîé ïðÿìîé. Îíè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè íåâûðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà, îðèåíòè-
ðîâàííîãî îáõîäîì âåðøèí â ñîîòâåòñòâèè ñ îðèåíòàöèåé ëîìàíîé. Ýòà îðèåíòàöèÿ
âìåñòå ñ îðèåíòàöèåé îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà èíäóöèðóåò êîîðèåíòàöèþ ïëîñêî-
ñòè ABC.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ëîìàíàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïëîñêîé, à âåðøèíà B

îïîðíîé.

2.4.5. Îïðåäåëåíèå. Âåðøèíà B íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé),
åñëè ëîìàíàÿ ëåæèò â ïîëîæèòåëüíîì (îòðèöàòåëüíîì) çàìêíóòîì ïîëóïðîñòðàí-
ñòâå, îïðåäåëåííîì ïëîñêîñòüþ ABC.

Ïðè ñìåíå òîëüêî îäíîé èç îðèåíòàöèé (ëîìàíîé èëè îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà)
îïîðíàÿ âåðøèíà ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

2.4.6. Òåîðåìà. Âñÿêàÿ íåïëîñêàÿ ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ ñëàáî âûïóêëàÿ îðèåíòè-
ðîâàííàÿ ëîìàíàÿ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé â R3 èìååò íå ìåíåå äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ
è íå ìåíåå äâóõ îòðèöàòåëüíûõ îïîðíûõ âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1.9. Îíî ïîäðîáíî èçëî-
æåíî â ðàáîòå [93] è, ïîýòîìó, ìû åãî çäåñü íå ïðèâîäèì. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî èç
òåîðåìû 2.4.6 ïðè ïîìîùè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ïîëó÷àþòñÿ íåêîòîðûå íî-
âûå (ðàíåå íåèçâåñòíûå) ñâîéñòâà ìíîãîóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè. Ïîäðîáíîñòè ñì. â
ðàáîòàõ [46] è [93].

192



3 Ðåøåíèå çàäà÷è Àðíîëüäà î äîïóñòèìûõ
ãîìîòîïèÿõ êðèâîé x = cos t, y = sin t, z = cos 3t

Â ýòîì ïàðàãðàôå íàéäåíû íîâûå èíâàðèàíòû äîïóñòèìûõ ïî Àðíîëüäó ãîìî-
òîïèé êðèâûõ â RP 3. Ïðè ïîìîùè îäíîãî èç ýòèõ èíâàðèàíòîâ ìû ðåøàåì çàäà÷ó
1998-6 èç ñáîðíèêà [14].

3.1 Äîïóñòèìûå (ïî Àðíîëüäó) ãîìîòîïèè êðèâûõ â RP 3

Â ñâÿçè ñ òåîðåìîé 2.1.2 î ÷åòûðåõ òî÷êàõ óïëîùåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé
âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ (ñì. [11] èëè çàäà÷ó 1994-6 èç ñáîðíèêà [14]): äî íà-
ñêîëüêî áîëüøèõ äåôîðìàöèé êðèâîé ñîõðàíÿþòñÿ ÷åòûðå òî÷êè óïëîùåíèÿ. Îäèí
èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ïðåäëîæåí Â. È. Àðíîëüäîì â [13]. Ýòîò ïîäõîä
îñíîâàí íà ìåòîäàõ êîíòàêòíîé ãåîìåòðèè.

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíûé âîëíîâîé ôðîíò îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP 3. Ýòî îñîáàÿ
ïîâåðõíîñòü ñ ðåáðàìè âîçâðàòà, ëàñòî÷êèíûìè õâîñòàìè è òðàíñâåðñàëüíûìè ñà-
ìîïåðåñå÷åíèÿìè (ñì. ðèñ. 0.2). Îáúåäèíåíèå ðåáåð âîçâðàòà è âåðøèí ëàñòî÷êèíûõ
õâîñòîâ íàçûâàåòñÿ ëèíèåé âîçâðàòà ôðîíòà. Ýòà êðèâàÿ íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé,
íî èìååò òî÷êè âîçâðàòà â âåðøèíàõ ëàñòî÷êèíûõ õâîñòîâ.

Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ôðîíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáú-
åäèíåíèå êðèâûõ, êîòîðûå ìîãóò èìåòü ëèøü òî÷êè âîçâðàòà, îáùèå äâîéíûå èëè
òðîéíûå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ è êîíöåâûå òî÷êè â âåðøèíàõ ëàñòî÷êèíûõ õâîñòîâ. Ýòè
êðèâûå íàçûâàþòñÿ äâîéíûìè ëèíèÿìè ôðîíòà. Âåðøèíû ëàñòî÷êèíûõ õâîñòîâ îá-
ðàçóþò ñâÿçàííóþ ïàðó, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ êîíöåâûìè òî÷êàìè íåêîòîðîé äâîéíîé
ëèíèè ôðîíòà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ñâÿçíóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ γ : S1 → RP 3

îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP 3. Ìíîæåñòâî Fγ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ýòîé êðèâîé ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé óñòîé÷èâûé êîìïàêòíûé ôðîíò êîðàíãà ≤ 1 â äâîéñòâåííîì ïðî-
ñòðàíñòâå RP 3∗. Ëèíèÿ âîçâðàòà ýòîãî ôðîíòà ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé êðèâîé γ∗.
Òî÷êè óïëîùåíèÿ êðèâîé γ âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì ëàñòî÷êè-
íûõ õâîñòîâ ôðîíòà Fγ (ò.å. òî÷êàì âîçâðàòà êðèâîé γ∗). Ãëàäêèå òî÷êè äâîéíûõ
ëèíèé ýòîãî ôðîíòà ÿâëÿþòñÿ äâîéíûìè êàñàòåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè êðèâîé γ (êî-
òîðûå êàñàþòñÿ åå îáùèì îáðàçîì â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ).

3.1.1. Îïðåäåëåíèå. Äâå òî÷êè óïëîùåíèÿ êðèâîé γ îáðàçóþò ñâÿçàííóþ ïà-
ðó, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû ëàñòî÷êèíûõ õâîñòîâ ôðîíòà Fγ êàñàòåëüíûõ
ïëîñêîñòåé ýòîé êðèâîé îáðàçóþò ñâÿçàííóþ ïàðó.

Îðèåíòèðóåì êðèâóþ γ è îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî RP 3. Ðîñòîê êðèâîé â òî÷êå
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óïëîùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

x = t, y = t2 + o(t2), z = t4 + o(t4),

â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå àôôèííûõ êîîðäèíàò x, y, z. Òî÷êà óïëîùåíèÿ íàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé), åñëè ýòà ñèñòåìà êîîðäèíàò îðèåíòèðóåò îáúåì-
ëþùåå ïðîñòðàíñòâî ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî).

×èñëî ñâÿçàííûõ ïàð òî÷åê óïëîùåíèÿ, èìåþùèõ îäèí è òîò æå çíàê, íå çàâèñèò
îò âûáîðà îðèåíòàöèé. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ øòóðìîâîñòüþ êðèâîé. Ñîãëàñíî [13],
øòóðìîâîñòü ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì òàê íàçûâàåìûõ äîïóñòèìûõ ãîìîòîïèé êðèâîé.

3.1.2. Îïðåäåëåíèå. Ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé,
åñëè îíà îïðåäåëÿåò îáùåå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ, â êîòîðîì êàæ-
äàÿ êðèâàÿ íå èìååò

1) ñàìîïåðåñå÷åíèé (ò.å. ôðîíò åå êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé íå èìååò ñàìîêàñàíèé);
2) òî÷åê âûðîæäåíèÿ (ò.å. äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ íåïðèâîäèìà);
3) êàñàíèé ñ ãëàäêîé ÷àñòüþ ðàçâåðòêè ñâîèõ êàñàòåëüíûõ (ò.å. ðåáðà âîçâðàòà

ôðîíòà êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé êðèâîé íå êàñàþòñÿ åãî ãëàäêîé ÷àñòè);
4) êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé, ñîïðèêàñàþùèõñÿ ñ êðèâîé â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ

(ò.å. äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé).
Â ïðîöåññå äîïóñòèìûõ ãîìîòîïèé ÷èñëî òî÷åê óïëîùåíèÿ êðèâîé íå ìîæåò ñòàòü

ìåíüøå óäâîåííîé øòóðìîâîñòè. Íî øòóðìîâîñòü ìîæåò áûòü ðàâíà íóëþ.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, êðèâóþ

x = cos t, y = sin t, z = cos 3t, (t mod 2π) (4.6)

â R3. Ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê ôðîíòà åå êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé (ëèíèÿ âîçâðàòà
è ñàìîïåðåñå÷åíèÿ) èçîáðàæåíî íà ðèñ. 4.1 (ñòð. 195; ïîäðîáíîñòè ñì. â ðàçäåëå 3.6).

Êðèâûå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê êðèâîé (4.6), èìåþò 6 òî÷åê
óïëîùåíèÿ. Íåêîòîðûå èç íèõ èìåþò íóëåâóþ øòóðìîâîñòü. Â. È. Àðíîëüä ïîñòàâèë
ñëåäóþùèé âîïðîñ (ñì. [14], çàäà÷à 1998-6): ìîæíî ëè óíè÷òîæèòü äîïóñòèìûìè
ãîìîòîïèÿìè âñå øåñòü òî÷åê óïëîùåíèÿ òàêèõ êðèâûõ ?

Ìû äàåì íèæå îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.
3.1.3. Òåîðåìà. ×èñëî òî÷åê óïëîùåíèÿ ëþáîé êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, äî-

ñòàòî÷íî áëèçêîé ê êðèâîé (4.6), íå ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëü â ïðîöåññå äîïó-
ñòèìûõ ãîìîòîïèé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ìû îïðåäåëÿåì íîâûé èíâàðèàíò äîïóñòèìûõ ãîìîòîïèé
ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ � ÷èñëî çàìêíóòûõ äâîéíûõ ëèíèé ôðîíòà. Êðîìå òî-
ãî, ìû ñòðîèì èíâàðèàíò, îáîáùàþùèé øòóðìîâîñòü êðèâîé. Ýòî íåêîòîðàÿ âåñîâàÿ
õîðäîâàÿ äèàãðàììà. Â íåé ÷èñëî õîðä, ïåðåñåêàþùèõ íå÷åòíîå ÷èñëî äðóãèõ õîðä,
ðàâíî øòóðìîâîñòè êðèâîé.
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Ðèñ. 4.1: Ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê ôðîíòà êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé êðèâîé (4.6).

3.2 Çàìêíóòûå äâîéíûå ëèíèè ôðîíòà

Ïóñòü γ � ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP 3 è ζ � äâîéíàÿ ëè-
íèÿ ôðîíòà Fγ åå êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé. Îðèåíòèðóåì äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî
RP 3∗, äâîéñòâåííóþ êðèâóþ γ∗ è ëèíèþ ζ. Òî÷êà âîçâðàòà π êðèâîé ζ íàçûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé), åñëè ñëåäóþùèé íàáîð òðåõ âåêòîðîâ â Tπ(RP 3∗)

ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îðèåíòèðîâàí:
1) êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé γ∗ â òî÷êå π;
2) íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îäíîñòîðîííåé ïîëóêàñàòåëüíîé ê ëèíèè ζ â òî÷êå π;
3) âåêòîð â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ãëàäêîé ÷àñòè ôðîíòà Fγ â òî÷êå π, óêàçû-

âàþùèé íàïðàâëåíèå îòêëîíåíèÿ âåòâè ζ, âûõîäÿùåé èç π, îò ïðÿìîé, êàñàþùåéñÿ
êðèâîé ζ â òî÷êå π.

3.2.1. Îïðåäåëåíèå. Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëîì ïîëîæè-
òåëüíûõ è ÷èñëîì îòðèöàòåëüíûõ òî÷åê âîçâðàòà íà ëèíèè ζ íàçûâàåòñÿ âåñîì ýòîé
ëèíèè.

Âåñ ëèíèè ζ íå çàâèñèò îò âûáîðà îðèåíòàöèé.
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3.2.2. Çàìå÷àíèå. Åñëè ëèíèÿ ζ íå çàìêíóòà, à åå êîíöû ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì
óïëîùåíèÿ êðèâîé γ ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ, òî âåñ ëèíèè ζ ìîæåò áûòü îïðåäåëåí
ñî çíàêîì. Äåéñòâèòåëüíî, îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâà RP 3∗ è êðèâîé γ∗ èíäóöèðóþò
îðèåíòàöèè ïðîñòðàíñòâà RP 3 è êðèâîé γ è îïðåäåëÿþò åñòåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ
ëèíèè ζ: èç êîíöà, îòâå÷àþùåãî îòðèöàòåëüíîé òî÷êå óïëîùåíèÿ êðèâîé γ, â êîíåö,
îòâå÷àþùèé ïîëîæèòåëüíîé òî÷êå óïëîùåíèÿ. Åñëè çàôèêñèðîâàòü òàêóþ îðèåíòà-
öèþ ëèíèè ζ, òî ðàçíîñòü ìåæäó ÷èñëîì ïîëîæèòåëüíûõ è ÷èñëîì îòðèöàòåëüíûõ
òî÷åê âîçâðàòà íà ζ íå áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà îðèåíòàöèé ïðîñòðàíñòâà RP 3∗ è
êðèâîé γ∗.

3.2.3. Òåîðåìà. Íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð âåñîâ çàìêíóòûõ äâîéíûõ ëèíèé ôðîí-
òà êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ñâÿçíîé çàìêíóòîé êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP 3

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì äîïóñòèìûõ ãîìîòîïèé. Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî ýòèõ ëèíèé
íå ìåíÿåòñÿ ïðè òàêèõ ãîìîòîïèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 3.4.

3.2.4. Îïðåäåëåíèå. Äâå ñâÿçíûå çàìêíóòûå êðèâûå, âëîæåííûå â RP 3, íàçû-
âàþòñÿ èçîòîïíûìè, åñëè îíè ãîìîòîïíû â ïðîñòðàíñòâå âëîæåííûõ êðèâûõ.

Äîïóñòèìûå ãîìîòîïèè ñîõðàíÿþò èçîòîïè÷åñêèé êëàññ êðèâîé.

3.2.5. Òåîðåìà. Ïóñòü ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP 3

èçîòîïíà àôôèííîé. Òîãäà ôðîíò åå êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé èìååò äâîéíûå ëèíèè
(ò.å. êðèâàÿ èìååò äâîéíûå êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè).

Åñëè êðèâàÿ àôôèííà (íå ïåðåñåêàåò íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü), òî ýòî î÷åâèäíî.
Äåéñòâèòåëüíî, çàìêíóòàÿ êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â R3 èìååò îïîðíûå ïëîñêîñòè,
êàñàþùèåñÿ åå â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó÷àå ïðèâåäåíî
â ðàçäåëå 3.5.

3.2.6. Çàìå÷àíèå. Åñëè êðèâàÿ â RP 3 íå èçîòîïíà àôôèííîé, òî ôðîíò åå êà-
ñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ìîæåò íå èìåòü äâîéíûõ ëèíèé. Íàïðèìåð, âûïóêëàÿ êðèâàÿ

(cos t : sin t : cos 3t : sin 3t), (t mod π)

ïåðåñåêàåò ëþáóþ ïëîñêîñòü íå áîëåå, ÷åì â òðåõ òî÷êàõ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé). Ýòà
êðèâàÿ íåñòÿãèâàåìà. Êðèâàÿ

(cos t : sin t : cos 2t : sin 2t), (t mod 2π)

ñòÿãèâàåìà, íî òàêæå íå èìååò äâîéíûõ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé. Ìû ïîêàæåì â
ðàçäåëå 3.5, ÷òî îíà íå èçîòîïíà àôôèííîé (ñì. çàìå÷àíèå 3.5.7).

Èç òåîðåì 3.2.3 è 3.2.5 ïîëó÷àåì:
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3.2.7. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP 3

èçîòîïíà àôôèííîé, à ôðîíò åå êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé íå èìååò çàìêíóòûõ
äâîéíûõ ëèíèé. Òîãäà ýòà êðèâàÿ, êàê è ëþáàÿ äðóãàÿ êðèâàÿ, ïîëó÷åííàÿ èç íåå
äîïóñòèìûìè ãîìîòîïèÿìè, èìååò òî÷êè óïëîùåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êðèâóþ (4.6). Îíà àôôèííà.

3.2.8. Ïðåäëîæåíèå. Ôðîíò êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ëþáîé êðèâîé îáùåãî ïî-
ëîæåíèÿ, äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê (4.6), íå èìååò çàìêíóòûõ äâîéíûõ ëèíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 3.6. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2.8 è ñëåäñòâèÿ 3.2.7
âûòåêàåò òåîðåìà 3.1.3.

3.3 Äèàãðàììà ãëàâíûõ óïëîùåíèé êðèâîé

Ðàññìîòðèì ñâÿçíóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ γ : S1 → RP 3 îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP 3

è ôðîíò Fγ åå êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé â RP 3∗.

3.3.1. Îïðåäåëåíèå. Âåñîì ñâÿçàííîé ïàðû òî÷åê óïëîùåíèÿ êðèâîé γ íàçû-
âàåòñÿ âåñ äâîéíîé ëèíèè ôðîíòà Fγ, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû
ëàñòî÷êèíûõ õâîñòîâ.

Äâå ñâÿçàííûå ïàðû òî÷åê óïëîùåíèÿ ïåðåìåæàþòñÿ, åñëè ïðè îáõîäå âîêðóã
êðèâîé òî÷êà óïëîùåíèÿ îäíîé ñâÿçàííîé ïàðû ñëåäóåò ïîñëå òî÷êè óïëîùåíèÿ äðó-
ãîé. Òî÷êè óïëîùåíèÿ ïåðåìåæàþùèõñÿ ñâÿçàííûõ ïàð íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè òî÷-
êàìè óïëîùåíèÿ êðèâîé.

3.3.2. Îïðåäåëåíèå. Ñâÿçàííàÿ ïàðà òî÷åê óïëîùåíèÿ êðèâîé íàçûâàåòñÿ íå-
ãëàâíîé, åñëè åå âåñ ðàâåí 2, à òî÷êè ýòîé ïàðû ðàçáèâàþò êðèâóþ íà äâå îòêðûòûå
äóãè, îäíà èç êîòîðûõ íå èìååò îñíîâíûõ òî÷åê óïëîùåíèÿ. Âñå îñòàëüíûå ñâÿçàííûå
ïàðû íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè.

Êðèâàÿ γ îïðåäåëÿåò âåñîâóþ õîðäîâóþ äèàãðàììó Dγ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð òî-
÷åê íà S1, ÿâëÿþùèõñÿ ãëàâíûìè ñâÿçàííûìè ïàðàìè òî÷åê óïëîùåíèÿ è ñíàáæåí-
íûõ âåñàìè ýòèõ ïàð. Äâå òàêèå äèàãðàììû ýêâèâàëåíòíû, åñëè îäíà èç íèõ ìîæåò
áûòü ïåðåâåäåíà â äðóãóþ äèôôåîìîðôèçìîì S1, ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ.

3.3.3. Îïðåäåëåíèå. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè äèàãðàììû Dγ íàçûâàåòñÿ äèà-
ãðàììîé ãëàâíûõ óïëîùåíèé êðèâîé γ.

3.3.4. Çàìå÷àíèå.Øòóðìîâîñòü êðèâîé ðàâíà ÷èñëó ñâÿçàííûõ ïàð òî÷åê óïëî-
ùåíèÿ, êîòîðûå ïåðåìåæàþòñÿ ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì äðóãèõ ñâÿçàííûõ ïàð, ò.å. ÷èñëó
õîðä äèàãðàììû ãëàâíûõ óïëîùåíèé, êîòîðûå ïåðåñåêàþò íå÷åòíîå ÷èñëî äðóãèõ
õîðä. Â ÷àñòíîñòè, øòóðìîâîñòü êðèâîé íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà âñåõ õîðä äèàãðàììû
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ãëàâíûõ óïëîùåíèé, ò.å. íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ãëàâíûõ ñâÿçàííûõ ïàð òî÷åê óïëî-
ùåíèÿ.

3.3.5. Òåîðåìà. Äèàãðàììà ãëàâíûõ óïëîùåíèé ñâÿçíîé çàìêíóòîé êðèâîé îá-
ùåãî ïîëîæåíèÿ â RP 3 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì äîïóñòèìûõ ãîìîòîïèé. Â ÷àñòíî-
ñòè, ÷èñëî ãëàâíûõ ñâÿçàííûõ ïàð òî÷åê óïëîùåíèÿ êðèâîé íå ìåíÿåòñÿ ïðè òàêèõ
ãîìîòîïèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 3.4.
3.3.6. Ñëåäñòâèå. Â ïðîöåññå äîïóñòèìûõ ãîìîòîïèé ÷èñëî òî÷åê óïëîùåíèÿ

ñâÿçíîé çàìêíóòîé êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP 3 íå ìîæåò ñòàòü ìåíüøå óäâî-
åííîãî ÷èñëà ãëàâíûõ ñâÿçàííûõ ïàð òî÷åê óïëîùåíèÿ èñõîäíîé êðèâîé.

Ðàññìîòðèì êðèâóþ (4.6). Îíà íàõîäèòñÿ íå â îáùåì ïîëîæåíèè, ïîñêîëüêó èìååò
òðè ïàðû òî÷åê, â êîòîðûõ ñîïðèêàñàþùèåñÿ ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò.

3.3.7. Ïðåäëîæåíèå. Äèàãðàììà ãëàâíûõ óïëîùåíèé ëþáîé êðèâîé γ îáùåãî
ïîëîæåíèÿ, äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê (4.6), èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ:

1) ïóñòàÿ äèàãðàììà (áåç õîðä; êðèâàÿ γ èìååò òðè íåãëàâíûå ñâÿçàííûå ïàðû
òî÷åê óïëîùåíèÿ; äëÿ êàæäîé ïàðû, äâîéíàÿ ëèíèÿ ôðîíòà Fγ, ñâÿçûâàþùàÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèå âåðøèíû ëàñòî÷êèíûõ õâîñòîâ, èìååò äâå òî÷êè âîçâðàòà îäíîãî è
òîãî æå çíàêà);

2) íåïóñòàÿ äèàãðàììà, èìåþùàÿ äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû âåñà 0 (êðèâàÿ γ

èìååò äâå ïåðåìåæàþùèåñÿ è îäíó íåãëàâíóþ ñâÿçàííûå ïàðû òî÷åê óïëîùåíèÿ;
äâîéíàÿ ëèíèÿ ôðîíòà Fγ, ñâÿçûâàþùàÿ âåðøèíû ëàñòî÷êèíûõ õâîñòîâ, êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò íåãëàâíîé ïàðå, èìååò äâå òî÷êè âîçâðàòà îäíîãî è òîãî æå çíà-
êà; äâîéíàÿ ëèíèÿ ôðîíòà Fγ, ñâÿçûâàþùàÿ âåðøèíû ëàñòî÷êèíûõ õâîñòîâ, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ëþáîé ãëàâíîé ïàðå èìååò äâå òî÷êè âîçâðàòà ïðîòèâîïîëîæíûõ
çíàêîâ).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 3.6. Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.3.7 è ñëåäñòâèÿ 3.3.6
ïîëó÷àåì

3.3.8. Ñëåäñòâèå. ×èñëî òî÷åê óïëîùåíèÿ ëþáîé êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê (4.6) è èìåþùåé íåïóñòóþ äèàãðàììó ãëàâíûõ óïëîùåíèé,
íå ìîæåò ñòàòü ìåíüøå ÷åòûðåõ â ïðîöåññå äîïóñòèìûõ ãîìîòîïèé.

3.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3.2.3 è 3.3.5

Ðàññìîòðèì äîïóñòèìóþ ãîìîòîïèþ ñâÿçíîé çàìêíóòîé êðèâîé îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ â RP 3. Îíà îïðåäåëÿåò äåôîðìàöèþ ôðîíòà êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ýòîé êðè-
âîé. Ïåðåñòðîéêè ôðîíòà, êîòîðûå ìîãóò ïðîèñõîäèòü ïðè òàêîé äåôîðìàöèè, ïåðå-
÷èñëåíû â [13]. À èìåííî:
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A4: ðîæäåíèå èëè ñìåðòü ñâÿçàííîé ïàðû âåðøèí ëàñòî÷êèíûõ õâîñòîâ íà ëèíèè
âîçâðàòà ôðîíòà, êîòîðûå áëèçêè äðóã ê äðóãó âäîëü ýòîé ëèíèè (äâîéíàÿ ëèíèÿ
ôðîíòà, êîòîðàÿ èõ ñâÿçûâàåò, èìååò äâå òî÷êè âîçâðàòà îäíîãî è òîãî æå çíàêà);

A3 + A1: ïðîõîæäåíèå ãëàäêîé ÷àñòè ôðîíòà ÷åðåç âåðøèíó ëàñòî÷êèíîãî õâîñòà
(íà äâîéíîé ëèíèè ôðîíòà ïîÿâëÿåòñÿ èëè èñ÷åçàåò ïàðà òî÷åê âîçâðàòà ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ çíàêîâ);

A2 + 2A1: ïðîõîæäåíèå ðåáðà âîçâðàòà ÷åðåç äâîéíóþ ëèíèþ ôðîíòà;

4A1: ïðîõîæäåíèå ãëàäêîé ÷àñòè ôðîíòà ÷åðåç òî÷êó åãî òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷å-
íèÿ;

2A1 ‖ A1: êàñàíèå äâîéíîé ëèíèè ôðîíòà ñ ãëàäêîé ÷àñòüþ ôðîíòà.

Ïåðåñòðîéêè A3 + A1, A2 + 2A1, 4A1 è 2A1 ‖ A1 íå ìåíÿþò ÷èñëî äâîéíûõ ëèíèé
ôðîíòà, èõ òèïû (çàìêíóòàÿ èëè íåçàìêíóòàÿ) è âåñà. Ïåðåñòðîéêà A4 èçìåíÿåò
÷èñëî äâîéíûõ ëèíèé ôðîíòà, êîòîðûå ñâÿçûâàþò âåðøèíû ëàñòî÷êèíûõ õâîñòîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèå íåãëàâíûì ñâÿçàííûì ïàðàì òî÷åê óïëîùåíèÿ êðèâîé.

Òåîðåìû 3.2.3 è 3.3.5 äîêàçàíû.

3.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.2.5

Ñíà÷àëà ìû îïèøåì èçîòîïè÷åñêèé èíâàðèàíò ñòÿãèâàåìûõ êðèâûõ â òðåõìåðíîì
ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñòðîåíèå ýòîãî èíâàðèàíòà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñòàí-
äàðòíîé ñõåìå òåîðèè óçëîâ, èçëîæåííîé â [19].

Ïóñòü Ω � ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíûõ çàìêíóòûõ ñòÿãèâàåìûõ ïàðàìåòðèçîâàííûõ
êðèâûõ γ : S1 → RP 3, γ : t 7→ γ(t) â îðèåíòèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå RP 3. Ðàñ-
ñìîòðèì îñîáóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü Υ ⊂ Ω, îáðàçîâàííóþ êðèâûìè γ òàêèìè, ÷òî
γ(t1) = γ(t2) äëÿ íåêîòîðûõ t1, t2 ∈ S1, t1 6= t2, à êàæäàÿ èç çàìêíóòûõ ÷àñòåé, íà
êîòîðûå òî÷êè t1, t2 äåëÿò îêðóæíîñòü S1, îòîáðàæàåòñÿ â çàìêíóòóþ íåñòÿãèâàåìóþ
êðèâóþ (êëàññà C0) â RP 3. ×åðåç Υ0 îáîçíà÷èì ãëàäêóþ ÷àñòü ãèïåðïîâåðõíîñòè Υ.

Ïóñòü äâå êðèâûå γ0, γ1 ∈ Ω \Υ ñîåäèíåíû ïóòåì γλ, λ ∈ [0, 1] îáùåãî ïîëîæåíèÿ
â ïðîñòðàíñòâå Ω. Ýòîò ïóòü ìîæåò ïåðåñåêàòü ãèïåðïîâåðõíîñòü Υ òîëüêî â òî÷êàõ
Υ0, ïðè÷åì òðàíñâåðñàëüíûì îáðàçîì. Òàêèå ïåðåñå÷åíèÿ ìû áóäåì íàçûâàòü ïåðå-
ñòðîéêàìè ïðîåêòèâíîñòè êðèâîé â ñåìåéñòâå γλ. Êàæäîé ïåðåñòðîéêå ïðîåêòèâ-
íîñòè ìîæíî ñîïîñòàâèòü çíàê êàê îáû÷íîé ïåðåñòðîéêå äâîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
êðèâîé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

À èìåííî, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ γλ0 ∈ Υ0 ñ òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
γλ0(t1) = γλ0(t2), t1 6= t2. Âûáåðåì àôôèííóþ êàðòó R3 ⊂ RP 3, ñîäåðæàùóþ ýòó
òî÷êó. Òîãäà äëÿ êàæäîãî λ 6= λ0, äîñòàòî÷íî áëèçêîãî ê λ0, îïðåäåëåí áàçèñ Eλ â
R3, îáðàçîâàííûé âåêòîðàìè ñêîðîñòè γ′λ(t1), γ

′
λ(t2) êðèâîé γλ è âåêòîðîì, èäóùèì
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èç òî÷êè γλ(t1) â òî÷êó γλ(t2). Ïåðåñòðîéêà êðèâîé γλ â ìîìåíò λ = λ0 íàçûâàåò-
ñÿ ïîëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé), åñëè áàçèñ Eλ ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî)
îðèåíòèðîâàí ïðè λ > λ0.

Êîîðèåíòèðóåì ãëàäêóþ ÷àñòü Υ0 ãèïåðïîâåðõíîñòè Υ ðîñòêàìè ïóòåé (γλ, λ0) ñ
ïîëîæèòåëüíîé ïåðåñòðîéêîé ïðîåêòèâíîñòè ïðè λ = λ0.

3.5.1. Îïðåäåëåíèå. Àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ïåðåñòðîåê ïðîåêòèâíîñòè êðèâîé γ

îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðè îáùåì ñòÿãèâàíèè ýòîé êðèâîé â òî÷êó íàçûâàåòñÿ êîýôôè-
öèåíòîì ïðîåêòèâíîñòè êðèâîé γ.

Ïðè èçìåíåíèè îðèåíòàöèè îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà êîýôôèöèåíò ïðîåêòèâ-
íîñòè ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Âûáîð ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé íå âëèÿåò
íà åå êîýôôèöèåíò ïðîåêòèâíîñòè.

3.5.2. Ïðåäëîæåíèå. Êîýôôèöèåíò ïðîåêòèâíîñòè ñâÿçíîé çàìêíóòîé ñòÿ-
ãèâàåìîé êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ â îðèåíòèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå RP 3 íå çàâè-
ñèò îò ñïîñîáà åå ñòÿãèâàíèÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êðèâîé. Â ÷àñòíîñòè,
êîýôôèöèåíò ïðîåêòèâíîñòè íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçîòîïèÿõ êðèâîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðîåêòèâíîñòè êðèâîé íå ìåíÿ-
åòñÿ ïðè íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèè ñòÿãèâàþùåãî ïóòè.

Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëåííàÿ âûøå êîîðèåíòàöèÿ ãëàäêîé ÷àñòè ãèïåðïîâåðõíî-
ñòè Υ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî êîîðèåíòàöèè ëîêàëüíî íåïðèâîäè-
ìûõ êîìïîíåíò ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè â òî÷êàõ òðàíñâåðñàëüíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.
Ïîýòîìó íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ ëèøü â òîì, ÷òî êîîðèåíòàöèè ãëàäêèõ ÷àñòåé ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè Υ ñîãëàñîâàíû âáëèçè åäèíñòâåííîãî ñòðàòà êîðàçìåðíîñòè 1, íå ñâî-
äÿùåãîñÿ ê ñàìî ïåðåñå÷åíèÿì � ñòðàòà, îòâå÷àþùåãî îáùåìó ñàìîêàñàíèþ êðèâîé.
Íî ïîñëåäíåå î÷åâèäíî: ëþáàÿ äîñòàòî÷íî ìàëàÿ ïåòëÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, îáõîäÿ-
ùàÿ óêàçàííûé ñòðàò â åãî äâóìåðíîé òðàíñâåðñàëè, ïåðåñåêàåò Υ0 ðîâíî äâà ðàçà,
ïðè÷åì â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî I(γλ) òî÷åê, â êîòîðûõ (ïðîèçâîëü-
íûé) çàìêíóòûé ïóòü γλ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ω ïåðåñåêàåò ãëàäêóþ
÷àñòü ãèïåðïîâåðõíîñòè Υ, ðàâíî 0. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïóòü γ̃λ, ñîñòîÿùèé èç
îäíîòî÷å÷íûõ êðèâûõ

γ̃λ : S1 → RP 3, γ̃λ : t 7→ γλ(t0),

îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿìè êðèâûõ γλ â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå t0 îêðóæíîñòè S1. Òàê
êàê íèêàêàÿ îäíîòî÷å÷íàÿ êðèâàÿ â RP 3 íå ïðèíàäëåæèò ãèïåðïîâåðõíîñòè Υ, òî
I(γ̃λ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, I(γλ) = I(γ̃λ) = 0, ïîñêîëüêó ïóòè γλ è γ̃λ ãîìîòîïíû.
Ïðåäëîæåíèå 3.5.2 äîêàçàíî.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.2.5. Îíî îñíîâàíî íà âû÷èñëåíèè êîýôôè-
öèåíòà ïðîåêòèâíîñòè ñòÿãèâàåìîé êðèâîé áåç äâîéíûõ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé.
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Ïóñòü γ : t 7→ γ(t) � ñâÿçíàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP 3.

3.5.3. Ëåììà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ γ íå èìååò äâîéíûõ êàñàòåëüíûõ
ïëîñêîñòåé. Òîãäà íàéäóòñÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ L â RP 3 è öåëîå ïîëîæèòåëüíîå
N òàêèå, ÷òî ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç L, ïåðåñåêàåò γ òîëüêî òðàíñ-
âåðñàëüíî, ïðè÷åì ðîâíî â N ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó t0 êðèâîé γ è ðàññìîòðèì
êàñàòåëüíóþ T êðèâîé â ýòîé òî÷êå. Êðèâàÿ γ è ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç ïðÿìóþ T , êîìïàêòíû (ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé â RP 3∗).
Ïîñêîëüêó êðèâàÿ γ íå èìååò äâîéíûõ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé, òî äëÿ ëþáîé îò-
êðûòîé äóãè D êðèâîé γ, ñîäåðæàùåé òî÷êó t0, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U ïðÿìîé T â
ïðîñòðàíñòâå âñåõ ïðÿìûõ â RP 3 òàêàÿ, ÷òî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ïðÿìûå èç
U , òðàíñâåðñàëüíû γ âíå D.

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ îêðåñòíîñòü U ñîäåðæèò òàêóþ ïðÿìóþ, ÷òî ïëîñêîñòè, ïðî-
õîäÿùèå ÷åðåç íåå, òðàíñâåðñàëüíû γ â òî÷êàõ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé äîñòàòî÷íî
ìàëîé äóãè D. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì àôôèííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò x, y, z â RP 3 ñ íà÷à-
ëîì â òî÷êå O = γ(t0) òàê, ÷òî ðîñòîê êðèâîé γ â òî÷êå t0 = 0 èìååò ïàðàìåòðèçàöèþ

x(t) = t, y(t) = t2 + o(t2), z(t) = t3 + o(t3),

ãäå t ∈ (−ε, ε), ε > 0. Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðÿìàÿ T çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
y = z = 0.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðÿìûõ Lδ, δ ∈ R, â RP 3, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè

y = δ, z = 4δx.

Ïðÿìàÿ Lδ áëèçêà ê T , åñëè δ áëèçêî ê 0. Ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç Lδ,
îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì a(z − 4δx) + b(y − δ) = 0 äëÿ íåêîòîðûõ a, b òàêèõ, ÷òî
a2 + b2 6= 0. Ýòà ïëîñêîñòü êàñàåòñÿ êðèâîé γ â òî÷êå t ∈ (−ε, ε), åñëè è òîëüêî åñëè

det

(
z′(t)− 4δ y′(t)

z(t)− 4δt y(t)− δ

)
= 0.

Íî ýòîò îïðåäåëèòåëü ðàâåí t4f(t) + δt2g(t) + 4δ2, ãäå ôóíêöèè f(t) è g(t) ïîëîæè-
òåëüíû äëÿ âñåõ t ∈ D = (−ε, ε), åñëè ε äîñòàòî÷íî ìàëî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîñêîñòè,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ïðÿìóþ Lδ, òðàíñâåðñàëüíû êðèâîé γ â òî÷êàõ äóãè D äëÿ ëþáîãî
δ > 0. Ëåììà 3.5.3 äîêàçàíà.

3.5.4. Çàìå÷àíèå. Åñëè êðèâàÿ γ ñòÿãèâàåìà (íåñòÿãèâàåìà), òî ÷èñëî N â ëåììå
3.5.3 ÷åòíîå (íå÷åòíîå, ñîîòâåòñòâåííî).

3.5.5. Çàìå÷àíèå. Ñâÿçíûå çàìêíóòûå êðèâûå â RP 3 áåç äâîéíûõ êàñàòåëü-
íûõ ïëîñêîñòåé îáîáùàþò ïîíÿòèå âûïóêëîé êðèâîé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîé
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òàêîé êðèâîé ñóùåñòâóåò öåëîå ïîëîæèòåëüíîå N òàêîå, ÷òî êðèâàÿ ïåðåñåêàåò ëþ-
áóþ ïëîñêîñòü îáùåãî ïîëîæåíèÿ â N èëè N + 2 òî÷êàõ. Äëÿ îáû÷íûõ âûïóêëûõ
êðèâûõ N = 1.

3.5.6. Ëåììà. Ïóñòü êðèâàÿ γ ñòÿãèâàåìà è íå èìååò äâîéíûõ êàñàòåëüíûõ
ïëîñêîñòåé. Òîãäà åå êîýôôèöèåíò ïðîåêòèâíîñòè íå ðàâåí 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàñàòåëüíóþ ðàçâåðòêó Tγ êðèâîé γ (îáúåäèíå-
íèå âñåõ åå êàñàòåëüíûõ). Ýòà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ
äâóìåðíîãî òîðà â RP 3. Îíà íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé, íî èìååò îñîáåííîñòè â òî÷-
êàõ γ. À èìåííî, êðèâàÿ γ ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì âîçâðàòà ðàçâåðòêè Tγ.

Ïóñòü L ⊂ RP 3 ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ èç ëåììû 3.5.3. Òîãäà ñóùåñòâóåò öåëîå
ïîëîæèòåëüíîå k òàêîå, ÷òî ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç L, ïåðåñåêàåò êðè-
âóþ γ òîëüêî òðàíñâåðñàëüíî, ïðè÷åì ðîâíî â 2k ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ.
Ïåðåñå÷åíèå òàêîé ïëîñêîñòè ñ ðàçâåðòêîé Tγ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé çàìêíóòîé êðèâîé
áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Ýòà êðèâàÿ àôôèííà (íå ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ L) è èìååò òî÷êè
âîçâðàòà â òî÷êàõ êðèâîé γ.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ïëîñêîñòü π, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ïðÿìóþ L, è îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ω êðèâóþ π ∩ Tγ. Êîãäà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé T êðèâîé γ ñ
ïëîñêîñòüþ π ïðîáåãàåò êðèâóþ ω, òî÷êà êàñàíèÿ T ñ γ ñîâåðøàåò ðîâíî 2k îáîðîòîâ
âîêðóã ïðÿìîé L.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè â RP 3 âûáðàòü îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû (x0 : x1 : x2 : x3) òàê,
÷òî ïëîñêîñòü π çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x3 = 0, ïðÿìàÿ L � óðàâíåíèÿìè x2 = x3 = 0,
òî ðàçâåðòêà Tγ áóäåò ãîìåîìîðôíà òîðó

(cos ϕ : sin ϕ : cos ψ : sin ψ) (ϕ mod 2π, ψ mod π).

Êðèâàÿ γ èçîòîïíà îáìîòêå αk ýòîãî òîðà, ïðè êîòîðîé êàæäîìó ïîâîðîòó âîêðóã
ïðÿìîé L íà óãîë ∆ψ = π îòâå÷àåò ïîâîðîò íà óãîë ∆ϕ = π + π/k âîêðóã ïðÿ-
ìîé x0 = x1 = 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ñîõðàíÿþùåãî π è L êðèâàÿ αk çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

(cos(k + 1)t : sin(k + 1)t : cos kt : sin kt) (t mod 2π).

Ïóñòü A,B, C ëþáûå òðè ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé αk ñ ïëîñ-
êîñòüþ x3 = 0 (C = A, åñëè k = 1). Òîãäà êðèâàÿ αk ãîìîòîïíà êðèâîé β, ïîëó÷åííîé
èç αk çàìåíîé åå äóãè ABC äóãîé ABC îêðóæíîñòè x2

0 + x2
1 = x2

2, x3 = 0. Òàêàÿ ãî-
ìîòîïèÿ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ 2k− 1 ïåðåñòðîåê ïðîñòîãî
äâîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, ñîäåðæàùåé ðîâíî k ïåðåñòðîåê ïðîåêòèâíîñòè îäíîãî
çíàêà.

Çàìåòèì, ÷òî êðèâàÿ β èçîòîïíà êðèâîé αk−1. Ïîýòîìó ìîæíî ïîâòîðèòü óêà-
çàííóþ ïðîöåäóðó k ðàç è ïîëó÷èòü àôôèííóþ êðèâóþ α0. Ýòà ãîìîòîïèÿ áóäåò
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ñîäåðæàòü ðîâíî k + (k − 1) + . . . + 1 = k(k + 1)/2 ïåðåñòðîåê ïðîåêòèâíîñòè îä-
íîãî è òîãî æå çíàêà. Ñëåäîâàòåëüíî, êîýôôèöèåíò ïðîåêòèâíîñòè êðèâîé γ ðàâåí
k(k + 1)/2, ò.å. îòëè÷åí îò íóëÿ. Ëåììà 3.5.6 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.2.5 ñëåäóåò èç ëåììû 3.5.6, ïðåäëîæåíèÿ 3.5.2 è òîãî ôàêòà, ÷òî êîýô-
ôèöèåíò ïðîåêòèâíîñòè àôôèííîé êðèâîé ðàâåí 0.

3.5.7. Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.5.6 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñâÿçíàÿ çà-
ìêíóòàÿ ñòÿãèâàåìàÿ êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â RP 3 íå èìååò äâîéíûõ êàñàòåëü-
íûõ ïëîñêîñòåé, òî îíà èçîòîïíà êðèâîé αk äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî
k. Êðèâûå αk, k = 1, 2, . . . íå èçîòîïíû àôôèííîé è íå èìåþò äâîéíûõ êàñàòåëüíûõ
ïëîñêîñòåé. Êðèâûå αk ñ ðàçëè÷íûìè íîìåðàìè k íå èçîòîïíû.

3.6 Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèé 3.2.8 è 3.3.7

Ðàññìîòðèì êðèâóþ γ0 â R3 = {(x, y, z)}, çàäàííóþ ôîðìóëàìè (4.6). Îíà èìååò
ñòðîãî âûïóêëóþ ïðîåêöèþ íà ïëîñêîñòü z = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ïëîñêîñòü,
ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ñ êðèâîé γ0 èëè êàñàþùàÿñÿ åå ïî ìåíüøåé ìåðå â äâóõ ðàçëè÷íûõ
òî÷êàõ, òðàíñâåðñàëüíà ïðÿìîé x = y = 0 è îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì z = ax+ by + c.

Âîçüìåì êîýôôèöèåíòû (a, b, c) â êà÷åñòâå àôôèííûõ êîîðäèíàò â äâîéñòâåííîì
ïðîñòðàíñòâå R3∗ è ïðîâåäåì íåêîòîðûå âû÷èñëåíèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû ìû çàôèêñèðóåì
â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå R3 ñòàíäàðòíóþ åâêëèäîâó ñòðóêòóðó.

3.6.1. Ëåììà. Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê t1 è t2 êðèâîé γ0 ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

(γ′0(t2), γ
′
0(t1), γ0(t2)− γ0(t1))

âåêòîðîâ ñêîðîñòè γ′0(t2), γ
′
0(t1) è ïðèðàùåíèÿ γ0(t2)− γ0(t1) ðàâíî

32

(
sin

t2 − t1
2

)4

cos
t2 − t1

2
sin

3

2
(t2 + t1).

Èç ëåììû 3.6.1 ñëåäóåò, ÷òî ëþáûå äâå òî÷êè t1,t2 (âçÿòûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé),
â êîòîðûõ êðèâàÿ γ0 èìååò îáùóþ êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü, óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç
ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ óðàâíåíèé (mod 2π):

t2 + t1 =
2πk

3
(k = 0, 1, 2) è t2 − t1 = π.

3.6.2. Ëåììà. Ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé, êàñàþùèõñÿ êðèâîé γ0 ïî ìåíüøåé ìåðå
â äâóõ òî÷êàõ (âçÿòûõ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé), ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñëåäóþùèõ
÷åòûðåõ êðèâûõ â R3∗:

ξk :





a = 3(−1)k cos πk
3

(4 cos2 t− 1)

b = 3(−1)k sin πk
3

(4 cos2 t− 1)

c = −8(−1)k cos3 t

, t ∈ [0, π] , k = 0, 1, 2;
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η :





a = 2 cos 2t− cos 4t

b = −2 sin 2t− sin 4t

c = 0

, (t mod π).

Êðèâûå ξ1, ξ2, ξ3 è η ïëîñêèå. À èìåííî, êðèâàÿ ξk ëåæèò â âåðòèêàëüíîé ïëîñ-
êîñòè a sin πk

3
= b cos πk

3
, à η ëåæèò â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè c = 0.

Ðàññìîòðèì ôðîíò F ⊂ R3∗ êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé êðèâîé γ0.

3.6.3. Ëåììà. Êàæäàÿ êðèâàÿ ξk, k = 0, 1, 2, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ïîëóêóáè÷åñêîé
ïàðàáîëû ñ òî÷êîé âîçâðàòà

Ck =

(
3(−1)k+1 cos

πk

3
, 3(−1)k+1 sin

πk

3
, 0

)
.

Åå êîíöåâûå òî÷êè

Wm
k =

(
9(−1)k cos

πk

3
, 9(−1)k sin

πk

3
, 8(−1)m+1

)
, m = 0, 1,

ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ëàñòî÷êèíûõ õâîñòîâ ôðîíòà F . Êðèâàÿ η ÿâëÿåòñÿ ãèïî-
öèêëîèäîé ñ òðåìÿ òî÷êàìè âîçâðàòà C0, C1, C2.

Çàìåòèì, ÷òî êðèâûå ξ1, ξ2, ξ3 èìåþò äâå îáùèå òî÷êè T0 = (0, 0,−1) è T1 =

(0, 0, 1). Ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ôðîíòà F . Îáú-
åäèíåíèå êðèâûõ ξ1, ξ2, ξ3 è η èçîáðàæåíî íà ðèñ. 4.2 (ñòð. 205; äëÿ ïðîñòîòû, ìû
èçîáðàæàåì òî÷êè âîçâðàòà íåíóëåâûìè óãëàìè).

3.6.4. Ëåììà. Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ ïëîñêîñòü êðèâîé γ0 â òî÷êå t èìååò ñëåäóþ-
ùèå êîîðäèíàòû â R3∗:

a = 6 cos 2t + 3 cos 4t, b = 3 sin 4t− 6 sin 2t, c = −8 cos 3t.

Ôîðìóëû ëåììû 3.6.4 îïðåäåëÿþò ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâîé γ∗0 , äâîéñòâåííîé ê γ0.

3.6.5. Ëåììà. Êðèâàÿ γ∗0 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé êðèâîé ñ øåñòüþ òî÷êàìè âîç-
âðàòà Wm

k , k ∈ {0, 1, 2},m ∈ {0, 1}, è òðåìÿ òî÷êàìè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ C0, C1, C2.
Êàæäàÿ òî÷êà Ck ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ âåòâåé êðèâîé γ∗0 , ïðè÷åì
êàæäàÿ âåòâü òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò â ýòîé òî÷êå ïëîñêîñòü c = 0 è ñîïðè-
êàñàþùóþñÿ ïëîñêîñòü ê äðóãîé âåòâè.

Êðèâàÿ γ∗0 èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.3 (ñì. ñòð. 206). Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà
îðèåíòèðîâàíà ïîðÿäêîì ñâîèõ òî÷åê âîçâðàòà:

W 0
0 → W 1

1 → W 0
2 → W 1

0 → W 0
1 → W 1

2 → W 0
0 .

3.6.6. Çàìå÷àíèå. Ðèñ. 4.1 (ñòð. 195) ïîëó÷åí ñîâìåùåíèåì ðèñóíêîâ 4.2 è 4.3.
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Ðèñ. 4.2: Äâîéíûå ëèíèè ôðîíòà êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé êðèâîé (4.6).

Ðàññìîòðèì ðîñòêè ôðîíòà F â òî÷êàõ C0, C1, C2. Â ñèëó ëåìì 3.6.2 è 3.6.5, îíè
äèôôåîìîðôíû ðîñòêó â íóëå ìíîæåñòâà

{y2 = x3} ∪ {z2 = x3}
(ðîñòîê ôðîíòà F â òî÷êå C2 èçîáðàæåí íà ðèñ. 4.4; ñòð. 207). Ïðè ìàëîé îáùåé
äåôîðìàöèè êðèâîé γ0, èç êàæäîé òî÷êè C0, C1, C2 âîçíèêàþò äâå òî÷êè âîçâðàòà
äâîéíûõ ëèíèé ôðîíòà êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé íîâîé êðèâîé. Ïðè ýòîì, äâîéíàÿ
ëèíèÿ, âõîäÿùàÿ â òî÷êó âîçâðàòà âäîëü êðèâîé η, âûõîäèò èç íåå âäîëü îäíîé èç
êðèâûõ ξ1, ξ2, ξ3.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ðîñòîê ôðîíòà F â ëþáîé òî÷êå Ck, k = 0, 1, 2, ìîæåò áûòü
ïðîäåôîðìèðîâàí äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê ôðîíòà êàñà-
òåëüíûõ ïëîñêîñòåé ëþáîé êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê γ0, ìî-
æåò áûòü ïîëó÷åíî èç îáúåäèíåíèÿ SF êðèâûõ ξ1, ξ2, ξ3, η è γ∗0 îäíîé èç 8 äåôîðìàöèé.
Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî SF èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ (a, b, c) → (a, b,−c) è
âðàùåíèé âîêðóã ïðÿìîé a = b = 0 íà óãëû êðàòíûå 2π/3, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
òîëüêî äâå ìàëûå äåôîðìàöèè ôðîíòà F (îíè ðåàëèçóþòñÿ ìàëûìè äåôîðìàöèÿìè
êðèâîé γ0). À èìåííî,
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Ðèñ. 4.3: Êðèâàÿ γ∗0 , äâîéñòâåííàÿ ê êðèâîé (4.6).

Θ1: òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âåòâåé W 0
0 W 1

1 ,W 0
2 W 1

0 ,W 0
1 W 1

2 (W 1
0 W 0

1 ,W 1
2 W 0

0 ,W 1
1 W 0

2 ) êðèâîé
γ∗0 ñ ïëîñêîñòüþ c = 0 âûõîäÿò èç òðåóãîëüíèêà C0C1C2 (âõîäÿò âíóòðü ýòîãî
òðåóãîëüíèêà, ñîîòâåòñòâåííî);

Θ2: òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âåòâåé W 1
0 W 0

1 ,W 0
2 W 1

0 ,W 0
1 W 1

2 (W 0
0 W 1

1 ,W 1
2 W 0

0 ,W 1
1 W 0

2 ) êðèâîé
γ∗0 ñ ïëîñêîñòüþ c = 0 âûõîäÿò èç òðåóãîëüíèêà C0C1C2 (âõîäÿò âíóòðü ýòîãî
òðåóãîëüíèêà, ñîîòâåòñòâåííî);

Ôðîíò, ïîëó÷åííûé èç ôðîíòà F îäíîé èç ýòèõ äâóõ äåôîðìàöèé, èìååò ñëåäóþ-
ùèå äâîéíûå ëèíèè:

Θ1 :





W 0
0

ξ0−→ C−
0

η−→ C−
1

ξ1−→ W 1
1

W 0
1

ξ1−→ C̃−
1

η−→ C−
2

ξ2−→ W 1
2

W 0
2

ξ2−→ C̃−
2

η−→ C̃−
0

ξ0−→ W 1
0

, Θ2 :





W 0
0

ξ0−→ C−
0

η−→ C−
1

ξ1−→ W 1
1

W 0
1

ξ1−→ C̃−
1

η−→ C+
2

ξ2−→ W 0
2

W 1
2

ξ2−→ C̃+
2

η−→ C̃−
0

ξ0−→ W 1
0

.

Çäåñü ìû îáîçíà÷àåì áëèçêèå âåðøèíû ëàñòî÷êèíûõ õâîñòîâ èñõîäíîãî è ïðîäåôîð-
ìèðîâàííîãî ôðîíòîâ îäíèìè è òåìè æå áóêâàìè; ñòðåëêà îçíà÷àåò, ÷òî äâîéíàÿ
ëèíèÿ èäåò âäîëü êðèâîé, óêàçàííîé íàä ýòîé ñòðåëêîé; òî÷êè âîçâðàòà äâîéíûõ ëè-
íèé, ïîÿâèâøèåñÿ èç äàííîé òî÷êè Ck, îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç C±

k è C̃±
k , ïðè÷åì çíàê
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Ðèñ. 4.4: Ðîñòîê ôðîíòà êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé êðèâîé (4.6) â òî÷êå ñàìîïåðåñå÷å-
íèÿ C2 äâîéñòâåííîé êðèâîé γ∗0 .

+(−) îçíà÷àåò, ÷òî äàííàÿ òî÷êà âîçâðàòà ïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà) îòíîñèòåëü-
íî îðèåíòàöèè äâîéíîé ëèíèè, óêàçàííîé ñòðåëêàìè (îðèåíòàöèÿ ïðîñòðàíñòâà R3∗

çàäàåòñÿ êîîðäèíàòàìè (a, b, c)).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî:
1) ôðîíòû, ïîëó÷åííûå èç ôðîíòà F äåôîðìàöèÿìè Θ1, Θ2, íå èìåþò çàìêíóòûõ

äâîéíûõ ëèíèé; ýòî äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå 3.2.8;
2) äèàãðàììû ãëàâíûõ óïëîùåíèé êðèâûõ â R3 ñ ôðîíòàìè, ïîëó÷åííûìè èç

ôðîíòà F äåôîðìàöèÿìè Θ1 è Θ2, ÿâëÿþòñÿ äèàãðàììàìè, îïèñàííûìè â ïóíêòàõ
1 è 2 ïðåäëîæåíèÿ 3.3.7, ñîîòâåòñòâåííî; òàêèì îáðàçîì, ýòî ïðåäëîæåíèå òàêæå
äîêàçàíî.

3.6.7. Çàìå÷àíèå. Äîïóñòèìûå ãîìîòîïèè êðèâîé ñîõðàíÿþò ãîìîòîïè÷åñêèé
òèï äâîéñòâåííîé êðèâîé (â ïðîñòðàíñòâå çàìêíóòûõ êðèâûõ â RP 3∗ áåç ñàìîïå-
ðåñå÷åíèé, íî ñ òî÷êàìè âîçâðàòà). Åñëè êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ γ, ïîëó÷åííàÿ
äîïóñòèìîé ãîìîòîïèåé èç êðèâîé, äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê γ0, èìååò íåïóñòóþ äèà-
ãðàììó ãëàâíûõ óïëîùåíèé, òî åå äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ íåçàóçëåíà. Åñëè æå êðèâàÿ
γ èìååò ïóñòóþ äèàãðàììó ãëàâíûõ óïëîùåíèé, òî åå äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ èçîòîïíà
òðèëèñòíèêó.
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4 Îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé ôîðìóëû Áîçå
íà êðèâûå â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Â êîíöå ãëàâû 3 ìû óæå óïîìèíàëè î çàìå÷àòåëüíîé ôîðìóëå Áîçå [62] äëÿ ïëîñ-
êèõ êðèâûõ (ñì. çàìå÷àíèå 3.3.10). Òàì æå áûëî ïîëó÷åíî ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå
ýòîé ôîðìóëû (òåîðåìà 3.3.8). Ýòî îáîáùåíèå îñíîâûâàëîñü íà òîì, ÷òî êðèâàÿ íà
ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ.

Îäíàêî ôîðìóëó Áîçå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü íåñêîëüêî èíà÷å. À èìåííî, ïóñòü
γ � çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2. Ðàñ-
ñìîòðèì åå âíåøíå-îïîðíûå îêðóæíîñòè, ò.å. êàñàòåëüíûå îêðóæíîñòè, îò êîòîðûõ
êðèâàÿ ëåæèò ñ âíåøíåé ñòîðîíû ïî îòíîøåíèþ ê öåíòðó îêðóæíîñòè.

Ïóñòü C � ÷èñëî âíåøíå-îïîðíûõ îêðóæíîñòåé êðèâèçíû êðèâîé γ. ×åðåç T îáî-
çíà÷èì ÷èñëî âíåøíå-îïîðíûõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ êðèâîé γ â òðåõ òî÷êàõ.
Òîãäà

C − T = 2.

Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñåë âíóòðåííå-
îïîðíûõ îêðóæíîñòåé êðèâîé γ.

Óêàçàííàÿ òðàêòîâêà ôîðìóëû Áîçå ïîçâîëÿåò îáîáùàòü åå íà êðèâûå â ìíîãî-
ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Èìåííî ýòèì îáîáùåíèÿì è ïîñâÿùåí äàííûé ïàðàãðàô.

4.1 Îñîáûå îïîðíûå ãèïåðñôåðû âûïóêëîé êðèâîé â R2m

Ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rk.
Ðàññìîòðèì âíåøíå-îïîðíûå ãèïåðñôåðû òèïà A = Aµ1 +. . .+Aµp ∈ Aodd\{0} êðèâîé
γ. Îíè îáðàçóþò ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå Aγ êîðàçìåðíîñòè codimA = µ1+. . .+µp â
ìíîãîîáðàçèè Vs = Gs

af (k, k−1) âñåõ ãèïåðñôåð è ãèïåðïëîñêîñòåé â Rk (ñì. ïàðàãðàô
3 ãëàâû 3). ×åðåç χγ(A) îáîçíà÷èì ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå íàøå îáû÷íîå ñîêðàùåíèå:

χγ(k1Aµ1 + . . . + kpAµp) = χ(k1,...,kp
µ1,...,µp

),

ãäå k1, . . . , kp íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, à µ1, . . . , µp ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

4.1.1. Òåîðåìà. Ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â
÷åòíîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rk (k ≤ 16). Òîãäà ÷èñëà χγ(A) âíåøíå-
îïîðíûõ ãèïåðñôåð òèïîâ A ∈ Aodd \ {0} êðèâîé γ òàêèõ, ÷òî codimA = k + 1,
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

∑

A∈Aodd: codimA=k+1

w(A) χγ(A) = (1 + k/2) w(Ak+1), (4.7)
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ãäå âåñà w(A) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (2.22). Ôîðìóëû (4.7) äëÿ k ≤ 12 ïîëó÷à-
þòñÿ èç ôîðìóë òàáëèöû 13 ïðè n = k + 1 è χ0 = 1.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ âíóòðåííå-îïîðíûõ ãèïåðñôåð êðè-
âîé γ. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.1 ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 4.8.

4.1.2. Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëà (4.7) ïðè k = 2 äàåò ôîðìóëó Áîçå. Ôîðìóëà òàáëè-
öû 13 ïðè n = 5 è χ0 = 2, ñâÿçûâàþùàÿ ÷èñëà âñåõ îïîðíûõ ãèïåðñôåð (êàê âíåøíå-
îïîðíûõ, òàê è âíóòðåííå-îïîðíûõ), êàñàþùèõñÿ ñ êîðàçìåðíîñòüþ 5 çàìêíóòîé âû-
ïóêëîé êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ â R4, âïåðâûå áûëà ïîëó÷åíà â [92]. Ôîðìóëû (4.7)

ïðè k ≤ 8 ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå èç ôîðìóë [28] äëÿ îáðàçóþùèõ ãðóïï êîãîìîëîãèé
êîìïëåêñà, îïðåäåëåííîãî êëàññàìè îñîáåííîñòåé ôóíêöèè ìèíèìóìó íà îêðóæíî-
ñòè (ñì. òàêæå [74]).

4.2 Êðèâûå âûïóêëûå ïî Áàðíåðó â RP n

Â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà Áàðíåð ââåë î÷åíü âàæíûé êëàññ ïðîñòðàíñòâåííûõ
êðèâûõ.

4.2.1. Îïðåäåëåíèå. Êðèâàÿ â RP n íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ïî Áàðíåðó, åñëè ÷åðåç
ëþáûå n − 1 åå òî÷åê (íå îáÿçàòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ) ìîæíî ïðîâåñòè
ãèïåðïëîñêîñòü, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåò êðèâóþ â äðóãèõ òî÷êàõ.

Êðèâûå âûïóêëûå ïî Áàðíåðó âëîæåíû è íåâûðîæäåíû. Çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ
ïî Áàðíåðó êðèâàÿ ñâÿçíà, ïðè÷åì â íå÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îíà àôôèííà, à â
÷åòíîìåðíîì � íåñòÿãèâàåìà.

4.2.2. Òåîðåìà ([60]). Âñÿêàÿ çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ïî Áàðíåðó êðèâàÿ â RP n

èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå n + 1 ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ òî÷åê óïëîùåíèÿ.

Ýòî óòâåðæäåíèå îáúÿñíÿåò âàæíîñòü êëàññà êðèâûõ âûïóêëûõ ïî Áàðíåðó. Íà
ñåãîäíÿøíèé äåíü òåîðåìà 4.2.2 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì èçâåñòíûì ìíå îáîáùåíèåì
êëàññè÷åñêîé òåîðåìû î ÷åòûðåõ âåðøèíàõ íà êðèâûå â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðèìåðîì êðèâîé âûïóêëîé ïî Áàðíåðó ñëóæèò ëþáàÿ êðèâàÿ, èìåþùàÿ âû-
ïóêëóþ ïðîåêöèþ íà ãèïåðïëîñêîñòü èç òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ âíå êðèâîé. Äëÿ òàêèõ
êðèâûõ òåîðåìà 4.2.2 áûëà äîêàçàíà òàêæå â [57].

Âûïóêëûå ïî Áàðíåðó êðèâûå îáðàçóþò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå
âñåõ êðèâûõ â RP n. Â 1996 ãîäó Â. È. Àðíîëüä ïîñòàâèë ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàêîâî
ñîîòíîøåíèå êëàññà êðèâûõ, èìåþùèõ âûïóêëóþ ïðîåêöèþ, ñ êëàññîì âñåõ êðèâûõ
âûïóêëûõ ïî Áàðíåðó ?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùàÿ
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4.2.3. Òåîðåìà. Â ïðîñòðàíñòâå âñåõ çàìêíóòûõ êðèâûõ â RP n èìååòñÿ îò-
êðûòîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êðèâûõ, êîòîðûå âûïóêëû ïî Áàð-
íåðó, íî íå èìåþò âûïóêëûõ ïðîåêöèé íè íà êàêóþ ãèïåðïëîñêîñòü.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîäðîáíî äîêàçàíî â ðàáîòå [94]. Ìû íå áóäåì èñïîëüçîâàòü â
äàëüíåéøåì òåîðåìó 4.2.3 è, ïîýòîìó, íå áóäåì âîñïðîèçâîäèòü çäåñü åå äîêàçàòåëü-
ñòâî. Ìû ëèøü ïðèâåäåì ïðèìåðû êðèâûõ, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ â [94].

4.2.4. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî γλ : S1 → RP 2m+1, λ ∈ [0, 1), êðèâûõ â
RP 2m+1, çàäàííûõ â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ (x0 : . . . : x2m+1) ôîðìóëàìè

x1 = [1− λ sin2(m + 1)t] cos t, x2 = [1− λ sin2(m + 1)t] sin t,

x3 = cos 2t, x4 = sin 2t, . . . , x2m−1 = cos mt, x2m = sin mt,

x2m+1 = sin[(m + 1)t + (1 + (−1)m)
π

4
], (t mod 2π).

Ïóñòü
1

λ0

=
1

2
+

(3m + 1)!(10m3 + 24m2 + 15m + 2)

4m!((m + 2)!)2
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ > λ0, äîñòàòî÷íî áëèçêîãî ê λ0, êðèâàÿ γλ, êàê è ëþáàÿ äðó-
ãàÿ êðèâàÿ, äîñòàòî÷íî áëèçêàÿ ê íåé, âûïóêëà ïî Áàðíåðó, íî íå èìååò âûïóêëûõ
ïðîåêöèé íè íà êàêóþ ãèïåðïëîñêîñòü â RP 2m+1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë λ0 ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî óáûâàåò (∼ m/27m), êîãäà m ðàñòåò. Íà÷àëî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èìååò âèä:

1

9
,

1

228
,

1

5597
,

4

543545
,

2

6613465
,

4

323831081
, . . . .

4.2.5. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî γλ : S1 → RP 2m, λ ∈ [0, 1), êðèâûõ â RP 2m,
çàäàííûõ â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ (x1 : . . . : x2m+1) ôîðìóëàìè

x1 = cos t− λ cos(4m + 3)t, x2 = sin t− λ sin(4m + 3)t,

x3 = cos 3t, x4 = sin 3t, . . . , x2m−1 = cos(2m− 1)t, x2m = sin(2m− 1)t,

x2m+1 = sin[(2m + 1)t + (1 + (−1)m)
π

4
], (t mod π).

Ïóñòü
λ0 =

2(2m + 1)(m− 1)!((m + 1)!)2

(4m + 3)(3m + 1)!
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ > λ0, äîñòàòî÷íî áëèçêîãî ê λ0, êðèâàÿ γλ, êàê è ëþáàÿ äðó-
ãàÿ êðèâàÿ, äîñòàòî÷íî áëèçêàÿ ê íåé, âûïóêëà ïî Áàðíåðó, íî íå èìååò âûïóêëûõ
ïðîåêöèé íè íà êàêóþ ãèïåðïëîñêîñòü â RP 2m. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë λ0 òàêæå
ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò (∼ m/27m), êîãäà m ðàñòåò. Íà÷àëî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè èìååò âèä:

1

7
,

1

154
,

1

3375
,

1

76076
,

1

1758120
,

1

41442192
, . . . .
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4.3 Îñîáûå îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè êðèâîé
âûïóêëîé ïî Áàðíåðó â R2m+1

Ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â Rn. Ðàññìîòðèì îïîðíûå ãèïåð-
ïëîñêîñòè òèïà A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ Aodd \ {0} ýòîé êðèâîé. Îíè îáðàçóþò ãëàäêîå
ïîäìíîãîîáðàçèå Aγ êîðàçìåðíîñòè codimA = µ1 + . . .+µp â ìíîãîîáðàçèè Ãðàññìà-
íà V = Gaf (n, n − 1) âñåõ àôôèííûõ ãèïåðïëîñêîñòåé â Rn (ñì. ïàðàãðàô 2 ãëàâû
3). ×åðåç χγ(A) îáîçíà÷èì ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Êàê âñåãäà
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ñîêðàùåíèå:

χγ(k1Aµ1 + . . . + kpAµp) = χ(k1,...,kp
µ1,...,µp

),

ãäå k1, . . . , kp íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, à µ1, . . . , µp ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

4.3.1. Òåîðåìà. Ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ïî Áàðíåðó êðèâàÿ îáùåãî ïî-
ëîæåíèÿ â íå÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn (n ≤ 17). Òîãäà ÷èñëà χγ(A) îïîðíûõ
ãèïåðïëîñêîñòåé òèïîâ A ∈ Aodd \ {0} êðèâîé γ òàêèõ, ÷òî codimA = n, ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì ∑

A∈Aodd: codimA=n

w(A) χγ(A) = (n + 1) w(An), (4.8)

ãäå âåñà w(A) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (2.22). Ôîðìóëû (4.8) äëÿ n ≤ 13 ïîëó÷à-
þòñÿ èç ôîðìóë òàáëèöû 13 ïðè χ0 = 2.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1.9 ãëàâû 3. À èìåííî, ôîðìóëà (4.8)

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôîðìóëû (3.6). ×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîñëåäíåé äîñòà-
òî÷íî ëèøü óáåäèòüñÿ â âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ: χγ(A) = 0 äëÿ ëþáîãî
A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ Aodd \ {0} òàêîãî, ÷òî deg A = codimA + p < n. Ïðîâåðêà
âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ îñóùåñòâëåíà íèæå.

4.3.2. Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëà (4.8) ïðè n = 3 âåðíà äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà
êðèâûõ. À èìåííî, îíà âåðíà äëÿ ëþáûõ ñâÿçíûõ çàìêíóòûõ ñëàáî âûïóêëûõ êðèâûõ
îáùåãî ïîëîæåíèÿ â R3 ([86]; ñì. òàêæå [41, 42]).

Ôîðìóëà (4.8) ïðè n = 5 âïåðâûå áûëà ïîëó÷åíà â [92] äëÿ êðèâûõ, èìåþùèõ
âûïóêëóþ ïðîåêöèþ íà ãèïåðïëîñêîñòü.

4.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3.1

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ Aodd \ {0} òàêîé,
÷òî deg A < n. ×åðåç Ord(A) îáîçíà÷èì ÷èñëî ðàçëè÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ,
êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç ÷èñåë µ1, . . . , µp (íàïðèìåð, åñëè µ1 = . . . = µp, òî
Ord(A) = 1).
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Ïóñòü S1(p) � ìíîãîîáðàçèå íåóïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ p ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê
íà îêðóæíîñòè S1. Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Aγ ⊂ V îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé òèïà
A êðèâîé γ è îòîáðàæåíèå

g : Aγ → S1(p),

ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé ãèïåðïëîñêîñòè π ∈ Aγ íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð åå òî÷åê
êàñàíèÿ ñ êðèâîé γ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî g � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå.

4.4.1. Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü γ � çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ïî Áàðíåðó êðèâàÿ îá-
ùåãî ïîëîæåíèÿ â íå÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Òîãäà îòîáðàæåíèå g ÿâëÿ-
åòñÿ C0-ðàññëîåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ Aγ íàä S1(p). Ñëîé ýòîãî ðàññëîåíèÿ ñîñòîèò
èç Ord(A) ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíà îòêðûòîìó (n−
deg A)-ìåðíîìó äèñêó.

4.4.2. Ïðåäëîæåíèå. Ìíîãîîáðàçèå S1(p) íåóïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ p ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà îêðóæíîñòè S1 ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî S1.

Èç ïðåäëîæåíèé 4.4.1 è 4.4.2 ñëåäóåò, ÷òî χγ(A) = 0. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷åò
òåîðåìó 4.3.1.

Ïðåäëîæåíèå 4.4.1 äîêàçàíî â ðàçäåëå 4.6. Ïðåäëîæåíèå 4.4.2 õîðîøî èçâåñòíî,
íî äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ìû ïðèâåäåì åãî äîêàçàòåëüñòâî â ðàçäåëå 4.7.

4.5 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì òðè ëåììû íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåä-
ëîæåíèÿ 4.4.1. Íî ñíà÷àëà íàïîìíèì îäíî âàæíîå ïîíÿòèå.

4.5.1. Îïðåäåëåíèå. Ñîïðèêàñàþùåéñÿ k-ïëîñêîñòüþ ïàðàìåòðèçîâàííîé êðè-
âîé γ : t 7→ γ(t) â Rn â äàííîé òî÷êå t íàçûâàåòñÿ àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî,
ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó γ(t) è ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè γ′(t), γ′′(t), . . . , γ(k)(t).

Ñîïðèêàñàþùàÿñÿ k-ïëîñêîñòü êðèâîé íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðèçàöèè ýòîé
êðèâîé. Ñîïðèêàñàþùèåñÿ (n − 1)-ïëîñêîñòè íåâûðîæäåííîé êðèâîé ÿâëÿþòñÿ åå
ñîïðèêàñàþùèìèñÿ ãèïåðïëîñêîñòÿìè.

Ïóñòü γ : S1 → Rn, γ : t 7→ γ(t) � çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ïî Áàðíåðó êðèâàÿ
îáùåãî ïîëîæåíèÿ â íå÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò A =

Aµ1 + . . . + Aµp ∈ Aodd \ {0} òàêîé, ÷òî deg A < n è çàôèêñèðóåì p ïðîèçâîëüíûõ
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê t1, . . . , tp êðèâîé γ. ×åðåç t̄ îáîçíà÷èì íåóïîðÿäî÷åííûé
íàáîð {t1, . . . , tp} ∈ S1(p) òî÷åê t1, . . . , tp.

4.5.2. Ëåììà. Äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè τ ÷èñåë µ1, . . . , µp ñóùåñòâóåò îïîðíàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü òèïà A êðèâîé γ, êàñàþùàÿñÿ åå â òî÷êàõ t1, . . . , tp ñ êðàòíîñòÿìè
τ(µ1), . . ., τ(µp), ñîîòâåòñòâåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè deg A = n− 1, òî ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðå-
äåëåíèÿ 4.2.1.

Ïóñòü deg A ≤ n−3. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè τ è äëÿ ëþáîé òî÷êè t0 êðèâîé
γ, îòëè÷íîé îò òî÷åê t1, . . . , tp, ñóùåñòâóåò îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü π òèïà A + Aµ0 ,
êîòîðàÿ êàñàåòñÿ êðèâîé γ â òî÷êàõ t0, t1, . . . , tp ñ êðàòíîñòÿìè µ0, τ(µ1), . . . , τ(µp),
ñîîòâåòñòâåííî, ãäå µ0 = n− deg A− 2.

Çàôèêñèðóåì ïåðåñòàíîâêó τ è ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî R ⊂ Rn, ñîäåðæàùåå ñîïðèêàñàþùèåñÿ τ(µi)-ïëîñêîñòè êðèâîé γ â òî÷êàõ ti,
i = 1, . . . , p. Òî÷êà t0 íå ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå R, òàê êàê äëÿ ëþáîé òî÷êè t̃0 êðèâîé
γ, îòëè÷íîé îò òî÷åê t0, t1, . . . , tp, ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç t̃0,
ñîäåðæàùàÿ R è ïåðåñåêàþùàÿ γ òîëüêî â òî÷êàõ t̃0, t1, . . . , tp.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïåðåâåñòè ãèïåðïëîñêîñòü π â èñêîìóþ ïóòåì äîñòàòî÷íî
ìàëîãî ïîâîðîòà âîêðóã ïðîñòðàíñòâà R. Ëåììà 4.5.2 äîêàçàíà.

4.5.3. Ëåììà. Ïîëíûé ïðîîáðàç g−1(t̄) èìååò ðîâíî Ord(A) ñâÿçíûõ êîìïîíåíò.
Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì âûïóêëûì îãðàíè÷åííûì ïîäìíîæåñò-
âîì â ìíîãîîáðàçèè V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êðàòíîñòü êàñàíèÿ ãèïåðïëîñêîñòè ñ êðèâîé â äàííîé òî÷êå
ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòüñÿ ïðè ìàëîì øåâåëåíèè ãèïåðïëîñêîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû
êîðàçìåðíîñòè êàñàíèÿ ñ êðèâîé γ âñåõ îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé èç ìíîãîîáðàçèÿ
Aγ îäèíàêîâû. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äâå ãèïåðïëîñêîñòè èç ìíîæåñòâà g−1(t̄) èìåþò
ðàçíûå êðàòíîñòè êàñàíèÿ ñ γ ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîé èç òî÷åê t1, . . . , tp, òî îíè íå
ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû íåïðåðûâíûì ïóòåì â g−1(t̄).

Òåïåðü âîçüìåì ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè π1, π2 òèïà A êðè-
âîé γ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè t1, . . . , tp. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðàòíîñòü êàñàíèÿ ëþáîé
èç ýòèõ ãèïåðïëîñêîñòåé ñ γ â òî÷êå ti ðàâíà µi äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , p.

Ðàññìîòðèì (ïðîåêòèâíóþ) ïðÿìóþ â ìíîãîîáðàçèè V , ñîñòîÿùóþ èç ãèïåðïëîñ-
êîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ïîäïðîñòðàíñòâî π1 ∩ π2. Òî÷êè π1, π2 ðàçäåëÿþò ýòó ïðÿ-
ìóþ íà äâå çàìêíóòûå äóãè. Îäíà èç ýòèõ äóã ñîäåðæèò íåîïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè
(íàïîìíèì, ÷òî êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïëîñêîé). Äðóãàÿ ñîñòîèò èç
îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé êðèâîé γ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [π1, π2] âòîðóþ äóãó è äîêàæåì, ÷òî îíà ñîñòîèò èç îïîðíûõ
ãèïåðïëîñêîñòåé òèïà Aµ1 + . . . + Aµp . Â ñàìîì äåëå, ïóñòü π � ïðîèçâîëüíàÿ ãè-
ïåðïëîñêîñòü èç äóãè [π1, π2]. Îíà êàñàåòñÿ êðèâîé γ òîëüêî â òî÷êàõ t1, . . . , tp. Áîëåå
òîãî, ýòà ãèïåðïëîñêîñòü ñîäåðæèò ñîïðèêàñàþùèåñÿ µi-ïëîñêîñòè êðèâîé γ â òî÷êàõ
ti, i = 1, . . . , p, ïîñêîëüêó ýòè ïëîñêîñòè ëåæàò â ïåðåñå÷åíèè π1 ∩ π2.

Çàôèêñèðóåì òî÷êó ti è ðàññìîòðèì âåêòîð v = γ(µi+1)(ti). Âåêòîð v êîîðèåíòè-
ðóåò ãèïåðïëîñêîñòè π1, π2, à òàêæå ãèïåðïëîñêîñòü π, åñëè îíà òðàíñâåðñàëüíà v.
Ïîñêîëüêó ÷èñëî µi +1 ÷åòíîå, òî ýòà êîîðèåíòàöèÿ ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííîé êîîðè-
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åíòàöèåé ëþáîé îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè êðèâîé γ çàìêíóòûì ïîëó-ïðîñòðàíñòâîì,
ñîäåðæàùèì γ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð v äîëæåí áûòü òðàíñâåðñàëåí ëþáîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè èç äóãè [π1, π2].

Òåïåðü ëåììà 4.5.3 ñëåäóåò èç ëåììû 4.5.2 è òîãî ôàêòà, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ îïîð-
íûõ ãèïåðïëîñêîñòåé êðèâîé γ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì àôôèííûì ïîäìíîæåñòâîì â
ìíîãîîáðàçèè V .

4.5.4. Ëåììà. Ïóñòü k1, . . . , kp � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà è R ⊂ Rn �
ìèíèìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå ñîïðèêàñàþùèåñÿ ki-ïëîñêîñòè êðèâîé
γ â òî÷êàõ ti, i = 1, . . . , p. Òîãäà dimR = c + p− 1, åñëè c =

∑p
i=1 ki < n− p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè c = 0, òî dimR = p − 1, òàê êàê êðèâàÿ γ âûïóêëà
ïî Áàðíåðó. Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîãî
íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî c = q < n− p− 1 è äîêàæåì åãî äëÿ c = q + 1.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó q + 1 > 0, òî ñóùåñòâóåò j ∈ {1, . . . , p} òàêîå, ÷òî
kj > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R̃ ⊂ Rn ìèíèìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå ñîïðè-
êàñàþùèåñÿ ki-ïëîñêîñòè êðèâîé γ â òî÷êàõ ti, i ∈ {1, . . . , p} \ j, è ñîïðèêàñàþùóþñÿ
(kj − 1)-ïëîñêîñòü â òî÷êå xj. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, dim R̃ = q + p− 1.

Ðàññìîòðèì âåêòîð γ(kj)(tj). Îí íå ìîæåò áûòü êîëëèíåàðåí ïðîñòðàíñòâó R̃. Â
ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 4.2.1 ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ ïðî-
ñòðàíñòâî R̃ è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ëþáóþ äàííóþ òî÷êó t 6= ti, i = 1, . . . , p êðèâîé γ,
òàê ÷òî êðàòíîñòü êàñàíèÿ ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè ñ γ â òî÷êå tj ðàâíà kj − 1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, dimR = q + p. Ëåììà 4.5.4 äîêàçàíà.

4.6 Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.4.1

Ïóñòü γ : S1 → Rn � çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ïî Áàðíåðó êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ
â íå÷åòíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn. Çàôèêñèðóåì ýëåìåíò A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ Aodd

òàêîé, ÷òî deg A < n, è ïåðåñòàíîâêó τ ÷èñåë µ1, . . . , µp.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó t̄ = {t1, . . . , tp} ∈ S1(p). ×åðåç R(t̄) îáîçíà÷èì

ìèíèìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn, ñîäåðæàùåå ñîïðèêàñàþùèåñÿ τ(µi)-ïëîñêîñòè
êðèâîé γ â òî÷êàõ ti, i = 1, . . . , p. Ïî ëåììå 4.5.4, dimR(t̄) = deg A− 1.

Ïóñòü π � îïîðíàÿ A-ïëîñêîñòü êðèâîé γ, ñîäåðæàùàÿ ïðîñòðàíñòâî R(t̄). Òîãäà
êàæäàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, äîñòàòî÷íî áëèçêàÿ ê π è ñîäåðæàùàÿ R(t̄), òàêæå ÿâëÿåòñÿ
îïîðíîé A-ïëîñêîñòüþ êðèâîé γ (êðèâàÿ çàìêíóòà). Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 4.5.3
çàìûêàíèå (â ìíîãîîáðàçèè V ) ëþáîé èç Ord(A) ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà g−1(t̄)

ãîìåîìîðôíî çàìêíóòîìó (n− deg A)-ìåðíîìó äèñêó.
Çàôèêñèðóåì åâêëèäîâó ñòðóêòóðó è îðèåíòàöèþ â ïðîñòðàíñòâå Rn. Ïðîñòðàí-

ñòâî R(t̄) ãëàäêî çàâèñèò îò t̄ (äëÿ äàííîé ïåðåñòàíîâêè τ). Ïîýòîìó â äîñòàòî÷íî
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ìàëîé îêðåñòíîñòè U ëþáîé çàäàííîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ S1(p) ìîæíî îïðåäåëèòü
ñëåäóþùèå òðè âëîæåíèÿ:

1)
R : U → Gaf (n, deg A− 1), R : t̄ 7→ R(t̄),

ãäå Gaf (n, deg A− 1) � ìíîãîîáðàçèå Ãðàññìàíà (deg A− 1)-ìåðíûõ àôôèííûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ â Rn;

2)
π : U → Aγ, π : t̄ 7→ π(t̄),

ãäå π(t̄) � íåêîòîðàÿ îïîðíàÿ A-ïëîñêîñòü êðèâîé γ, ñîäåðæàùàÿ ïðîñòðàíñòâî R(t̄);
3)

h : U × Sn−deg A−1 → G+
af (n, n− 2), h : (t̄, s) 7→ h(t̄, s),

ãäå Sn−deg A−1 � ñôåðà ðàçìåðíîñòè (n − deg A − 1), G+
af (n, n − 2) � ìíîãîîáðàçèå

Ãðàññìàíà îðèåíòèðîâàííûõ (n−2)-ìåðíûõ àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â Rn, à h(t̄, s)

� íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî â π(t̄), ñîäåðæàùåå R(t̄).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç πϕ(t̄, s) ãèïåðïëîñêîñòü â Rn, ïîëó÷åííóþ âðàùåíèåì ãèïåðïëîñ-

êîñòè π(t̄) íà óãîë ϕ âîêðóã ïðîñòðàíñòâà h(t̄, s). Äëÿ êðèâîé γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ
ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü π̃ â Rn, ñîäåðæàùàÿ ïðîñòðàíñòâî R(t̄) è ëåæàùàÿ â ìíîæå-
ñòâå ∂(Aγ) = Aγ \ Aγ, èìååò âèä πα(t̄, s), ãäå h(t̄, s) � îðèåíòèðîâàííîå ïåðåñå÷åíèå
π̃ ∩ π(t̄), à

α = α(t̄, s) = max{β ∈ R |πϕ(t̄, s) ∈ Aγ ∀ϕ ∈ [0, β)}.
Îáðàòíî, πα(t̄,s)(t̄, s) ∈ ∂(Aγ) äëÿ ëþáûõ t̄ ∈ U è s ∈ Sn−deg A−1.

Ôóíêöèÿ α = α(t̄, s) çàâèñèò íåïðåðûâíî îò (t̄, s), ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ∂(Aγ) çà-
ìêíóòî. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè U êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïî-
íåíòà g−1(U) ⊂ Aγ ãîìåîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ U è îòêðûòîãî (n−deg A)-
ìåðíîãî äèñêà.

Ïðåäëîæåíèå 4.4.1 äîêàçàíî.

4.7 Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.4.2

Ïóñòü S1 � îðèåíòèðîâàííàÿ îêðóæíîñòü äëèíû 2π è p > 1 (äëÿ p = 1 óòâåðæäå-
íèå òðèâèàëüíî). Çàôèêñèðóåì òî÷êó t0 ∈ S1 è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íåóïîðÿ-
äî÷åííûé íàáîð {t1, . . . , tp} ∈ S1(p) èç p ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà S1.

Êàæäàÿ òî÷êà ti, i = 1, . . . , p, çàäàåòñÿ óãëîì αi, îòñ÷èòûâàåìûì îò òî÷êè t0

è îïðåäåëåííûì ñ òî÷íîñòüþ äî 2π. Óãëû α1, . . . , αp îïðåäåëÿþò ïðàâèëüíûé p-
óãîëüíèê

Π =

{
1

p

p∑
i=1

αi +
2π

p
k, k = 0, 1, . . . , p− 1

}
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íà S1.
Ýòîò p-óãîëüíèê íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè t0. Ìíîæåñòâî âñåõ ïðàâèëüíûõ

p-óãîëüíèêîâ íà S1 èçîìîðôíî S1. Ñëåäîâàòåëüíî, êîððåêòíî îïðåäåëåíî ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå

f : S1(p) → S1, f : {t1, . . . , tp} 7→ Π({t1, . . . , tp}).
Òåïåðü âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ïðàâèëüíûé p-óãîëüíèê Π íà S1. Ïóñòü îäíà èç

åãî âåðøèí îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì α0. Òîãäà ïîëíûé ïðîîáðàç f−1(Π) ýòîãî p-óãîëüíèêà
îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ f ñîñòîèò èç òî÷åê {t1, . . . , tp} ∈ S1(p) òàêèõ, ÷òî

p∑
i=1

(αi − α0) ≡ 0 (mod 2π).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óãëû α1, . . . , αp è èõ èíäåêñàöèþ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî

α1 < α2 < . . . < αp < α1 + 2π,

à
∑p

i=1(αi − α0) = 0. Ýòîò âûáîð íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íàáîðà {t1, . . . , tp}.
Ïóñòü β1 = α1−α0 è βi = αi−αi−1, i = 2, . . . , p. Òîãäà ìíîæåñòâî p−1(Π) èçîìîðôíî

îòêðûòîìó ñèìïëåêñó

∆ =

{
(β1, . . . , βp) ∈ Rp : β2 > 0, . . . , βp > 0,

p∑
i=2

βi < 2π, β1 = −1

p

p∑
i=2

(p− i + 1)βi

}
,

ïðè÷åì ëîêàëüíî ýòîò èçîìîðôèçì çàâèñèò îò α0 ãëàäêèì îáðàçîì.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì

íàä S1 ñî ñëîåì ∆. Ïîñêîëüêó ñëîé ýòîãî ðàññëîåíèÿ ñòÿãèâàåì, òî åãî òîòàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áàçå.

Ïðåäëîæåíèå 4.4.2 äîêàçàíî.

4.8 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1.1

Ïóñòü γ : S1 → Rk, γ : t 7→ γ(t) � çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ êðèâàÿ â ÷åòíîìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rk. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî

F (t, λ) = |γ(t)− λ|2

ôóíêöèé îò t ∈ S1, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà λ ∈ Rk.
Äëÿ êðèâîé γ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ôóíêöèè F (·, λ) ýòîãî ñåìåéñòâà èìåþò íà S1

ãëîáàëüíûå ìèíèìóìû òîëüêî òèïîâ A = Aµ1+. . .+Aµp ∈ Aodd\{0} ñ êîðàçìåðíîñòüþ
codimA ≤ k + 1. Åñëè äëÿ äàííîãî λ ôóíêöèÿ F (·, λ) èìååò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì
òèïà A, òî ìíîæåñòâî òî÷åê y ∈ Rk òàêèõ, ÷òî

|y − λ|2 = min
t∈S1

F (t, λ), (4.9)
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ÿâëÿåòñÿ âíåøíå-îïîðíîé ãèïåðñôåðîé òèïà A êðèâîé γ. Îáðàòíî, ëþáàÿ âíåøíå-
îïîðíàÿ ãèïåðñôåðà êðèâîé γ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (4.9), ãäå λ � åå öåíòð.

Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ôîðìóëó (4.7) èç òåîðåìû 1.2.3 ãëàâû 3.
Íåîáõîäèìî ëèøü ïðîâåðèòü âñå óêàçàííûå òàì óñëîâèÿ. Ïðîâåðêà îñíîâàíà íà íåñ-
êîëüêèõ ïðîñòûõ ôàêòàõ î âûïóêëûõ êðèâûõ.

4.8.1. Ëåììà. Êðèâàÿ γ ìîæåò èìåòü îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè òîëüêî òèïîâ
A ∈ Aodd \{0}, ãäå degA ≤ k. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî A = Aµ1 + . . .+Aµp ∈ Aodd \{0}
òàêîãî, ÷òî degA ≤ k, è äëÿ ëþáîãî óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà p ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
òî÷åê t1, . . . , tp êðèâîé γ ñóùåñòâóåò îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü π, êîòîðàÿ ïåðåñåêà-
åò γ òîëüêî â ýòèõ òî÷êàõ, ïðè÷åì êðàòíîñòü êàñàíèÿ π ñ γ â òî÷êå ti ðàâíà µi

äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , p.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ âû-
ïóêëîñòè êðèâîé. Âòîðàÿ ÷àñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 4.5.2.

4.8.2. Ëåììà. Ñóùåñòâóåò R1 > 0 òàêîå, ÷òî íèêàêàÿ òî÷êà λ ∈ Rk, íàõî-
äÿùàÿñÿ íà ðàññòîÿíèè |λ| ≥ R1 îò íà÷àëà êîîðäèíàò, íå ìîæåò áûòü öåíòðîì
îïîðíîé ãèïåðñôåðû òèïà A êðèâîé γ íè ïðè êàêîì A ∈ Aodd \ {0} òàêîì, ÷òî
degA > k.

Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 4.8.2 è çàìêíóòîñòè êðèâîé γ. Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî òàêæå
ëåãêî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ âûïóêëîñòè.

4.8.3. Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà d ≤ k òî÷åê êðèâîé γ (âçÿòûõ ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòåé) ðàçìåðíîñòü ìèíèìàëüíîãî àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â Rk, ñîäåð-
æàùåãî òî÷êè ýòîãî íàáîðà, ðàâíà d− 1.

Èç ëåììû 4.8.3 ñëåäóåò, ÷òî ÷åðåç ëþáûå d òî÷åê êðèâîé γ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé),
ãäå 2 ≤ d ≤ k, ìîæíî ïðîâåñòè, è ïðèòîì åäèíñòâåííóþ, (d− 2)-ìåðíóþ (åâêëèäîâó)
ñôåðó. Öåíòð ýòîé ñôåðû ãëàäêî çàâèñèò îò (óïîðÿäî÷åííîãî) íàáîðà âçÿòûõ òî÷åê
è íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ýòîãî íàáîðà. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå âñåõ òàêèõ íàáîðîâ
êîìïàêòíî (d-ìåðíûé òîð), òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

4.8.4. Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî 2 ≤ d ≤ k öåíòðû íàáîðîâ d òî÷åê êðèâîé γ (âçÿòûõ
ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) îáðàçóþò êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â Rk. Â ÷àñòíîñòè,
ñóùåñòâóåò R2 > 0 òàêîå, ÷òî íèêàêàÿ òî÷êà λ ∈ Rk, íàõîäÿùàÿñÿ íà ðàññòîÿíèè
|λ| ≥ R2 îò íà÷àëà êîîðäèíàò, íå ìîæåò áûòü öåíòðîì íàáîðà d òî÷åê êðèâîé γ

íè ïðè êàêîì èç óêàçàííûõ d.

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê ïðîâåðêå óñëîâèé 1 � 7 òåîðåìû 1.2.3 ãëàâû 3. Ïðè ýòîì
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî γ � (âûïóêëàÿ) êðèâàÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, à ïðîñòðàíñòâî Rk

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðïëîñêîñòü y = 0 â îðèåíòèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Rk+1 ñ
êîîðäèíàòàìè ~x = (x1, . . . , xk), y è íà÷àëîì âíóòðè âûïóêëîé îáîëî÷êè êðèâîé γ.
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Ïóñòü Sk � ãèïåðñôåðà â Rk+1, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì |~x|2 + y2 = 1. Ðàññìîò-
ðèì òî÷êó N ∈ Sk ñ êîîðäèíàòàìè (~x, y) = (0, 1) è ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ
σ : Rk → Sk ñ ïîëþñîì N . Ýòà ïðîåêöèÿ îòîæäåñòâëÿåò ïðîñòðàíñòâî Rk ñ ìíîãî-
îáðàçèåì Λ = Sk \ {N}. Îíà îïðåäåëÿåò åñòåñòâåííîå âëîæåíèå σ̃ ìíîãîîáðàçèÿ Vs

âñåõ ãèïåðñôåð è àôôèííûõ ãèïåðïëîñêîñòåé â Rk â ìíîãîîáðàçèå V âñåõ (àôôèí-
íûõ) ãèïåðïëîñêîñòåé â Rk+1 (ñì. ðàçäåë 3.2 ãëàâû 3). Îáðàç σ(γ) êðèâîé γ ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé ïî Áàðíåðó êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ â Rk+1. Åñëè π ⊂ Rk � îïîðíàÿ ãè-
ïåðïëîñêîñòü (ãèïåðñôåðà) òèïà A ∈ Aodd \ {0} êðèâîé γ, òî σ̃(π) ⊂ Rk+1 � îïîðíàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü òèïà A êðèâîé σ(γ), ïðîõîäÿùàÿ (íå ïðîõîäÿùàÿ, ñîîòâåòñòâåííî)
÷åðåç òî÷êó N (ïðåäëîæåíèå 3.2.3 ãëàâû 3).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è ïîëîæèì Uε = {(~x, y) ∈ Sk| y > 1 − ε}, ∂(Uε) =

Uε\Uε. Åñëè ε < 2, òî ìíîæåñòâî Sε = σ−1(∂(Uε)) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðñôåðîé â Rk ðàäèóñà√
2/ε− 1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (ëåììà 3.2.1 ãëàâû 3). Ãèïåðñôåðû â Rk ñ

öåíòðàìè èç Sε ïåðåõîäÿò ïðè îòîáðàæåíèè σ̃ â ãèïåðïëîñêîñòè â Rk+1, êàñàþùèåñÿ
(k − 1)-ìåðíîé ñôåðû, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè (2/ε − 1)|~x|2 = 1, y = 1. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ε0 ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ðàäèóñ ãèïåðñôåðû Sε0 ðàâåí ìàêñèìóìó
÷èñåë R1 è R2 èç ëåìì 4.8.2 è 4.8.4.

Óñëîâèÿ 1 � 3. Â íàøåì ñëó÷àå Λ̃ = Sk. Ìíîæåñòâî Uε ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè N â ìíîãîîáðàçèè Λ̃ äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε < ε0.

Óñëîâèå 4. Äëÿ êàæäîãî A = Aµ1 + . . . + Aµp ∈ Aodd \ {0} òàêîãî, ÷òî degA ≤ k,
ìíîãîîáðàçèå AF ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ òèïà A ñåìåéñòâà F (t, λ) òðàíñâåðñàëüíî
Sε äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε < ε0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü λ ∈ Sε � öåíòð îïîðíîé ãèïåðñôåðû òèïà A, êàñàþùåé-
ñÿ êðèâîé γ â òî÷êàõ t1, . . . , tp ñ êðàòíîñòÿìè µ1, . . . , µp, ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî L öåíòðîâ âñåõ ãèïåðñôåð â Rk, êàñàþùèõñÿ êðèâîé γ â ýòèõ òî÷êàõ ñ óêà-
çàííûìè êðàòíîñòÿìè. Îíî ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â Rk ðàçìåðíîñòè
k − deg A+ 1 (ëåììà 4.8.3). Åñëè ε < ε0, òî ïðîñòðàíñòâî L íå ëåæèò â êàñàòåëüíîé
ãèïåðïëîñêîñòè ê ãèïåðñôåðå Sε â òî÷êå λ, òàê êàê â L ëåæèò öåíòð íàáîðà òî÷åê
t1, . . . , tp, âçÿòûõ ñ êðàòíîñòÿìè µ1 + 1, . . . , µp + 1.

Óñëîâèÿ 5 � 7. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò A = Aµ1 + . . .+Aµp ∈ Aodd \
{0} òàêîé, ÷òî degA ≤ k, è ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Aσ(γ) îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé
òèïà A êðèâîé σ(γ). ×åðåç S1(p) îáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå íåóïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ
p ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà îêðóæíîñòè S1.

Ïóñòü g : Aσ(γ) → S1(p) � îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòè
íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð åå òî÷åê êàñàíèÿ ñ êðèâîé. Ïîñêîëüêó êðèâàÿ σ(γ) âûïóê-
ëà ïî Áàðíåðó, òî îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ C0-ðàññëîåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ Aσ(γ) íàä
ìíîãîîáðàçèåì S1(p) (ïðåäëîæåíèå 4.4.1).

Ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå Rk+1, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó N .
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Îíè îáðàçóþò ãëàäêóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü H0 (ïðîåêòèâíóþ ãèïåðïëîñêîñòü) â ìíî-
ãîîáðàçèè V .

4.8.5. Ëåììà. Ïåðåñå÷åíèå H0 ∩ Aσ(γ) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â
ìíîãîîáðàçèè Aσ(γ). Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 4.8.1 ãèïåðïîâåðõíîñòü H0 ïåðåñåêàåò êàæäûé
ñëîé ðàññëîåíèÿ g. Ýòî ïåðåñå÷åíèå âñþäó òðàíñâåðñàëüíî, ïîñêîëüêó êàæäûé íàáîð
èç deg A òî÷åê êðèâîé γ (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) èìååò êîíå÷íûé öåíòð (ëåììà 4.8.4).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïîâåðõíîñòè H0 ñ êàæäûì ñëîåì ðàññëîåíèÿ g ÿâ-
ëÿåòñÿ àôôèííûì âûïóêëûì îãðàíè÷åííûì (k − deg A)-ìåðíûì ïîäìíîæåñòâîì â
V (ëåììà 4.5.3). Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäëîæåíèåì 4.4.2.

Çàìåòèì, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòü H0 ∩ Aσ(γ) ⊂ Aσ(γ) êîîðèåíòèðóåìà. Êîîðèåíòà-
öèÿ çàäàåòñÿ êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè ê ìíîãîîáðàçèþ Aσ(γ), òðàíñâåðñàëüíûìè H0

è íàïðàâëåííûìè â îáëàñòü A+
σ(γ) ⊂ Aσ(γ), ñîîòâåòñòâóþùóþ (ïðè îòîáðàæåíèè σ̃)

âíåøíå-îïîðíûì ãèïåðñôåðàì êðèâîé γ.

4.8.6. Ëåììà. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ A+
σ(γ) ðàâíà íóëþ.

Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèå g èíäóöèðóåò C0-ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ A+
σ(γ) íàä

ìíîãîîáðàçèåì S1(p). Ïîýòîìó ëåììà 4.8.6 òàêæå ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4.4.2.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ε < ε0. ×åðåç Hε îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

ãèïåðïëîñêîñòåé â Rk+1, êàñàþùèõñÿ ñôåðû (2/ε − 1)|~x|2 = 1, y = 1. Ýòî ìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â ìíîãîîáðàçèè V . À èìåííî, Hε � êîíóñ
âòîðîãî ïîðÿäêà, âåðøèíîé êîòîðîãî ñëóæèò ãèïåðïëîñêîñòü y = 1. Ïîñêîëüêó ãè-
ïåðïëîñêîñòü y = 1 íå ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé äëÿ êðèâîé σ(γ), à çàìûêàíèå Aσ(γ) ⊂ V

ìíîãîîáðàçèÿ Aσ(γ) êîìïàêòíî, òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

4.8.7. Ëåììà. Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ε1 < ε0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ε ∈ (0, ε1] ïåðåñå÷åíèå Hε ∩ Aσ(γ) ñîñòîèò èç äâóõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Êàæäàÿ
êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â ìíîãîîáðàçèè Aσ(γ). Îäíà èç
íèõ (è òîëüêî îäíà) ëåæèò â ìíîãîîáðàçèè A+

σ(γ). Ãèïåðïîâåðõíîñòü H ∩ Aσ(γ) ⊂
Aσ(γ) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì äåôîðìàöèîííûì ðåòðàêòîì îáúåäèíåíèÿ ãèïåðïîâåðõíî-
ñòåé Hε ∩ A+

σ(γ) ïî âñåì ε ∈ [0, ε1].

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå AF ⊂ Rk ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ òèïà A ñå-
ìåéñòâà F (t, λ). Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ σ èíäóöèðóåò äèôôåîìîðôèçì ìåæäó
ïåðåñå÷åíèÿìè AF ∩Sε1 è Hε1 ∩A+

σ(γ), à òàêæå äèôôåîìîðôèçì ìåæäó ìíîæåñòâàìè

AF \ σ−1(Uε1 \ {N}) è A+
σ(γ) \

⋃

ε∈(0,ε1]

(Hε ∩ A+
σ(γ)).

Ñëåäîâàòåëüíî, χ(AF ∩ Sε1) = χ(AF \ σ−1(Uε1 \ {N})) = 0, â ñèëó ëåìì 4.8.5 � 4.8.7.
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Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî F (t, λ) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 1.2.3 ãëà-
âû 3, à çíà÷èò, ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ îñîáåííîñòåé ðàçíûõ òèïîâ ìíîæåñòâà Ìàêñâåë-
ëà åãî ãëîáàëüíûõ ìèíèìóìîâ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (3.6). Òåîðåìà 4.1.1 äîêàçàíà.
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Ãëàâà 5

Òàáëèöû ñîîòíîøåíèé ìåæäó
ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè
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1 Òàáëèöà
Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé

îáðàçà ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ïðè óñòîé÷èâîì ãëàäêîì îòîáðàæåíèè
f : Mm → V n êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå V á�îëüøåé ðàçìåðíîñòè â ñëó÷àå
íå÷åòíîãî l = n − m > 0 è íå÷åòíîãî n ≤ 6l + 3. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãî-
îáðàçèÿ (k1Aµ1 + . . . + kpAµp)f îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ(

k1,...,kp
µ1,...,µp). ×èñëî c + 1 îïðåäåëÿåò

ìèíèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü n (ïðè ôèêñèðîâàííîì l), â êîòîðîé âïåðâûå ïîÿâëÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

c = 2l 4χ(2
0) = 2χ(1

1) + 12χ(3
0)− 4χ(1

2)− 10χ(1,2
1,0)− 80χ(5

0)

+ 10χ(1
3) + 48χ(1,2

2,0) + 24χ(2,1
1,0) + 184χ(1,4

1,0) + 1344χ(7
0)

− 56χ(1
4)− 263χ(1,2

3,0)− 185χ(1,1,1
2,1,0)− 123χ(3

1)

− 1280χ(1,4
2,0)− 838χ(2,3

1,0)− 5728χ(1,6
1,0)− 39168χ(9

0)

c = 3l + 1 χ(1,1
1,0) = χ(1

2) + 2χ(1,2
1,0)− 2χ(1

3)− 4χ(1,2
2,0)− χ(2,1

1,0)− 8χ(1,4
1,0)

+ 5χ(1
4) + 17χ(1,2

3,0) + 9χ(1,1,1
2,1,0) + 3χ(3

1) + 48χ(1,4
2,0)

+ 22χ(2,3
1,0) + 96χ(1,6

1,0)

c = 4l 4χ(4
0) = 2χ(1,2

1,0) + 20χ(5
0)

− χ(1
3)− 8χ(1,2

2,0)− 6χ(2,1
1,0)− 38χ(1,4

1,0)− 280χ(7
0)

+ 10χ(1
4) + 50χ(1,2

3,0) + 38χ(1,1,1
2,1,0) + 27χ(3

1) + 252χ(1,4
2,0)

+ 176χ(2,3
1,0) + 1180χ(1,6

1,0) + 8064χ(9
0)

c = 4l + 2 2χ(1,1
2,0) = 2χ(1

3) + 4χ(1,2
2,0)− 4χ(1

4)− 8χ(1,2
3,0)− χ(1,1,1

2,1,0)− 16χ(1,4
2,0)

2χ(2
1) = χ(1

3) + 2χ(2,1
1,0)− 2χ(1

4)− 2χ(1,2
3,0)− 2χ(1,1,1

2,1,0) + 3χ(3
1)− 4χ(2,3

1,0)

c = 5l + 1 χ(1,3
1,0) = χ(1,2

2,0) + χ(2,1
1,0) + 4χ(1,4

1,0)

− χ(1
4)− 5χ(1,2

3,0)− 4χ(1,1,1
2,1,0)− 3χ(3

1)

− 16χ(1,4
2,0)− 11χ(2,3

1,0)− 40χ(1,6
1,0)

c = 5l + 3 χ(1,1
3,0) = χ(1

4) + 2χ(1,2
3,0)

χ(1,1
2,1) = χ(1

4) + χ(1,1,1
2,1,0)

c = 6l 4χ(6
0) = 28χ(7

0) + 2χ(1,4
1,0)

− χ(1,2
3,0)− χ(1,1,1

2,1,0)− χ(3
1)− 12χ(1,4

2,0)

− 10χ(2,3
1,0)− 82χ(1,6

1,0)− 672χ(9
0)

c = 6l + 2 2χ(1,3
2,0) = 2χ(1,2

3,0) + χ(1,1,1
2,1,0) + 8χ(1,4

2,0)

2χ(2,2
1,0) = χ(1,2

3,0) + 2χ(1,1,1
2,1,0) + 3χ(3

1) + 6χ(2,3
1,0)

c = 7l + 1 χ(1,5
1,0) = χ(1,4

2,0) + χ(2,3
1,0) + 6χ(1,6

1,0)

c = 8l 2χ(8
0) = χ(1,6

1,0) + 18χ(9
0)
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2 Òàáëèöà
Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé

îáðàçà ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ïðè óñòîé÷èâîì ãëàäêîì îòîáðàæåíèè
f : Mm → V n êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå V á�îëüøåé ðàçìåðíîñòè â ñëó÷àå
÷åòíîãî l = n − m > 0 è íå÷åòíîãî n ≤ 7l + 3. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîá-
ðàçèÿ (k1Aµ1 + . . . + kpAµp)f îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ(

k1,...,kp
µ1,...,µp). ×èñëî c + 1 îïðåäåëÿåò

ìèíèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü n (ïðè ôèêñèðîâàííîì l), â êîòîðîé âïåðâûå ïîÿâëÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

c = l 4χ(1
0) = 2χ(1,1

1,0) + χ(1,1
3,0)− χ(1,1

2,1)− χ(3,1
1,0)

c = 2l 4χ(2
0) = 2χ(1

1) + 2χ(1,2
1,0)− 2χ(1

3) + χ(1,2
3,0)− χ(1,1,1

2,1,0)− 3χ(3
1) + 2χ(1

5)

c = 3l 4χ(3
0) = 2χ(1,1

1,0) + 2χ(1,3
1,0)− 2χ(1,1

3,0)− 2χ(1,1
2,1)

+ χ(1,3
3,0)− χ(1,1,2

2,1,0)− 3χ(3,1
1,0)

c = 3l + 2 2χ(1
2) = χ(1,1

2,1)

c = 4l 4χ(4
0) = 2χ(1,2

1,0)− χ(1
3) + 2χ(1,4

1,0)− 2χ(1,2
3,0)− 2χ(1,1,1

2,1,0)− 3χ(3
1) + 5χ(1

5)

c = 4l + 2 2χ(1,1
2,0) = 2χ(1

3) + χ(1,1,1
2,1,0)− 2χ(1

5)

2χ(2
1) = χ(1

3) + 3χ(3
1)− χ(1

5)

c = 5l 4χ(5
0) = 2χ(1,3

1,0)− χ(1,1
3,0)− χ(1,1

2,1) + 2χ(1,5
1,0)

− 2χ(1,3
3,0)− 2χ(1,1,2

2,1,0)− 3χ(3,1
1,0)

c = 5l + 2 2χ(1,2
2,0) = 2χ(1,1

3,0) + χ(1,1
2,1) + χ(1,1,2

2,1,0)

2χ(2,1
1,0) = χ(1,1

3,0) + 2χ(1,1
2,1) + 3χ(3,1

1,0)

c = 5l + 4 χ(1
4) = 0

c = 6l 4χ(6
0) = 2χ(1,4

1,0)− χ(1,2
3,0)− χ(1,1,1

2,1,0)− χ(3
1) + 2χ(1

5) + 2χ(1,6
1,0)

c = 6l + 2 2χ(1,3
2,0) = 2χ(1,2

3,0) + χ(1,1,2
2,1,0)− 2χ(1

5)

2χ(2,2
1,0) = χ(1,2

3,0) + 2χ(1,1,1
2,1,0) + 3χ(3

1)− 3χ(1
5)

c = 6l + 4 χ(1,1
4,0) = χ(1

5)

χ(1,1
3,1) = χ(1

5)

2χ(2
2) = χ(1

5)

c = 7l 4χ(7
0) = 2χ(1,5

1,0)− χ(1,3
3,0)− χ(1,1,2

2,1,0)− χ(3,1
1,0)

c = 7l + 2 2χ(1,4
2,0) = 2χ(1,3

3,0) + χ(1,1,2
2,1,0)

2χ(2,3
1,0) = χ(1,3

3,0) + 2χ(1,1,2
2,1,0) + 3χ(3,1

1,0)

c = 8l 2χ(8
0) = χ(1,6

1,0)
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3 Òàáëèöà
Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé

îáðàçà ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ïðè óñòîé÷èâîì ãëàäêîì îòîáðàæåíèè
f : Mm → V n êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå V á�îëüøåé ðàçìåðíîñòè â ñëó÷àå
íå÷åòíîãî l = n − m > 0 è ÷åòíîãî n ≤ 6l + 2. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîá-
ðàçèÿ (k1Aµ1 + . . . + kpAµp)f îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ(

k1,...,kp
µ1,...,µp). ×èñëî c + 1 îïðåäåëÿåò

ìèíèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü n (ïðè ôèêñèðîâàííîì l), â êîòîðîé âïåðâûå ïîÿâëÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

c = l 4χ(1
0) = 8χ(2

0)− 2χ(1,1
1,0)− 32χ(4

0)

+ 14χ(1,1
2,0) + 4χ(2

1) + 44χ(1,3
1,0) + 384χ(6

0)

− 51χ(1,1
3,0)− 37χ(1,1

2,1)− 272χ(1,3
2,0)− 164χ(2,2

1,0)

− 1184χ(1,5
1,0)− 8704χ(8

0)

c = 2l + 1 2χ(1
1) = 2χ(1,1

1,0)− 2χ(1,1
2,0) + 2χ(2

1)− 4χ(1,3
1,0)

+ 5χ(1,1
3,0) + 3χ(1,1

2,1) + 16χ(1,3
2,0) + 4χ(2,2

1,0) + 32χ(1,5
1,0)

c = 3l 2χ(3
0) = χ(1,1

1,0) + 8χ(4
0)− 3χ(1,1

2,0)− 2χ(2
1)− 11χ(1,3

1,0)− 80χ(6
0)

+ 13χ(1,1
3,0) + 9χ(1,1

2,1) + 61χ(1,3
2,0) + 38χ(2,2

1,0)

+ 260χ(1,5
1,0) + 1792χ(8

0)

c = 3l + 2 2χ(1
2) = 2χ(1,1

2,0)− 2χ(1,1
3,0) + χ(1,1

2,1)− 4χ(1,3
2,0)

c = 4l + 1 2χ(1,2
1,0) = 2χ(1,1

2,0) + 2χ(2
1) + 6χ(1,3

1,0)

− 7χ(1,1
3,0)− 5χ(1,1

2,1)− 18χ(1,3
2,0)− 10χ(2,2

1,0)− 40χ(1,5
1,0)

c = 4l + 3 χ(1
3) = χ(1,1

3,0)

c = 5l 4χ(5
0) = 2χ(1,3

1,0) + 24χ(6
0)

− χ(1,1
3,0)− χ(1,1

2,1)− 10χ(1,3
2,0)− 8χ(2,2

1,0)− 58χ(1,5
1,0)− 448χ(8

0)

c = 5l + 2 2χ(1,2
2,0) = 2χ(1,1

3,0) + χ(1,1
2,1) + 6χ(1,3

2,0)

2χ(2,1
1,0) = χ(1,1

3,0) + 2χ(1,1
2,1) + 4χ(2,2

1,0)

c = 6l + 1 χ(1,4
1,0) = χ(1,3

2,0) + χ(2,2
1,0) + 5χ(1,5

1,0)

c = 7l 2χ(7
0) = χ(1,5

1,0) + 16χ(8
0)
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4 Òàáëèöà
Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé

îáðàçà ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ïðè óñòîé÷èâîì ãëàäêîì îòîáðàæåíèè
f : Mm → V n êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå V á�îëüøåé ðàçìåðíîñòè â ñëó÷àå
÷åòíîãî l = n − m > 0 è ÷åòíîãî n ≤ 7l + 4. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîá-
ðàçèÿ (k1Aµ1 + . . . + kpAµp)f îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ(

k1,...,kp
µ1,...,µp). ×èñëî c + 1 îïðåäåëÿåò

ìèíèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü n (ïðè ôèêñèðîâàííîì l), â êîòîðîé âïåðâûå ïîÿâëÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

c = 2l + 1 χ(1
1) = χ(2

1)

c = 3l + 1 χ(1,1
1,0) = χ(1

2) + χ(2,1
1,0)− χ(1

4)− χ(1,2
2,1)

c = 4l + 1 2χ(1,2
1,0) = 2χ(1,1

2,0) + 2χ(2
1) + 2χ(2,2

1,0)− 2χ(1,1
4,0)− 3χ(1,1

3,1)− 2χ(2
2)

c = 4l + 3 2χ(1
3) = χ(1,1

3,1)

c = 5l + 1 2χ(1,3
1,0) = 2χ(1,2

2,0) + 2χ(2,1
1,0)

− 2χ(1
4) + 2χ(2,3

1,0)− 2χ(1,2
4,0)− 3χ(1,1,1

3,1,0)− 2χ(2,1
2,0)− 4χ(1,2

2,1)

c = 5l + 3 2χ(1,1
3,0) = 2χ(1

4) + χ(1,1,1
3,1,0)

χ(1,1
2,1) = χ(1

4) + χ(1,2
2,1)

c = 6l + 1 χ(1,4
1,0) = χ(1,3

2,0) + χ(2,2
1,0)− χ(1,1

4,0)− χ(1,1
3,1)− χ(2

2) + χ(2,4
1,0)

c = 6l + 3 2χ(1,2
3,0) = 2χ(1,1

4,0) + χ(1,1
3,1)

χ(1,1,1
2,1,0) = χ(1,1

4,0) + χ(1,1
3,1) + 2χ(2

2)

2χ(3
1) = χ(1,1

3,1)

c = 6l + 5 χ(1
5) = 0

c = 7l + 1 χ(1,5
1,0) = χ(2,3

1,0) + χ(1,4
2,0)− χ(1,2

4,0)− χ(1,1,1
3,1,0)− χ(2,1

2,0)− χ(1,2
2,1)

c = 7l + 3 2χ(1,3
3,0) = 2χ(1,2

4,0) + χ(1,1,1
3,1,0)

χ(1,1,2
2,1,0) = χ(1,2

4,0) + χ(1,1,1
3,1,0) + 2χ(2,1

2,0) + χ(1,2
2,1)

2χ(3,1
1,0) = χ(1,1,1

3,1,0) + 2χ(1,2
2,1)

c = 8l + 1 χ(1,6
1,0) = χ(1,5

2,0) + χ(2,4
1,0)
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5 Òàáëèöà
Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåí-

íîñòåé óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : Mn → V n êîðàíãà ≤ 1 ãëàäêîãî çà-
ìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ M íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n ≤ 5 â ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå V

òîé æå ðàçìåðíîñòè. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (k1Aµ1 + . . . + kpAµp)f

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ(
k1,...,kp
µ1,...,µp). Âî âñåõ ôîðìóëàõ, k � ïðîèçâîëüíîå öåëîå íåîòðèöà-

òåëüíîå ÷èñëî. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî χ(
k1,...,kp,r
µ1,...,µp,0) = 0, åñëè r < 0. ×èñëî c + 1 îïðåäåëÿåò

ìèíèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü n, â êîòîðîé âïåðâûå ïîÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîò-
íîøåíèÿ. Ôîðìóëà äëÿ χ(k

0) ïðè k = 0 ñïðàâåäëèâà, åñëè ìíîãîîáðàçèå V çàìêíóòî.

c = 0 4χ(k
0) = 2χ(1,k−2

1,0 ) + 2χ(1,k
1,0)

− χ(3,k−6
1,0 )− 3χ(3,k−4

1,0 )− 3χ(3,k−2
1,0 )− χ(3,k

1,0)

− χ(1,1,k−5
2,1,0 )− 2χ(1,1,k−3

2,1,0 )− χ(1,1,k−1
2,1,0 )

− χ(1,k−4
3,0 )− 2χ(1,k−2

3,0 ) + χ(1,k
3,0)

+ 2χ(5,k−10
1,0 ) + 10χ(5,k−8

1,0 ) + 20χ(5,k−6
1,0 )

+ 20χ(5,k−4
1,0 ) + 10χ(5,k−2

1,0 ) + 2χ(5,k
1,0)

+ 2χ(1,3,k−9
2,1,0 ) + 8χ(1,3,k−7

2,1,0 ) + 12χ(1,3,k−5
2,1,0 )

+ 8χ(1,3,k−3
2,1,0 ) + 2χ(1,3,k−1

2,1,0 )

+ 2χ(2,1,k−8
2,1,0 ) + 6χ(2,1,k−6

2,1,0 ) + 6χ(2,1,k−4
2,1,0 ) + 2χ(2,1,k−2

2,1,0 )

+ 2χ(1,2,k−8
3,1,0 ) + 7χ(1,2,k−6

3,1,0 ) + 8χ(1,2,k−4
3,1,0 ) + 3χ(1,2,k−2

3,1,0 )

+ 2χ(1,1,k−7
3,2,0 ) + 5χ(1,1,k−5

3,2,0 ) + 3χ(1,1,k−3
3,2,0 )

+ 2χ(1,1,k−7
4,1,0 ) + 6χ(1,1,k−5

4,1,0 ) + 5χ(1,1,k−3
4,1,0 ) + χ(1,1,k−1

4,1,0 )

+ 2χ(1,k−6
5,0 ) + 5χ(1,k−4

5,0 ) + 2χ(1,k−2
5,0 ) + χ(1,k

5,0)

(ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå)
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c = 2 4χ(2,k
1,0) = 6χ(3,k−2

1,0 ) + 6χ(3,k
1,0) + 4χ(1,1,k−1

2,1,0 ) + 2χ(1,k
3,0)

− 10χ(5,k−6
1,0 )− 30χ(5,k−4

1,0 )− 30χ(5,k−2
1,0 )− 10χ(5,k

1,0)

− 9χ(1,3,k−5
2,1,0 )− 18χ(1,3,k−3

2,1,0 )− 9χ(1,3,k−1
2,1,0 )

− 8χ(2,1,k−4
2,1,0 )− 8χ(2,1,k−2

2,1,0 )

− 8χ(1,2,k−4
3,1,0 )− 12χ(1,2,k−2

3,1,0 )− 2χ(1,2,k
3,1,0)

− 7χ(1,1,k−3
3,2,0 )− 3χ(1,1,k−1

3,2,0 )

− 7χ(1,1,k−3
4,1,0 )− 7χ(1,1,k−1

4,1,0 )

− 6χ(1,k−2
5,0 )− 2χ(1,k

5,0)

4χ(1,k
2,0) = 2χ(1,1,k−2

2,1,0 ) + 2χ(1,1,k
2,1,0) + 4χ(1,k−1

3,0 )

− χ(1,3,k−6
2,1,0 )− 3χ(1,3,k−4

2,1,0 )− 3χ(1,3,k−2
2,1,0 )− χ(1,3,k

2,1,0)

− 2χ(2,1,k−5
2,1,0 )− 4χ(2,1,k−3

2,1,0 )− 2χ(2,1,k−1
2,1,0 )

− 2χ(1,2,k−5
3,1,0 )− 4χ(1,2,k−3

3,1,0 )− 2χ(1,2,k−1
3,1,0 )

− 3χ(1,1,k−4
3,2,0 )− 4χ(1,1,k−2

3,2,0 ) + χ(1,1,k
3,2,0)

− 3χ(1,1,k−4
4,1,0 )− 4χ(1,1,k−2

4,1,0 )− χ(1,1,k
4,1,0)

− 4χ(1,k−3
5,0 )− 4χ(1,k−1

5,0 )

c = 4 2χ(4,k
1,0) = 5χ(5,k−2

1,0 ) + 5χ(5,k
1,0) + 2χ(1,3,k−1

2,1,0 ) + χ(1,2,k
3,1,0)

2χ(1,2,k
2,1,0) = 3χ(1,3,k−2

2,1,0 ) + 3χ(1,3,k
2,1,0) + 4χ(2,1,k−1

2,1,0 )

+ 2χ(1,2,k−1
3,1,0 ) + χ(1,1,k

3,2,0) + 2χ(1,1,k
4,1,0)

2χ(2,k
2,0) = χ(2,1,k−2

2,1,0 ) + χ(2,1,k
2,1,0) + 2χ(1,1,k−1

3,2,0 ) + χ(1,k
5,0)

χ(1,1,k
3,1,0) = χ(1,2,k−2

3,1,0 ) + χ(1,2,k
3,1,0) + χ(1,1,k−1

3,2,0 )

+ χ(1,1,k−1
4,1,0 ) + χ(1,k

5,0)

2χ(1,k
4,0) = χ(1,1,k−2

4,1,0 ) + χ(1,1,k
4,1,0) + 2χ(1,k−1

5,0 )
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6 Òàáëèöà
Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé ìóëüòèîñîáåí-

íîñòåé óñòîé÷èâîãî ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ f : Mn → V n êîðàíãà ≤ 1 ãëàäêîãî çà-
ìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n ≤ 6 â ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå V

òîé æå ðàçìåðíîñòè. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (k1Aµ1 + . . . + kpAµp)f

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ(
k1,...,kp
µ1,...,µp). Âî âñåõ ôîðìóëàõ, k � ïðîèçâîëüíîå öåëîå íåîòðèöà-

òåëüíîå ÷èñëî. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî χ(
k1,...,kp,r
µ1,...,µp,0) = 0, åñëè r < 0. ×èñëî c + 1 îïðåäåëÿåò

ìèíèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü n, â êîòîðîé âïåðâûå ïîÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîò-
íîøåíèÿ.

c = 1 4χ(1,k
1,0) = 4χ(2,k−2

1,0 ) + 4χ(2,k
1,0) + 4χ(1,k−1

2,0 )

− 4χ(4,k−6
1,0 )− 12χ(4,k−4

1,0 )− 12χ(4,k−2
1,0 )− 4χ(4,k

1,0)

− 4χ(1,2,k−5
2,1,0 )− 8χ(1,2,k−3

2,1,0 )− 4χ(1,2,k−1
2,1,0 )

− 4χ(2,k−4
2,0 )− 4χ(2,k−2

2,0 )− 4χ(1,1,k−4
3,1,0 )− 6χ(1,1,k−2

3,1,0 )

− 4χ(1,k−3
4,0 )− 4χ(1,k−1

4,0 )

+ 12χ(6,k−10
1,0 ) + 60χ(6,k−8

1,0 ) + 120χ(6,k−6
1,0 )

+ 120χ(6,k−4
1,0 ) + 60χ(6,k−2

1,0 ) + 12χ(6,k
1,0)

+ 12χ(1,4,k−9
2,1,0 ) + 48χ(1,4,k−7

2,1,0 ) + 72χ(1,4,k−5
2,1,0 )

+ 48χ(1,4,k−3
2,1,0 ) + 12χ(1,4,k−1

2,1,0 )

+ 12χ(2,2,k−8
2,1,0 ) + 36χ(2,2,k−6

2,1,0 ) + 36χ(2,2,k−4
2,1,0 ) + 12χ(2,2,k−2

2,1,0 )

+ 12χ(3,k−7
2,0 ) + 24χ(3,k−5

2,0 ) + 12χ(3,k−3
2,0 )

+ 12χ(1,3,k−8
3,1,0 ) + 41χ(1,3,k−6

3,1,0 ) + 48χ(1,3,k−4
3,1,0 )

+ 21χ(1,3,k−2
3,1,0 ) + 2χ(1,3,k

3,1,0)

+ 12χ(1,1,1,k−7
3,2,1,0 ) + 29χ(1,1,1,k−5

3,2,1,0 )

+ 19χ(1,1,1,k−3
3,2,1,0 ) + 2χ(1,1,1,k−1

3,2,1,0 )

+ 12χ(2,k−6
3,0 ) + 22χ(2,k−4

3,0 ) + 6χ(2,k−2
3,0 )

+ 12χ(1,2,k−7
4,1,0 ) + 34χ(1,2,k−5

4,1,0 ) + 30χ(1,2,k−3
4,1,0 ) + 8χ(1,2,k−1

4,1,0 )

+ 12χ(1,1,k−6
4,2,0 ) + 22χ(1,1,k−4

4,2,0 ) + 8χ(1,1,k−2
4,2,0 )

+ 12χ(1,1,k−6
5,1,0 ) + 27χ(1,1,k−4

5,1,0 ) + 15χ(1,1,k−2
5,1,0 ) + 2χ(1,1,k

5,1,0)

+ 12χ(1,k−5
6,0 ) + 20χ(1,k−3

6,0 ) + 4χ(1,k−1
6,0 )

(ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå)
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c = 3 4χ(3,k
1,0) = 8χ(4,k−2

1,0 ) + 8χ(4,k
1,0) + 4χ(1,2,k−1

2,1,0 ) + 2χ(1,1,k
3,1,0)

− 20χ(6,k−6
1,0 )− 60χ(6,k−4

1,0 )− 60χ(6,k−2
1,0 )− 20χ(6,k

1,0)

− 16χ(1,4,k−5
2,1,0 )− 32χ(1,4,k−3

2,1,0 )− 16χ(1,4,k−1
2,1,0 )

− 12χ(2,2,k−4
2,1,0 )− 12χ(2,2,k−2

2,1,0 )− 8χ(3,k−3
2,0 )

− 13χ(1,3,k−4
3,1,0 )− 20χ(1,3,k−2

3,1,0 )− 5χ(1,3,k
3,1,0)

− 9χ(1,1,1,k−3
3,2,1,0 )− 5χ(1,1,1,k−1

3,2,1,0 )

− 6χ(2,k−2
3,0 )− 2χ(2,k

3,0)

− 10χ(1,2,k−3
4,1,0 )− 10χ(1,2,k−1

4,1,0 )− 6χ(1,1,k−2
4,2,0 )

− 7χ(1,1,k−2
5,1,0 )− 3χ(1,1,k

5,1,0)− 4χ(1,k−1
6,0 )

2χ(1,1,k
2,1,0) = 2χ(1,2,k−2

2,1,0 ) + 2χ(1,2,k
2,1,0) + 4χ(2,k−1

2,0 ) + 2χ(1,1,k−1
3,1,0 ) + 2χ(1,k

4,0)

− 2χ(1,4,k−6
2,1,0 )− 6χ(1,4,k−4

2,1,0 )− 6χ(1,4,k−2
2,1,0 )− 2χ(1,4,k

2,1,0)

− 4χ(2,2,k−5
2,1,0 )− 8χ(2,2,k−3

2,1,0 )− 4χ(2,2,k−1
2,1,0 )

− 6χ(3,k−4
2,0 )− 6χ(3,k−2

2,0 )

− 3χ(1,3,k−5
3,1,0 )− 6χ(1,3,k−3

3,1,0 )− 3χ(1,3,k−1
3,1,0 )

− 5χ(1,1,1,k−4
3,2,1,0 )− 6χ(1,1,1,k−2

3,2,1,0 )

− 6χ(2,k−3
3,0 )− 2χ(2,k−1

3,0 )

− 4χ(1,2,k−4
4,1,0 )− 6χ(1,2,k−2

4,1,0 )− 2χ(1,2,k
4,1,0)

− 6χ(1,1,k−3
4,2,0 )− 4χ(1,1,k−1

4,2,0 )

− 5χ(1,1,k−3
5,1,0 )− 5χ(1,1,k−1

5,1,0 )

− 6χ(1,k−2
6,0 )− 2χ(1,k

6,0)

4χ(1,k
3,0) = 2χ(1,1,k−2

3,1,0 ) + 2χ(1,1,k
3,1,0) + 4χ(1,k−1

4,0 )

− χ(1,3,k−6
3,1,0 )− 3χ(1,3,k−4

3,1,0 )− 3χ(1,3,k−2
3,1,0 )− χ(1,3,k

3,1,0)

− χ(1,1,1,k−5
3,2,1,0 )− 2χ(1,1,1,k−3

3,2,1,0 )− χ(1,1,1,k−1
3,2,1,0 )

− 2χ(2,k−4
3,0 )− 4χ(2,k−2

3,0 ) + 2χ(2,k
3,0)

− 2χ(1,2,k−5
4,1,0 )− 4χ(1,2,k−3

4,1,0 )− 2χ(1,2,k−1
4,1,0 )

− 2χ(1,1,k−4
4,2,0 )− 2χ(1,1,k−2

4,2,0 )

− 3χ(1,1,k−4
5,1,0 )− 4χ(1,1,k−2

5,1,0 )− χ(1,1,k
5,1,0)

− 4χ(1,k−3
6,0 )− 4χ(1,k−1

6,0 )

(ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå)
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c = 5 2χ(5,k
1,0) = 6χ(6,k−2

1,0 ) + 6χ(6,k
1,0) + 2χ(1,4,k−1

2,1,0 ) + χ(1,3,k
3,1,0)

2χ(1,3,k
2,1,0) = 4χ(1,4,k−2

2,1,0 ) + 4χ(1,4,k
2,1,0) + 4χ(2,2,k−1

2,1,0 )

+ 2χ(1,3,k−1
3,1,0 ) + χ(1,1,1,k

3,2,1,0) + 2χ(1,2,k
4,1,0)

2χ(2,1,k
2,1,0) = 2χ(2,2,k−2

2,1,0 ) + 2χ(2,2,k
2,1,0) + 6χ(3,k−1

2,0 )

+ 2χ(1,1,1,k−1
3,2,1,0 ) + 2χ(1,1,k

4,2,0) + χ(1,1,k
5,1,0)

2χ(1,2,k
3,1,0) = 3χ(1,3,k−2

3,1,0 ) + 3χ(1,3,k
3,1,0) + 2χ(1,1,1,k−1

3,2,1,0 )

+ 2χ(2,k
3,0) + 2χ(1,2,k−1

4,1,0 ) + 2χ(1,1,k
5,1,0)

2χ(1,1,k
3,2,0) = χ(1,1,1,k−2

3,2,1,0 ) + χ(1,1,1,k
3,2,1,0) + 4χ(2,k−1

3,0 )

+ 2χ(1,1,k−1
4,2,0 ) + 2χ(1,k

6,0)

χ(1,1,k
4,1,0) = χ(1,2,k−2

4,1,0 ) + χ(1,2,k
4,1,0) + χ(1,1,k−1

4,2,0 )

+ χ(1,1,k−1
5,1,0 ) + χ(1,k

6,0)

2χ(1,k
5,0) = χ(1,1,k−2

5,1,0 ) + χ(1,1,k
5,1,0) + 2χ(1,k−1

6,0 )
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7 Òàáëèöà
Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé

óñòîé÷èâîãî êîìïàêòíîãî ôðîíòà F êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè íå÷åòíîé
ðàçìåðíîñòè n ≤ 7. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (k1Aµ1 + . . . + kpAµp)F
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ(

k1,...,kp
µ1,...,µp). ×èñëî c + 1 îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü n,

â êîòîðîé âïåðâûå ïîÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

c = 2 2χ(2
1) = 6χ(3

1) + 2χ(1,1
2,1) + χ(1

3)

− 40χ(5
1)− 18χ(1,3

2,1)− 8χ(2,1
2,1)

− 11χ(1,2
3,1)− 5χ(1,1

3,2)− 7χ(1,1
4,1)− 4χ(1

5)

+ 672χ(7
1) + 320χ(1,5

2,1) + 152χ(2,3
2,1) + 72χ(3,1

2,1) + 204χ(1,4
3,1)

+ 97χ(1,1,2
3,2,1) + 46χ(1,2

3,2) + 62χ(2,1
3,1) + 129χ(1,3

4,1) + 61χ(1,1,1
4,2,1)

+ 39χ(1,1
4,3) + 81χ(1,2

5,1) + 38χ(1,1
5,2) + 50χ(1,1

6,1) + 31χ(1
7)

2χ(1
2) = 2χ(1,1

2,1) + 2χ(1
3)

− 4χ(1,3
2,1)− 4χ(2,1

2,1)− 4χ(1,2
3,1)− 3χ(1,1

3,2)− 4χ(1,1
4,1)− 4χ(1

5)

+ 32χ(1,5
2,1) + 32χ(2,3

2,1) + 24χ(3,1
2,1) + 32χ(1,4

3,1) + 26χ(1,1,2
3,2,1)

+ 18χ(1,2
3,2) + 20χ(2,1

3,1) + 32χ(1,3
4,1) + 23χ(1,1,1

4,2,1) + 17χ(1,1
4,3)

+ 28χ(1,2
5,1) + 19χ(1,1

5,2) + 23χ(1,1
6,1) + 18χ(1

7)

c = 4 4χ(4
1) = 20χ(5

1) + 4χ(1,3
2,1) + 2χ(1,2

3,1)

− 280χ(7
1)− 100χ(1,5

2,1)− 32χ(2,3
2,1)− 8χ(3,1

2,1)− 58χ(1,4
3,1)− 18χ(1,1,2

3,2,1)

− 4χ(1,2
3,2)− 10χ(2,1

3,1)− 26χ(1,3
4,1)− 6χ(1,1,1

4,2,1)− 3χ(1,1
4,3)− 12χ(1,2

5,1)

− 2χ(1,1
5,2)− 4χ(1,1

6,1)− χ(1
7)

2χ(1,2
2,1) = 6χ(1,3

2,1) + 4χ(2,1
2,1) + 2χ(1,2

3,1) + χ(1,1
3,2) + 2χ(1,1

4,1)

− 40χ(1,5
2,1)− 36χ(2,3

2,1)− 24χ(3,1
2,1)− 24χ(1,4

3,1)− 21χ(1,1,2
3,2,1)

− 14χ(1,2
3,2)− 12χ(2,1

3,1)− 24χ(1,3
4,1)− 17χ(1,1,1

4,2,1)− 9χ(1,1
4,3)

− 16χ(1,2
5,1)− 10χ(1,1

5,2)− 11χ(1,1
6,1)− 6χ(1

7)

2χ(2
2) = 2χ(2,1

2,1) + 2χ(1,1
3,2) + χ(1

5)

− 4χ(2,3
2,1)− 6χ(3,1

2,1)− 4χ(1,1,2
3,2,1)− 5χ(1,2

3,2)− 4χ(2,1
3,1)− 4χ(1,1,1

4,2,1)

− 4χ(1,1
4,3)− 2χ(1,2

5,1)− 5χ(1,1
5,2)− 3χ(1,1

6,1)− 4χ(1
7)

χ(1,1
3,1) = 2χ(1,2

3,1) + χ(1,1
3,2) + χ(1,1

4,1) + χ(1
5)

− 8χ(1,4
3,1)− 4χ(1,1,2

3,2,1)− 2χ(1,2
3,2)− 5χ(2,1

3,1)− 6χ(1,3
4,1)− 3χ(1,1,1

4,2,1)

− 4χ(1,1
4,3)− 6χ(1,2

5,1)− 3χ(1,1
5,2)− 5χ(1,1

6,1)− 4χ(1
7)

2χ(1
4) = 2χ(1,1

4,1) + 2χ(1
5)

− 4χ(1,3
4,1)− 2χ(1,1,1

4,2,1)− χ(1,1
4,3)− 4χ(1,2

5,1)− 2χ(1,1
5,2)− 4χ(1,1

6,1)− 4χ(1
7)

(ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå)
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c = 6 2χ(6
1) = 14χ(7

1) + 2χ(1,5
2,1) + χ(1,4

3,1)

2χ(1,4
2,1) = 10χ(1,5

2,1) + 4χ(2,3
2,1) + 2χ(1,4

3,1) + χ(1,1,2
3,2,1) + 2χ(1,3

4,1)

2χ(2,2
2,1) = 6χ(2,3

2,1) + 6χ(3,1
2,1) + 2χ(1,1,2

3,2,1) + χ(1,2
3,2) + 2χ(1,1,1

4,2,1) + χ(1,2
5,1)

2χ(3
2) = 2χ(3,1

2,1) + 2χ(1,2
3,2) + χ(1,1

5,2)

χ(1,3
3,1) = 4χ(1,4

3,1) + χ(1,1,2
3,2,1) + χ(2,1

3,1) + χ(1,3
4,1) + χ(1,2

5,1)

χ(1,1,1
3,2,1) = 2χ(1,1,2

3,2,1) + 2χ(1,2
3,2) + 2χ(2,1

3,1)

+ χ(1,1,1
4,2,1) + χ(1,1

4,3) + χ(1,1
5,2) + χ(1,1

6,1)

2χ(2
3) = 2χ(2,1

3,1) + 2χ(1,1
4,3) + χ(1

7)

2χ(1,2
4,1) = 6χ(1,3

4,1) + 2χ(1,1,1
4,2,1) + χ(1,1

4,3) + 2χ(1,2
5,1) + 2χ(1,1

6,1)

χ(1,1
4,2) = χ(1,1,1

4,2,1) + χ(1,1
4,3) + χ(1,1

5,2) + χ(1
7)

χ(1,1
5,1) = 2χ(1,2

5,1) + χ(1,1
5,2) + χ(1,1

6,1) + χ(1
7)

χ(1
6) = χ(1,1

6,1) + χ(1
7)
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8 Òàáëèöà
Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé

óñòîé÷èâîãî êîìïàêòíîãî ôðîíòà F êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè ÷åòíîé
ðàçìåðíîñòè n ≤ 6. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (k1Aµ1 + . . . + kpAµp)F
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ(

k1,...,kp
µ1,...,µp). ×èñëî c + 1 îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü n,

â êîòîðîé âïåðâûå ïîÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

c = 1 2χ(1
1) = 4χ(2

1) + 2χ(1
2)

− 16χ(4
1)− 8χ(1,2

2,1)− 4χ(2
2)− 5χ(1,1

3,1)− 4χ(1
4)

+ 192χ(6
1) + 96χ(1,4

2,1) + 48χ(2,2
2,1) + 24χ(3

2) + 62χ(1,3
3,1) + 31χ(1,1,1

3,2,1)

+ 20χ(2
3) + 42χ(1,2

4,1) + 21χ(1,1
4,2) + 28χ(1,1

5,1) + 18χ(1
6)

c = 3 2χ(3
1) = 8χ(4

1) + 2χ(1,2
2,1) + χ(1,1

3,1)

− 80χ(6
1)− 32χ(1,4

2,1)− 12χ(2,2
2,1)− 4χ(3

2)− 19χ(1,3
3,1)− 7χ(1,1,1

3,2,1)

− 4χ(2
3)− 10χ(1,2

4,1)− 3χ(1,1
4,2)− 5χ(1,1

5,1)− 2χ(1
6)

2χ(1,1
2,1) = 4χ(1,2

2,1) + 4χ(2
2) + 2χ(1,1

3,1) + 2χ(1
4)

− 16χ(1,4
2,1)− 16χ(2,2

2,1)− 12χ(3
2)− 12χ(1,3

3,1)− 11χ(1,1,1
3,2,1)− 8χ(2

3)

− 12χ(1,2
4,1)− 10χ(1,1

4,2)− 10χ(1,1
5,1)− 8χ(1

6)

χ(1
3) = χ(1,1

3,1) + χ(1
4)

− 2χ(1,3
3,1)− χ(1,1,1

3,2,1)− χ(2
3)− 2χ(1,2

4,1)− χ(1,1
4,2)− 2χ(1,1

5,1)− 2χ(1
6)

c = 5 2χ(5
1) = 12χ(6

1) + 2χ(1,4
2,1) + χ(1,3

3,1)

2χ(1,3
2,1) = 8χ(1,4

2,1) + 4χ(2,2
2,1) + 2χ(1,3

3,1) + χ(1,1,1
3,2,1) + 2χ(1,2

4,1)

2χ(2,1
2,1) = 4χ(2,2

2,1) + 6χ(3
2) + 2χ(1,1,1

3,2,1) + 2χ(1,1
4,2) + χ(1,1

5,1)

χ(1,2
3,1) = 3χ(1,3

3,1) + χ(1,1,1
3,2,1) + χ(2

3) + χ(1,2
4,1) + χ(1,1

5,1)

χ(1,1
3,2) = χ(1,1,1

3,2,1) + 2χ(2
3) + χ(1,1

4,2) + χ(1
6)

χ(1,1
4,1) = 2χ(1,2

4,1) + χ(1,1
4,2) + χ(1,1

5,1) + χ(1
6)

χ(1
5) = χ(1,1

5,1) + χ(1
6)
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9 Òàáëèöà
Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé

êðàÿ Γ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê óñòîé÷èâîìó êîìïàêò-
íîìó ôðîíòó êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n ≤ 7.
Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (k1Aµ1 + . . . + kpAµp)Γ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
χ(

k1,...,kp
µ1,...,µp). ×èñëî c + 1 îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü n, â êîòîðîé âïåðâûå

ïîÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

c = 2 8χ(2
1) = 12χ(3

1) + 8χ(1,1
2,1) + 4χ(1

3)

− 20χ(5
1)− 18χ(1,3

2,1)− 16χ(2,1
2,1)

− 16χ(1,2
3,1)− 14χ(1,1

3,2)− 14χ(1,1
4,1)− 12χ(1

5)

+ 84χ(7
1) + 80χ(1,5

2,1) + 76χ(2,3
2,1) + 72χ(3,1

2,1) + 76χ(1,4
3,1) + 66χ(1,1,2

3,2,1)

+ 62χ(1,2
3,2) + 56χ(2,1

3,1) + 72χ(1,3
4,1) + 62χ(1,1,1

4,2,1) + 61χ(1,1
4,3)

+ 68χ(1,2
5,1) + 64χ(1,1

5,2) + 58χ(1,1
6,1) + 60χ(1

7)

8χ(1
2) = 4χ(1,1

2,1) + 8χ(1
3)

− 2χ(1,3
2,1)− 4χ(2,1

2,1)− 4χ(1,2
3,1)− 6χ(1,1

3,2)− 6χ(1,1
4,1)− 8χ(1

5)

+ 4χ(1,5
2,1) + 8χ(2,3

2,1) + 12χ(3,1
2,1) + 8χ(1,4

3,1) + 10χ(1,1,2
3,2,1) + 14χ(1,2

3,2)

+ 12χ(2,1
3,1) + 12χ(1,3

4,1) + 14χ(1,1,1
4,2,1) + 19χ(1,1

4,3) + 16χ(1,2
5,1)

+ 20χ(1,1
5,2) + 18χ(1,1

6,1) + 24χ(1
7)

c = 4 4χ(4
1) = 10χ(5

1) + 4χ(1,3
2,1) + 2χ(1,2

3,1)

− 35χ(7
1)− 25χ(1,5

2,1)− 16χ(2,3
2,1)− 8χ(3,1

2,1)− 19χ(1,4
3,1)− 11χ(1,1,2

3,2,1)

− 4χ(1,2
3,2)− 7χ(2,1

3,1)− 13χ(1,3
4,1)− 6χ(1,1,1

4,2,1)− 3χ(1,1
4,3)− 8χ(1,2

5,1)

− 2χ(1,1
5,2)− 4χ(1,1

6,1)− χ(1
7)

4χ(1,2
2,1) = 6χ(1,3

2,1) + 8χ(2,1
2,1) + 4χ(1,2

3,1) + 2χ(1,1
3,2) + 4χ(1,1

4,1)

− 10χ(1,5
2,1)− 18χ(2,3

2,1)− 24χ(3,1
2,1)− 12χ(1,4

3,1)− 16χ(1,1,2
3,2,1)

− 20χ(1,2
3,2)− 12χ(2,1

3,1)− 15χ(1,3
4,1)− 17χ(1,1,1

4,2,1)− 14χ(1,1
4,3)

− 16χ(1,2
5,1)− 18χ(1,1

5,2)− 13χ(1,1
6,1)− 12χ(1

7)

4χ(2
2) = 2χ(2,1

2,1) + 4χ(1,1
3,2) + 2χ(1

5)

− χ(2,3
2,1)− 3χ(3,1

2,1)− 2χ(1,1,2
3,2,1)− 5χ(1,2

3,2)− 4χ(2,1
3,1)− 3χ(1,1,1

4,2,1)

− 6χ(1,1
4,3)− χ(1,2

5,1)− 5χ(1,1
5,2)− 3χ(1,1

6,1)− 6χ(1
7)

2χ(1,1
3,1) = 2χ(1,2

3,1) + 2χ(1,1
3,2) + 2χ(1,1

4,1) + 2χ(1
5)

− 2χ(1,4
3,1)− 2χ(1,1,2

3,2,1)− 2χ(1,2
3,2)− 4χ(2,1

3,1)− 3χ(1,3
4,1)− 3χ(1,1,1

4,2,1)

− 5χ(1,1
4,3)− 4χ(1,1

5,2)− 4χ(1,2
5,1)− 5χ(1,1

6,1)− 6χ(1
7)

4χ(1
4) = 2χ(1,1

4,1) + 4χ(1
5)

− χ(1,3
4,1)− χ(1,1,1

4,2,1)− χ(1,1
4,3)− 2χ(1,2

5,1)− 2χ(1,1
5,2)− 3χ(1,1

6,1)− 4χ(1
7)

(ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå)

234



c = 6 2χ(6
1) = 7χ(7

1) + 2χ(1,5
2,1) + χ(1,4

3,1)

2χ(1,4
2,1) = 5χ(1,5

2,1) + 4χ(2,3
2,1) + 2χ(1,4

3,1) + χ(1,1,2
3,2,1) + 2χ(1,3

4,1)

2χ(2,2
2,1) = 3χ(2,3

2,1) + 6χ(3,1
2,1) + 2χ(1,1,2

3,2,1) + χ(1,2
3,2) + 2χ(1,1,1

4,2,1) + χ(1,2
5,1)

2χ(3
2) = χ(3,1

2,1) + 2χ(1,2
3,2) + χ(1,1

5,2)

χ(1,3
3,1) = 2χ(1,4

3,1) + χ(1,1,2
3,2,1) + χ(2,1

3,1) + χ(1,3
4,1) + χ(1,2

5,1)

χ(1,1,1
3,2,1) = χ(1,1,2

3,2,1) + 2χ(1,2
3,2) + 2χ(2,1

3,1) + χ(1,1,1
4,2,1) + χ(1,1

4,3) + χ(1,1
5,2) + χ(1,1

6,1)

2χ(2
3) = χ(2,1

3,1) + 2χ(1,1
4,3) + χ(1

7)

2χ(1,2
4,1) = 3χ(1,3

4,1) + 2χ(1,1,1
4,2,1) + χ(1,1

4,3) + 2χ(1,2
5,1) + 2χ(1,1

6,1)

2χ(1,1
4,2) = χ(1,1,1

4,2,1) + 2χ(1,1
4,3) + 2χ(1,1

5,2) + 2χ(1
7)

χ(1,1
5,1) = χ(1,2

5,1) + χ(1,1
5,2) + χ(1,1

6,1) + χ(1
7)

2χ(1
6) = 2χ(1

7) + χ(1,1
6,1)
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10 Òàáëèöà
Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé

êðàÿ Γ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê óñòîé÷èâîìó êîìïàêòíî-
ìó ôðîíòó êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n ≤ 6. Ýéëåðî-
âà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (k1Aµ1 + . . . + kpAµp)Γ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ(

k1,...,kp
µ1,...,µp).

×èñëî c+1 îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü n, â êîòîðîé âïåðâûå ïîÿâëÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

c = 1 4χ(1
1) = 4χ(2

1) + 4χ(1
2)

− 4χ(4
1)− 4χ(1,2

2,1)− 4χ(2
2)− 4χ(1,1

3,1)− 4χ(1
4)

+ 12χ(6
1) + 12χ(1,4

2,1) + 12χ(2,2
2,1) + 12χ(3

2) + 12χ(1,3
3,1) + 11χ(1,1,1

3,2,1)

+ 8χ(2
3) + 12χ(1,2

4,1) + 10χ(1,1
4,2) + 12χ(1,1

5,1) + 10χ(1
6)

c = 3 4χ(3
1) = 8χ(4

1) + 4χ(1,2
2,1) + 2χ(1,1

3,1)

− 20χ(6
1)− 16χ(1,4

2,1)− 12χ(2,2
2,1)− 8χ(3

2)− 13χ(1,3
3,1)− 9χ(1,1,1

3,2,1)

− 6χ(2
3)− 10χ(1,2

4,1)− 6χ(1,1
4,2)− 7χ(1,1

5,1)− 4χ(1
6)

4χ(1,1
2,1) = 4χ(1,2

2,1) + 8χ(2
2) + 4χ(1,1

3,1) + 4χ(1
4)

− 4χ(1,4
2,1)− 8χ(2,2

2,1)− 12χ(3
2)− 6χ(1,3

3,1)− 9χ(1,1,1
3,2,1)− 8χ(2

3)

− 8χ(1,2
4,1)− 10χ(1,1

4,2)− 10χ(1,1
5,1)− 10χ(1

6)

4χ(1
3) = 2χ(1,1

3,1) + 4χ(1
4)

− χ(1,3
3,1)− χ(1,1,1

3,2,1)− 2χ(2
3)− 2χ(1,2

4,1)− 2χ(1,1
4,2)− 3χ(1,1

5,1)− 4χ(1
6)

c = 5 2χ(5
1) = 6χ(6

1) + 2χ(1,4
2,1) + χ(1,3

3,1)

2χ(1,3
2,1) = 4χ(1,4

2,1) + 4χ(2,2
2,1) + 2χ(1,3

3,1) + χ(1,1,1
3,2,1) + 2χ(1,2

4,1)

2χ(2,1
2,1) = 2χ(2,2

2,1) + 6χ(3
2) + 2χ(1,1,1

3,2,1) + 2χ(1,1
4,2) + χ(1,1

5,1)

2χ(1,2
3,1) = 3χ(1,3

3,1) + 2χ(1,1,1
3,2,1) + 2χ(2

3) + 2χ(1,2
4,1) + 2χ(1,1

5,1)

2χ(1,1
3,2) = χ(1,1,1

3,2,1) + 4χ(2
3) + 2χ(1,1

4,2) + 2χ(1
6)

χ(1,1
4,1) = χ(1,2

4,1) + χ(1,1
4,2) + χ(1,1

5,1) + χ(1
6)

2χ(1
5) = χ(1,1

5,1) + 2χ(1
6)
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11 Òàáëèöà
Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé

êðàÿ Γ ýëëèïòè÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê óñòîé÷èâîìó êîìïàêòíîìó
ôðîíòó êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n ≤ 11. Ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (k1Aµ1 + . . . + kpAµp)Γ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ(

k1,...,kp
µ1,...,µp).

×èñëî c+1 îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü n, â êîòîðîé âïåðâûå ïîÿâëÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

c = 2 2χ(2
1) = 3χ(3

1) + χ(1
3)− 5χ(5

1)− χ(1,2
3,1)− χ(1

5)

+ 21χ(7
1) + 5χ(1,4

3,1) + χ(2,1
3,1) + 3χ(1,2

5,1) + χ(1
7)

− 153χ(9
1)− 41χ(1,6

3,1)− 11χ(2,3
3,1)− 3χ(3

3)

− 19χ(1,4
5,1)− 5χ(1,1,1

5,3,1)− 7χ(1,2
7,1)− 3χ(1

9)

+ 1705χ(11
1 ) + 489χ(1,8

3,1) + 141χ(2,5
3,1) + 41χ(3,2

3,1) + 207χ(1,6
5,1)

+ 59χ(1,1,3
5,3,1) + 17χ(1,2

5,3) + 25χ(2,1
5,1) + 81χ(1,4

7,1)

+ 23χ(1,1,1
7,3,1) + 33χ(1,2

9,1) + 13χ( 1
11)

c = 4 4χ(4
1) = 10χ(5

1) + 2χ(1,2
3,1)− 35χ(7

1)− 9χ(1,4
3,1)− 3χ(2,1

3,1)− 4χ(1,2
5,1)− χ(1

7)

+ 252χ(9
1) + 70χ(1,6

3,1) + 20χ(2,3
3,1) + 6χ(3

3) + 31χ(1,4
5,1)

+ 9χ(1,1,1
5,3,1) + 12χ(1,2

7,1) + 5χ(1
9)

− 2805χ(11
1 )− 819χ(1,8

3,1)− 241χ(2,5
3,1)− 71χ(3,2

3,1)− 346χ(1,6
5,1)

− 102χ(1,1,3
5,3,1)− 30χ(1,2

5,3)− 43χ(2,1
5,1)− 137χ(1,4

7,1)

− 41χ(1,1,1
7,3,1)− 56χ(1,2

9,1)− 23χ( 1
11)

χ(1,1
3,1) = χ(1,2

3,1) + χ(1
5)− χ(1,4

3,1)− χ(1,2
5,1)− χ(1

7)

+ 3χ(1,6
3,1) + χ(2,3

3,1) + 3χ(1,4
5,1) + χ(1,1,1

5,3,1) + 2χ(1,2
7,1) + χ(1

9)

− 17χ(1,8
3,1)− 8χ(2,5

3,1)− 3χ(3,2
3,1)− 17χ(1,6

5,1)− 6χ(1,1,3
5,3,1)− 2χ(1,2

5,3)

− 4χ(2,1
5,1)− 11χ(1,4

7,1)− 3χ(1,1,1
7,3,1)− 6χ(1,2

9,1)− 3χ( 1
11)

(ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå)

237



c = 6 4χ(6
1) = 14χ(7

1) + 2χ(1,4
3,1)

− 84χ(9
1)− 20χ(1,6

3,1)− 5χ(2,3
3,1)− χ(3

3)− 6χ(1,4
5,1)− χ(1,1,1

5,3,1)− χ(1,2
7,1)

+ 924χ(11
1 ) + 252χ(1,8

3,1) + 70χ(2,5
3,1) + 20χ(3,2

3,1) + 92χ(1,6
5,1) + 25χ(1,1,3

5,3,1)

+ 7χ(1,2
5,3) + 8χ(2,1

5,1) + 30χ(1,4
7,1) + 8χ(1,1,1

7,3,1) + 9χ(1,2
9,1) + 2χ( 1

11)

4χ(1,3
3,1) = 8χ(1,4

3,1) + 4χ(2,1
3,1) + 4χ(1,2

5,1)

− 20χ(1,6
3,1)− 10χ(2,3

3,1)− 6χ(3
3)− 16χ(1,4

5,1)− 8χ(1,1,1
5,3,1)

− 10χ(1,2
7,1)− 4χ(1

9)

+ 112χ(1,8
3,1) + 60χ(2,5

3,1) + 24χ(3,2
3,1) + 100χ(1,6

5,1) + 43χ(1,1,3
5,3,1)

+ 16χ(1,2
5,3) + 26χ(2,1

5,1) + 64χ(1,4
7,1) + 25χ(1,1,1

7,3,1)

+ 36χ(1,2
9,1) + 20χ( 1

11)

4χ(2
3) = 2χ(2,1

3,1) + 2χ(1
7)− χ(2,3

3,1) + 3χ(3
3)− χ(1,1,1

5,3,1)− χ(1,2
7,1)− 2χ(1

9)

+ 2χ(2,5
3,1) + 2χ(1,1,3

5,3,1) + χ(1,2
5,3) + 2χ(2,1

5,1) + 2χ(1,4
7,1) + χ(1,1,1

7,3,1)

+ 3χ(1,2
9,1) + 2χ( 1

11)

2χ(1,1
5,1) = 2χ(1,2

5,1) + 2χ(1
7)− 2χ(1,4

5,1)− 2χ(1,2
7,1)− 2χ(1

9)

+ 6χ(1,6
5,1) + χ(1,1,3

5,3,1) + 2χ(2,1
5,1) + 6χ(1,4

7,1) + χ(1,1,1
7,3,1)

+ 4χ(1,2
9,1) + 2χ( 1

11)

c = 8 4χ(8
1) = 18χ(9

1) + 2χ(1,6
3,1)

− 165χ(11
1 )− 35χ(1,8

3,1)− 7χ(2,5
3,1)− χ(3,2

3,1)− 8χ(1,6
5,1)

− χ(1,1,3
5,3,1)− χ(1,4

7,1)

2χ(1,5
3,1) = 6χ(1,6

3,1) + 2χ(2,3
3,1) + 2χ(1,4

5,1)

− 28χ(1,8
3,1)− 14χ(2,5

3,1)− 6χ(3,2
3,1)− 18χ(1,6

5,1)− 7χ(1,1,3
5,3,1)

− 2χ(1,2
5,3)− 2χ(2,1

5,1)− 8χ(1,4
7,1)− 2χ(1,1,1

7,3,1)− 2χ(1,2
9,1)

4χ(2,2
3,1) = 6χ(2,3

3,1) + 6χ(3
3) + 4χ(1,1,1

5,3,1) + 2χ(1,2
7,1)

− 10χ(2,5
3,1)− 6χ(3,2

3,1)− 9χ(1,1,3
5,3,1)− 8χ(1,2

5,3)

− 8χ(2,1
5,1)− 6χ(1,4

7,1)− 9χ(1,1,1
7,3,1)− 8χ(1,2

9,1)− 6χ( 1
11)

4χ(1,3
5,1) = 8χ(1,4

5,1) + 2χ(1,1,1
5,3,1) + 4χ(1,2

7,1)

− 20χ(1,6
5,1)− 5χ(1,1,3

5,3,1)− 2χ(1,2
5,3)− 6χ(2,1

5,1)− 16χ(1,4
7,1)

− 5χ(1,1,1
7,3,1)− 10χ(1,2

9,1)− 4χ( 1
11)

4χ(1,1
5,3) = 2χ(1,1,1

5,3,1) + 4χ(1
9)

− χ(1,1,3
5,3,1) + 2χ(1,2

5,3)− 2χ(2,1
5,1)− χ(1,1,1

7,3,1)− 2χ(1,2
9,1)− 4χ( 1

11)

χ(1,1
7,1) = χ(1,2

7,1) + χ(1
9)− χ(1,4

7,1)− χ(1,2
9,1)− χ( 1

11)

(ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå)
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c = 10 2χ(10
1 ) = 11χ(11

1 ) + χ(1,8
3,1)

χ(1,7
3,1) = 4χ(1,8

3,1) + χ(2,5
3,1) + χ(1,6

5,1)

2χ(2,4
3,1) = 5χ(2,5

3,1) + 3χ(3,2
3,1) + 2χ(1,1,3

5,3,1) + χ(1,4
7,1)

2χ(3,1
3,1) = 2χ(3,2

3,1) + 2χ(1,2
5,3) + χ(1,1,1

7,3,1)

2χ(1,5
5,1) = 6χ(1,6

5,1) + χ(1,1,3
5,3,1) + 2χ(1,4

7,1)

2χ(1,1,2
5,3,1) = 3χ(1,1,3

5,3,1) + 2χ(1,2
5,3) + 4χ(2,1

5,1) + 2χ(1,1,1
7,3,1) + 2χ(1,2

9,1)

2χ(2
5) = χ(2,1

5,1) + χ( 1
11)

2χ(1,3
7,1) = 4χ(1,4

7,1) + χ(1,1,1
7,3,1) + 2χ(1,2

9,1)

2χ(1,1
7,3) = χ(1,1,1

7,3,1) + 2χ( 1
11)

χ(1,1
9,1) = χ(1,2

9,1) + χ( 1
11)
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12 Òàáëèöà
Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìíîãîîáðàçèé îñîáåííîñòåé

êðàÿ Γ ýëëèïòè÷åñêîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê óñòîé÷èâîìó êîìïàêòíîìó
ôðîíòó êîðàíãà ≤ 1 â ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n ≤ 10. Ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ (k1Aµ1 + . . . + kpAµp)Γ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ(

k1,...,kp
µ1,...,µp).

×èñëî c+1 îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü n, â êîòîðîé âïåðâûå ïîÿâëÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ.

c = 1 4χ(1
1) = 4χ(2

1)− 4χ(4
1) + 12χ(6

1) + 2χ(1,3
3,1) + 2χ(1,1

5,1)

− 68χ(8
1)− 16χ(1,5

3,1)− 4χ(2,2
3,1)− 8χ(1,3

5,1)− 2χ(1,1
5,3)− 2χ(1,1

7,1)

+ 620χ(10
1 ) + 167χ(1,7

3,1) + 46χ(2,4
3,1) + 13χ(3,1

3,1) + 71χ(1,5
5,1)

+ 19χ(1,1,2
5,3,1) + 8χ(2

5) + 26χ(1,3
7,1) + 7χ(1,1

7,3) + 11χ(1,1
9,1)

c = 3 8χ(3
1) = 16χ(4

1) + 4χ(1,1
3,1)− 40χ(6

1)− 10χ(1,3
3,1)− 4χ(2

3)− 6χ(1,1
5,1)

+ 224χ(8
1) + 60χ(1,5

3,1) + 16χ(2,2
3,1) + 30χ(1,3

5,1) + 8χ(1,1
5,3) + 12χ(1,1

7,1)

− 2040χ(10
1 )− 581χ(1,7

3,1)− 166χ(2,4
3,1)− 47χ(3,1

3,1)− 257χ(1,5
5,1)

− 73χ(1,1,2
5,3,1)− 32χ(2

5)− 102χ(1,3
7,1)− 29χ(1,1

7,3)− 43χ(1,1
9,1)

8χ(1
3) = 4χ(1,1

3,1)− 2χ(1,3
3,1) + 4χ(2

3)− 2χ(1,1
5,1)

+ 4χ(1,5
3,1) + 4χ(1,3

5,1) + 2χ(1,1
5,3) + 2χ(1,1

7,1)

− 17χ(1,7
3,1)− 6χ(2,4

3,1)− 3χ(3,1
3,1)− 17χ(1,5

5,1)− 5χ(1,1,2
5,3,1)− 4χ(2

5)

− 10χ(1,3
7,1)− χ(1,1

7,3)− 5χ(1,1
9,1)

c = 5 4χ(5
1) = 12χ(6

1) + 2χ(1,3
3,1)

− 56χ(8
1)− 14χ(1,5

3,1)− 4χ(2,2
3,1)− 5χ(1,3

5,1)− χ(1,1
5,3)− χ(1,1

7,1)

+ 504χ(10
1 ) + 140χ(1,7

3,1) + 40χ(2,4
3,1) + 12χ(3,1

3,1) + 56χ(1,5
5,1)

+ 16χ(1,1,2
5,3,1) + 6χ(2

5) + 20χ(1,3
7,1) + 6χ(1,1

7,3) + 7χ(1,1
9,1)

4χ(1,2
3,1) = 6χ(1,3

3,1) + 4χ(2
3) + 4χ(1,1

5,1)

− 10χ(1,5
3,1)− 4χ(2,2

3,1)− 9χ(1,3
5,1)− 5χ(1,1

5,3)− 7χ(1,1
7,1)

+ 42χ(1,7
3,1) + 20χ(2,4

3,1) + 6χ(3,1
3,1) + 40χ(1,5

5,1) + 16χ(1,1,2
5,3,1) + 10χ(2

5)

+ 27χ(1,3
7,1) + 9χ(1,1

7,3) + 16χ(1,1
9,1)

4χ(1
5) = 2χ(1,1

5,1)− χ(1,3
5,1) + χ(1,1

5,3)− χ(1,1
7,1)

+ 2χ(1,5
5,1) + 2χ(2

5) + 2χ(1,3
7,1) + χ(1,1

9,1)

(ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå)
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c = 7 4χ(7
1) = 16χ(8

1) + 2χ(1,5
3,1)

− 120χ(10
1 )− 27χ(1,7

3,1)− 6χ(2,4
3,1)− χ(3,1

3,1)− 7χ(1,5
5,1)

− χ(1,1,2
5,3,1)− χ(1,3

7,1)

4χ(1,4
3,1) = 10χ(1,5

3,1) + 4χ(2,2
3,1) + 4χ(1,3

5,1)

− 35χ(1,7
3,1)− 18χ(2,4

3,1)− 9χ(3,1
3,1)− 25χ(1,5

5,1)− 11χ(1,1,2
5,3,1)

− 4χ(2
5)− 13χ(1,3

7,1)− 4χ(1,1
7,3)− 4χ(1,1

9,1)

4χ(2,1
3,1) = 4χ(2,2

3,1) + 4χ(1,1
5,3) + 2χ(1,1

7,1)

− 4χ(2,4
3,1)− 4χ(1,1,2

5,3,1)− 4χ(2
5)− 3χ(1,3

7,1)− 5χ(1,1
7,3)− 5χ(1,1

9,1)

4χ(1,2
5,1) = 6χ(1,3

5,1) + 2χ(1,1
5,3) + 4χ(1,1

7,1)

− 10χ(1,5
5,1)− 2χ(1,1,2

5,3,1)− 4χ(2
5)− 9χ(1,3

7,1)− 3χ(1,1
7,3)− 7χ(1,1

9,1)

4χ(1
7) = 2χ(1,1

7,1)− χ(1,3
7,1) + χ(1,1

7,3)− χ(1,1
9,1)

c = 9 2χ(9
1) = 10χ(10

1 ) + χ(1,7
3,1)

2χ(1,6
3,1) = 7χ(1,7

3,1) + 2χ(2,4
3,1) + 2χ(1,5

5,1)

2χ(2,3
3,1) = 4χ(2,4

3,1) + 3χ(3,1
3,1) + 2χ(1,1,2

5,3,1) + χ(1,3
7,1)

2χ(3
3) = χ(3,1

3,1) + χ(1,1
7,3)

2χ(1,4
5,1) = 5χ(1,5

5,1) + χ(1,1,2
5,3,1) + 2χ(1,3

7,1)

χ(1,1,1
5,3,1) = χ(1,1,2

5,3,1) + 2χ(2
5) + χ(1,1

7,3) + χ(1,1
9,1)

2χ(1,2
7,1) = 3χ(1,3

7,1) + χ(1,1
7,3) + 2χ(1,1

9,1)

2χ(1
9) = χ(1,1

9,1)
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13 Òàáëèöà
Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷èñëàìè èçîëèðîâàííûõ îñîáåííîñòåé êðàÿ Γ ýëëèïòè÷åñêîé

ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ ê óñòîé÷èâîìó êîìïàêòíîìó ôðîíòó êîðàíãà ≤ 1

â ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè n, ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ
AΓ îñîáåííîñòåé âñåõ òèïîâ A = Aν1 + . . . + Aνr ∈ Aodd \ {0} êðàÿ Γ ñî ñòåïåíüþ
degA = ν1 + . . . + νr + r < n, èìåþò íóëåâûå ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè. Êîëè÷åñòâî
èçîëèðîâàííûõ îñîáåííîñòåé òèïà k1Aµ1 + . . . + kpAµp ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç χ(

k1,...,kp
µ1,...,µp). ×èñëî χ0 ðàâíî ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå êðàÿ Γ.

n = 1 χ(1
1) = χ0

n = 3 χ(1
3)− χ(3

1) = 2χ0

n = 5 2χ(1
5)− χ(1,2

3,1) + χ(5
1) = 6χ0

n = 7 5χ(1
7)− 2χ(1,2

5,1)− χ(2,1
3,1) + χ(1,4

3,1)− χ(7
1) = 20χ0

n = 9 14χ(1
9)− 5χ(1,2

7,1)− 2χ(1,1,1
5,3,1) + 2χ(1,4

5,1)

− χ(3
3) + χ(2,3

3,1)− χ(1,6
3,1) + χ(9

1) = 70χ0

n = 11 42χ( 1
11)− 14χ(1,2

9,1)− 5χ(1,1,1
7,3,1) + 5χ(1,4

7,1)− 4χ(2,1
5,1)− 2χ(1,2

5,3)

+ 2χ(1,1,3
5,3,1)− 2χ(1,6

5,1) + χ(3,2
3,1)− χ(2,5

3,1) + χ(1,8
3,1)− χ(11

1 ) = 252χ0

n = 13 132χ( 1
13)− 42χ( 1 , 2

11,1)− 14χ(1,1,1
9,3,1) + 14χ(1,4

9,1)− 10χ(1,1,1
7,5,1)− 5χ(1,2

7,3)

+ 5χ(1,1,3
7,3,1)− 5χ(1,6

7,1)− 4χ(2,1
5,3) + 4χ(2,3

5,1) + 2χ(1,2,2
5,3,1)− 2χ(1,1,5

5,3,1)

+ 2χ(1,8
5,1) + χ(4,1

3,1)− χ(3,4
3,1) + χ(2,7

3,1)− χ(1,10
3, 1 ) + χ(13

1 ) = 924χ0
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