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0. Ðÿäû Ôóðüå. Íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ. Îïðåäåëåíèå.
• Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2

C(−π, π). Ýòî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì < f, g >=

∫
−π,π

f(x)g(x)dx. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

en(x) = einx, n ∈ Z.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îíè ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, à çíà÷èò { 1√
2π

einx}+∞
n=−∞

� îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà.
• Áîëåå òîãî, ìû ìîæåì óéòè îò êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, äåëàÿ çàìåíó
(ïîâîðîòû â äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ)

{
en√
2π

,
e−n√
2π

}
↔

{
1√
2π

· en + e−n√
2

,
1√
2π

· en + e−n√
2

}
↔

{
cos nx√

π
,
sin nx√

π

}
.

• Ìû îæèäàåì (ïîäðîáíåå ïîçæå), ÷òî ïî ïîëó÷èâøåìóñÿ áàçèñó ìîæíî ðàñ-
êëàäûâàòü ôóíêöèè òàêæå, êàê è â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ýòî
ìîòèâèðóåò ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 0.1. Äëÿ f ∈ L1(−π, π) îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû Ôóðüå

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos nx, n > 0, bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos nx, n > 1.

Ôîðìàëüíûé ðÿä

(0.1) a0

2
+

∑
n>1

(an cos nx + bn sin nx)

áóäåì íàçûâàòü ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f .

Çàìå÷àíèå 0.2. (i) Ìû îïðåäåëèëè ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé èç L1(−π, π) � ïðî-
ñòðàíñòâà áîëåå øèðîêîãî(!), ÷åì L2(−π, π).
(ii) Ìû áóäåì èçó÷àòü âîïðîñ î ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (0.1) ê èñõîäíîé ôóíê-
öèè f(x). ßñíî, ÷òî åñëè f(x) ≡ cos nx (èëè sin nx), òî âñå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå,
êðîìå îäíîãî, ðàâíû íóëþ, ïîýòîìó ðÿä ñîñòîèò èç îäíîãî ñëàãàåìîãî è, åñòåñòâåí-
íî, ñõîäèòñÿ. Çíà÷èò (â ñèëó ëèíåéíîñòè), äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ðÿä
ïðåâðàùàåòñÿ â êîíå÷íóþ ñóììó è òàêæå ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî. Ïîýòîìó ó íàñ åñòü
íàäåæäà óñòàíîâèòü ïîòî÷å÷íóþ ñõîäèìîñòü è äëÿ äðóãèõ "õîðîøèõ" ôóíêöèé.
(iii) Òàê êàê ñóììà ðÿäà Ôóðüå (åñëè îíà ñóùåñòâóåò õîòü â êàêîì-íèáóäü ñìûñëå)
ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷íîé ôóíêöèåé, ìû ÷àñòî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñõîäíàÿ ôóíê-
öèÿ f ∈ L1(−π, π) ïðîäîëæåíà íà âñþ ïðÿìóþ ïî ïåðèîäè÷íîñòè f(x+2π) ≡ f(x).

1



2

1. Ëåììà Ðèìàíà-Ëåáåãà. ßäðî Äèðèõëå. Ñâåðòêà ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèé. Ëîêàëüíîñòü ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå â òî÷êå.

Ëåììà 1.1 (Ðèìàí-Ëåáåã). Ïóñòü f ∈ L1(R). Òîãäà
∫ +∞

−∞
f(x)e−iωxdx → 0, ω → ±∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. f = χ[a,b). 2. f =
∑N

n=1 cnχ[an,bn). 3. f ∈ L1(R). ¤
Ñëåäñòâèå 1.2. (i) Äëÿ f ∈ L1(R) ñïðàâåäëèâî

∫ +∞

−∞
f(x) cos ωxdx,

∫ +∞

−∞
f(x) sin ωxdx → 0, ω → +∞.

(ii) Äëÿ f ∈ L1(−π, π) âåðíî an, bn → 0, n →∞.
Âû÷èñëåíèå 1.3.

SN(x) :=
a0

2
+

N∑
n=1

(an cos nx + bn sin nx) =

∫ π

−π

f(t)DN(x−t)dt,

ãäå

DN(y) =
1

2π
+

1

π

N∑
n=1

cos ny =
1

2π

sin(N+ 1
2
)y

sin y
2

Ôóíêöèÿ DN(y) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Äèðèõëå (çàìåòèì, ÷òî DN(y+2π) ≡ DN(y)).
Îïðåäåëåíèå 1.4. Ñâåðòêîé äâóõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé f(x) ≡ f(x+2π) è
g(x) ≡ g(x+2π) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

(f ∗ g)(x) :=

∫ π

−π

f(t)g(x−t)dt, x ∈ R.

Çàìå÷àíèå 1.5. (i) Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f(t)g(x − t) èçìåðèìà, êàê ôóíêöèÿ äâóõ
ïåðåìåííûõ, åñëè f è g � èçìåðèìûå ôóíêöèè.
(ii) Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè f è g, ìû ìîæåì èíòåãðèðîâàòü ïî ëþáîìó ïðîìåæóòêó
äëèíû 2π:

(f ∗ g)(x) =

∫ a+π

a−π

f(t)g(x−t)dt, ∀a ∈ R.

(iii) Åñëè f ∗ g îïðåäåëåíà, òî îíà òàêæå ïåðèîäè÷íà: (f ∗ g)(x+2π) ≡ (f ∗ g)(x).
Ëåììà 1.6 (ñóùåñòâîâàíèå ñâåðòêè). Ïóñòü f, g ∈ L1(−π, π), f(x) ≡ f(x+2π),
g(x) ≡ g(x+2π). Òîãäà ñâåðòêà (f ∗g)(x) îïðåäåëåíà (ò.å. èíòåãðàë ñõîäèòñÿ) äëÿ
ïî÷òè âñåõ x ∈ (−π, π) è f ∗ g ∈ L1(−π, π). Ïðè ýòîì ‖f ∗ g‖1 6 ‖f‖1 · ‖g‖1.
Äîêàçàòåëüñòâî. "|f ∗ g| 6 |f | ∗ |g|, ‖ |f | ∗ |g| ‖1 = ‖f‖1 · ‖g‖1". ¤
Çàìå÷àíèå 1.7. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ f, g ∈ L1(−π, π)∫ π

−π

(f ∗ g)(x)e−inxdx =

∫ π

−π

f(t)e−intdt ·
∫ π

−π

g(y)e−inydy.

Óïðàæíåíèå 1.8. Âûâåñòè îòñþäà ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
an, bn ñâåðòêè f ∗ g ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé f è g.
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Óòâåðæäåíèå 1.9 (ëîêàëüíîñòü ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå). Ïóñòü
f, f̃ ∈ L1(−π, π), 2π-ïåðèîäè÷íû è ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ x0∈R, δ0 >0 âåðíî

f
∣∣
(x0−δ0,x0+δ0)

≡ f̃
∣∣
(x0−δ0,x0+δ0)

.

Òîãäà ðÿäû Ôóðüå ôóíêöèé f è f̃ ñõîäÿòñÿ èëè íå ñõîäÿòñÿ â òî÷êå x0 îäíîâðå-
ìåííî. Åñëè îíè ñõîäÿòñÿ, òî ê îäíîé è òîé æå ñóììå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî

f(x0−y)− f̃(x0−y)

2 sin y
2

∈ L1(−π, π).

Òåïåðü óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç âû÷èñëåíèÿ 1.3 è ëåììû Ðèìàíà-Ëåáåãà. ¤

2. Ñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå â òî÷êå ïðè óñëîâèè Äèíè.
Îïðåäåëåíèå 2.1. Ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè â òî÷êå x0, åñëè
äëÿ íåêîòîðîãî δ0 >0 ñïðàâåäëèâî

∫ x0+δ0

x0−δ0

|f(x)−f(x0)|
|x−x0| dx < +∞

Çàìå÷àíèå 2.2. (i) Åñëè f ∈ Lipα äëÿ íåêîòîðîãî α>0 (ò.å. |f(x)−f(y)| 6 C|x−y|α),
òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî.
(ii) Ýòî óñëîâèå âñå åùå âûïîëíåíî, åñëè

|f(x)− f(x0)| 6 C

|log |x−x0||β
, β > 1.

(iii) Ñóùåñòâóåò ÿâíûé ïðèìåð ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé àíàëîãè÷íîé îöåíêå ñ
β = 1, äëÿ êîòîðîé òåîðåìà î ñõîäèìîñòè íåâåðíà. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå Äèíè
äîâîëüíî òî÷íîå.
Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü f ∈ L1(−π, π), f(x+2π) ≡ f(x). Åñëè â òî÷êå x0 ∈ R ôóíêöèÿ
f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè, òî ðÿä Ôóðüå â ýòîé òî÷êå ñõîäèòñÿ ê f(x0).
Äîêàçàòåëüñòâî. f(x) = (f(x)−f(x0)) + f(x0). Äëÿ êîíñòàíòû(!) f(x0) ðÿä Ôóðüå
ñîñòîèò èç îäíîãî (ïåðâîãî) ñëàãàåìîãî è ðàâåí f(x0), ÷àñòè÷íûå ñóììû äëÿ f(x)−
f(x0) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ â ñèëó ëåììû Ðèìàíà-Ëåáåãà, òàê êàê

f(x)− f(x0)

sin x−x0

2

∈ L1(x0 − π, x0 + π).

¤
Äîáàâëåíèå 2.4. Ïóñòü f ∈ L1(−π, π), f(x+2π) ≡ f(x), x0 ∈ R. Åñëè ñóùåñòâó-
þò äâà òàêèõ ÷èñëà a, b ∈ R (íàïðèìåð, f(x0 ± 0)), ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî δ0 > 0

∫ x0

x0−δ0

|f(x)− a|
|x− x0| dx,

∫ x0+δ0

x0

|f(x)− b|
|x− x0| dx < +∞,

òî ðÿä Ôóðüå â òî÷êå x0 ñõîäèòñÿ ê 1
2
(a+b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê æå, êàê ðàíüøå, èáî
∫ π

0
DN(y)dy =

∫ 0

−π
DN(y)dy = 1

2
. ¤
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Ïðèìåðû 2.5. (i) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) ≡ sign x, |x| < π, f(x+2π) ≡ f(x).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

an = 0, bn =

{
0, n=2k,
4

πn
, n=2k+1.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè èìååò âèä

4

π

+∞∑

k=0

sin(2k+1)x

2k+1
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðâûé ìàêñèìóì ÷àñòè÷íîé ñóììû S2N+1(x) äîñòèãàåòñÿ â
òî÷êå xN = π

2(N+1)
è

S2N+1(xN) →
N→∞

2

π

∫ 1

0

sin πx

x
dx = 1.179... > 1.

Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ýôôåêò Ãèááñà (ÿñíî, ÷òî òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ áóäåò
èìåòü ìåñòî äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè ñî ñêà÷êîì â îäíîé òî÷êå). Âïåðâûå
(1848) îáíàðóæåí Óèëáðåéàìîì, ïîçæå (1898) áûë "ïîïóëÿðèçîâàí" Ãèááñîì. Äëÿ
ïåðâîãî ìèíèìóìà, âòîðîãî ìàêñèìóìà è ò.ä. òàêæå ëåãêî íàéòè ïðåäåëüíûå 6= 1
çíà÷åíèÿ.
(ii) f(x) ≡ x2, |x| 6 π, f(x+2π) ≡ f(x). Òîãäà

a0 =
2π2

3
, an =

4(−1)n

n2
, bn = 0.

Òàêèì îáðàçîì,
π2

3
+ 4

+∞∑
n=1

(−1)n cos nx

n2
= x2, |x| 6 π.

Ïîäñòàâëÿÿ x = 0 è x = π ïîëó÷àåì ñóììû îáðàòíûõ êâàäðàòîâ.

3. Ñóììèðîâàíèå ðÿäà Ôóðüå ïî ×åçàðî. ßäðî Ôåéåðà.
Îïðåäåëåíèå 3.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn}∞n=0 ñõîäèòñÿ ê A â
ñìûñëå ×åçàðî (SN

(C,1)→
N →∞

A), åñëè

σN :=
S0 + ... + SN−1

N
→

N→∞
A

â îáû÷íîì ñìûñëå. Ãîâîðÿò, ÷òî
∑∞

n=0 an
(C,1)
= A, åñëè SN = a0 + ... + aN

(C,1)→
N→∞

A.

Ëåììà 3.2 (ðåãóëÿðíîñòü ìåòîäà ×åçàðî). Åñëè SN →
N→∞

A, òî SN
(C,1)→
N→∞

A.

Äîêàçàòåëüñòâî. |σk−A| 6 1
k
(|S0−A|+...+|SN(ε)−A|+|SN(ε)+1−A|+...+|Sk−1−A|). ¤

Çàìå÷àíèå 3.3. Îáðàòíî, êîíå÷íî æå, íåâåðíî: (−1)n (C,1)→
n→∞

0.
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Âû÷èñëåíèå 3.4. Ïóñòü f ∈L1(−π, π), f(x+2π)≡f(x). Òîãäà SN(x)=(f ∗DN)(x),
à çíà÷èò

σN(x) =
S0(x) + ... + SN−1(x)

N
= (f ∗KN)(x),

ãäå

KN(y) :=
D0(y) + ... + DN−1(y)

N
=

sin2 Ny
2

2πN sin2 y
2

.

Ôóíêöèÿ KN(y) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Ôåéåðà.
Óòâåðæäåíèå 3.5 (ñâîéñòâà KN(y)). (i) KN(y) ≡ KN(−y) ≡ KN(y+2π) > 0.
(ii)

∫ π

−π
KN(y)dy = 1.

(iii) Äëÿ êàæäîãî δ > 0 âåðíî
∫

δ6|y|6π
KN(y)dy →

N→∞
0 ("ôîêóñèðóþùåå ñâîéñòâî" ).

Äîêàçàòåëüñòâî. (ii)
∫ π

−π
Dn(y)dy = 1. (iii)

∫
δ6|y|6π

KN(y)dy 6 1
N sin2 δ

2

. ¤

Çàìå÷àíèå 3.6. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó f(x) = sign x, |x| < π. Òàê êàê KN > 0, èìååì
|σN(x)| 6 1, òî åñòü ýôôåêò Ãèááñà (êàê ìèíèìóì â òîé ôîðìå, êàê îí îáñóæäàëñÿ
ðàíüøå) äëÿ óñðåäíåííûõ ñóìì σN(x) îòñóòñòâóåò.

4. Àïïðîêñèìàòèâíûå åäèíèöû â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(T), C(T).
×åðåç T áóäåì îáîçíà÷àòü åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü. Èìååòñÿ åñòåñòâåííîå îòîæ-

äåñòâëåíèå ïðîñòðàíñòâ Lp(T) è Lp(−π, π):

f ∈ Lp(T) ↔
{

f ∈ Lp(−π, π),

f(x+2π) ≡ f(x).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ f, g ∈ L1(T) ó íàñ îïðåäåëåíà ñâåðòêà f ∗ g ∈ L1(T).

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé ωh ∈ L1(−π, π), h → 0, íàçûâàåòñÿ
àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöåé, åñëè
(i) ωh > 0, (ii)

∫ π

−π
ωh(y)dy = 1.

(iii) Äëÿ êàæäîãî δ > 0 âåðíî
∫

δ6|y|6π
ωh(y)dy →

h→0
0

Ïðèìåðû 4.2. (i) ßäðà Ôåéåðà ω 1
N

(y) = KN(y).
(ii) ωh(y) = 1

2h
χ[−h,h](y). Ñâåðòêà ñ òàêîé àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöåé óñòðîåíà

òàê:

(f ∗ ωh)(x) =
1

2h

∫ x+h

x−h

f(t)dt

è íàçûâàåòñÿ óñðåäíåíèå ïî Ñòåêëîâó.
(iii) Ïóñòü ω ∈ L1(−π, π): ω > 0,

∫ π

−π
ω(y)dy = 1. Òîãäà

ωh(y) :=
1

h
· ω

(
x

h

)
· χ[−πh,πh](y)

ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöåé. Åñëè èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ ω ïðèíàäëåæàëà
êëàññó C∞(T) è, ñêàæåì, èìåëà íîñèòåëü supp ω ⊂ [−π

2
, π

2
] (òàêóþ ôóíêöèþ ëåãêî
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ïîñòðîèòü ÿâíî), òî ωh ∈ C∞(T) ïðè âñåõ h < 1. Òîãäà äëÿ ëþáîé f ∈ L1(T) âåðíî
f ∗ ωh ∈ C∞(T), ïîñêîëüêó

(f ∗ ωh)
(k)(x) =

∫ π

−π

f(t)ω
(k)
h (x−t)dt.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü ωh - àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà. Òîãäà
(i) Äëÿ ëþáîé f ∈ Lp(T), 1 6 p < ∞, âûïîëíÿåòñÿ f ∗ ωh

Lp(T)→
h→0

f

(äðóãèìè ñëîâàìè, ‖f ∗ ωh − f‖p
p =

∫ π

−π
|(f ∗ ωh)(x)− f(x)|pdx →

h→0
0).

(ii) Äëÿ ëþáîé f ∈ C(T) (ò.å. f ∈ C([−π, π]) : f(−π) = f(π)) âûïîëíÿåòñÿ
f ∗ ωh

C(T)→
h→0

f (ò.å. f ∗ ωh(x) ⇒ f(x), h → 0, x ∈ [−π, π]).

Ëåììà 4.4. Äëÿ ëþáîé f ∈ Lp(T), 1 6 p < ∞, âåðíî f(·+ h)
Lp(T)→
h→0

f

(äðóãèìè ñëîâàìè, ‖f(·+ h)− f‖p
p =

∫ π

−π
|f(x+h)− f(x)|pdx →

h→0
0).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. f = χ[a,b). 2. f =
∑N

n=1 cnχ[an,bn). 3. f ∈ Lp(−π, π). ¤
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (i). Íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà äëÿ (f(t)−f(x))(ωh(x−t))1/p

è (ωh(x−t))1/q äàåò

‖f ∗ ωh − f‖p
p =

∫ π

−π

∣∣∣∣
∫ π

−π

(f(t)−f(x))ωh(x−t)dt

∣∣∣∣
p

dx

6
∫ π

−π

∫ π

−π

|f(t)−f(x)|pωh(x−t)dtdx =

∫ π

−π

∫ π

−π

|f(x−y)−f(x)|pωh(y)dxdy

=

∫ π

−π

‖f(· − y)− f‖p
p ωh(y)dy =

∫

|y|6δ

+

∫

δ6|y|6π

= I + II.

Òåïåðü I → 0 ïðè δ → 0 (ðàâíîìåðíî(!) ïî h) â ñèëó ëåììû è
∫ π

−π
ωh(y)dy = 1, à

II → 0 ïðè h → 0 è êàæäîì ôèêñèðîâàííîì δ â ñèëó ‖f(· − y) − f‖p
p 6 2p‖f‖p

p è
ôîêóñèðóþùåãî ñâîéñòâà àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöû. Òàê ÷òî ïî êàæäîìó ε > 0
ìû ìîæåì ñíà÷àëà íàéòè δ : |I| < ε, à ïîòîì h : |II| < ε. ¤
Ñëåäñòâèå 4.5. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ïëîòíû â Lp(−π, π)

Äîêàçàòåëüñòâî. ßäðà Ôåéåðà KN(y) � àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà ïðè N →∞,
çíà÷èò ‖σN(f)−f‖p = ‖f ∗KN −f‖p → 0, n →∞. Íî σn(f) � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ. ¤
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (ii). Ïðîâåðèì íà âñÿêèé ñëó÷àé, ÷òî f ∗ ωh ∈ C(T):

|(f ∗ ωh)(x+u)− (f ∗ ωh)(x)| 6
∫ π

−π

|f(x+u−y)− f(x−y)|ωh(y)dy ⇒ 0, u → 0,

ïîñêîëüêó f(x+u−y) − f(x−y) ⇒ 0, u → 0 (T - êîìïàêò). Òåïåðü äîêàçûâàåì
òàêæå, êàê (i):

|(f ∗ ωh)(x)− f(x)| 6
∫ π

−π

|f(x−y)− f(x)|ωh(y)dy =

∫

|y|6δ

+

∫

δ6|y|6π

= I + II,

I → 0 ïðè δ → 0 (ðàâíîìåðíî ïî h) èç-çà íåïðåðûâíîñòè f , à II → 0 ïðè h → 0
äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî δ. ¤
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Ñëåäñòâèå 4.6. (i) Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ïëîòíû â C(T).
[ÿäðà Ôåéåðà - àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà]
(ii) Ïóñòü f ∈ L1(T) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0. Òîãäà (f ∗ ωh)(x0) → f(x0), h → 0 Â
÷àñòíîñòè, σn(f)(x0) → f(x0), n →∞, åñëè f íåïðåðûâíà â x0.
[ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû]
(iii) Ïóñòü f ∈ L1(T): ∃f(x0±0). Òîãäà σn(f)(x0) → 1

2
(f(x0−0)+f(x0+0)), n →∞.

[ðàçîáüåì f â ñóììó ñêà÷êà const · sign(x−x0) è íåïðåðûâíîé â x0 ôóíêöèè]
(iv) Ïóñòü f ∈ L1(T) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 (èëè ∃f(x0 ± 0)). Òîãäà ðÿä Ôóðüå â
òî÷êå x0 èëè ñõîäèòñÿ ê f(x0) (1

2
(f(x0−0) + f(x0+0))), èëè ðàñõîäèòñÿ.

[ðåãóëÿðíîñòü ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ ×åçàðî]
Çàìå÷àíèå 4.7. Âìåñòî óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ωh > 0 äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü∫ π

−π
|ωh(y)|dy 6 C < +∞, òî åñòü ðàâíîìåðíóþ (ïî h) îãðàíè÷åííîñòü íîðì ‖ωh‖1.

Îäíàêî ýòî âñå ðàâíî íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ÿäåð Äèðèõëå DN(y).

5. Ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Ïðèçíàê Æîðäàíà ñõîäèìîñòè
ðÿäà Ôóðüå.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü f : [a, b] → R (èëè C). Òîãäà âàðèàöèåé f íà [a,b]
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà Var

[a,b]
f := supa=x0<x1<...<xn=b

∑n
k=1 |f(xk)− f(xk−1)|.

Ëåììà 5.2. (i) Ïóñòü f : [a, b] → R ìîíîòîííà. Òîãäà Var
[a,b]

f = |f(b)− f(a)|.
(ii) Var

[a,b]
f < +∞, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóþò âîçðàñòàþùèå f1,2 : f = f1−f2

(äëÿ f : [a, b] → C ñóùåñòâóþò âîçðàñòàþùèå f1,2,3,4 : f = (f1−f2) + i(f3−f4)).
Äîêàçàòåëüñòâî. f1(x) := Var

[a,x]
f . ¤

Çàìå÷àíèå 5.3. Ïóñòü V ar[a,b]f < +∞ è x0 ∈ [a, b]. Òîãäà ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîí-
íèå ïðåäåëû f(x0 ± 0), ïîñêîëüêó ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.

Ëåììà 5.4. Ïóñòü Var
[a,b]

f < +∞. Òîãäà
∣∣∣
∫ b

a
f(x)e−iωxdx

∣∣∣ = O
(

1
ω

)
, ω → ±∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïðèìåð äëÿ
∫ b

a
f(x) cos ωxdx è âîçðàñòàþùåé f . Ïóñòü xk �

íóëè cos ωx. Òîãäà
∫ b

a
=

∫ x1

a
+

(∫ x2

x1
+... +

∫ xn

xn−1

)
+

∫ b

xn
. Ñóììà â ñêîáêàõ - çíà-

êîïåðåìåííàÿ ñ ìîíîòîííûìè ñëàãàåìûìè, ïîýòîìó îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç ïîñëåäíåå
ñëàãàåìîå. ¤

Òåîðåìà 5.5 (Õàðäè-Ëàíäàó). Ïóñòü an = O
(

1
n

)
è

∑∞
n=1 an

(C,1)
= A (ïî ×åçàðî).

Òîãäà
∑∞

n=1 an = A è â îáû÷íîì ñìûñëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Sn+1 + ... + Sn+k = (n+k)σn+k − nσn = kSn +
∑k

j=1(k+1−j)an+j.
Îòñþäà

Sn = σn+k +
n

k
(σn+k−σn)−

k∑
j=1

k+1−j

k
an+j.

Òåïåðü îöåíèâàåì an+j è îïòèìèçèðóåì ïî k (≈ √
ε · n). ¤
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Ñëåäñòâèå 5.6 (ïðèçíàê Æîðäàíà ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå). Ïóñòü f ∈
L1(−π, π), f(x+2π) ≡ f(x). Ïóñòü òî÷êà x0∈R òàêîâà, ÷òî Var

[x0−δ0,x0+δ0]
f < +∞

äëÿ íåêîòîðîãî δ0 >0. Òîãäà SN(x0) → 1
2
(f(x0−0) + f(x0+0)), N →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ f(x0± 0) ñóùåñòâóþò, òàê êàê âàðèàöèÿ
f íà [x0−δ0, x0+δ0] êîíå÷íà. Çàìåíèì f íà f ·χ[x0−δ0,x0+δ0] (ìîæíî â ñèëó ëîêàëüíîñòè
ñõîäèìîñòè). Òîãäà an, bn = O( 1

n
) ïî ëåììå è ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó Õàðäè-

Ëàíäàó. ¤
Ñëåäñòâèå 5.7 (Ïðèçíàê Äèðèõëå). Ïóñòü f : [−π, π] → R êóñî÷íî ìîíîòîííà
è èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ. Òîãäà ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê 1

2
(f(x0−0)+f(x0+0))

âî âñåõ òî÷êàõ x0 ∈ [−π, π].
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå Var

[−π,π]
f < +∞. ¤

Çàìå÷àíèå 5.8 (Ôàêòû î ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå).
(i) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ èç L1(−π, π), ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé
òî÷êå (Êîëìîãîðîâ).
(ii) Ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä, ñõîäÿùèéñÿ ê 0 ïî÷òè
âñþäó (Ìåíüøîâ). Îòìåòèì, ÷òî åñëè an = bn = 0 äëÿ âñåõ n è íåêîòîðîé f ∈
L1(−π, π), òî f ≡ 0, ïîñêîëüêó σN(f) ≡ 0

L1→
N→∞

f .
(iii) Òåîðåìà Êàðëåñîíà (1966):
Äëÿ êàæäîé f ∈ L2(−π, π) ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê f(x) ïî÷òè âñþäó.

6. Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû è ðÿäû Ôóðüå â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü H - ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
Îïðåäåëåíèå 6.1. ∑∞

n=1 xn, xn ∈ H íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ðÿäîì, åñëè
〈xn, xm〉 = 0 äëÿ âñåõ n 6= m (òî åñòü ñëàãàåìûå ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû).
Çàìå÷àíèå 6.2. Ïðèìåð � îáû÷íûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå â L2(−π, π).
Óòâåðæäåíèå 6.3. Ïóñòü

∑∞
n=1 xn � îðòîãîíàëüíûé ðÿä. Òîãäà

(i) Ðÿäû
∑∞

n=1 xn è
∑∞

n=1 ‖xn‖2 ñõîäÿòñÿ èëè íå ñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
(ii) Ïóñòü ω : N → N � áèåêöèÿ. Òîãäà ðÿäû

∑∞
n=1 xn è

∑∞
n=1 xω(n) ñõîäÿòñÿ èëè

íå ñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî è åñëè ñõîäÿòñÿ, òî ê îäíîé è òîé æå ñóììå.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i)
∥∥∥∑k

n=m xn

∥∥∥
2

=
∑k

n=m ‖xn‖2, ïîýòîìó ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñîõðàíÿåòñÿ.
(ii)

〈∑∞
n=1 xn −

∑∞
n=1 xω(n), xm

〉
= 0 äëÿ êàæäîãî m > 1. ¤

Îïðåäåëåíèå 6.4. (i) Ñèñòåìà {en}∞n=1 ⊂ H íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè
en 6= 0, n > 1 è 〈en, em〉 = 0, n 6= m. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé,
åñëè ê òîìó æå ‖en‖ = 1, n > 1.
(ii) Ïóñòü {en}∞n=1 � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà. Äëÿ êàæäîãî x ∈ H îïðåäåëèì
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå cn :=

〈x, en〉
〈en, en〉 è ðÿä Ôóðüå ∑∞

n=1 cnen.
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Çàìå÷àíèå 6.5. (i) Åñëè ñèñòåìà {en}∞n=1 îðòîãîíàëüíà, òî ñèñòåìà
{

en

‖en‖
}∞

n=1

�
îðòîíîðìèðîâàíà. Ïðè ýòîì ðÿäû Ôóðüå îòíîñèòåëüíî îáåèõ ñèñòåì îäèíàêîâû.
(ii) Äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû cn = 〈x, en〉.
(iii) 〈x− cnen, en〉 = 0.

Óòâåðæäåíèå 6.6. Ïóñòü SN =
∑N

n=1 cnen. Òîãäà
(i) x− SN ⊥ LN = span(e1, ..., eN).
(ii) ‖x−SN‖ 6 ‖x−y‖ äëÿ âñåõ y ∈ LN (SN � íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê x â LN).
(iii) ‖x‖ > ‖SN‖.
Äîêàçàòåëüñòâî. (ii) ‖x−y‖2 = ‖x−SN‖2+‖SN−y‖2. (iii) ‖x‖2 = ‖x−SN‖2+‖SN‖2. ¤

Ñëåäñòâèå 6.7 (íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ). Ïóñòü {en}∞n=1 � îðòîãîíàëüíàÿ ñè-
ñòåìà, x ∈ H. Òîãäà

‖x‖2 >
∞∑

n=1

|cn|2‖en‖2.

Äîêàçàòåëüñòâî. ‖SN‖2 =
∑N

n=1 |cn|2‖en‖2. ¤

Îïðåäåëåíèå 6.8. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ {en}∞n=1 â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå X. Îíà íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé, åñëè a1e1 + ... + aNeN = 0 ⇒ αj = 0 è
ïîëíîé, åñëè ∀x ∈ X, ∀ε > 0 ∃N,α1, ..., αN : ‖x− (a1e1+...+aNeN)‖ < ε.
Çàìå÷àíèå 6.9. Î÷åâèäíî, ëþáàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå íåçàâèñèìà.
Òåîðåìà 6.10. Ïóñòü {en}∞n=1 � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â H. Ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:
(i) Äëÿ ëþáîãî x ∈ H âåðíî x =

∑∞
n=1 cnen (â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ

îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì).
(ii) Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ H âåðíî

〈x, y〉 =
∞∑

n=1

cn(x)cn(y)‖en‖2.

(iii) Äëÿ êàæäîãî x ∈ H âåðíî

‖x‖2 =
∞∑

n=1

|cn|2‖en‖2

(ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ).
(iv) Åñëè x ∈ H: 〈x, en〉 = 0 äëÿ âñåõ n > 1, òî x = 0.
(v) Ñèñòåìà {en}∞n=1 ïîëíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv) ⇒ (i); (i) ⇒ (v) ⇒ (iv). ¤

Çàìå÷àíèå 6.11. Ñèñòåìà {cos nx}∞n=0 ∪ {sin nx}∞n=1 îðòîãîíàëüíà â L2(−π, π) è
ïëîòíà (òàê êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ïëîòíû). Òàêèì îáðàçîì, ýòî
îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L2(−π, π).



10

Ñëåäñòâèå 6.12. Ïóñòü f ∈ L2(−π, π). Òîãäà
(i) f = 1

2
a0 +

∑∞
n=1(an cos nx + bn sin nx) â L2(−π, π) (áåç âñÿêîãî óñðåäíåíèÿ!).

(ii) ‖f‖2
2 = π

(
1
2
|a0|2 +

∑∞
n=1(|an|2+|bn|2)

)
(ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêòû (i) è (iii) òåîðåìû. ¤

Ïðèìåðû 6.13 (Äðóãèå îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû. Îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû.).

Ïóñòü äàí ïðîìåæóòîê I ⊂ R è ìåðà dµ íà íåì. Ðàññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî H = L2(I, dµ). Ïóñòü ôóíêöèè 1, x, ..., xn, ... ëèíåéíî íåçàâèñèìû â L2(I, dµ)
(äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íîñèòåëü ìåðû supp dµ ñîäåðæàë áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
òî÷åê).

Ëåììà 6.14. (i) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ {Pn(x)}∞n=0,
÷òî deg Pn = n è 〈Pn, Pm〉 = 0 äëÿ âñåõ n 6= m.
(ii) Åñëè {Pn(x)}∞n=0 è {P̃n(x)}∞n=0 � äâå òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî Pn(x) =

cnP̃n(x) äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíñòàíò {cn}∞n=1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Îðòîãîíàëèçàöèÿ Ãðàìà-Øìèäòà. (ii) Èíäóêöèÿ ïî n. ¤

(i) Ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà I-îãî ðîäà.

H = L2

(
(−1, 1),

dx√
1−x2

)
; Pn(x) := cos(n arccos x).

Îðòîãîíàëüíîñòü âûòåêàåò èç îðòîãîíàëüíîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû (çà-
ìåíà t = arccos x). Ïîëíîòà: ìíîãî÷ëåíû ïëîòíû â C([−1, 1]) (òåîðåìà Âåéåðøòðàñ-
ñà), à C([−1, 1]) ïëîòíî â H.
(ii) Ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà.

H = L2 (−1, 1) ; Pn(x) :=
(
(x2−1)n

)(n)
.

Îðòîãîíàëüíîñòü: èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, ïîëíîòà: èç òåîðåìû Âåéåðøòðàññà.
(iii) Ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà.

H = L2(R, e−x2

dx); Hn(x) := ex2
(
e−x2

)(n)

.

Îðòîãîíàëüíîñòü: èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Ïîëíîòó äîêàæåì ïîçæå.

7. Èíòåãðàë Ôóðüå. Ïðîñòûå ñâîéñòâà.
Íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ. Ïóñòü f : R → C � "õîðîøàÿ" ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì
ñóæåíèå f

∣∣
[−T,T ]

, ãäå T � áîëüøîå ÷èñëî. Ñèñòåìà {ei πn
T

x}+∞
n=−∞ ÿâëÿåòñÿ îðòîãî-

íàëüíîé â L2(−T, T ). Ïîýòîìó

f
∣∣
[−T,T ]

=
+∞∑

n=−∞
cne

i πn
T

x, cn =
1

2T

∫ T

−T

f(x)e−i πn
T

xdx.
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Óñòðåìëÿÿ T → +∞ è ââîäÿ íåïðåðûâíûé ïàðàìåòð t = πn
T

ìîæíî (íà óðîâíå
ôîðìàëüíûõ ìàíèïóëÿöèé) óâèäåòü â ýòîé ôîðìóëå àíàëîã ðèìàíîâûõ ñóìì è
ïðèéòè ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
c(t)eitxdt, c(t) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−itxdx.

Ýòî è åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ìû, îäíàêî, áóäåì èñïîëüçîâàòü äðóãóþ íîð-
ìèðîâêó.
Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïóñòü f ∈ L1(R). Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

f̂(t) :=
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−itxdx, t ∈ R.

Çàìå÷àíèå 7.2. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � ôîðìóëà îáðàùåíèÿ

f(x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f̂(t)eitxdt.

Óòâåðæäåíèå 7.3 (ïðîñòûå ñâîéñòâà). Ïóñòü f ∈ L1(R). Òîãäà
(i) |f̂(t)| → 0, t → ±∞. (ii) |f̂(t)| 6 1√

2π
‖f‖1.

(iii) Ôóíêöèÿ f̂ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R.
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Ëåììà Ðèìàíà-Ëåáåãà. (ii) î÷åâèäíî. (iii)

|f̂(t+s)− f̂(t)| 6 1√
2π

∫ +∞

−∞
|f(x)||e−isx − 1|dx

è äàëåå ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè. ¤
Òåîðåìà 7.4. Ïóñòü f ∈ L1(R) è â òî÷êå x0 ∈ R âûïîëíåíî óñëîâèå Äèíè: äëÿ
íåêîòîðûõ ÷èñåë f(x0 ± 0) è δ0 > 0 ñïðàâåäëèâî

∫ x0

x0−δ0

|f(x)−f(x0−0)|
|x−x0| dx,

∫ x0+δ0

x0

|f(x)−f(x0+0)|
|x−x0| dx < +∞.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ
1√
2π

∫ +∞

−∞
f̂(t)eitx0dt := lim

A→+∞
1√
2π

∫ A

−A

f̂(t)eitx0dt =
f(x0−0) + f(x0+0)

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Â ïðèíöèïå, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü x0 = 0.) Àíà-
ëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äëÿ ðÿäîâ.

1√
2π

∫ A

−A

f̂(t)eitx0dt =

∫ +∞

−∞

sin A(x−x0)

π(x−x0)
f(x)dx =

∫ x0

−∞
+

∫ +∞

x0

.

Äàëåå êàæäûé èíòåãðàë ðàçáèâàåì íà äâà: äëÿ f(x) − f(x0±0) è äëÿ êîíñòàíòû
f(x0±0) è èñïîëüçóåì èíòåãðàë Äèðèõëå

∫ +∞
0

sin Ay
y

dy = π
2
. Íàêîíåö

∫ +∞

x0

f(x)−f(x0+0)

x−x0

sin A(x−x0)dx =

∫ x0+δ0

x0

+

∫ +∞

x0+δ0

,
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ïåðâîå ñëàãàåìîå ïî ëåììå Ðèìàíà-Ëåáåãà, à âòîðîå ðàçáèâàåì íàçàä íà f(x) è êîí-
ñòàíòó. Äëÿ f(x) ñíîâà ëåììà Ðèìàíà-Ëåáåãà, äëÿ êîíñòàíòû � "õâîñò" èíòåãðàëà
Äèðèõëå. ¤

Ñëåäñòâèå 7.5 (ëîêàëüíîñòü ôîðìóëû îáðàùåíèÿ). Ïóñòü f, f̃ ∈ L1(R):
f
∣∣
[x0−δ0,x0+δ0]

= f̃
∣∣
[x0−δ0,x0+δ0]

. Òîãäà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ â òî÷êå x0 ñïðàâåäëèâà
äëÿ ôóíêöèè f òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñïðàâåäëèâà äëÿ f̃ .

Äîêàçàòåëüñòâî. f − f̃ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè â òî÷êå x0. ¤

8. Ñâåðòêà ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ïðÿìîé.
Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïóñòü f, g : R→ C. Ñâåðòêîé f è g íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

(f ∗ g)(x) :=

∫ +∞

−∞
f(t)g(x−t)dt.

Çàìå÷àíèå 8.2. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ îêðóæíîñòè, ó íàñ íåò "ìàêñèìàëüíîãî" ïðî-
ñòðàíñòâà, â êîòîðîì áûëî áû åñòåñòâåííî îïðåäåëÿòü ñâåðòêó, ïîñêîëüêó òåïåðü
Lp(R) íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì L1(R) ïðè p > 1.

Òåîðåìà 8.3. (i) Ïóñòü f, g ∈ L1(R). Òîãäà ñâåðòêà f ∗g îïðåäåëåíà ïî÷òè âñþäó,
f ∗ g ∈ L1(R) è ‖f ∗ g‖1 6 ‖f‖1 · ‖g‖1.
(ii) Ïóñòü f ∈ Lp(R), g ∈ L1(R), 1 6 p 6 +∞. Òîãäà f ∗g îïðåäåëåíà ïî÷òè âñþäó,
f ∗ g ∈ Lp(R) è ‖f ∗ g‖p 6 ‖f‖p · ‖g‖1.
(iii) Ïóñòü f ∈ Lp(R), g ∈ Lq(R), 1

p
+ 1

q
= 1. Òîãäà f ∗ g ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíîé íà R ôóíêöèåé è ‖f ∗ g‖∞ 6 ‖f‖p · ‖g‖q.

Çàìå÷àíèå 8.4. Ýòà òåîðåìà (êðîìå óòâåðæäåíèÿ î íåïðåðûâíîñòè) ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûìè ñëó÷àÿìè íåðàâåíñòâà Þíãà: ‖f ∗ g‖s 6 ‖f‖p · ‖f‖q, åñëè 1

p
+ 1

q
= 1 + 1

s
.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) ñìîòðè L1(T). (ii) íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà äëÿ |f | · |g|1/p è |g|1/q

(ñëó÷àè p=1 è p=+∞ îòäåëüíî). (iii) Îãðàíè÷åííîñòü èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà,
íåïðåðûâíîñòü:

|(f ∗ g)(x + y)− (f ∗ g)(x)| 6 ‖f‖p · ‖g(·+ y)− g‖q

(åñëè q = +∞, òî àíàëîãè÷íî ÷åðåç f). ¤

Îïðåäåëåíèå 8.5. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé ωh : R→ R, h → 0, íàçûâàåòñÿ àïïðîê-
ñèìàòèâíîé åäèíèöåé, åñëè
(i) ωh(x) > 0; (ii)

∫
R ωh(x)dx = 1;

(iii) Äëÿ êàæäîãî δ > 0 âûïîëíÿåòñÿ
∫

δ6|x| ωh(x)dx → 0, h → 0.

Òåîðåìà 8.6. (i) Ïóñòü f ∈ Lp(R), 1 6 p < +∞. Òîãäà ‖f ∗ ωh − f‖p → 0, h → 0.
(ii) Ïóñòü f ∈C0(R) (ò.å. f ∈C(R) è supp f êîìïàêòåí). Òîãäà (f ∗ωh)(x) ⇒ f(x),
h → 0, x ∈ R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò ñëó÷àé ñâåðòêè íà îêðóæíîñòè. ¤
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Óïðàæíåíèå 8.7. Êàê ìû âèäåëè,
1√
2π

∫ A

−A

eitx0 f̂(t)dt =

∫ +∞

−∞

sin A(x−x0)

π(x−x0)
dx = (f ∗DA)(x0), DA(y) =

sin Ay

πy
.

Êàê è äëÿ ðÿäîâ, ñåìåéñòâî ôóíêöèé DA(y), A → +∞ íå ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàòèâ-
íîé åäèíèöåé (

∫ +∞
−∞ |DA(y)|dy = +∞). Îäíàêî ìû ìîæåì ïîïðîáîâàòü óñðåäíåíèÿ

KA(y) :=
1

A

∫ A

0

Da(y)da =
1− cosAy

πAy2
.

Ïðîâåðüòå, ÷òî KA(y), A → +∞ � àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà.
Ñëåäñòâèå 8.8 (òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè). Ïóñòü f ∈ L1(R) òàêîâà, ÷òî
f̂(t) ≡ 0, t ∈ R. Òîãäà f = 0 (êàê ôóíêöèÿ èç L1(R), òî åñòü ïî÷òè âñþäó).

Äîêàçàòåëüñòâî. f̂(t) ≡ 0 äàåò f ∗DA = 0, à çíà÷èò f ∗KA = 0, íî KA - àïïðîê-
ñèìàòèâíàÿ åäèíèöà. ¤
Óïðàæíåíèå 8.9. Äîêàçàòü ïðèçíàê Æîðäàíà äëÿ èíòåãðàëîâ Ôóðüå (äåéñòâóÿ
â òî÷íîñòè àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äëÿ ðÿäîâ, ò.å. äîêàçàòü àíàëîã òåîðåìû
Õàðäè-Ëàíäàó è ò.ï.).
Òåîðåìà 8.10 (àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ñâåðòêè). (i) f ∗ g � áèëèíåéíàÿ
îïåðàöèÿ îòíîñèòåëüíî f è g.
(ii) f ∗ g = g ∗ f (âñåãäà, êîãäà ñâåðòêà îïðåäåëåíà).
(iii) (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) (äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïóñòü f, g, h ∈ L1(R)).
(iv) Äëÿ f, g ∈ L1(R) ñïðàâåäëèâî (̂f ∗ g)(t) =

√
2π · f̂(t) · ĝ(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i),(ii) î÷åâèäíî. (iii) ñëåäóåò èç (iv) (àëüòåðíàòèâà: ðóêàìè).
(iv): êàê è â ñëó÷àå îêðóæíîñòè, e−ixt = e−iyt · e−i(x−y)t. ¤
Çàìå÷àíèå 8.11. Ïóñòü ωh � àïïðîêñèìàòèâíàÿ åäèíèöà. Ìû çíàåì, ÷òî ‖f ∗ ωh −
f‖1 → 0, h → 0. Çíà÷èò, èç-çà (iv), äîëæíî áûòü ω̂h(t) → 1√

2π
ïðè êàæäîì t.

Ýòî îòâå÷àåò îáùåìó ïðèíöèïó � ÷åì áîëåå ñêîíöåíòðèðîâàíà ñàìà ôóíêöèÿ, òåì
áîëåå "ðàñïëûâ÷àòî" åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

9. Ñâÿçü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Êëàññ
Øâàðöà.

Óòâåðæäåíèå 9.1. (i) Ïóñòü f ∈ C1(R): f, f ′ ∈ L1(R). Òîãäà f̂ ′(t) = itf̂(t).
(ii) Ïóñòü f ∈ L1(R): x · f ∈ L1(R). Òîãäà f̂ ∈ C1(R) è (f̂)′(t) = −ix̃f(t).
Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì íà ïðîìåæóòêå [−A,A]. Ïîäñòà-
íîâêà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ õîòÿ áû ïî êàêîé-òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè An → +∞,
ïîñêîëüêó f ∈ L1(R). (ii) Ïî îïðåäåëåíèþ ïèøåì ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå è ïåðåõî-
äèì ê ïðåäåëó (ìàæîðàíòà èç îöåíêè |e−isx−1| 6 |sx| ). ¤
Îïðåäåëåíèå 9.2. Êëàññîì Øâàðöà áûñòðîóáûâàþùèõ ôóíêöèé íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî

S =

{
f ∈ S : ∀n,m > 0 pn,m(f) := sup

x∈R
|x|n|f (m)(x)| < +∞

}
.
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Çàìå÷àíèå 9.3. (i) Â ÷àñòíîñòè, C∞0 (R) ⊂ S ⊂ C∞(R). (ii) {pn,m}+∞
n,m=0 ÿâëÿ-

åòñÿ ñ÷åòíîé ñèñòåìîé ïîëóíîðì â S, ïîýòîìó S � ìåòðèçóåìîå ïðîñòðàíñòâî.
(iii) ôóíêöèÿ e−x2 ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ýëåìåíòà S, íå ëåæàùåãî â C∞

0 .

Óòâåðæäåíèå 9.4. S - ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {fk}∞k=1 � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â S (ò.å.
pn,m(fk−fl) →k,l→∞ 0 äëÿ âñåõ n,m). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnf

(m)
k (x)} ôóíäàìåí-

òàëüíû â C(R), ïîýòîìó åñòü ïðåäåëû gn,m(x) = xngm(x). gm = g′m−1 èç ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà â gm(x) = gm(0) +

∫ x

0
g′m−1(t)dt. ¤

Óòâåðæäåíèå 9.5. (i) f 7→ f̂ íåïðåðûâíî êàê îòîáðàæåíèå S → S.
(ii) Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f̂(t) 7→ 1√

2π

∫ +∞
−∞ eitxf̂(t)dt òàêæå íåïðåðûâíî S → S.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) pn,m(f̂) = ‖tn(f̃)(m)‖C 6 1√
2π
‖(xmf)(n)‖1 è ýòà âåëè÷èíà îöå-

íèâàåòñÿ ÷åðåç pk,l(f), 0 6 k 6 m+2, 0 6 l 6 n. (ii) f(x) = (f̂(−t))∧. ¤

10. Òåîðåìà Ïëàíøåðåëÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â L2(R).
Òåîðåìà 10.1. Äëÿ f, g ∈ S âåðíî

∫ +∞

−∞
f(x)g(x)dx =

∫ +∞

−∞
f̂(t)ĝ(t)dt.

Â ÷àñòíîñòè, ‖f‖2 = ‖f̂‖2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿåì ôîðìóëó îáðàùåíèÿ äëÿ g, ïîòîì ìåíÿåì ïîðÿäîê
èíòåãðèðîâàíèÿ. ¤

Îïðåäåëåíèå 10.2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F : L2(R) → L2(R) � ýòî ïðîäîëæå-
íèå îòîáðàæåíèÿ f 7→ f̂ ïî íåïðåðûâíîñòè (îòíîñèòåëüíî ‖ · ‖2).

Çàìå÷àíèå 10.3. Äëÿ f ∈ L1(R) ∩ L2(R) ñåé÷àñ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëåíî
äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè � ïîòî÷å÷íî f̂(t) è F . Ïî÷åìó ýòî îäíî è òî æå? Ïðèáëè-
çèì ôóíêöèþ f ãëàäêîé (ò.å. C∞

0 ) îäíîâðåìåííî â L1 è L2 (ñíà÷àëà ñðåæåì, ïîòîì
ñâåðíåì ñ àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöåé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì). Ïîñêîëüêó äëÿ
C∞

0 ⊂ S äâà îïðåäåëåíèÿ ñîâïàäàþò, îòñþäà ëåãêî âûâåñòè ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà 10.4 (Ïëàíøåðåëÿ). Ïóñòü f ∈ L2(R). Òîãäà
(i) f̂(t) = l.i.m.

A→+∞
1√
2π

∫ A

−A
e−itxf(x)dx (l.i.m. � ýòî ïðåäåë â L2).

(ii) f(x) = l.i.m.
A→+∞

1√
2π

∫ A

−A
eitxf̂(t)dt.

(iii) ‖f‖2 = ‖f̂‖2.

Çàìå÷àíèå 10.5. f è f̂ ñóììèðóåìû íà [−A,A], ïîñêîëüêó L2(−A,A) ⊂ L1(−A,A).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî f · χ[−A,A] → f , A → +∞, â L2(R). (ii)
àíàëîãè÷íî. (iii) âåðíî äëÿ S, S ïëîòíî â L2(R) (ìû ýòî óæå èñïîëüçîâàëè). ¤
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11. Ðàçíîîáðàçíûå ïðèìåðû, ñëåäñòâèÿ è ïðèëîæåíèÿ.

Ïðèìåð 11.1. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè e−
x2

2σ2 , σ>0 åñòü f̂(t)=σe−
t2σ2

2 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò â ýêñïîíåíòå, ñäâèíåì êîíòóð èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ñ (−∞+iσ2, +∞+iσ2) íà âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ. ¤
Ïðèìåð 11.2. Ïóñòü f ∈ S: ‖f‖2 = 1 = ‖f̂‖2. Òîãäà∫ +∞

−∞
|x|2|f(x)|2dx ·

∫ +∞

−∞
|t|2|f̂(t)|2dt > 1

4
.

Çàìå÷àíèå 11.3. Ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì àâòîìàòè÷åñêè îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü
òàêîå æå íåðàâåíñòâî äëÿ f ∈ L2 (â êðàéíå ñëó÷àå, ñëåâà áóäåò ðàâåí +∞).
Äîêàçàòåëüñòâî.

∫ +∞
−∞ |βxf(x)− f ′(x)|2dx > 0, ïîýòîìó β2M1 + M2 − β > 0. ¤

Óïðàæíåíèå 11.4. Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèÿõ c√
2π·σe−

x2

2σ2 , |c| = 1 è òîëüêî
íà íèõ.
Ñëåäñòâèå 11.5. Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R è f ∈ S: ‖f‖2 = 1 = ‖f̂‖2 âåðíî

∫ +∞

−∞
|x−a|2|f(x)|2dx ·

∫ +∞

−∞
|t−b|2|f̂(t)|2dt > 1

4
.

Ïðèìåð 11.6 (Ïîëíîòà ôóíêöèé Ýðìèòà). Ôóíêöèè Ýðìèòà hn(x) := Hn(t)e
−x2

2

(ýòî îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â L2(R)) ïîëíû â L2(R).
Çàìå÷àíèå 11.7. Â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ïîëèíîìû Ýðìèòà ïëîòíû â L2(R, e−x2

dx).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 〈h, hn〉 = 0. Òîãäà
∫ +∞
−∞ h(x)

∑n
k=0

(−itx)k

k!
e−

x2

2 dx = 0. Ïåðå-
õîäÿ ê ïðåäåëó (ìàæîðàíòà |h(x)|e|tx|e−x2

2 ) ïîëó÷àåì (h(x)e−
x2

2 )∧ ≡ 0. ¤
Ïðèìåð 11.8 (Ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà). Ïóñòü f ∈ S, τ > 0. Òîãäà

+∞∑
n=−∞

f(nτ) =

√
2π

τ

+∞∑
m=−∞

f̂

(
m · 2π

τ

)

Çàìå÷àíèå 11.9. Ýòà ôîðìóëà âåðíà è ïðè (åñòåñòâåííûõ) ìåíåå îáðåìåíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèÿõ íà f .
Äîêàçàòåëüñòâî. F (x) :=

∑+∞
n=−∞ f(x + nτ), x ∈ [−τ

2
, τ

2
]. Ðàñêëàäûâàåì F ∈ C∞ â

ðÿä Ôóðüå íà ýòîì ïðîìåæóòêå, â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ âîçíèêàþò çíà÷åíèÿ
f̂ . Ïîäñòàâëÿåì x = 0, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ ôîðìóëó. ¤

Óïðàæíåíèå 11.10. (i) f(x) = e−
x2

2σ äàåò
∑+∞

n=−∞ e−
π2n2

σ2 = σ
∑+∞

m=−∞ e−π2m2σ2 .
(ii) Âû÷èñëèòü

∑+∞
n=1

1
n2+a2 , a > 0. Ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè a → 0.

Ïðèìåð 11.11 (Òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà). Ïóñòü f ∈ S, supp f̂ ⊂ [−a, a]. Òîãäà f
âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî íàáîðó ñâîèõ çíà÷åíèé f(π

a
· k), k ∈ Z ïî ôîðìóëå

f(x) =
+∞∑

k=−∞
f

(
πk

a

)
· sin(ax−πk)

ax−πk
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äóõå ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà, íî ó íàñ íåò âðåìåíè. (íà-
äî ðàçëîæèòü f̂ â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä íà [−a, a], â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ
âîçíèêíóò f(π

a
· k), ïèøåì ôîðìóëó îáðàùåíèÿ f ÷åðåç f̂ è èíòåãðèðóåì ïî÷ëåí-

íî). ¤
Ïðèìåð 11.12 (Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè). (íå áóäåì çàäàâàòüñÿ çàêîííîñòüþ
òåõ èëè èíûõ äåéñòâèé!) Ïóñòü u(t, x) � òåìïåðàòóðà òî÷êè ìåòàëëè÷åñêîãî ñòåðæ-
íÿ x â ìîìåíò âðåìåíè t. Èç ôèçèêè:

ut = a2uxx

Äåëàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x: u(t, x) 7→ û(t, y), ïðèõîäèì ê
ût = −a2y2û.

Òàêèì îáðàçîì, û(t, y) = e−a2y2tû(0, u). Òàê ÷òî åñëè u0(x) = u(0, x), òî

u(t, x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
eixye−a2y2tû0(y)dy.

Óïðàæíåíèå 11.13. Âûïèñàòü ðåøåíèå ÿâíî äëÿ u0(x) = e−
x2

2 .


