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Ëåêöèÿ ïåðâàÿ. 25 ôåâðàëÿ 2005.

0 Ïðîñòûå âåùè.
Â äàëüíåéøåì òåêñòå ÷åðåç D ⊂ C ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîëüíóþ îãðàíè÷åííóþ
îáëàñòü, à ÷åðåç BR - (îòêðûòûé) êðóã ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Êëàññ
àíàëèòè÷åñêèõ â D ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç H(D). Êàê èçâåñòíî, îäíèì èç ïåðâûõ
êëþ÷åâûõ ôàêòîâ ÒÔÊÏ ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 0.1 (Ôîðìóëà Êîøè). Ïóñòü f ∈ H(D) ∩ C(D). Òîãäà

f(z) =
1

2πi

∮

ζ∈∂D

f(ζ)dζ

ζ − z
, z ∈ D.

Èç ýòîé ôîðìóëû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ìàññà ñëåäñòâèé. Òàê, äèôôåðåíöèðóÿ
åå ïî z, ïîëó÷àåì

f (n)(z)

n!
=

1

2πi

∮

ζ∈∂D

f(ζ)dζ

(ζ − z)n+1
, z ∈ D,

îòêóäà äëÿ ôóíêöèé f ∈ H(BR) ∩ C(BR) èìååì

|cn| 6 M(R)

Rn
, n > 0 , (1)

ãäå M(R) := max|ζ|=R |f(ζ)| è ÷åðåç cn îáîçíà÷åíû òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû f(z) â
òî÷êå 0. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîé îöåíêè î÷åâèäíî, ÷òî ðÿä

∑
n>0 cnzn ñõîäèòñÿ (ðàâíîìåðíî

íà êîìïàêòàõ) âíóòðè BR è, êðîìå òîãî,

lim
n→∞

n
√
|cn| 6 1

R
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà ñàìîì äåëå äàåò íåîáõîäèìîå è äîñòà-
òî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä àíàëèòè÷åí â êðóãå ðàäèóñà R, ò.å. ÷òî âåðíà

Òåîðåìà 0.2 (Êîøè-Àäàìàð). Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
∑

n>0 cnzn ðàâåí
1

limn→∞ n
√
|cn|

, êàêîâà áû íè áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ {cn}n>0 .
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Òàêæå ôîðìóëà Êîøè äàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ f ∈ H(BR(z)) ∩ C(BR(z)):

|f(z)| 6 1

2π

∫ 2π

0

|f(z + Reiφ)|dφ ,

êîòîðàÿ âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî |f(z)| ÿâëÿåòñÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé, òî åñòü
çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè â öåíòðå êàæäîé îêðóæíîñòè ìåíüøå, ÷åì ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî
ýòîé îêðóæíîñòè. Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò

Òåîðåìà 0.3 (ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Åñëè f ∈ H(D) ∩ C(D), òî

max
ζ∈D

|f(ζ)| = max
ζ∈∂D

|f(ζ)|.

Â ÷àñòíîñòè, èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ f(z), àíàëèòè÷åñêîé â êîëü-
öå BR2 \ BR1 , ôóíêöèÿ M(r) íå ìîæåò èìåòü ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ íà ïðîìåæóòêå
(R1 , R2). Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ñóùåñòâåííî óñèëèòü.

1 Òåîðåìà Àäàìàðà î òðåõ êðóãàõ.
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü f ∈ H(BR2 \BR1). Òîãäà ôóíêöèÿ M(r) = max|ζ|=r |f(ζ)| îáëàäàåò
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì âûïóêëîñòè:

∀R1 <r1 <r<r2 <R2 log M(r) 6 log r2 − log r

log r2 − log r1

log M(r1) +
log r − log r1

log r2 − log r1

log M(r2),

(2)
ò.å. ôóíêöèÿ log M(r) âûïóêëà îòíîñèòåëüíî log r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì r1 < r < r2 è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(z) := zαf(z) (ìû
ïîêà çàêðîåì ãëàçà íà íåîäíîçíà÷íîñòü âûáîðà çíà÷åíèÿ zα), ãäå α âûáðàíî òàê, ÷òî

M(r1)r
α
1 = M(r2)r

α
2 = C ⇔ α = − log M(r2)− log M(r1)

log r2 − log r1

.

Åñëè áû α (ñëó÷àéíî) îêàçàëîñü öåëûì, òî ôóíêöèÿ g(z) áûëà áû àíàëèòè÷íà â êîëü-
öå BR2 \ BR1 è óäîâëåòâîðÿëà áû íåðàâåíñòâó |g(ζ)| 6 C íà åãî ãðàíèöå. Îòñþäà ïî
ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

M(r) =
max|ζ|=r |g(ζ)|

rα
6 C

rα
,

à ýòî íåðàâåíñòâî, êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ðàâíîñèëüíî (2). Îñòàëîñü ïðåîäîëåòü (÷è-
ñòî òåõíè÷åñêóþ) ñëîæíîñòü ñ íåîäíîçíà÷íîñòüþ ôóíêöèè zα. Íàïðèìåð, ìîæíî ñêà-
çàòü, ÷òî ôóíêöèÿ |g(z)| îäíîçíà÷íà è ñóáãàðìîíè÷íà (èáî ñóáãàðìîíè÷íîñòü - ýòî ëî-
êàëüíîå ñâîéñòâî, à ëîêàëüíî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü îäíîçíà÷íóþ âåòâü g(z)), à çíà÷èò
ê íåé ïðèìåíèì ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Íàáðîñîê àëüòåðíàòèâíîãî äîêàçàòåëüñòâà: Ðàñ-
ñìîòðèì ñëó÷àé ðàöèîíàëüíîãî α = m

n
. Ïåðåõîäÿ ê ôóíêöèè f̃(z) = (f(z))n èìååì
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α̃ = nα ∈ Z . Äëÿ ôóíêöèè f̃(z) ïðîâîäèì âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì
îöåíêó (2), ÷òî äàåò àíàëîãè÷íóþ îöåíêó äëÿ f(z). Ñëó÷àé α /∈ Q ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïóòåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. Èìåííî, çàìåíÿåì âåëè÷èíó M(r2) íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
M

(k)
2 → M(r2), òàêóþ ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå αk ðàöèîíàëüíû, ïîñëå ÷åãî ïåðåõîäèì ê

ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå (2).

2 Öåëûå ôóíêöèè. Ïîðÿäîê è òèï.
Îïðåäåëåíèå 2.1. Öåëîé ôóíêöèåé (entire function) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, àíàëèòè-
÷åñêàÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïîðÿäêîì öåëîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî1

ρ = inf
{
µ > 0 : M(r) 6 erµ

, r → +∞}

(åñëè òàêèõ µ íåò âîîáùå, òî ρ = +∞). Åñëè ïîðÿäîê ôóíêöèè êîíå÷åí, òî åå òèï
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

σ = inf
{
K : M(r) 6 eKrρ

, r → +∞}
.

Åñëè σ = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò ìèíèìàëüíûé, à åñëè σ = +∞ - òî
ìàêñèìàëüíûé òèï.

Êîììåíòàðèè: i) Â ñèëó òåîðåìû Êîøè-Àäàìàðà, öåëûå ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ
â âèäå âñþäó ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

∑
n>0 cnz

n, ãäå limn→∞ n
√
|cn| = 0, ïðè ýòîì ïîñëåäíåå

óñëîâèå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ
∑

n>0 cnzn áûëà öåëîé.
ii) Â ñèëó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ, ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà M(r) 6 Crn ïðè r → +∞
íåâîçìîæíà, åñëè òîëüêî f(z) íå ìíîãî÷ëåí, ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíûõ
îöåíîê â îïðåäåëåíèè åñòåñòâåííî. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èç ðàññóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî

lim
r→+∞

log M(r)

log r
= +∞,

åñëè òîëüêî f íå åñòü ìíîãî÷ëåí.
Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü - óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ óáûâàíèÿ êîýôôèöèåí-

òîâ cn ïðè n →∞ è ñêîðîñòüþ ðîñòà ôóíêöèè M(r) ïðè r →∞. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà,
÷òî äëÿ êàêèõ-òî K,µ > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

M(r) 6 eKrµ

, r →∞.

Òîãäà (ñì. (1)) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r ñïðàâåäëèâî

|cn| 6 eKrµ

rn
= f(r).

1Çäåñü è äàëåå çàïèñü A(r) 6 B(r), r → ∞ îçíà÷àåò, ÷òî òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (log f(r))′ = Kµrµ−1 − nr−1, òî åñòü ôóíêöèÿ f(r) èìååò ìèíèìóì
ïðè rextr = (n/Kµ)1/µ. Îòìåòèì, ÷òî rextr → ∞ ïðè n → ∞, ïîýòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n ñïðàâåäëèâî

|cn| 6 f(rextr) =
(eKµ

n

)n/µ

.

Ëîãàðèôìèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, èìååì

log
1

n
√
|cn|

> 1

µ
log

n

eKµ

è, äàëåå,
µ > log n− log eKµ

log 1
n
√
|cn|

.

Òàê êàê çíàìåíàòåëü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, èìååì

µ > lim
n→∞

log n

log 1
n
√
|cn|

.

Ðàññìàòðèâàÿ òåïåðü èíôèìóì µ, äëÿ êîòîðûõ èñõîäíàÿ îöåíêà èìååò ìåñòî, ïîëó÷àåì

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Äëÿ êàæäîé öåëîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρ > lim
n→∞

log n

log 1
n
√
|cn|

.

Êàê ìû ñêîðî óâèäèì, íà ñàìîì äåëå ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü âñåãäà ðàâíû, òî åñòü
êîýôôèöèåíòû |cn| öåëîé ôóíêöèè ïîðÿäêà ρ óáûâàþò íå ìåäëåííåå, ÷åì 1/nn/r è ïðè-
ìåðíî òàêîå óáûâàíèå ðåàëèçóåòñÿ íà êàêîé-òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ.

Ëåêöèÿ âòîðàÿ. 28 ôåâðàëÿ 2005.
Êëþ÷åâûì ôàêòîì, ïîçâîëÿþùèì ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

α = lim
n→∞

log n

log 1
n
√
|cn|

6 ρ

ÿâëÿåòñÿ
log M(r) 6 Krµ, r →∞ ⇒ |cn| 6

(eµK

n

)n/µ

, n →∞. (3)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà (3) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ |cn|, n > N .
Èìååì

M(r) = max
|ζ|=r

∣∣∣∣∣
∑
n>0

cnz
n

∣∣∣∣∣ 6
∑
n>0

|cn|rn
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Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíîå Nr > N , òàêîå ÷òî
(eµKrµ

Nr

)1/µ

6 1

2
(ÿñíî, ÷òî Nr = O(rµ)).

Òîãäà

M(r) 6
N−1∑
n=0

|cn|rn +
Nr−1∑
n=N

(eµK

n

)n/µ

rn + 1.

Îöåíèì ñóììó
∑Nr−1

n=N . Äëÿ ýòîãî íàéäåì ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ
(eµKrµ

n

)n/µ

â çàâè-
ñèìîñòè îò n. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè n = µKrµ è,
ñëåäîâàòåëüíî,

∀n
(eµKrµ

n

)n/µ

6 eKrµ

.

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî

M(r) 6
N−1∑
n=0

|cn|rn + (Nr−N)eKrµ

+ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ε > 0 èìïëèêàöèþ (3) ìîæíî "îáðàòèòü":

log M(r) 6 Krµ, r →∞ ⇒ |cn| 6
(eµK

n

)n/µ

, n →∞ ⇒ log M(r) 6 (K+ ε)rµ, r →∞.

(4)
Èñïîëüçóÿ òîëüêî ÷òî ïðîâåäåííîå ðàññóæäåíèå, äîêàæåì

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé öåëîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâî2

ρ = α := lim
n→∞

log n

log 1
n
√
|cn|

.

Åñëè ïîðÿäîê ρ êîíå÷åí, òî âåðíî òàêæå

(eρσ)1/ρ = β := lim
n→∞

n
1
ρ n
√
|cn|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî ρ > α óæå ïîëó÷åíî (Ïðåäëîæåíèå 2.2). Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïîëó÷èòü îáðàòíóþ îöåíêó çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ε > 0 âåðíî

log n

log 1
n
√
|cn|

< α + ε, n →∞ ⇒ |cn| 6
( 1

n

)n/(α+ε)

, n →∞.

Çíà÷èò, â ñèëó (4), èìååì

log M(r) 6 (1 + ε)erα+ε ⇒ ρ 6 α + ε.

Òàê êàê ε > 0 ïðîèçâîëüíî, îòñþäà âûòåêàåò ρ 6 α. Èòàê, ρ = α.
2Òî åñòü âåëè÷èíû ρ è α (σ è β) ëèáî îáå êîíå÷íû è ðàâíû, ëèáî îáå áåñêîíå÷íû.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç (4) âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî äëÿ òèïà σ ôóíêöèè
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Â ñàìîì äåëå,

log M(r) 6 (σ+ε)rρ, r →∞ ⇒ |cn| 6
(eρ(σ+ε)

n

)n/ρ

⇒ n
1
ρ n
√
|cn| 6 (eρ(σ+ε))

1
ρ , n →∞.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0, ïîëó÷àåì β 6 (eρσ)1/ρ. Îáðàòíî,

n
1
ρ n
√
|cn| 6 β+ε, n →∞ ⇒ |cn| 6

((β+ε)ρ

n

)n/ρ

⇒ log M(r) 6
((β+ε)ρ

eρ
+ε

)
rρ, r →∞.

Îòñþäà σ 6 βρ/eρ , ÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü

3 Ïðèíöèï Ôðàãìåíà-Ëèíäåë¼ôà.
Îáñóäèì ïîâåäåíèå ôóíêöèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ρ > 0 â óãëàõ ñ âåðøèíîé â íà÷àëå
êîîðäèíàò. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, îíè íå ìîãóò áûòü îãðàíè÷åíû íà âñåõ
[2ρ]+1 ëó÷àõ, äåëÿùèõ ïëîñêîñòü íà ðàâíûå óãëû ðàñòâîðà 2π/(2[ρ]+1) < π/ρ .
Òåîðåìà 3.1 (Phragmen-Lindel�of). Ïóñòü U ÿâëÿåòñÿ óãëîì ðàñòâîðà α ∈ (0, 2π] ñ
âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è f ∈ H(U) ∩ C(U). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

log |f(z)| 6 K|z|µ, z →∞, z ∈ U,

ãäå α <
π

µ
. Òîãäà èç îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f íà ãðàíèöå óãëà âûòåêàåò åå îãðàíè-

÷åííîñòü âî âñåì óãëå, ò.å.
|f(ζ)| 6 C, ζ ∈ ∂U ⇒ |f(z)| 6 C, z ∈ U.

Çàìå÷àíèå. Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîäóëÿ íà
íåîãðàíè÷åííûå îáëàñòè (óãëû). Âîîáùå, âåñü êëàññ òàêîãî ðîäà îáîáùåíèé ïðèíöèïà
ìàêñèìóìà ïðèíÿòî ñâÿçûâàòü ñ èìåíàìè Ôðàãìåíà è Ëèíäåë¼ôà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî áèññåêòðèñà U ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

gε(z) := f(z)e−εzβ

, z ∈ U,

ãäå ε > 0 è µ < β < π/α. ßñíî, ÷òî äëÿ z ∈ U âåðíî | arg zβ| 6 1
2
αβ < 1

2
π. Çíà÷èò,

Re zβ > cos
αβ

2
· |z|β, z ∈ U.

Òàêèì îáðàçîì,

log |gε(z)| 6 K|z|µ − cos
αβ

2
· |z|β → −∞, z →∞, z ∈ U.

Òåïåðü ìû ìîæåì íàéòè òàêîå R, ÷òî max
|ζ|>R, ζ∈U

|g(z)| 6 C è ïðèìåíèòü îáû÷íûé ïðèíöèï
ìàêñèìóìà äëÿ ôóíêöèè g(z) è îãðàíè÷åííîé îáëàñòè U ∩BR . Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî

|gε(z)| 6 C, z ∈ U.

Óñòðåìëÿÿ òåïåðü ε ↓ 0, ïîëó÷àåì |f(z)| 6 C, z ∈ U , ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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4 Íóëè öåëîé ôóíêöèè. Ïîêàçàòåëü ñõîäèìîñòè.
Ïóñòü íàì äàíà ïðîèçâîëüíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê (âîçìîæíî ñ ïî-
âòîðåíèÿìè) êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íå èìåþùàÿ êîíå÷íûõ òî÷åê ñãóùåíèÿ:

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
λ

, α1, α2, . . . , 0 < |α1| 6 |α2| 6 . . . , |αk| → ∞. (5)

Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, ìîæåò ëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â òî÷íîñòè ñîâïàäàòü ñ ìíî-
æåñòâîì íóëåé êàêîé-ëèáî öåëîé ôóíêöèè (äëÿ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íóëåé
èñêîìàÿ ôóíêöèÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò - ýòî ìíîãî÷ëåí). Îòâåò äàåò

Òåîðåìà 4.1 (Âåéåðøòðàññ). Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

f(z) := zλ
∏

k>1

(
1− z

αk

)
epk(z), pk(z) =

z

αk

+
z

2α2
k

+ . . . +
zk

kαk
k

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êîìïàêòàõ, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé. Ìíîæåñòâî
íóëåé f(z) ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (5).

Çàìå÷àíèå. Ìíîæèòåëè epk(z) äîáàâëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî â öåëÿõ ñõîäèìîñòè áåñ-
êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ìíîãî÷ëåíû pk(z), êàê ìû óâèäèì ïîçäíåå, îáû÷íî ìîæíî
âûáèðàòü ñóùåñòâåííî áîëåå "ýêîíîìíûì" â ïëàíå ñòåïåíè ñïîñîáîì.

Ëåêöèÿ òðåòüÿ. 11 ìàðòà 2005.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âåéåðøòðàññà. Ðàññìîòðèì z ∈ BR . Íàéäåì òàêîé íîìåð
N(2R), ÷òî |αN(2R)| 6 2R < |αN(2R)+1|. Èìååì

f(z) = zλ

N(2R)∏

k=1

(
1− z

αk

)
epk(z)

︸ ︷︷ ︸
f2R(z)

·
∞∏

k=N(2R)+1

(
1− z

αk

)
epk(z)

︸ ︷︷ ︸
eh2R(z)

,

ãäå

h2R(z) =
∞∑

k=N(2R)+1

[
log

(
1− z

αk

)
+ pk(z)

]

(ëîãàðèôìèðîâàíèå êîððåêòíî, òàê êàê |z/αk| < 1
2
). ßñíî, ÷òî äëÿ k > N(2R) âåðíî

∣∣∣∣log
(
1− z

αk

)
+ pk(z)

∣∣∣∣ =
∣∣∣−

∞∑

s=k+1

zs

sαs
k

∣∣∣ <

∞∑

s=k+1

1

s2s
< 1.

Èç ýòîé îöåíêè âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñóììû h2R(z) äëÿ |z| 6 R, à çíà-
÷èò è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ, ó÷àñòâóþùåãî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ eh2R(z) âîîáùå íå èìååò íóëåé, à íóëè ôóíêöèè f2R(z),
ëåæàùèå â êðóãå BR ñîâïàäàþò ñ çàäàííûìè. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå κ ∈ N0 , ÷òî
∑

k>1

1

|αk|{ = +∞ ,
∑

k>1

1

|αk|{+1
< +∞ . (6)

Â òàêîé ñèòóàöèè ìû ìîæåì èçìåíèòü âûáîð ìíîãî÷ëåíîâ pk(z) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

pk(z) :=
z

αk

+
z2

2α2
k

+ . . . +
z{

κα{k
.

Â ñàìîì äåëå, íåîáõîäèìî òîëüêî ñëåãêà èçìåíèòü äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà
h2R(z) ïðè |z| 6 R:

∣∣∣∣log
(
1− z

αk

)
+ pk(z)

∣∣∣∣ =
∣∣∣−

∞∑
s={+1

zs

sαs
k

∣∣∣ <
R{+1

|αk|{+1

∑
s={+1

1

2s−{−1
<

2R{+1

|αk|{+1
.

Ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç ïðàâûõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà, ñõîäèòñÿ â ñèëó âûáîðà κ.

Ñëåäñòâèå 4.2. Ïóñòü íóëÿìè öåëîé ôóíêöèè f(z) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(5). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(z) = eg(z) · zλ
∏

k>1

(
1− z

αk

)
epk(z), z ∈ C,

ãäå g(z) - öåëàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìàòðèâàÿ îòíîøåíèå f(z) è áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîñòðî-
åííîãî â Òåîðåìå Âåéåðøòðàññà âèäèì, ÷òî ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé,
íå îáðàùàþùåéñÿ â 0 íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ïðåäñòàâèìî
â âèäå eg(z) (äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ìîæåì âûáðàòü îäíîçíà÷íóþ âåòâü ëîãàðèôìà), ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îòñòóïëåíèå. Ïîêàçàòåëü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ðàññìîòðèì êàêóþ-
ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {αk}∞k=1: 0 < |α1| 6 |α2| 6 . . . , |αk| → ∞.
Ïîëîæèì

τ := inf
{

λ > 0 :
∑

k>1

1

|αk|λ < +∞
}

.

Â ïðèíöèïå, åñëè ðîñò |αk| äîñòàòî÷íî ìåäëåííûé (íàïðèìåð, ëîãàðèôìè÷åñêèé), òî
òàêèõ λ ìîæåò âîîáùå íå íàéòèñü, òîãäà ìû ïîëàãàåì τ = +∞.

Ëåììà 4.3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

τ = γ := lim
k→∞

log k

log |αk| .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, äëÿ âñåõ ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ

log k

log |αk| < γ + ε, k →∞ ⇒ 1

|αk|λ <
1

k
λ

γ+ε

, k →∞ ⇒ τ 6 γ + ε,

òî åñòü τ 6 γ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑

k>1

1

|αk|τ+ε
è ìîíîòîííîãî óáûâà-

íèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1

|αk|τ+ε
âûòåêàåò3, ÷òî

lim
k→∞

k

|αk|τ+ε
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

k < |αk|τ+ε, k →∞ ⇒ log k

log |αk| < τ + ε, k →∞ ⇒ γ 6 τ + ε,

à çíà÷èò γ 6 τ , ÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.

5 Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà.
Íàøà öåëü - ñâÿçàòü ñêîðîñòü ðîñòà íóëåé öåëîé ôóíêöèè ñ åå ïîðÿäêîì, ò.å. ñî ñêîðî-
ñòüþ ðîñòà åå çíà÷åíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n(r) êîëè÷åñòâî íóëåé ôóíêöèè f(z) (ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè), ëåæàùèõ â êðóãå BR , èñêëþ÷àÿ âîçìîæíûå íóëè â òî÷êå 0.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü f ∈ H(BR) ∩ C(BR) è M(R) = max|ζ|=R |f(ζ)|.
i) Åñëè f(0) = 1, ò.å. f(z) = 1 + c1z + . . . , òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∫ R

0

n(r)

r
dr 6 log M(R) .

ii) Â îáùåé ñèòóàöèè f(z) = cλz
λ + cλ+1z

λ+1 + . . . ñïðàâåäëèâî
∫ R

0

n(r)

r
dr 6 log

M(R)

|cλ|Rλ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. i) ⇒ ii). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ìû ðàññìîòðèì âìåñòî ôóíêöèè f(z)

íîâóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ g(z) :=
f(z)

cλzλ
è ïðèìåíèì ê íåé ïåðâûé ïóíêò òåîðåìû,

òî ïîëó÷èòñÿ òðåáóåìàÿ îöåíêà.
i) Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f(ζ) 6= 0, |ζ| = R, ïîñêîëüêó îáå ÷àñòè

3Â ñàìîì äåëå, k
|α2k|τ+ε 6

∑2k
s=k+1

1
|αs|τ+ε → 0 .
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íåðàâåíñòâà î÷åâèäíî íåïðåðûâíû ïî R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α1 , α2 , . . . , αN íóëè ôóíêöèè
f(z) (ëåæàùèå â BR) è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Φ(z) =
f(z)

(z−α1) . . . (z−αN)
, z ∈ BR .

Ôóíêöèÿ Φ(z) íå èìååò íóëåé â BR è, êàê ñëåäñòâèå, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü àíàëèòè-
÷åñêóþ â BR ôóíêöèþ log Φ(z). Èìååì

log Φ(0) =
1

2πi

∮

|ζ|=R

log Φ(ζ)

ζ
dζ =

1

2π

∫ 2π

0

log Φ(Reiθ)dθ .

Ïåðåõîäÿ ê âåùåñòâåííûì ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

log |Φ(0)| = 1

2π

∫ 2π

0

log |Φ(Reiθ)|dθ .

Äëÿ ëåâîé ÷àñòè âåðíî

log |Φ(0)| = log |f(0)| −
N∑

k=1

log |αk| = −
N∑

k=1

log |αk|.

Äëÿ ïðàâîé ÷àñòè èìååì

1

2π

∫ 2π

0

log |Φ(Reiθ)|dθ =
1

2π

∫ 2π

0

log |f(Reiθ)|dθ −
N∑

k=1

1

2π

∫ 2π

0

log |Reiθ−αk|dθ.

Ïðè ýòîì
1

2π

∫ 2π

0

log |Reiθ−αk|dθ =
1

2π

∫ 2π

0

log
∣∣∣R−αk

R
Reiθ

∣∣∣dθ = log R,

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ R− αk

R
z íå èìååò íóëåé â BR .

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî

N log R−
N∑

k=1

log |αk| = 1

2π

∫ 2π

0

log |f(Reiθ)|dθ 6 log M(R).

Íî

N log R−
N∑

k=1

log |αk| =
N∑

k=1

∫ R

|αk|

dt

t
=

∫ R

0

n(r)

r
dr ,

÷òî è äàåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.
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6 Òåîðåìà Àäàìàðà î ôàêòîðèçàöèè.
Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü äàíà öåëàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ρ > 0 è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü åå íóëåé (5) (âîçìîæíî êîíå÷íàÿ). Òîãäà
i) Ïîêàçàòåëü ñõîäèìîñòè íóëåé êîíå÷åí è íå ïðåâîñõîäèò ïîðÿäîê ôóíêöèè: τ 6 ρ.
ii) Îáîçíà÷èì ÷åðåç κ : τ − 1 6 κ 6 τ íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå (6) è
ïóñòü pk(z) = z

αk
+ . . . + z{

{α{k
. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

f(z) = eg(z) · zλ
∏

k>1

(
1− z

αk

)
epk(z), z ∈ C, (7)

ãäå g(z) - ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. i) Ïóñòü 0 < θ < 1. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Éåíñåíà, ïîëó÷àåì

log
1

θ
· n(θR) =

∫ R

θR

n(θR)

t
dt 6 log

M(R)

|cλ|Rλ
6 Rρ+ε − log |cλ|Rλ 6 Rρ+ε, R →∞.

Çàìåíÿÿ çäåñü θR íà R, èìååì

n(R) 6 C(θ)Rρ+ε, C(θ) =
1

θρ+ε log 1
θ

, R →∞.

Ïîëîæèì R = |αk|. Òîãäà n(R) > k, îòêóäà

k 6 C(θ)|αk|ρ+ε ⇒ log k

log |αk| 6 ρ + ε +
C(θ)

log |αk| , k →∞.

Óñòðåìëÿÿ k →∞ è ε ↓ 0, èìååì

τ = lim
k→∞

log k

log |αk| 6 ρ,

÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.

Ëåêöèÿ ÷åòâåðòàÿ. 14 ìàðòà 2005.
ii) Íàøà öåëü - äîêàçàòü, ÷òî âñå òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû 1

n!
g(n)(0) öåëîé ôóíêöèè

g(z) ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèìè íîìåðàìè n > ρ ñóòü íóëè. Ïîëîæèì

f(z) = zλ

N(R)∏

k=1

(
1− z

αk

)
· fR(z), fR(z) = eg(z)+

PN(R)
k=1 pk(z)

∞∏

k=N(R)+1

(
1− z

αk

)
epk(z),

ãäå íîìåð N(R), êàê è ðàíåå, âûáðàí òàê, ÷òî |αN(R)| 6 R < |αN(R)+1|. Îòìåòèì, ÷òî ïðè
|z| = 2R âåðíî |fR(z)| 6 |f(z)| 6 M(2R). Ïîýòîìó ïðèíöèï ìàêñèìóìà äàåò |fR(z)| 6
M(2R) ïðè âñåõ |z| 6 2R.
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Äëÿ |z| 6 R ìû ìîæåì çàïèñàòü

fR(z) = ehR(z), hR(z) = g(z) +

N(R)∑

k=1

pk(z) +
∞∑

k=N(R)+1

[
log

(
1− z

αk

)
+ pk(z)

]
.

Ïðè ýòîì
Re hR(z) 6 log M(2R).

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü - ïîëó÷èòü èç ýòîãî íåðàâåíñòâà îöåíêó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
ôóíêöèè hR(z).
Ëåììà 6.2. Ïóñòü h(z) =

∑
n>0 cnz

n ∈ H(BR) ∩ C(BR). Òîãäà äëÿ âñåõ n > 1 ñïðàâåä-
ëèâî ïðåäñòàâëåíèå

cn =
1

πRn

∫ 2π

0

Re h(Reiθ) · e−inθdθ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü cn = αn + iβn . Òîãäà ïðè r < R èìååì

Re h(reiθ) = α0 +
∑
n>1

(αn cos nθ − βn sin nθ)rn .

Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà cos nθ è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì
∫ 2π

0

Re h(reiθ) · cos nθdθ = αnrn

∫ 2π

0

cos2 nθdθ = παnrn.

Àíàëîãè÷íî, ∫ 2π

0

Re h(reiθ) · sin nθdθ = −πβnr
n.

Â èòîãå,
cn = αn + iβn =

1

πrn

∫ 2π

0

Re h(reiθ) · e−inθdθ

è îñòàåòñÿ òîëüêî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè r ↑ R.

Ïðèìåíèì òîëüêî ÷òî äîêàçàííóþ ëåììó ê ôóíêöèè h(z) = log M(2R)− hR(z). Äëÿ
n > 1 ïîëó÷àåì

−h
(n)
R (0)

n!
=

h(n)(0)

n!
=

1

πRn

∫ 2π

0

[
log M(2R)− Re hR(eiθ)

]
e−inθdθ.

Òàê êàê âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíî, îòñþäà âûòåêàåò îöåíêà
∣∣∣∣∣
h

(n)
R (0)

n!

∣∣∣∣∣ 6 1

πRn

∫ 2π

0

[
log M(2R)− Re hR(eiθ)

]
dθ =

2

πRn
(log M(2R)− Re hR(0)).
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Âåëè÷èíà hR(0) íå çàâèñèò îò R (ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè hR), à log M(2R) < Rρ+ε,
R →∞. Çíà÷èò, ïðè n > ρ âåðíî

h
(n)
R (0)

n!
→ 0, R →∞.

Ïîñëåäíèé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñâÿçàòü òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû hR è g.
Ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ pk (ïðè âñåõ k) ðàâíû κ 6 ρ < n, îòêóäà

h
(n)
R (0)

n!
=

g(n)(0)

n!
−

∞∑

k=N(R)+1

1

nαn
k

.

Òàê êàê n > ρ > τ , âòîðîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñòàòîê ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà è,
çíà÷èò, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè R →∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

g(n)(0)

n!
→ 0, R →∞ , n > ρ.

Ïîñêîëüêó òåéëîðîâñêèå êîýôôèöèåíòû g íå çàâèñÿò îò R, òåîðåìà äîêàçàíà.

7 Òåîðåìû Áîðåëÿ.
Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ïîêàçàëè, ÷òî êàæäàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà
ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå (7). Ïðè ýòîì ïîêàçàòåëü ñõîäèìîñòè íóëåé è ñòåïåíü
ìíîãî÷ëåíà g íå ïðåâûøàþò ïîðÿäêà ôóíêöèè. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî òî÷íûå îöåíêè.
Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé (5) ñ ïîêàçàòåëåì ñõîäèìîñòè
τ è ìíîãî÷ëåí g(z) ñòåïåíè n. Òîãäà ïîðÿäîê ôóíêöèè (7) â òî÷íîñòè ðàâåí max(n, τ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Áëàãîäàðÿ Òåîðåìå Àäàìàðà ìû óæå çíàåì, ÷òî ρ > max(n, τ), ãäå
÷åðåç ρ îáîçíà÷åí ïîðÿäîê öåëîé ôóíêöèè (7). Ïîýòîìó âñå, ÷òî íåîáõîäèìî - ýòî äîêà-
çàòü îöåíêó

log |f(z)| 6 K|z|max(n,τ)+ε, |z| → ∞
äëÿ êàæäîãî ε > 0. Ìíîæèòåëè eg(z) è zλ î÷åâèäíî óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìîìó íåðàâåí-
ñòâó. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

log

∣∣∣∣∣
∞∏

k=1

(
1− z

αk

)
epk(z)

∣∣∣∣∣ 6 K|z|τ+ε, |z| → ∞.

Ïóñòü ñíà÷àëà
∑

k>1 |αk|−τ < ∞ (è, â ÷àñòíîñòè, κ < τ 6 κ + 1). Îöåíèì êàæäûé
ñîìíîæèòåëü (1− z

αk
)epk(z) â îòäåëüíîñòè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∣∣∣∣
z

αk

∣∣∣∣ 6 1

2
⇒

∣∣∣∣log
(
1− z

αk

)
epk(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

s={+1

zs

sαs
k

∣∣∣∣∣ < 2

∣∣∣∣
z

αk

∣∣∣∣
{+1

6 2

∣∣∣∣
z

αk

∣∣∣∣
τ

;

∣∣∣∣
z

αk

∣∣∣∣>
1

2
⇒

∣∣∣∣log
(
1− z

αk

)
epk(z)

∣∣∣∣ 6 log
(
1+

|z|
|αk|

)
+

∣∣∣∣
z

αk

∣∣∣∣
{
(2{−1 + 1

2
2{−2 + ... + 1

{ ) 6 C

∣∣∣∣
z

αk

∣∣∣∣
τ

,

ïîñêîëüêó τ > κ.
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Â èòîãå äëÿ âñåõ k èìååì
∣∣∣∣log

(
1− z

αk

)
epk(z)

∣∣∣∣ 6 C

∣∣∣∣
z

αk

∣∣∣∣
τ

.

Ñóììèðóÿ, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó (ïðè óñëîâèè, ÷òî
∑

k>1 |αk|−τ < ∞).
Åñëè æå

∑
k>1 |αk|−τ = ∞, òî κ 6 τ < κ+1 è àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîãóò áûòü

ïðîäåëàíû ñ ïðîèçâîëüíûì τ ′ ∈ (τ,κ + 1], ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Ñëåäñòâèå 7.2 (åùå îäíà òåîðåìà Áîðåëÿ). Ïóñòü f - öåëàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà ρ < ∞ (íî êîòîðàÿ ïðè ýòîì íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì). Òîãäà
i) Åñëè ρ /∈ N0 , òî äëÿ êàæäîãî A ∈ C óðàâíåíèå f(z) = A èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðåøåíèé è ïîêàçàòåëü ñõîäèìîñòè ýòèõ ðåøåíèé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) τA ðàâåí ρ.
ii) Åñëè ρ ∈ N0 , òî äëÿ âñåõ A ∈ C, êðîìå âîçìîæíî îäíîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî çíà÷å-
íèÿ, óðàâíåíèå f(z) = A èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé è τA = ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. i) Äîêàçûâàòü íå÷åãî. Â ñàìîì äåëå, ïîðÿäîê ôóíêöèè f(z)−A ðàâåí
ïîðÿäêó f(z), ò.å. ÿâëÿåòñÿ íåöåëûì ÷èñëîì ρ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò æå ïîðÿäîê ðàâåí
ìàêñèìóìó èç (öåëîé) ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà è τA . Çíà÷èò, τA = ρ.
ii) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü äâà çíà÷åíèÿ A 6= B, äëÿ êîòîðûõ óòâåðæäåíèå íåâåðíî. Òàê
êàê τA ñòðîãî ìåíüøå ïîðÿäêà ôóíêöèè f(z)− A èìååì

f(z)− A = ecAzρ · f1(z),

ãäå cA 6= 0 è ïîðÿäîê ρ1 ôóíêöèè f1 ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ρ. Çàìåòèì, ÷òî

log |ecAzρ | = Re cAzρ = cos(arg cA + n arg z) · |z|ρ .

Òàê êàê ρ1 < ρ, äëÿ âñåõ θ : cos(arg cA + nθ) < 0 èìååì

|f(Reiθ)− A| 6 cos(arg cA + nθ) ·Rρ + O(Rρ1) → 0, R → +∞.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ íåêîòîðîãî cB 6= 0 âåðíî

θ : cos(arg cB + nθ) < 0 ⇒ |f(Reiθ)−B| → 0, R → +∞.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ðàç A 6= B, òî ïîëó÷àþùèåñÿ óãëû äîëæíû â òî÷íîñòè çàïîëíÿòü âñþ
ïëîñêîñòü (ïîñêîëüêó îíè íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, à èõ ñóììà åñòü n· π

n
+n· π

n
= 2π). Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ âñåõ θ, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà, ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà
ëó÷å Reiθ, R ∈ [0, +∞), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïó Ôðàãìåíà-Ëèíäåëåôà.

Çàìå÷àíèå. i) Ïðîâåðèì, ÷òî â ñëó÷àå ρ = 0 äëÿ âñåõ A êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
f(z) = A áåñêîíå÷íî. Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî äëÿ êàêîãî-òî A ôàêòîðèçàöèÿ
Àäàìàðà äàâàëà áû f(z)−A = Czλ

∏N
k=1(1− z

αk
), ò.å. ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ îáÿçàíà

áûëà áû áûòü ìíîãî÷ëåíîì.
ii) Ïðî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(z) = A0 , ãäå A0 - èñêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèå, íè÷åãî (êðîìå
τA0 6 ρ) ñêàçàòü íåëüçÿ. Èõ ìîæåò âîîáùå íå áûòü (ez), èõ ÷èñëî ìîæåò áûòü êîíå÷íûì
(ezP (z)) èëè æå áåñêîíå÷íûì, íî ñ äðóãèì ïîêàçàòåëåì ñõîäèìîñòè (ez2

sin z).
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì öåëóþ ôóíêöèþ sin z = 1
2i

(eiz − e−iz). Åå ïîðÿäîê ðàâåí 1, íóëè
íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ πk, k∈Z, ïîêàçàòåëü ñõîäèìîñòè íóëåé òàêæå ðàâåí 1. Ôàêòîðèçàöèÿ
Àäàìàðà äàåò

sin z = eaz+bz

+∞∏

k=1

(
1− z2

π2k2

)
= z

+∞∏

k=1

(
1− z2

π2k2

)
,

ïîñêîëüêó a äîëæíî áûòü ðàâíî 0 èç-çà íå÷åòíîñòè ñèíóñà, à b=0 â ñèëó (sin z)′|z=0 = 1 .

Ëåêöèÿ ïÿòàÿ. 25 ìàðòà 2005.

8 Ãàììà-ôóíêöèÿ.
Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïðè Re z>0 ïîëîæèì

Γ(z) :=

∫ +∞

0

tz−1e−tdt . (8)

Çàìå÷àíèå. Çäåñü çíà÷åíèå tz−1 := e(z−1) log t êîððåêòíî îïðåäåëåíî è, êðîìå òîãî,

|Γ(z)| 6
∫ +∞

0

|tz−1|e−tdt =

∫ +∞

0

tRe z−1e−tdt = Γ(Re z) < +∞ , Re z>0 .

Ëåììà 8.2. i) Äëÿ Re z>0 âåðíî òîæäåñòâî zΓ(z)=Γ(z+1).
ii) Äëÿ Re z>0 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Γ(z) =
+∞∑
n=0

(−1)n

n!(z+n)
+

∫ +∞

1

tz−1e−tdt . (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. i) Äîêàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì:

Γ(z+1) =

∫ +∞

0

tze−tdt = −tze−t
∣∣∣
+∞

0
+ z

∫ +∞

0

tz−1e−tdt = zΓ(z) .

ii) Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
∫ 1

0

tz−1e−tdt =

∫ 1

0

+∞∑
n=0

(−1)ntz−1+n

n!
dt =

+∞∑
n=0

(−1)n

n!(z+n)
.

Îïðåäåëåíèå 8.3. Äëÿ z 6= 0,−1,−2, . . . îïðåäåëèì Γ(z) ïî ôîðìóëå (9).

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíîå ïðåèìóùåñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ (9) ïî ñðàâíåíèþ ñ (8) â òîì, ÷òî
ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì êîìïàêòå, íå ñîäåðæàùèõ îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ
òî÷åê, à èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî âîîáùå íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå.
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Ïðåäëîæåíèå 8.4. Γ ∈ H(C \ {0,−1, . . .}). Â òî÷êå −n Γ(z) èìååò ïðîñòîé ïîëþñ
ñ âû÷åòîì (−1)n

n!
, n ∈ N0 . Îñíîâíîå òîæäåñòâî zΓ(z) = Γ(z +1) ñïðàâåäëèâî âî âñåé

ïëîñêîñòè C .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå Γ-ôóíêöèè ñ ïðàâîé ïîëó-
ïëîñêîñòè íà C \ {0,−1, . . .} ïî ôîðìóëå (9). ßñíî, ÷òî åñëè ìû ðàññìîòðèì àëüòåðíà-
òèâíîå ïðîäîëæåíèå Γ̃(z) ïî ôîðìóëå Γ(z−1)≡ (z−1)−1Γ(z), òî îïÿòü-òàêè ïîëó÷èòñÿ
àíàëèòè÷åñêàÿ â C \ {0,−1, . . .} ôóíêöèÿ. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå ïðî-
äîëæåíèå åäèíñòâåííî. Õàðàêòåð îñîáåííîñòåé â îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ òî÷êàõ ñðàçó
âûòåêàåò èç îñíîâíîãî òîæäåñòâà.
Òåîðåìà 8.5 (Ôîðìóëà Ýéëåðà). Äëÿ âñåõ z 6= 0,−1, . . . âåðíî

Γ(z) = lim
n→∞

n! · nz

z(z+1) . . . (z+n)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî åñëè ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ êàêîãî-òî z, òî îíà àâòî-
ìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ z−1, ïîñêîëüêó ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ îñíîâíûì
òîæäåñòâîì. Ïîýòîìó, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî Re z>0 . Âû÷èñëèì èíòåãðàë

In(z) :=

∫ n

0

tz−1
(
1− t

n

)n

dt ,

à ïîòîì îöåíèì ðàçíîñòü e−t − (1 − t
n
)n. Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé è ìíîãîêðàòíîãî

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì èìååì

In(z) = nz

∫ 1

0

τ z−1(1−τ)ndτ = nz · n

z

∫ 1

0

τ z(1−τ)n−1dτ = . . . =
n! · nz

z(z+1) . . . (z+n)
.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî In(z)→Γ(z) ïðè n→∞ . Òàê êàê äëÿ âñåõ t∈R
âåðíî et >(1+ t

n
)n, âèäèì ÷òî

0 6 e−t −
(
1− t

n

)n

= e−t

(
1− et

(
1− t

n

)n
)

6 e−t

(
1−

(
1− t2

n2

)n
)

6 t2e−t

n
.

Îòñþäà
∣∣∣In(z)−

∫ n

0

tz−1e−tdt
∣∣∣ 6 1

n

∫ n

0

|tz+1|e−tdt 6 1

n
Γ(Re z+2) → 0 , n→∞ .

Íàêîíåö,
∫ +∞

n
tz−1e−t→0 , ïîñêîëüêó èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå 8.6 (ðàçëîæåíèå â áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå). 1
Γ(z)

ÿâëÿåòñÿ öåëîé
ôóíêöèåé è åå ôàêòîðèçàöèÿ Àäàìàðà åñòü

1

Γ(z)
= ecz · z

+∞∏

k=1

(
1+

z

k

)
e−

z
k ,

ãäå c=limn→∞(
∑n

k=1
1
k
− log n) = 0.57.... Â ÷àñòíîñòè, Γ(z) íå èìååò íóëåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî
(

n! · nz

z(z+1) . . . (z+n)

)−1

= e−z log n · z
n∏

k=1

(
1+

z

k

)
= ez(

Pn
k=1

1
k
− log n) · z

n∏

k=1

(
1+

z

k

)
e−

z
k .

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ýéëåðà.
Ñëåäñòâèå 8.7 (ôîðìóëà îòðàæåíèÿ). Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

Γ(z)Γ(−z) = − π

z sin πz
⇔ Γ(z)Γ(1−z) =

π

sin πz
, z∈C .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå,

1

Γ(z)Γ(−z)
= ecz · z

+∞∏

k=1

(
1+

z

k

)
e−

z
k · e−cz · (−z)

+∞∏

k=1

(
1−z

k

)
e

z
k = −z2

+∞∏

k=1

(
1−z2

k2

)
= −z sin πz

π
,

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ðàçëîæåíèå ñèíóñà â áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå.
Çàìå÷àíèå. Â ÷àñòíîñòè, Γ(1

2
) =

√
π/ sin π

2
=
√

π .

9 Àñèìïòîòèêà Γ(z). Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà.
Ëåììà 9.1 (ôîðìóëà Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà). Ïóñòü f ∈C1([0, n]). Òîãäà

n∑

k=0

f(k)−
∫ n

0

f(t)dt =
f(0)+f(n)

2
+

∫ n

0

f ′(t)
({t}− 1

2

)
dt .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì äàåò
∫ k+1

k

f ′(t)
({t}− 1

2

)
dt = f(t)

({t}− 1
2

) ∣∣∣
k+1

k
−

∫ k+1

k

f(t)dt =
f(k)+f(k+1)

2
−

∫ k+1

k

f(t)dt .

Ñóììèðóÿ ïî k, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
Òåîðåìà 9.2 (ôîðìóëà Ñòèðëèíãà). Äëÿ êàæäîãî ε>0 àñèìïòîòèêà

log
1

Γ(z)
= −

(
z− 1

2

)
log z + z − 1

2
log 2π + O(z−1) , z→∞ ,

âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî â óãëå arg z∈ [−π+ε, π−ε] .
Çàìå÷àíèå. i) Òàê êàê 1

Γ(z)
íå èìååò íóëåé â C \R− , â ýòîé îáëàñòè ìîæíî îïðåäåëèòü

íå òîëüêî îäíîçíà÷íóþ âåòâü log z , íî è îäíîçíà÷íóþ âåòâü log 1
Γ(z)

.
ii) Íåëüçÿ íàäåÿòüñÿ ïîëó÷èòü îñìûñëåííóþ àñèìïòîòèêó âî âñåé ïëîñêîñòè, ïîñêîëüêó
ãàììà-ôóíêöèÿ èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íóëåé íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè. Â òî æå
âðåìÿ ýòî è íå íóæíî, ïîñêîëüêó âñåãäà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé îòðàæåíèÿ.
iii) Íåñëîæíîå òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå äàåò

Γ(z) =

√
2π

z

(z

e

)z

(1+O(z−1) , z→∞ , arg z∈ [−π+ε, π−ε] .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî-ïðåæíåìó, áóäåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Ýéëåðà (Òåîðåìà 8.5).
Èìååì

log
z(z+1) . . . (z+n)

n! · nz
=

n∑

k=0

log(z+k)−
n∑

k=1

log k − z log n

Ëåììà 9.1 äàåò
n∑

k=0

log(z+k) =

∫ n

0

log(z+t)dt +
log z+log(z+n)

2
+

∫ n

0

{t} − 1
2

z+t
dt

︸ ︷︷ ︸
In(z)

=

= t(log t−1)
∣∣∣
z+n

z
+

log z+log(z+n)

2
+ In(z) = (z+n+ 1

2
) log(z+n)− (z− 1

2
) log z− n + In(z) .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà z=1 è âû÷èòàÿ "ëèøíåå" ñëàãàåìîå log(n+1) èìååì
n∑

k=1

log k = (n+ 1
2
) log(n+1)− n + In(1) .

Çíà÷èò,

log
z(z+1) . . . (z+n)

n! · nz
= −(z− 1

2
) log z + z log

z+n

n
+ (n+ 1

2
) log

z+n

n+1
+ In(z)− In(1) .

Óñòðåìëÿÿ n→∞ , ïîëó÷àåì

log
1

Γ(z)
= −(z− 1

2
) log z + z − 1− I(1) + I(z) ,

ãäå
I(z) =

∫ +∞

0

{t} − 1
2

z+t
dt

(íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, òàê êàê ïåðâîîáðàçíàÿ ÷èñëèòåëÿ îãðàíè÷åíà, à çíà-
ìåíàòåëü ðàñòåò). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

I(z) =

∫ +∞

0

ϕ(t)dt

(z+t)2
, ϕ(t) :=

∫ t

0

({s}− 1
2
)ds =

1

2
{t}({t}−1) .

Îòñþäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó I(z) = O(z−1) (ñïðàâåäëèâóþ â ïðîèçâîëüíîì óãëå
arg z∈ [−π+ε, π+ε]). Èìåííî, åñëè z=x+iy , òî

|I(z)| 6 1

8

∫ +∞

0

dt

|z+t|2 =
1

8

∫ +∞

0

dt

(x+t)2+y2
6

{
1
8

∫ +∞
0

dt
(x+t)2

= 1
8x

, x>0 ,
1
8

∫ +∞
−∞

dt
t2+y2 = π

8|y| , |y| 6=0 .

Ïåðâàÿ îöåíêà ðàáîòàåò â ñåêòîðå arg z∈ [−ε, ε], à âòîðàÿ - â îñòàâøåéñÿ îáëàñòè.
Âñå ÷òî íàì îñòàëîñü - ýòî âû÷èñëèòü êîíñòàíòó A = −1−I(1) .
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Ëåêöèÿ øåñòàÿ. 28 ìàðòà 2005.
Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî

1

Γ(iy)Γ(−iy)
= −iy sin πiy

π
=

y(eπy−e−πy)

2π

ïðè y→+∞ . Ëîãàðèôìèðóÿ, ïîëó÷àåì

πy + log y − log 2π + o(1) = log
1

Γ(iy)Γ(−iy)
=

= −(iy− 1
2
) log iy − (−iy− 1

2
) log(−iy) + 2A + o(1) = πy + log y + 2A + o(1) .

Ñëåäîâàòåëüíî, A = −1
2

log 2π , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

10 Óòî÷íåíèå àñèìïòîòèêè Γ(z). ×èñëà Áåðíóëëè.
Íàïîìíèì, ÷òî ìû òîëüêî ÷òî äîêàçàëè òîæäåñòâî

log Γ(z) =
(
z− 1

2

)
log z − z +

1

2
log 2π − I(z) , I(z) =

∫ +∞

0

{t} − 1
2

z + t
dt .

Èíòåãðèðóÿ I(z) ïî ÷àñòÿì, äîâîëüíî ëåãêî íàéòè ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ òèïà
O(z−k) â àñèìïòîòèêå log Γ(z) . Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

ω0(t) ≡ 1 , ω1(t) ≡ {t} − 1

2
, ω′k+1(t) ≡ ωk(t) ,

∫ 1

0

ωk+1(t)dt=1 , k>1 .

Ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî k ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ωk(t) - ïåðèîäè÷íàÿ ôóíêöèÿ è, áîëåå
òîãî, ωk(t) - ýòî ïîëèíîì ñòåïåíè k îò {t} . Â ÷àñòíîñòè,

ω2(t) ≡ 1

2
{t}2 − 1

2
{t}+

1

12
, ω3(t) ≡ 1

6
{t}3 − 1

4
{t}2 +

1

12
{t} , . . .

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì äàåò

−I(z) = −
∫ +∞

0

ω1(t)

z+t
dt =

ω2(0)

z
−

∫ +∞

0

ω2(t)

(z+t)2
dt =

ω2(0)

z
+

ω3(0)

z2
− 2

∫ +∞

0

ω3(t)

(z+t)3
dt =

= . . . =
ω2(0)

z
+ . . . +

ωk(0)

(k−2)! · zk−1
+ O(z−k) , k>1 ,

ïðè z→∞ , arg z∈ [−π−ε, π+ε] .

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ïîëèíîìû Áåðíóëëè Bk(t) , k > 0 , îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì
ωk(t)≡ 1

k!
Bk({t}) . Èõ çíà÷åíèÿ ïðè t=0 íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Áåðíóëëè Bk := Bk(0) .

Çàìå÷àíèå. Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïîëèíîìà Áåðíóëëè ðàâåí 1.
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Íàéäåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè. Ðàññìîòðèì ôîðìàëü-
íûé ñòåïåííîé ðÿä

G(x, t) :=
+∞∑
n=0

Bn(x)

n!
tn .

Òîãäà äëÿ x∈(0, 1) .

G′
x(x, t) ≡

(
+∞∑
n=0

ωn(x)tn

)′

x

≡
+∞∑
n=1

ωn−1(x)tn = tG(x, t)

è, ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî áûòü

G(x, t) ≡ extG(0, t) .

Êðîìå òîãî, ∫ 1

0

G(x, t)dx =
+∞∑
n=0

tn
∫ 1

0

ωn(x)dx = 1 ,

÷òî äàåò

1 = G(0, t)

∫ 1

0

extdx = G(0, t) · et−1

t
⇒ G(0, t) ≡ t

et−1
⇒ G(x, t) ≡ text

et−1
.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Ëåììà 10.2. Ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà
+∞∑
n=0

Bn(x)

n!
tn ≡ text

et−1
,

+∞∑
n=0

Bn

n!
tn ≡ t

et−1
.

Çàìå÷àíèå. Ïðàâûå ÷àñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè ñ ñ îñîáåííî-
ñòÿìè â òî÷êàõ ±2πi, ±4πi, . . .. Òàêèì îáðàçîì, âñå ðÿäû ñõîäÿòñÿ ïðè |t| < 2π è ïðåäû-
äóùèå ðàññóæäåíèÿ êîððåêòíû äëÿ òàêèõ t è x∈ (0, 1). Òàê êàê îáå ÷àñòè àíàëèòè÷íû
ïî x, ðåçóëüòàò ñðàçó æå ïåðåíîñèòñÿ íà âñå x∈C .

Çíàÿ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçíîîáðàçíûå "êîìáèíàòîðíûå"
òîæäåñòâà. Ìû íå áóäåì óãëóáëÿòüñÿ â ýòó äåÿòåëüíîñòü, îãðàíè÷èâøèñü ñëåäóþùèìè
äâóìÿ óòâåðæäåíèÿìè:

Ëåììà 10.3. i) B2s+1 =0 äëÿ âñåõ s>1 .
ii) Äëÿ âñåõ n>0 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî Bn(x) ≡ ∑n

j=0 Cj
nBn−jx

j .

Äîêàçàòåëüñòâî. i) Òàê êàê B1 =−1
2
, òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî ÷åòíîñòè

ôóíêöèè
t

et−1
+

t

2
≡ t

2
· et+1

et−1
≡ − t

2
· e−t+1

e−t−1
.
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ii) Çàìåòèì, ÷òî
+∞∑
n=0

Bn(x)

n!
tn ≡ ext · t

et−1
≡

+∞∑
j=0

1

j!
xj ·

+∞∑

k=0

Bk

k!
xk .

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè tn, ïîëó÷àåì
Bn(x)

n!
=

m∑
j=0

Bn−j

j!(n− j)!
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïðåäëîæåíèå 10.4 (çíà÷åíèå ζ(2s)). Äëÿ âñåõ s>1 âåðíî

+∞∑
n=1

1

n2s
=

(2π)2s(−1)s−1B2s

2(2s)!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà 10.2 (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî B1 =−1
2
è B3 =B5 = . . .= 0) äàåò

+∞∑
s=0

(2πit)2sB2s

(2s)!
≡ 2πit

e2πit−1
+ πit ≡ πit

e2πit+1

e2πit−1
≡ πt ctg πt ≡ 1 +

+∞∑
n=1

2t2

t2−n2
.

Ðàçëîæèì äðîáè â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì t:
2t2

t2−n2
≡ −2t2

n2
· 1

1− t2

n2

≡ −2
+∞∑
s=1

t2s

n2s
.

Ïðèðàâíèâàÿ òåïåðü êîýôôèöèåíòû ïðè t2s (îòìåòèì åùå, ÷òî âñå ðÿäû ÿâëÿþòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïðè |t|<1 , ïîýòîìó ðàññóæäåíèÿ êîððåêòíû), ïîëó÷àåì òðå-
áóåìîå ðàâåíñòâî.
Çàìå÷àíèå. Èç ëåììû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî

B2s ∼ (−1)s−1 2(2s)!

(2π)2s
, s→∞ .

Âîçâðàùàÿñü ê àñèìïòîòèêå log Γ(z) , ìû ìîæåì íàïèñàòü

log Γ(z) =
(
z− 1

2

)
log z − z +

1

2
log 2π +

k∑
s=1

B2s

2s(2s−1)z2s−1
+ O(z−2k−1)

ïðè z→∞ , arg z∈ [−π+ε, π+ε] , ãäå k - ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íåîáõîäèìî
ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðÿä

+∞∑
s=1

B2s

2s(2s−1)z2s−1

ðàñõîäèòñÿ ïðè âñåõ z ∈ C â ñèëó ôàêòîðèàëüíîãî ðîñòà ÷èñåë Áåðíóëëè. Ýòî âïîëíå
åñòåñòâåííî - åñëè áû îí ñõîäèëñÿ ïðè êàêîì-òî z0 ∈ C , òî, êàê è âñÿêèé ñòåïåííîé
ðÿä, äîëæåí áûë áû ñõîäèòüñÿ è ïðè âñåõ z : |z| > |z0|, ÷òî âûãëÿäèò ïî ìåíüøåé
ìåðå ñòðàííî, åñëè z - îòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Òàêîãî ðîäà ðàçëîæåíèÿ íàçûâàþòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêèìè ðÿäàìè.
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11 Äçýòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà.
Îïðåäåëåíèå 11.1. Äëÿ s∈C: Re s>1 ïîëîæèì

ζ(s) :=
+∞∑
n=1

1

ns
.

Çàìå÷àíèå. Ðÿä ñõîäèòñÿ, òàê êàê |n−s| = n−Re s.
Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü - ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ζ(s) âî âñþ êîì-

ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Èñõîäíîå îïðåäåëåíèå äëÿ ýòîé öåëè ìàëîïðèãîäíî, ïîýòîìó äî-
êàæåì ëåììó îá èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè:

Ëåììà 11.2. Ïðè Re s>1 âåðíî

ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ +∞

0

xs−1

ex−1
dx (10)

Çàìå÷àíèå. Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó xs−1

ex−1
∼ xs−2 ïðè x→+0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ,

Γ(s)ζ(s) =
+∞∑
n=1

Γ(s)

ns
.

Çàìåòèì, ÷òî Γ(s)=
∫ +∞
0

ts−1e−tdt=ns
∫ +∞

0
xs−1e−nxdx . Ñëåäîâàòåëüíî,

Γ(s)ζ(s) =
∑

n = 1+∞
∫ +∞

0

xs−1e−nxdx =

∫ +∞

0

xs−1

+∞∑
n=1

e−nx dx =

∫ +∞

0

xs−1

ex−1
dx .

Îáîñíîâàíèå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ òðèâèàëüíî: ïîñêîëüêó |xs−1e−nx| =
xRe s−1e−nx, ýòîò "äâîéíîé èíòåãðàë" àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ (è îöåíèâàåòñÿ ïðè ýòîì âå-
ëè÷èíîé Γ(Re s)ζ(Re s)).

Ëåêöèÿ ñåäüìàÿ. 08 àïðåëÿ 2005.
Òåîðåìà 11.3. i) ζ(s)− 1

s−1
∈ H(C) (ò.å. ζ(s) ìîæåò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà

âî âñþ ïëîñêîñòü, êðîìå òî÷êè s=1, ãäå îíà èìååò ïðîñòîé ïîëþñ ñ âû÷åòîì 1);
ii) Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

ζ(1−s) =
2 cos πs

2
Γ(s)

(2π)s
ζ(s) , s∈C .
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Äîêàçàòåëüñòâî. i) Êàê è ïðè ïîñòðîåíèè àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ (9) ôóíêöèè
Γ(s), ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïðè Re s>1 ñïðàâåäëèâî

ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ +∞

0

xs−1

ex−1
dx =

1

Γ(s)

[∫ 1

0

xs−1

ex−1
dx +

∫ +∞

1

xs−1

ex−1
dx

]
=

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ s∈C .

=
1

Γ(s)

[∫ 1

0

( 1

ex−1
− 1

x

)
xs−1dx +

1

s− 1
+

∫ +∞

1

xs−1

ex−1
dx

]

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå çàäàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ζ(s) â {s : Re s>0 , s 6=1}

=
1

Γ(s)

[∫ 1

0

( 1

ex−1
− 1

x
+

1

2

)
xs−1dx +

1

s− 1
− 1

2s
+

∫ +∞

1

xs−1

ex−1
dx

]
.

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ðàáîòàåò ïðè Re s>−1, òàê êàê xs−1

ex−1
− 1

x
+ 1

2
= O(x), x→0 . ßñíî, ÷òî

òàêóþ ïðîöåäóðó çàâåäîìî ìîæíî ïîâòîðèòü ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷àÿ
ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ζ(s) â îáëàñòè Re s >−k . Îòìåòèì åùå, ÷òî îñîáåííîñòè â òî÷êàõ
s=−k , k>0 îòñóòñòâóþò, ïîñêîëüêó 1

Γ(s)
èìååò òàì íóëè.

ii) Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû ïðè −1 < Re s < 0 (òàê êàê è ëåâàÿ, è ïðàâàÿ
÷àñòè àíàëèòè÷íû âî âñåé ïëîñêîñòè êðîìå s=0, ýòîãî äîñòàòî÷íî). Èìååì

ζ(s)Γ(s) =

∫ 1

0

( 1

ex−1
− 1

x
+

1

2

)
xs−1dx +

1

s− 1
− 1

2s
+

∫ +∞

1

xs−1

ex−1
dx =

=

∫ +∞

0

( 1

ex−1
− 1

x
+

1

2

)
xs−1dx

Çàìåòèì, ÷òî
1

ex−1
+

1

2
=

1

2

ex+1

ex−1
= −ctg ix

2

2i
= − 1

2i

( 2

ix
+

∑
n>1

ix

−x2

4
− π2n2

)
=

1

x
+

∑
n>1

2x

x2+4π2n2
.

Çíà÷èò,
ζ(s)Γ(s) = 2

∫ +∞

0

∑
n>1

xs

x2+4π2n2
dx = 2

∑
n>1

∫ +∞

0

xsdx

x2+4π2n2

(èíòåãðàë è ñóììèðîâàíèå ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè, ïîñêîëüêó âñå îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç
ζ(Re s)Γ(Re s)<+∞). Â òî æå âðåìÿ êàæäûé èíòåãðàë ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ïî âû÷åòàì
(íàïîìíèì, ÷òî −1<Re s<0):

∫ +∞

0

xsdx

x2+4π2n2
=

2πi

e2πis−1

(
res

s=2πin
+ res

s=−2πin

)
=

2πi

e2πis−1

((2πin)s

4πin
+

(−2πin)s

−4πin

)
=

=
(2πn)s

2n

e
π
2
is − e

3π
2

is

e2πis−1
=

(2πn)s

4n cos πs
2

=
(2π)s

4 cos πs
2

ns−1 .

Ñóììèðóÿ ïî n, ïîëó÷àåì àíîíñèðîâàííóþ ôîðìóëó 2ζ(s)Γ(s) cos πs
2

= (2π)s
∑

n>1 ns−1

(ðÿä
∑

n>1 ns−1 = ζ(1−s) ñõîäèòñÿ, òàê êàê Re s<0).
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Ñëåäñòâèå 11.4. ζ(−2)= ζ(−4)= . . .=0 è äðóãèõ íóëåé â {s : Re s>1} ∪ {s : Re s<0}
äçýòà-ôóíêöèÿ íå èìååò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî ζ(s) 6= 0 ïðè Re s > 1 âûòåêàåò èç ðàçëîæåíèÿ â áåñêîíå÷íîå
ïðîèçâåäåíèå (ñì. ïåðâûé ïóíêò ñëåäóþùåé ëåììû), îñòàëüíîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè
ôîðìóëû, âûðàæàþùåé ζ(1−s) ÷åðåç ζ(s) .

Óñòàíîâèì åùå ñâÿçü ζ(s) ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ëåììà 11.5. i) Ïðè Re s > 1 âåðíî ζ(s) =
∏

k>1

(
1− 1

ps
k

)−1

, ãäå pk = 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 . . .

Â ÷àñòíîñòè, ζ(s) íå èìååò íóëåé â ïîëóïëîñêîñòè {s : Re s>1} .
ii) Ïðè Re s>1 ñïðàâåäëèâî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

log ζ(s) = s

∫ +∞

2

π(x)dx

x(xs−1)
,

ãäå ÷åðåç π(x) îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ x .

Äîêàçàòåëüñòâî. i) Òîæäåñòâî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó
(
1− 1

ps
k

)−1

=
1

ps
k

+
1

p2s
k

+. . .

ii) Èìååì

log ζ(s) = −
∑

k>1

log
(
1− 1

ps
k

)
= −

∑
n>2

(π(n)−π(n−1)) log
(
1− 1

ns

)
=

=
∑
n>2

π(n)

(
− log

(
1− 1

ns

)
+ log

(
1− 1

(n+1)s

))
=

∑
n>2

π(n)

∫ n+1

n

(
log(1−x−s)

)′
dx .

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî (log(1−x−s))′ = s
x(xs−1)

è π(x)=π(n) äëÿ x∈(n, n+1) .

12 Ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà.
Îïðåäåëåíèå 12.1. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ìåëëèíà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

f(x), x∈R+ , 7→ F (s) :=

∫ +∞

0

xs−1f(x)dx .

Çàìå÷àíèå. Ìû ïîêà íå ðàññìàòðèâàåì âîïðîñ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà.
Ïðèìåðû. 1. f(x) = e−x 7→ F (s) = Γ(s) , Re s>0 (îïðåäåëåíèå ãàììà-ôóíêöèè).
2. f(x) =

1

ex−1
7→ F (s) = ζ(s) , Re s>1 (Ëåììà 11.2).

3.
π(x) 7→

∫ +∞

2

xs−1π(x)dx =

∫ +∞

2

( 1

x(x−s−1)
− 1

x1−s(x−s−1)

)
π(x)dx =

= − log ζ(−s)

s
−

∫ +∞

2

π(x)dx

x1−s(x−s−1)
, Re s<−1 .

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè Re s<−1
2
, ò.å. âåäåò ñåáÿ ëó÷øå, ÷åì ζ(−s) .
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Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü - ïîëó÷èòü ôîðìóëó îáðàùåíèÿ, ò.å. âûðàæåíèå f(x) ÷åðåç
F (s). Ïîñëå ýòîãî, íàïðèìåð, ìîæíî íàäåÿòüñÿ âûðàçèòü π(x) ÷åðåç äçýòà-ôóíêöèþ
Ðèìàíà (ïðèìåð 3) è èç ýòîãî èçâëå÷ü êàêóþ-òî èíôîðìàöèþ î ïðîñòûõ ÷èñëàõ.

Íåîáõîäèìî ñêàçàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ëåãêî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïðåîáðà-
çîâàíèå Ôóðüå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íàìíîãî áîëåå èçâåñòíûì.
Îïðåäåëåíèå 12.2. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

f(x) , x∈R , 7→ ∧
f(t) :=

∫ +∞

−∞
e−ixtf(x)dx , t∈R .

Òåîðåìà 12.3 (ìèíèìàëüíûå ñâåäåíèÿ î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå).
i) (ëåììà Ðèìàíà-Ëåáåãà) Åñëè f ∈L1(R) , òî

∧
f(t)→0 , t→±∞ .

ii) Ïóñòü f ∈L1(R) è â òî÷êå x0∈R âûïîëíåíî óñëîâèå Äèíè
∫ x0+δ

x0−δ

|f(x)−f(x0)|
|x−x0| dx < +∞

(÷òî çàâåäîìî òàê, åñëè, íàïðèìåð, f ∈C1 èëè äàæå f ∈Lipα , α>0). Òîãäà

f(x0) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eix0t · ∧f(t)dt .

Äîêàçàòåëüñòâî. i) Åñëè f ∈ C1
0(R) (íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ñ êîì-

ïàêòíûì íîñèòåëåì), òî óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì:
∧
f(t) =

∫ +∞

−∞
e−ixtf(x)dx =

∫ +∞

−∞
f(x)

(e−ixt

−it

)′
dx =

1

it

∫ +∞

−∞
f ′(x)e−ixtdx = O

(1

t

)
.

Åñëè æå ìû èìååì äåëî ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé èç L1(R), òî äëÿ êàæäîãî ε > 0
íàéäåòñÿ òàêàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f1∈C1

0(R), ÷òî
∫ +∞
−∞ |f(x)−f1(x)|dx < 1

2
ε , îòêóäà äëÿ

âñåõ t èìååì | ∧f(t)− ∧
f 1(t)| < 1

2
ε . Òàê êàê

∧
f 1(t) → 0 , t → ±∞ (ñì. âûøå), òî äëÿ âñåõ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t áóäåò | ∧f(t)|<ε , ÷òî è äîêàçûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε>0 .
ii) Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

1

2π

∫ +R

−R

eix0t · ∧f(t)dt =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(x)

[∫ R

−R

ei(x0−x)tdt

]
dx =

∫ +∞

−∞
f(x) · sin R(x−x0)

π(x−x0)
dx .

Òàê êàê
∫ +∞
−∞

sin Ry
y

dy=π, ïîëó÷àåì

1

2π

∫ +R

−R

eix0t · ∧f(t)dt− f(x0) =

∫ +∞

−∞

f(x)−f(x0)

π(x−x0)
· sin R(x−x0)dx =

∫

R\[x0−δ,x0+δ]

+

∫ x0+δ

x0−δ

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî δ >0 ïåðâûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ (ïðè R→∞) ê 0 â ñèëó
ïåðâîãî ïóíêòà. Âòîðîé èíòåãðàë ðàâíîìåðíî (ïî R) ñõîäèòñÿ ê 0 ïðè δ ↓ 0 â ñèëó
óñëîâèÿ Äèíè (èáî | sin R(x−x0)|6 1). Òåïåðü äëÿ êàæäîãî ε> 0 ìîæíî ñíà÷àëà íàéòè
òàêîå δ>0 , ÷òî âòîðîé èíòåãðàë áóäåò ìåíüøå ÷åì 1

2
ε äëÿ âñåõ R ; à ïîòîì (ïî ýòîìó δ)

íàéòè òàêîå R0 , ÷òî ïðè âñåõ R>R0 ïåðâûé èíòåãðàë òàêæå ìåíüøå, ÷åì 1
2
ε .
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Ëåêöèÿ âîñüìàÿ. 11 àïðåëÿ 2005.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèåì Ìåëëèíà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

f(x), x∈R+ , 7→ F (s) :=

∫ +∞

0

xs−1f(x)dx .

Òåîðåìà 12.4 (ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà). Ïóñòü äëÿ
íåêîòîðîãî k∈R âåðíî

∫ +∞
0

|f(x)|xk−1dx<+∞ . Òîãäà:
i) F (s) êîððåêòíà îïðåäåëåíà íà ïðÿìîé Re s=k è F (k+it)→0 ïðè t→±∞ .
ii) Åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå x0∈ (0, +∞) ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè,
òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ

f(x0) =
1

2πi

∫ k+i∞

k−i∞
F (s)x−s

0 ds (11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ϕ(y) := ekyf(ey) , y∈R . ßñíî, ÷òî
∫ +∞

−∞
|ϕ(y)|dy = [x=ey] =

∫ +∞

0

xk−1|f(x)|dx ,

ò.å. ϕ∈L1(R) . Âû÷èñëèì F (k+it) :

F (k + it) =

∫ +∞

0

xk−1+itf(x)dx =

∫ +∞

−∞
ϕ(y)eiytdy =

∧
ϕ(−t) .

Ïåðâûé ïóíêò òåïåðü âûòåêàåò èç ëåììû Ðèìàíà-Ëåáåãà, à ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ïîëó-
÷àåòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

xk
0f(x0) = ϕ(log x0) =

1

2π

∫ +∞

−∞
eit log x0

∧
ϕ(t)dt =

1

2π

∫ +∞

−∞
xit

0 F (k − it)dt

(íàäî åùå ïîäåëèòü íà xk
0 è ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé s := k−it).

13 Ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë.
Òåîðåìà 13.1.

π(x) ∼ x

log x
, x→+∞ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî

log ζ(s) = s

∫ +∞

2

π(x)

x(xs−1)
dx , Re s>1 .

Ïîëîæèì
ω(s) :=

∫ +∞

2

π(x)

xs+1(xs−1)
dx , Re s>

1

2
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(èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó π(x)6x). Ñëåäîâàòåëüíî,

log ζ(s)

s
− ω(s) =

∫ +∞

2

π(x)

xs+1
dx , Re s>1 .

Îòìåòèì, ÷òî ω(s) è åå ïðîèçâîäíàÿ îãðàíè÷åíû â ëþáîé ïîëóïëîñêîñòè Re s > 1
2
+δ .

Ïðîâåäåì íåêîòîðûå òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî s , ïîëó÷àåì

ϕ(s) := − ζ ′(s)
sζ(s)

+
log ζ(s)

s2
+ ω′(s) =

∫ +∞

2

π(x) log x

xs+1
dx , Re s>1 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ϕ(s) îãðàíè÷åíà ïðè Re s > 1+δ , îäíàêî íàì ïîòðåáóåòñÿ áîëåå òî÷íàÿ
èíôîðìàöèÿ î ïîâåäåíèè ýòîé ôóíêöèè ïðè Re s>1 , à èìåííî:

ϕ(σ+it) = O(log9 |t|) , t→±∞ , σ∈ [1, 2] (12)

(â ÷àñòíîñòè, ζ(s) 6=0 íà ïðÿìîé Re s=1). Ýòî áóäåò äîêàçàíî ïîçæå (Ñëåäñòâèå 14.3).
Ïðåæäå, ÷åì ïðèìåíÿòü ôîðìóëó îáðàùåíèÿ Ìåëëèíà, ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì.

Ïóñòü
g(x) =

∫ x

0

π(u) log u

u
du , h(x) =

∫ x

0

g(u)

u
du

(î÷åâèäíî, ÷òî g(x)=O(x log x) , h(x)=O(x log2 x)). Òîãäà

ϕ(s) =

∫ +∞

0

g′(x)x−sdx = s

∫ +∞

0

g(x)x−s−1dx = s2

∫ +∞

0

h(x)x−s−1dx , Re s>1 .

Íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî π(x) log x ∼ x , x→+∞ . Ñïðàâåäëèâà ïðîñòàÿ
Ëåììà 13.2. Ïóñòü f - íåîòðèöàòåëüíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî

∫ x

0

f(u)

u
du ∼ x , x→+∞ .

Òîãäà f(x) ∼ x , x→+∞ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî δ > 0 , âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x > x0(δ) è âñåõ ε > 0
âåðíî

f(x) log(1+ε) 6
∫ (1+ε)x

x

f(u)

du
6 (1+δ)(1+ε)x− (1−δ)x = (ε + 2δ + δε)x ,

ò.å.
f(x)

x
6 ε + 2δ + δε

log(1+ε)
= 1 + O

(
ε +

δ

ε

)
.

Ïîëàãàÿ ε= δ1/2 , èìååì f(x) 6 (1+O(δ1/2))x . Îöåíêà ñíèçó äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Â ñèëó ýòîé ëåììû íàì äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî h(x) ∼ x , x→+∞ .
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Òàê êàê ∫ +∞

0

h(x)x−s−1dx =
ϕ(s)

s2
, Re s>1 ,

ïî ôîðìóëå îáðàùåíèÿ Ìåëëèíà èìååì

h(x) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ϕ(s)

s2
xsds , σ>1 .

Çàìåòèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè s=1 èìååì

ζ(s) =
1

s−1
+ . . . ⇒ ϕ(s) =

1

s−1
+ log

1

s−1
+ . . . =

1

s−1
+ ψ(s) ,

ãäå ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ñëàãàåìûå. Ïîýòîìó ìû ìîæåì íàïèñàòü

h(x) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

xs

(s−1)s2
ds +

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

ψ(s)

s2
xsds

Ïåðâûé èíòåãðàë ëåãêî áåðåòñÿ ïî âû÷åòàì, íàõîäÿùèìñÿ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè:

1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

xs

(s−1)s2
ds = res

s=0
+ res

s=1
=

( xs

s−1

)′
s

∣∣∣
s=0

+
xs

s2

∣∣∣
s=1

= − log x− 1 + x

Âî âòîðîì èíòåãðàëå ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè σ ↓ 1 , ïîñêîëüêó îñîáåííîñòü ψ(s)
â òî÷êå s=1 ëîãàðèôìè÷åñêàÿ è ñïðàâåäëèâà îöåíêà (12). À òîãäà èìååì

∫ 1+i∞

1−i∞

ψ(s)

s2
xsds = x

∫ +∞

−∞

ψ(1+it)

(1+it)2
eit log xdt = x · o(1) , x→+∞ ,

â ñèëó ëåììû Ðèìàíà-Ëåáåãà. Â èòîãå h(x)=x+o(x). Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Êîììåíòàðèé. Âèäíî, ÷òî íàì áûëî áû æåëàòåëüíî ñäâèíóòü ïðÿìóþ èíòåãðèðî-
âàíèÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå êàê ìîæíî ëåâåå. Ýòîìó ïðåïÿòñòâóþò âîçìîæíûå íóëè
ζ-ôóíêöèè, íàõîäÿùèåñÿ â ïîëîñå 0<Re s<1 . Ñóùåñòâóåò

Ãèïîòåçà Ðèìàíà ($1000000). Âñå íåòðèâèàëüíûå (ò.å. îòëè÷íûå îò −2,−4, . . .)
íóëè ζ-ôóíêöèè ëåæàò íà ïðÿìîé Re s= 1

2
.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ýòà ãèïîòåçà ñïðàâåäëèâà, òî

π(x) =

∫ x

e

dξ

log ξ
+ O(

√
x log x) .

Òàêàÿ îöåíêà îñòàòêà ïðàêòè÷åñêè îïòèìàëüíà, ïîñêîëüêó (ðåçóëüòàò Ëèòòëâóäà) äëÿ
ëþáîé êîíñòàíòû c>0 êàæäîå èç íåðàâåíñòâ

π(x)−
∫ x

e

dξ

log ξ
> c

√
x

log log log x

log x
; π(x)−

∫ x

e

dξ

log ξ
< −c

√
x

log log log x

log x

ñïðàâåäëèâî äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé x→+∞ .
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14 Ïîâåäåíèå ζ(s) íà ïðÿìîé Re s = 1 .
Òåîðåìà 14.1 (Àäàìàð � Âàëëå-Ïóññåí). ζ(s) 6=0 , åñëè Re s=1 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå â áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

ζ(s) =
∏

k>1

(
1− 1

ps
k

)−1

ïðè s = σ+it , σ ↓ 1 . Ëîãàðèôìèðóÿ, èìååì

log |ζ(s)| = −Re
∑

k>1

log
(
1− 1

ps
k

)
=

∑

k>1

∑
m>1

Re
1

mpms
k

=
∑

k>1

∑
m>1

cos(mt log pk)

mpmσ
k

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðèâåäåííîãî íèæå äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè áû áûëî
ζ(1+it)=0 , òî ïðè σ ↓ 1 ïîñëåäíÿÿ ñóììà äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê −∞ , òî åñòü "äîâîëüíî
ìíîãî" êîñèíóñîâ â ÷èñëèòåëå äîëæíû áûòü "ïðèìåðíî ðàâíû" −1 . Åñëè æå òàêàÿ
ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî, òî òîãäà â àíàëîãè÷íîé ñóììå äëÿ σ + 2it "äîâîëüíî ìíîãî"
êîñèíóñîâ "ïðèìåðíî ðàâíû" +1 , òî åñòü ïðè σ ↓ 1 ñóììà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê +∞ , ÷òî
íåâîçìîæíî, òàê êàê òîãäà ζ-ôóíêöèÿ äîëæíà áûëà áû èìåòü ïîëþñ â òî÷êå 1+2it .

Íàèáîëåå ïðîñòàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîé èäåè òàêîâà (Âàëëå-Ïóññåí):

∀φ 3+4 cos φ+cos 2φ = 2(1+cos φ)2 > 0 .

Çíà÷èò, äëÿ âñåõ σ>1 è âñåõ t∈R âåðíî

3 log |ζ(σ)|+ 4 log |ζ(σ+it)|+ log |ζ(σ+2it)|>0 ⇒ |ζ(σ)|3|ζ(σ+it)|4|ζ(σ+2it)|>1 .

Ïóñòü ζ(σ+it)=0 . Òîãäà ïðè σ ↓ 1 âåðíî |ζ(σ+it)| = O(|σ−1|) , ζ(σ)=O(|σ−1|−1) (òàê
êàê â òî÷êå s=1 íàõîäèòñÿ ïðîñòîé ïîëþñ) è ζ(σ+2it)=O(1) (òàê êàê ζ(s) ðåãóëÿðíà â
òî÷êå 1+2it). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïîëó÷åííîé îöåíêå.
Òåîðåìà 14.2. Â îáëàñòè s=σ+it , σ∈ [1, 2] , t>2 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

ζ(s) = O(log t) , ζ ′(s) = O(log2 t) ,
1

ζ(s)
= O(log7 t) .

Äîêàçàòåëüñòâî. i) Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà (Ëåììà 9.1)
ïðè σ>1 , èìååì

+∞∑
n=N

1

ns
=

1

2N s
+

1

(s−1)N s−1
+ s

∫ +∞

N

{x} − 1
2

xs+1
dx = O

( 1

Nσ
+

1

tNσ−1
+

t

σNσ

)
= O

( t

N

)

(ìû èñïîëüçîâàëè ðàâåíñòâî |xs+1| = xσ+1 ïðè îöåíêå èíòåãðàëà). Ïðè ýòîì îöåíêà
ðàâíîìåðíà ïî σ , à çíà÷èò ñïðàâåäëèâà è ïðè σ=1 . Òåïåðü âîçüìåì N = [t] è çàìåòèì,
÷òî

ζ(s) =
N−1∑
n=1

1

ns
+ O(1) =

[t]−1∑
n=1

O
( 1

n

)
+ O(1) = O(log t) .
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ii) Îöåíêà ôóíêöèè ζ ′(s) = −∑
n>1

log n
ns ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî.

iii) Êàê ìû âèäåëè ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 14.1, åñëè σ>1 , òî

1

|ζ(σ+it)| 6 |ζ(σ)|3/4|ζ(σ+2it)|1/4 = O
( log1/4 t

(σ−1)3/4

)
.

Ïîëîæèì σ0(t) := 1+c log−9 t , ãäå c>0 - äîñòàòî÷íî ìàëàÿ ïîñòîÿííàÿ. Åñëè σ >σ0(t) ,
òî îöåíêà óæå äîêàçàíà. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî

|ζ(σ0(t)+it)| > A · c3/4 log−7 t ,

ãäå A > 0 - íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðè σ < σ0(t) ïîëó÷åííàÿ âûøå îöåíêà
äëÿ ζ ′(s) äàåò

ζ(σ+it) = ζ(σ0(t)+it) + O((σ0(t)−σ) log2 t) = ζ(σ0(t)+it) + O(c log−7 t) .

ßñíî, ÷òî, âûáèðàÿ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîå c, ìîæíî ñäåëàòü ïåðâîå ñëàãàåìîå ãëàâíûì.

Ñëåäñòâèå 14.3. Â îáëàñòè s=σ+it , σ∈ [1, 2] , t>2 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

ζ ′(s)
ζ(s)

= O(log9 t) , log ζ(s) = O(log9 t) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî äëÿ ζ ′(s)/ζ(s) ïîëó÷àåòñÿ ïåðåìíîæåíèåì ñîîòâåòñòâó-
þùèõ îöåíîê ζ ′(s) è 1/ζ(s) , à íåðàâåíñòâî äëÿ log ζ(s) - èíòåãðèðîâàíèåì:

log ζ(s) = log ζ(2+it)−
∫ 2

σ

O(log9 t)dx = O(log9 t) .

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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