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I I: Êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü:
I äâóìåðíàÿ ìîäåëü Èçèíãà, èíòåðôåéñû;
I SLE(Schramm-Loewner Evolution) è ïðèíöèï Øðàììà;
I ïðèíöèï êîíôîðìíîãî ìàðòèíãàëà;
I �ãîëîìîðôíàÿ íàáëþäàåìàÿ� (holomorphic fermion)

â ìîäåëè Èçèíãà.
I S.Smirnov: [1] Towards conformal invariance of 2D lattice models. arXiv:0708.0032

[2] Conformal invariance in random cluster models. I. Holomorphic fermions in the Ising
model. arXiv:0708.0039



I I: Êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü:
I äâóìåðíàÿ ìîäåëü Èçèíãà, èíòåðôåéñû;
I SLE(Schramm-Loewner Evolution) è ïðèíöèï Øðàììà;
I ïðèíöèï êîíôîðìíîãî ìàðòèíãàëà;
I �ãîëîìîðôíàÿ íàáëþäàåìàÿ� (holomorphic fermion)

â ìîäåëè Èçèíãà.
I S.Smirnov: [1] Towards conformal invariance of 2D lattice models. arXiv:0708.0032

[2] Conformal invariance in random cluster models. I. Holomorphic fermions in the Ising
model. arXiv:0708.0039

I II: Äèñêðåòíûé êîìïëåêñíûé àíàëèç; óíèâåðñàëüíîñòü:
I èçîðàäèàëüíûå ãðàôû (ðîìáè÷åñêèå ðåøåòêè);
I äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà è äðóãèå ïðèÿòíûå ôàêòû;
I s-ãîëîìîðôíîñòü è ñõîäèìîñòü íàáëþäàåìîé.
I D.Chelkak, S.Smirnov: [3] Discrete complex analysis on isoradial graphs. arXiv:0810.2188

[4] Convergence of holomorphic observables in the Ising model. arXiv:09??.????



Ìîäåëü Èçèíãà (2D):
Ñïèíû σi = +1 èëè −1.
Ãàìèëüòîíèàí:

H = −∑
〈ij〉 σiσj .

Âåðîÿòíîñòü (áîëüöìàíîâ-
ñêèé âåñ) êîíôèãóðàöèè:

P(conf .) ∼ e−βH∼ x# 〈+−〉,

ãäå β � ïàðàìåòð (îáðàòíàÿ
òåìïåðàòóðà) è

x = e−2β∈ [0, 1] .



Ìîäåëü Èçèíãà (2D):
Ñïèíû σi = +1 èëè −1.
Ãàìèëüòîíèàí:

H = −∑
〈ij〉 σiσj .

Âåðîÿòíîñòü (áîëüöìàíîâ-
ñêèé âåñ) êîíôèãóðàöèè:

P(conf .) ∼ e−βH∼ x# 〈+−〉,

ãäå β � ïàðàìåòð (îáðàòíàÿ
òåìïåðàòóðà) è

x = e−2β∈ [0, 1] .

Íà ïðîèçâîëüíîì ãðàôå: H = −∑
〈ij〉 Jijσiσj .

P(conf .) ∼ ∏
〈ij〉:σi 6=σj

xij , xij ∈ [0, 1].



x → 1 x = xcrit x → 0

(Äîáðóøèíñêèå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ:
+1 íà íèæíåé ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè, −1 íà âåðõíåé)

[Peierls `36]: ∃ ôàçîâûé ïåðåõîä (2D)
[Kramers-Wannier '41]: xcrit =

√
2−1.



Êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü èíòåðôåéñà,
ïðèíöèï Schramm'à (2000):

I Ïóñòü µ(Ω, a, b) � íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ñëó÷àéíàÿ
êðèâàÿ a Ã b â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω, a, b ∈ ∂Ω
(ò.å. âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ïðîñòðàíñòâå
òàêèõ êðèâûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåïàðàìåòðèçàöèè,
çàäàííîå äëÿ êàæäîé êîíôèãóðàöèè (Ω, a, b)).



Êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü èíòåðôåéñà,
ïðèíöèï Schramm'à (2000):

I µ(Ω, a, b) � ñëó÷àéíàÿ êðèâàÿ â (Ω, a, b):
I (A) Êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü:

φ(µ(Ω, a, b)) = µ(φ(Ω), φ(a), φ(b)).



Êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü èíòåðôåéñà,
ïðèíöèï Schramm'à (2000):

I µ(Ω, a, b) � ñëó÷àéíàÿ êðèâàÿ â (Ω, a, b):
I (A) Êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü;
I (B) Ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî:

µ(Ω, a, b)|γ′ = µ(Ω \ γ′, a′, b).



Êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü èíòåðôåéñà,
ïðèíöèï Schramm'à (2000):

I µ(Ω, a, b) � ñëó÷àéíàÿ êðèâàÿ â (Ω, a, b):
I (A) Êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü
I (B) Ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî;
I (A)+(B) (+ íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå äåòàëè) ⇒ µ(Ω, a, b) åñòü SLE(κ)

äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà κ > 0,
ãäå SLE(κ) (Schramm-Loewner Evolution) � ýòî ñëó÷àéíàÿ
êðèâàÿ, êîòîðàÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (C+, 0,∞)
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì Ë¼âíåðà

d

dt
gt(z) =

2

gt(z)− at
, g0(z) ≡ z , z ∈ C+,

ñ �äâèæóùåé ñèëîé� at =
√

κBt , ãäå gt : C+ \ γ[0, t] → C+ .



Óðàâíåíèå Ë¼âíåðà [Ch.Loewner(K.L�owner), 1923]:

γ : [0, +∞) → C+, γ(0) = 0, γ(+∞) = ∞
� íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ êðèâàÿ, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ
ëîãàðèôìè÷åñêîé ¼ìêîñòüþ, ò.å.

gt : C+ \ γ[0, t] → C+,

gt(z) = 1 · z + 0 +
2t

z
+ O

(
1

z2

)
, z → i∞

(êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå gt îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî
óñëîâèÿìè ∞ 7→ ∞ è äâóìÿ ïåðâûìè êîýôôèöèåíòàìè).
Ïîëîæèì at := gt(γ(t)) ∈ R. Òîãäà

d

dt
gt(z) =

2

gt(z)− at
, z ∈ C+ \ γ[0, t].



SLE = Stochastic Loewner Evolution. Îñíîâíàÿ èäåÿ:
I êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü (A) ⇒ äîñòàòî÷íî èçó÷àòü

êðèâûå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (C+, 0,∞)

I èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ:

Gt := gt − at : C+ \ γ[0, t] → C+, Gt : γ(t) 7→ 0,

Gt(z) = z − at +
2t

z
+ O

(
1

z2

)
, z → i∞



SLE = Stochastic Loewner Evolution. Îñíîâíàÿ èäåÿ:
I êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü (A) ⇒ äîñòàòî÷íî èçó÷àòü

êðèâûå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (C+, 0,∞)

I èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ:

Gt := gt − at : C+ \ γ[0, t] → C+, Gt : γ(t) 7→ 0,

Gt(z) = z − at +
2t

z
+ O

(
1

z2

)
, z → i∞

I Àääèòèâíîñòü äëÿ at :

G̃s ◦ Gt = z − (at + ãs) +
2(t + s)

z
+ O

(
1

z2

)
, z → i∞

I ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî (B) ⇒

Gs+t ∼ G̃s ◦ Gt ⇒ at+s − at ∼ ãs .



Ïðèíöèï êîíôîðìíîãî ìàðòèíãàëà (ïðîñòàÿ âåðñèÿ):
I F(Ω,a,b)(·) � êîíôîðìíî èíâàðèàíòíûé ìàðòèíãàë äëÿ

ñëó÷àéíîé êðèâîé γ, åñëè

(A') F(Ω,a,b) ( · ) = F(φ(Ω),φ(a),φ(b)) (φ( · )) · φ′(b)α

(äëÿ âñåõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé φ) è ïðè ýòîì

(B') F(Ω\γ[0,t],γ(t),b)(z) � ìàðòèíãàë äëÿ âñåõ z ∈ Ω.



Ïðèíöèï êîíôîðìíîãî ìàðòèíãàëà (ïðîñòàÿ âåðñèÿ):
I F(Ω,a,b)(·) � êîíôîðìíî èíâàðèàíòíûé ìàðòèíãàë äëÿ

ñëó÷àéíîé êðèâîé γ, åñëè

(A') F(Ω,a,b) ( · ) = F(φ(Ω),φ(a),φ(b)) (φ( · )) · φ′(b)α

(äëÿ âñåõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé φ) è ïðè ýòîì

(B') F(Ω\γ[0,t],γ(t),b)(z) � ìàðòèíãàë äëÿ âñåõ z ∈ Ω.

I åñëè ñëó÷àéíàÿ êðèâàÿ äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûé
êîíôîðìíûé ìàðòèíãàë F , òî ýòî � SLE.



Ïðèíöèï êîíôîðìíîãî ìàðòèíãàëà (ïðîñòàÿ âåðñèÿ):

I åñëè ñëó÷àéíàÿ êðèâàÿ äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûé
êîíôîðìíûé ìàðòèíãàë F , òî ýòî � SLE.

I Ïðèìåð ìàðòèíãàëà äëÿ SLE(κ):

F(Ω,a,b)(z) = (Ψ′(z))α(Ψ′(b))−α, α =
3

κ
− 1

2
,

ãäå Ψ : (Ω, a, b) → (C+,∞, 0).
[óïðàæíåíèå íà ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Èòî].



Ïðèíöèï êîíôîðìíîãî ìàðòèíãàëà (ïðîñòàÿ âåðñèÿ):

I åñëè ñëó÷àéíàÿ êðèâàÿ äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíûé
êîíôîðìíûé ìàðòèíãàë F , òî ýòî � SLE.

I Ïðèìåð ìàðòèíãàëà äëÿ SLE(κ):

F(Ω,a,b)(z) = (Ψ′(z))α(Ψ′(b))−α, α =
3

κ
− 1

2
,

ãäå Ψ : (Ω, a, b) → (C+,∞, 0).
�Ôèçè÷åñêàÿ� òåðìèíîëîãèÿ: α � ñïèí [α = 1

2 ↔κ = 3]
I I Im Ψ � ÿäðî Ïóàññîíà â Ω, îòâå÷àþùåå íàãðóçêå â a;

I FΩ,a,b � ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è

F (ζ) · τ(ζ)−α, ζ ∈ ∂Ω \ {a}

ãäå τ(ζ) � êàñàòåëüíûé âåêòîð (åñëè τ(b) · +1).



Äèñêðåòíûé ìàðòèíãàë (holomorphic fermion)
â ìîäåëè Èçèíãà:

Ôóíêöèÿ F çàäàíà â ñåðåäèíàõ
ð¼áåð èñõîäíîé ðåøåòêè: F (z) :=

∑
conf .:aÃz x

#〈+−〉
crit e−

i
2
winding(aÃz)

∑
conf .:aÃb x

#〈+−〉
crit e−

i
2
winding(aÃb)

.

(winding(aÃz) mod 4π îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëåí (íà êàðòèíêå = −2π))



Äèñêðåòíûé ìàðòèíãàë (holomorphic fermion)
â ìîäåëè Èçèíãà:

Ôóíêöèÿ F çàäàíà â ñåðåäèíàõ
ð¼áåð èñõîäíîé ðåøåòêè: F (z) :=

∑
conf .:aÃz x

#〈+−〉
crit e−

i
2
winding(aÃz)

∑
conf .:aÃb x

#〈+−〉
crit e−

i
2
winding(aÃb)

.

(winding(aÃz) mod 4π îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëåí (íà êàðòèíêå = −2π))

Óòâåðæäåíèå: (A′disc) F äèñêðåòíî ãîëîìîðôíà (àíàëèòè÷íà)
íà ìåäèàëüíîé ðåøåòêå è óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
F (ζ) · τ(ζ)−

1
2 íà ãðàíèöå îáëàñòè (åñëè τ(b) · +1).



Äèñêðåòíûé ìàðòèíãàë (holomorphic fermion)
â ìîäåëè Èçèíãà:

Ôóíêöèÿ F çàäàíà â ñåðåäèíàõ
ð¼áåð èñõîäíîé ðåøåòêè: F (z) :=

∑
conf .:aÃz x

#〈+−〉
crit e−

i
2
winding(aÃz)

∑
conf .:aÃb x

#〈+−〉
crit e−

i
2
winding(aÃb)

.

(winding(aÃz) mod 4π îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëåí (íà êàðòèíêå = −2π))

Óòâåðæäåíèå: (A′disc) F äèñêðåòíî ãîëîìîðôíà (àíàëèòè÷íà)
íà ìåäèàëüíîé ðåøåòêå è óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
F (ζ) · τ(ζ)−

1
2 íà ãðàíèöå îáëàñòè (åñëè τ(b) · +1).

(B ′disc) F ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî äèñêðåòíîé
ñëó÷àéíîé êðèâîé a Ã b, ðàçäåëÿþùåé ñïèíû â ìîäåëè Èçèíãà.



Ñõîäèìîñòü èíòåðôåéñà â (ñïèíîâîé) ìîäåëè Èçèíãà:
I Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñõîäèìîñòü (â íåêîòîðîé òîïîëîãèè)

èíòåðôåéñà ìîäåëè Èçèíãà [íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå] ê
SLE(3) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ (ïî (Ωδ, aδ, bδ))

áëèçîñòü (ïðè δ → 0) ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé êðàåâîé çàäà÷è
(a) F äèñêðåòíî ãîëîìîðôíà â äèñêðåòíîé îáëàñòè Ωδ;
(b) Im[F (ζ)τ(ζ)

1
2 ] = 0, ζ ∈ ∂Ωδ \ {aδ};

(c) F (bδ) = 1;
ê ðåøåíèþ àíàëîãè÷íîé íåïðåðûâíîé çàäà÷è â Ωδ

(êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòî êàê ìíîãîóãîëüíóþ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè).



Ñõîäèìîñòü èíòåðôåéñà â (ñïèíîâîé) ìîäåëè Èçèíãà:
I Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñõîäèìîñòü (â íåêîòîðîé òîïîëîãèè)

èíòåðôåéñà ìîäåëè Èçèíãà [íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå] ê
SLE(3) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ (ïî (Ωδ, aδ, bδ))

áëèçîñòü (ïðè δ → 0) ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé êðàåâîé çàäà÷è
(a) F äèñêðåòíî ãîëîìîðôíà â äèñêðåòíîé îáëàñòè Ωδ;
(b) Im[F (ζ)τ(ζ)

1
2 ] = 0, ζ ∈ ∂Ωδ \ {aδ};

(c) F (bδ) = 1;
ê ðåøåíèþ àíàëîãè÷íîé íåïðåðûâíîé çàäà÷è â Ωδ

(êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòî êàê ìíîãîóãîëüíóþ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè).
I ýòî ìîæíî ñäåëàòü;



Ñõîäèìîñòü èíòåðôåéñà â (ñïèíîâîé) ìîäåëè Èçèíãà:
I Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñõîäèìîñòü (â íåêîòîðîé òîïîëîãèè)

èíòåðôåéñà ìîäåëè Èçèíãà [íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå] ê
SLE(3) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ (ïî (Ωδ, aδ, bδ))

áëèçîñòü (ïðè δ → 0) ðåøåíèÿ äèñêðåòíîé êðàåâîé çàäà÷è
(a) F äèñêðåòíî ãîëîìîðôíà â äèñêðåòíîé îáëàñòè Ωδ;
(b) Im[F (ζ)τ(ζ)

1
2 ] = 0, ζ ∈ ∂Ωδ \ {aδ};

(c) F (bδ) = 1;
ê ðåøåíèþ àíàëîãè÷íîé íåïðåðûâíîé çàäà÷è â Ωδ

(êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòî êàê ìíîãîóãîëüíóþ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè).
I ýòî ìîæíî ñäåëàòü;
I è íå òîëüêî íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

óíèâåðñàëüíîñòè êðèòè÷åñêîé ìîäåëè Èçèíãà
(�êîíôîðìíûé ïðåäåë íå çàâèñèò îò �ðåøåòêè�, íà êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü�)



Êîìïëåêñíûé àíàëèç
íà èçîðàäèàëüíûõ ãðàôàõ:
[R.J.Du�n(late 60s); C.Mercat,R.Kenyon(00s); ...]

[arXiv:0810.2188]

• èçîðàäèàëüíûé ãðàô Γ
(÷¼ðíûå âåðøèíû),
• äóàëüíûé èçîðàäèàëüíûé
ãðàô Γ∗ (ñåðûå âåðøèíû);
• ðîìáè÷åñêàÿ ðåøåòêà
(Λ = Γ ∪ Γ∗, ñèíèå ð¼áðà)
• è ìíîæåñòâî ♦ = Λ∗

(áåëûå �ðîìáèêè�).
òåõíè÷åñêîå óñëîâèå (♠):

óãëû ðîìáîâ îòäåëåíû îò 0 è π.



Êîìïëåêñíûé àíàëèç
íà èçîðàäèàëüíûõ ãðàôàõ:
[R.J.Du�n(late 60s); C.Mercat,R.Kenyon(00s); ...]

[arXiv:0810.2188]

• èçîðàäèàëüíûé ãðàô Γ
(÷¼ðíûå âåðøèíû),
• äóàëüíûé èçîðàäèàëüíûé
ãðàô Γ∗ (ñåðûå âåðøèíû);
• ðîìáè÷åñêàÿ ðåøåòêà
(Λ = Γ ∪ Γ∗, ñèíèå ð¼áðà)
• è ìíîæåñòâî ♦ = Λ∗

(áåëûå �ðîìáèêè�).
òåõíè÷åñêîå óñëîâèå (♠):

óãëû ðîìáîâ îòäåëåíû îò 0 è π.

Åñòü åñòåñòâåííûå ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ∂δ, ∂δ : F(Λ)→F(♦)



Êîìïëåêñíûé àíàëèç
íà èçîðàäèàëüíûõ ãðàôàõ:
[R.J.Du�n(late 60s); C.Mercat,R.Kenyon(00s); ...]

[arXiv:0810.2188]

• èçîðàäèàëüíûé ãðàô Γ
(÷¼ðíûå âåðøèíû),
• äóàëüíûé èçîðàäèàëüíûé
ãðàô Γ∗ (ñåðûå âåðøèíû);
• ðîìáè÷åñêàÿ ðåøåòêà
(Λ = Γ ∪ Γ∗, ñèíèå ð¼áðà)
• è ìíîæåñòâî ♦ = Λ∗

(áåëûå �ðîìáèêè�).
òåõíè÷åñêîå óñëîâèå (♠):

óãëû ðîìáîâ îòäåëåíû îò 0 è π.

Åñòü åñòåñòâåííûå ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû ∂δ, ∂δ : F(Λ)→F(♦)

Áîëåå òîãî: (∂δ)∗∂δ ≡ (∂δ)∗∂δ : F(Γ) → F(Γ) [F(Γ∗) → F(Γ∗)]
(ïðè åñòåñòâåííîì âûáîðå âåñîâ) ⇒ íà Γ åñòü åñòåñòâåííûé ëàïëàñèàí ∆δ.



Ìîäåëü Èçèíãà íà èçîðàäèàëüíîì ãðàôå:
I âåñà ëîêàëüíû [çàâèñÿò òîëüêî îò äëèíû ðåáðà]:

xij = tg
θij

2
[èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, sinh 2Jij = ctg θij ]



Ìîäåëü Èçèíãà íà èçîðàäèàëüíîì ãðàôå:
I âåñà ëîêàëüíû [çàâèñÿò òîëüêî îò äëèíû ðåáðà]:

xij = tg
θij

2
[èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, sinh 2Jij = ctg θij ]

I Y −∆ (Yang-Baxter) relation

←→

ìîäåëü Èçèíãà
ñ òàêèìè âåñàìè
Y −∆ èíâàðèàíòà
[è ýòî ìàêñèìàëüíûé êëàññ

ãðàôîâ, íà êîòîðûõ ìîæíî

âûáðàòü ëîêàëüíûå âåñà, îá-

ëàäàþùèå ýòèì ñâîéñòâîì]



Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå
îïåðàòîðîâ ∆δ, ∂δ, ∂δ:

H çàäàíà íà Λ;

∂δH(zs) :=
1

2

[
H(us)− H(u)

us − u
+

H(ws+1)− H(ws)

ws+1 − ws

]
;



Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå
îïåðàòîðîâ ∆δ, ∂δ, ∂δ:

H çàäàíà íà Λ; F çàäàíà íà ♦.

∂δF (u) (= (∂δ)∗F (u)) :=

− i

2µδ
Γ(u)

∑
zs∼u

(ws+1 − ws)F (zs);

∂δH(zs) :=
1

2

[
H(us)− H(u)

us − u
+

H(ws+1)− H(ws)

ws+1 − ws

]
;



Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå
îïåðàòîðîâ ∆δ, ∂δ, ∂δ:

H çàäàíà íà Λ; F çàäàíà íà ♦.

∂δF (u) (= (∂δ)∗F (u)) :=

− i

2µδ
Γ(u)

∑
zs∼u

(ws+1 − ws)F (zs);

∂δH(zs) :=
1

2

[
H(us)− H(u)

us − u
+

H(ws+1)− H(ws)

ws+1 − ws

]
;

∆δH(u) := 4∂δ∂δH(u) =
1

µδ
Γ(u)

∑
us∼u

tan θs · [H(us)−H(u)].



Ïðèÿòíûå ôàêòû:
I ∂δ, ∂δ,∆δ àïïðîêñèìèðóþò îáû÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå

îïåðàòîðû ∂, ∂, ∆ ïðè δ → 0;



Ïðèÿòíûå ôàêòû:
I ∂δ, ∂δ,∆δ àïïðîêñèìèðóþò îáû÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå

îïåðàòîðû ∂, ∂, ∆ ïðè δ → 0;
I [ïåðåôîðìóëèðîâêà äëÿ ∆δ]: ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

RW(t+1) = RW(t) + ξ
(t)
RW(t),

ãäå ξ(t) íåçàâèñèìû è P(ξu = uk − u) ∼ tan θk , k = 1, .., n.
Òîãäà:

E[Re ξu] = E[Im ξu] = 0,

E[Re ξu Im ξu] = 0, E[(Re ξu)
2] = E[(Im ξu)

2] = δ2 · Tu

(ãäå Tu =
Pn

s=1 sin 2θs
‹Pn

s=1 tan θs ).



Ïðèÿòíûå ôàêòû:
I ∂δ, ∂δ,∆δ àïïðîêñèìèðóþò îáû÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå

îïåðàòîðû ∂, ∂, ∆ ïðè δ → 0;
I àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Ãðèíà [Kenyon'02]:

(i) [∆δH](u) = 0, u 6= u0; [∆δH](u0) = [µδ
Γ(u0)]

−1;
(ii) H(u) = o(|u−u0|) ïðè |u − u0| → ∞;
(iii) H(u0) = 1

2π (log δ−γEuler−log 2).



Ïðèÿòíûå ôàêòû:
I ∂δ, ∂δ,∆δ àïïðîêñèìèðóþò îáû÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå

îïåðàòîðû ∂, ∂, ∆ ïðè δ → 0;
I àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Ãðèíà [Kenyon'02]:

(i) [∆δH](u) = 0, u 6= u0; [∆δH](u0) = [µδ
Γ(u0)]

−1;
(ii) H(u) = o(|u−u0|) ïðè |u − u0| → ∞;
(iii) H(u0) = 1

2π (log δ−γEuler−log 2).

Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ H(·) = GΓ(·; u0),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ (i)-(iii) è

GΓ(u; u0) =
1

2π
log |u−u0|+ O

(
δ2

|u−u0|2
)

.



Ïðèÿòíûå ôàêòû:
I ∂δ, ∂δ,∆δ àïïðîêñèìèðóþò îáû÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå

îïåðàòîðû ∂, ∂, ∆ ïðè δ → 0;
I àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Ãðèíà;
I ⇒ �õîðîøàÿ� òåîðèÿ äèñêðåòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé:

ëåììà Ãàðíàêà (îöåíêà ãðàäèåíòà ãàðìîíè÷åñêîé ô-èè),
ðàâíîìåðíàÿ C 1-ñõîäèìîñòü äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû
(ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå), äëÿ ÿäðà Ïóàññîíà è ò.ï.



Ïðèÿòíûå ôàêòû:
I ∂δ, ∂δ,∆δ àïïðîêñèìèðóþò îáû÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå

îïåðàòîðû ∂, ∂, ∆ ïðè δ → 0;
I àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Ãðèíà;
I ⇒ �õîðîøàÿ� òåîðèÿ äèñêðåòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé:

ëåììà Ãàðíàêà (îöåíêà ãðàäèåíòà ãàðìîíè÷åñêîé ô-èè),
ðàâíîìåðíàÿ C 1-ñõîäèìîñòü äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû
(ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå), äëÿ ÿäðà Ïóàññîíà è ò.ï.

Íåïðèÿòíûå ôàêòû:
I ∂δF = ∂δG = 0 ⇒/ ∂δ[FG ] = 0 [íè íà Λ, íè íà ♦];



Ïðèÿòíûå ôàêòû:
I ∂δ, ∂δ,∆δ àïïðîêñèìèðóþò îáû÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå

îïåðàòîðû ∂, ∂, ∆ ïðè δ → 0;
I àñèìïòîòèêà ôóíêöèè Ãðèíà;
I ⇒ �õîðîøàÿ� òåîðèÿ äèñêðåòíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé:

ëåììà Ãàðíàêà (îöåíêà ãðàäèåíòà ãàðìîíè÷åñêîé ô-èè),
ðàâíîìåðíàÿ C 1-ñõîäèìîñòü äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ìåðû
(ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå), äëÿ ÿäðà Ïóàññîíà è ò.ï.

Íåïðèÿòíûå ôàêòû:
I ∂δF = ∂δG = 0 ⇒/ ∂δ[FG ] = 0 [íè íà Λ, íè íà ♦];
I ∂δF = 0 ⇒/ ∂δ[∂δF ] = 0 [âåðíî íà Λ, íî íà ♦ óæå íåò].



S-ãîëîìîðôíîñòü (îïðåäåëåíèå):
Ìû ãîâîðèì, ÷òî ôóíêöèÿ F , çàäàííàÿ íà ïîäìíîæåñòâå ♦,
ÿâëÿåòñÿ s-ãîëîìîðôíîé, åñëè

Pr
[
F (z1) ; [i(w−u)]−

1
2

]
= Pr

[
F (z2) ; [i(w−u)]−

1
2

]

äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ âåðøèí z0 ∼ z1.

I ýòî áîëåå ñèëüíîå ñâîéñòâî, ÷åì
ãîëîìîðôíîñòü (∂δF = 0);

I îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
íàáëþäàåìîé â ìîäåëè Èçèíãà:



S-ãîëîìîðôíîñòü íàáëþäàåìîé â ìîäåëè Èçèíãà:

Pr
[
F (z1) ; [i(w−u)]−

1
2

]
= Pr

[
F (z2) ; [i(w−u)]−

1
2

]

←→ ←→

←→ ←→



Ñõîäèìîñòü íàáëþäàåìîé â ìîäåëè Èçèíãà:
I [óäèâèòåëüíûé] ôàêò: F � s-ãîëîìîðôíà ⇒

(äèñêðåòíûé) èíòåãðàë H := Im
∫ δ

(F (z))2dδz
êîððåêòíî îïðåäåëåí (êàê ôóíêöèÿ íà Λ = Γ ∪ Γ∗)

[H ñóáãàðìîíè÷íà íà Γ è ñóïåðãàðìîíè÷íà íà Γ∗]



Ñõîäèìîñòü íàáëþäàåìîé â ìîäåëè Èçèíãà:
I [óäèâèòåëüíûé] ôàêò: F � s-ãîëîìîðôíà ⇒

(äèñêðåòíûé) èíòåãðàë H := Im
∫ δ

(F (z))2dδz
êîððåêòíî îïðåäåëåí (êàê ôóíêöèÿ íà Λ = Γ ∪ Γ∗)

[H ñóáãàðìîíè÷íà íà Γ è ñóïåðãàðìîíè÷íà íà Γ∗]

I Íàáëþäàåìàÿ â ìîäåëè Èçèíãà
(a) s-ãîëîìîðôíà â äèñêðåòíîé îáëàñòè Ωδ;
(b) Im[F (ζ)τ(ζ)

1
2 ] = 0, ζ ∈ ∂Ωδ \ {aδ};

⇒ H ïîñòîÿííà (= 0) íà ∂Ωδ è �ïî÷òè ãàðìîíè÷íà�.



Ñõîäèìîñòü íàáëþäàåìîé â ìîäåëè Èçèíãà:
I [óäèâèòåëüíûé] ôàêò: F � s-ãîëîìîðôíà ⇒

(äèñêðåòíûé) èíòåãðàë H := Im
∫ δ

(F (z))2dδz
êîððåêòíî îïðåäåëåí (êàê ôóíêöèÿ íà Λ = Γ ∪ Γ∗)

[H ñóáãàðìîíè÷íà íà Γ è ñóïåðãàðìîíè÷íà íà Γ∗]

I Íàáëþäàåìàÿ â ìîäåëè Èçèíãà
(a) s-ãîëîìîðôíà â äèñêðåòíîé îáëàñòè Ωδ;
(b) Im[F (ζ)τ(ζ)

1
2 ] = 0, ζ ∈ ∂Ωδ \ {aδ};

⇒ H ïîñòîÿííà (= 0) íà ∂Ωδ è �ïî÷òè ãàðìîíè÷íà�.
I Ìîæíî [ýëåìåíòàðíûìè, ïðàâäà íå î÷åíü ïðîñòûìè ìåòîäàìè] äîêàçàòü, ÷òî

H áëèçêà ê ÿäðó Ïóàññîíà, îòâå÷àþùåìó íàãðóçêå â òî÷êå
aδ, è ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà C 1-ñõîäèìîñòè
äèñêðåòíîé íàáëþäàåìîé ê êîíôîðìíîìó ìàðòèíãàëó,
à èíòåðôåéñîâ â ñïèíîâîé ìîäåëè Èçèíãà � ê SLE(3):



ÑÏá

Ìîñêâà

[THE END]


