FORMULA GA$IDARA DL˚ NAIBOL^XEGO OBWEGO DELITEL˚ NESKOL^KIH POLINOMOV

S. V. Dußin, S. V. Qmutov

V zametke privoditsØ dokazatel~stvo izØwno$i formuly E. A. Ga$idara, vyraßa¸we$i naibol~xi$i obwi$i delitel~ nabora polinomov ot mnogih peremennyh qerez bazis Grebnera poroßdennogo imi ideala. �ta formula byla opublikovana avtorom [3] nezadolgo do ego smerti v avtomobil~no$i katastrofe. Preprint [3] trudnodostupen, pri fftom on napisan qeresqur dlinno i ne slixkom akkuratno. Sama ße formula Ga$idara nastol~ko krasiva i prosta, qto my soqli svoim dolgom sdelat~ ee dostoØniem xiroko$i matematiqesko$i obwestvennosti.

IdeØ privodimogo niße dokazatel~stva teoremy 1 prinadleßit A. I. Kaixevu [4]; v vyvode teoremy 2 my sleduem original~nomu rassußdeni¸ avtora. Svetlo$i pamØti naxego druga ȷeni Ga$idara my posvØwaem fftu publikaci¸.

Pust~ A — kol~co polinomov ot koneqnogo qisla peremennyh x_1, ..., x_n nad proizvol~nym polem K: A = K[x1 , ..., xn]. Predpoloßim, qto zadan nekotory$i porØdok na monomah v A, sovmestimy$i s umnoßeniem (sm. [1]). V dal~ne$ixem pod starximi monomami polinomov podrazumeva¸tsØ starxie monomy otnositel~no fftogo vybrannogo porØdka. Sistema obrazu¸wih ideala I ⊂ A nazyvaetsØ bazisom Grebnera, esli starxie monomy ee fflementov poroßda¸t tot ße ideal v A, qto i starxie monomy vseh polinomov ideala I. PonØtie bazisa Grebnera dopuskaet mnoßestvo ffkvivalentnyh pereformulirovok i slußit osnovaniem vse$i konstruktivno$i kommutativno$i algebry [1,5].

Teorema 1. Esli f1, ..., fm — polinomy, obrazu¸wie bazis Grebnera, to

lm(NOD(f_1, ..., f_m)) = NOD(lm(f_1), ..., lm(f_m)),

gde lm(f) oboznaqaet starxi$i monom f.

Dokazatel~stvo. Snaqala svedem zadaqu k sluqa¸ vzaimno prostyh polinomov f_1, ..., f_m. DlØ fftogo predpoloßim, qto NOD(f_1, ..., f_m) = q i f_i = q · g_i dlØ vseh i = 1, ..., m. Togda lm(f_i) = lm(q) · lm(g_i) i ostaetsØ dokazat~, qto

NOD(lm(g_1), ..., lm(g_m)) = 1,

gde g_1, ..., g_m — nabor vzaimno prostyh polinomov, obrazu¸wi$i bazis Grebnera.

Predpoloßim protivnoe: NOD(lm(g_1), ..., lm(g_m)) ≠ 1, t.e. suwestvuet peremennaØ x_k, vhodØwaØ vo vse monomy lm(g_1), ..., lm(g_m). Rassmotrim polinomy g_1, ..., g_m kak fflementy kol~ca

B = K(x1 , ..., cxk, ..., xn)[xk]. Zametim, qto v kol~ce B ffti polinomy takße vzaimno prosty.

(Dokazatel~stvo fftogo prostogo utverßdeniØ my opuskaem). Poskol~ku B — kol~co polinomov ot odno$i peremenno$i, to suwestvu¸t takie h_1, ..., h_m ∈ B, qto

h_1 · g_1 + ... + h_m · g_m = 1.

Pust~ v ∈ K[x_1 , ..., cx_k, ..., x_n] — naimen~xee obwee kratnoe znamenatele$i vseh kofffficientov h_1, ..., h_m. UmnoßaØ obe qasti poslednego ravenstva na v, poluqim: e_{h1 · g1 + ... +} e_{hm · gm = v,} gde e_{hi ∈ A.Togda v prinadleßit idealu, poroßdennomu g1, ..., gm v A. Poskol~ku g1, ..., gm — bazis Greb-}

nera, starxi$i monom lm(v) polinoma v dolßen prinadleßat~ idealu, poroßdennomu starximi monomami lm(g_1),...lm(g_m). �to, odnako, nevozmoßno, ibo starxie monomy lm(g_i) soderßat x_k, a v — net. Poluqennoe protivoreqie dokazyvaet teoremu.

Zameqanie. Teorema 1 ØvlØetsØ qastnym sluqaem teoremy KredelØ i Ve$ispfenninga [2], utverßda¸we$i, qto razmernost~ algebraiqeskogo mnogoobraziØ V ravna razmernosti mnogoobraziØ V 0 nule$i starxih monomov fflementov bazisa Grebnera F ideala V . V qastnosti, esli fflementy F vzaimno prosty, to dim V < n−1 i, sledovatel~no, dim V 0 < n−1. A ffto oznaqaet, qto monomy iz lm(F ) vzaimno prosty. �tot fakt ffkvivalenten teoreme 1. Odnako, dokazatel~stvo KredelØ i Ve$ispfenninga ih teoremy gorazdo sloßnee privedennogo vyxe dokazatel~stva ee qastnogo sluqaØ.

V sluqae leksikografiqeskogo porØdka na monomah iz teoremy 1 vytekaet formula, vyraßa¸waØ NOD qerez bazis Grebnera.

Teorema 2 (formula Ga$idara).

NOD(P ) = lc_{x1,...,x}n(f_1) · . . . · lc_xn�_{1,x}n(f_n�_1) · lc_xn(f_n) lc_{x2,...,x}n(f_1) · . . . · lc_xn (f_n�_1) . PoØsnenie. Zdes~ P — proizvol~noe mnoßestvo polinomov iz A, f_1, ..., f_n — nekotorye (vozmoßno, ne vse) fflementy bazisa Grebnera F ideala, poroßdennogo P , otnositel~no leksikografiqeskogo porØdka, pri kotorom x_1 > x_2 > . . . > x_n. �ti fflementy vybrany iz F tak, qto lm(f_i)/ NOD(lm(F )) ne zavisit ot x_i dlØ kaßdogo i = 1, . . . , n. (Tako$i vybor vozmoßen v silu teoremy 1; razumeetsØ, on ne odnoznaqen). Qerez lc_{xi+1,...,xn}(f) oboznaqen polinomial~ny$i koefficient pri starxem monome f , rassmatrivaemom kak polinom ot peremennyh x_1, x_2, . . . , x_i nad kol~com K[x_{i+1} , . . . , x_n]. Poskol~ku NOD nabora polinomov opredelen s toqnost~¸ do umnoßeniØ na konstantu, starxie kofffficienty (v obyqnom smysle) vseh voznika¸wih polinomov moßno sqitat~ ediniqnymi.

Dokazatel~stvo. Pust~ q = NOD(P ). Togda suwestvu¸t takie polinomy g_i, qto f_i = g_i · q. Budem posledovatel~no vyqislØt~ polinomy lc_{xn}(q), lc_{xn}�_{1,xn}(q),..., lc_{x1,x2,...,xn}(q) = q. Poskol~ku lc_xn(f_n) = lc_xn(g_n) · lc_xn (q) i lc_xn(g_n) = 1 (soglasno vyboru g_n), to lc_xn(q) = lc_xn (f_n). Predpoloßim, qto lc_{xi+1,...,xn}(q) uße na$ideno i vyqislim lc_{xi,...,xn}(q). Imeem: lc_xi_{,...,x}n(f_i) = lc_xi_{,...,x}n (g_i) · lc_xi_{,...,x}n(q), lc_xi_{+1,...,x}n(f_i) = lc_xi_{+1,...,x}n(g_i) · lc_xi_{+1,...,x}n(q).

Po postroeni¸, starxi$i monom lm(g_i) ne zavisit ot x_i, znaqit,

lc_xi_{,...,x}n(g_i) = lc_xi_{+1,...,x}n(g_i),

i, sledovatel~no, lc_xi_{,...,x}n(q) = lc_xi_{,...,x}n(f_i) lc_xi_{+1,...,x}n(f_i) · lc_xi_{+1,...,x}n(q). Spustivxis~ takim obrazom do i = 1, my poluqim nußnu¸ formulu dlØ NOD(P ).

[1] L. Robbiano. Gröbner Bases: a Foundation for Commutative Algebra. – Preprint, 1989. [2] H. Kredel, V. Weispfenning. Computing Dimension and Independent Sets for Polynomial Ideals. – J. of Symb. Comp., v. 6, p. 231—248, 1988. [3] E. A. Gaydar. The calculation of polynomial GCD by Gröbner basis. – Utrecht University, preprint no. 678, September 1991. [4] A. I. Kaixev. Qastnoe soobwenie, 1990. [5] Komp~¸ternaØ algebra. Simvol~nye i algebraiqeskie vyqisleniØ. – M.: Mir, 1986.

Institut programmnyh sistem Rossi$isko$i Akademii Nauk Pereslavl~-Zalesski$i