Şğńż ĺ ĺţ ĺŋćăřĺăŋšż

Ś. Ć. Ďşęĺŋ Ś. Ć. Ůňşšőć

Śőďěřęăŋĺě

1. Ććěďěŋĺě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 2. Ŕőŋ£šĺě şğńă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 3. Ďĺăčřăňňż . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 4. Ĺŋćăřĺăŋšż şğńőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 5. Ĺŋćăřĺăŋšż Ćăśĺńĳěćă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 6. Ĺŋšěčřăń Łőŋűěćĺůă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 7. Ğŋăňěŋĺšżě ŕřőąńěňż šěőřĺĺ şğńőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 Ŕřĺńőęěŋĺě. Šăąńĺűă şğńőć . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

1. Ććěďěŋĺě

Ŕřăřőďĺšěńěň šěőřĺĺ şğńőć £ćń£ěšś£ Ł. Ť. Čăşśś, łőšőřżľ ćżćěń ğăňěůăšěńĳŋş¿ ĺŋšěčřăńĳŋş¿ ťőřňşńş ďń£ ůĺśńă őąőřőšőć őďŋőľ ğăňłŋşšőľ łřĺćőľ ć ŕřőśšřăŋśšćě ćőłřşč ďřşčőľ, ă šăłęě őśšăćĺń ć śćőĺţ ğăŕĺśŋżţ łŋĺęłăţ ňŋőčőůĺśńěŋŋżě řĺśşŋłĺ şğńőć ąěğ łőňňěŋšăřĺěć. Śĺśšěňăšĺůěśłőě řăğćĺšĺě šěőřĺĺ şğńőć ŋăůăńőśĳ ś 1880-ţ čőďőć, łőčďă ŋěśłőńĳłő ňăšěňăšĺłőć ĺ ťĺğĺłőć ś ąőńĳÿĺň ¡ŋšşğĺăğňőň ğăŋ£ńĺśĳ śőśšăćńěŋĺěň šăąńĺű şğńőć ŕőď ćńĺ£ŋĺěň ĺďěľ ğŋăňěŋĺšőčő ťĺğĺłă Ş. Šőňŕśőŋă (ćŕőśńěďśšćĺĺ ĺğćěśšŋőčő łăł ńőřď Łěńĳćĺŋ) ő šőň, ůšő şğńż ďőńęŋż ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋő śőőšćěšśšćőćăšĳ ţĺňĺůěśłĺň ¡ńěňěŋšăň. Ćśłőřě ćż£śŋĺńőśĳ, ůšő ¡šă ĺďě£ ążńă őÿĺąőůŋőľ, ć ţĺňĺĺ ćőśšőřęěśšćőćăńă šěőřĺ£ Ď. Ĺ. Ňěŋďěńěěćă, ĺ ńĺÿĳ ňŋőčő ŕőğęě ążńĺ őšłřżšż řěăńĳŋżě ěśšěśšćěŋŋő-ŋăşůŋżě ŕřĺńőęěŋĺ£ šěőřĺĺ şğńőć (śšřőěŋĺě ňőńěłşń ĎŊŁ, čĺďřőďĺŋăňĺłă, ťěřřőňăčŋěšĺłĺ, ĺ š. ď.). Ćŕřőůěň, ć ŋăÿěľ śšăšĳě ňż ŋě śőąĺřăěňś£ ğăšřăčĺćăšĳ ŕřĺłńăďŋżţ šěň ĺ ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ şğńż łăł ůĺśšő ňăšěňăšĺůěśłĺľ őąžěłš.

Šěőřĺ£ şğńőć | őďŋă ĺğ ŋăĺąőńěě ŕřĺćńěłăšěńĳŋżţ őąńăśšěľ ňăšěňăšĺłĺ. Ďń£ ¡šőčő ěśšĳ ŋěśłőńĳłő ŕřĺůĺŋ:

▷ Šěőřĺĺ şğńőć ŋěňŋőčĺň ąőńěě 100 ńěš, ůšő, ŕő-ćĺďĺňőňş, £ćń£ěšś£ ćőğřăśšőň řăśűćěšă ŋăşůŋőľ šěőřĺĺ.

▷ Ŕřěďňěšőň šěőřĺĺ £ćń£ěšś£ şğěń | ŕřőśšőľ ĺ ŋăčń£ďŋżľ őąžěłš.

▷ Šěőřĺ£ şğńőć šěśŋő ść£ğăŋă ŕőůšĺ śő ćśěňĺ őąńăśš£ňĺ ňăšěňăšĺłĺ, ĺ ć ŋěľ şśŕěÿŋő řăąőšă¿š čěőňěšřĺůěśłĺě, ăńčěąřăĺůěśłĺě ĺ ăŋăńĺšĺůěśłĺě ŕőŋ£šĺ£ ĺ ňěšőďż.

Ňăšěňăšĺůěśłőě ŕřőśćěźěŋĺě, śěř. 3, ćżŕ. 3, 1999(59{93)

▷ Ć šěőřĺĺ şğńőć ďőłăğăŋő ňŋőčő śőďěřęăšěńĳŋżţ ĺ šřşďŋżţ šěőřěň, ŋő ďő śĺţ ŕőř śşźěśšćşěš ňŋőčő őšłřżšżţ ŕřőąńěň ś ŕřőśšőľ ťőřňşńĺřőćłőľ, ĺŋżě ĺğ łőšőřżţ śšő£š şęě ďěś£šłĺ ńěš.

Űěńĳ ¡šőľ śšăšĳĺ | řăśśłăğăšĳ ő šőň, ůšő šăłőě şğěń ĺ łăłĺě ěśšĳ śŕőśőąż řăśŕőğŋăšĳ, őďĺŋăłőćż ĺńĺ řăğńĺůŋż ďćă ďăŋŋżţ şğńă. Ŋăř£ďş ś ŕőŋ£šĺ£ňĺ ĺ šěőřěňăňĺ łńăśśĺůěśłőľ šěőřĺĺ şğńőć, ć śšăšĳě şŕőňĺŋă¿šś£ ŋěłőšőřżě ďőśšĺęěŋĺ£ ŕőśńěďŋĺţ ńěš (ĺŋćăřĺăŋšż Ćăśĺńĳěćă, ńěęăŋďřőćż şğńż). Ŋě ŕřěšěŋďş£ ŋĺłőĺň őąřăğőň ŋă ŕőńŋőšş ĺğńőęěŋĺ£, ňż őšśżńăěň ğăĺŋšěřěśőćăŋŋőčő ůĺšăšěń£ ł łŋĺčăň Ăďăňśă [1], Ŕřăśőńőćă{Śőśĺŋśłőčő [23] ĺ Łřőş¡ńńă{Ťőłśă [7].

2. Ŕőŋ£šĺě şğńă

Şğěń | ¡šő čńăďłă£ ğăňłŋşšă£ ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źă£ś£ łřĺćă£ ć ŕřőśšřăŋśšćě. Ňż ąşďěň ćśěčďă ŕřěďŕőńăčăšĳ ¡šş łřĺćş¿ ŕăřăňěšřĺğőćăŋŋőľ, ĺ ąőńěě šőůŋő őŕřěďěńěŋĺě şğńă ťőřňşńĺřşěň šăł.

Őŕřěďěńěŋĺě. Şğěń | ¡šő čńăďłőě ćńőęěŋĺě őłřşęŋőśšĺ S^1 ć šřěţňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő R^3 , š. ě. ąěśłőŋěůŋő ďĺťťěřěŋűĺřşěňőě őšőąřăęěŋĺě f : S^1 →

R^3 , łőšőřőě ŕěřěćőďĺš řăğŋżě šőůłĺ őłřşęŋőśšĺ ć řăğŋżě šőůłĺ ŕřőśšřăŋśšćă,

ŕřĺůěň ćěłšőř śłőřőśšĺ f^′(u) ŋě őąřăźăěšś£ ć 0 ŋĺ ŕřĺ łăłőň u ∈ S^1.

Ěśńĺ ćżąřăšĳ śĺśšěňş łőőřďĺŋăš ć ŕřőśšřăŋśšćě, šő şğěń ňőęŋő ğăďăšĳ ŋăąőřőň ĺğ šřěţ čńăďłĺţ ŕěřĺőďĺůěśłĺţ ťşŋłűĺľ x(u), y(u), z(u).

Ŕřĺňěř 1. Šřĺćĺăńĳŋżľ şğěń

x = cos u, y = sin u, z = 0. Ŕřĺňěř 2. Šřĺńĺśšŋĺł

x = (2 + cos 3u) cos 2u, y = (2 + cos 3u) sin 2u, z = sin 3u.

Ňż ąşďěň ćśěčďă śůĺšăšĳ şğńż őřĺěŋšĺřőćăŋŋżňĺ, śůĺšă£ ŕőńőęĺšěńĳŋżň ŋăŕřăćńěŋĺěň őąţőďă şğńă šő, łőšőřőě śőőšćěšśšćşěš ćřăźěŋĺ¿ ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ ŋă ŕăřăňěšřĺğş¿źěľ őłřşęŋőśšĺ S^1 = {(cos u, sin u)|u ∈ R} ⊂ R^2 .

2.1. Ĺğőšőŕĺ£ Čńăďłă£ ğăňłŋşšă£ łřĺćă£, řăśśňăšřĺćăěňă£ śăňă ŕő śěąě, ňőęěš śńşęĺšĳ ŕřěďňěšőň ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋőľ čěőňěšřĺĺ, ŋő ŋě šőŕőńőčĺĺ. Šőŕőńőčĺůěśłőě ŕőŋ£šĺě şğńă ŕőďřăğşňěćăěš, ůšő şğńż řăśśňăšřĺćă¿šś£ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ěśšěśšćěŋŋőčő őšŋőÿěŋĺ£ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ, ňőďěńĺřş¿źěčő šě ŕřěőąřăğőćăŋĺ£, łőšőřżě ňőęŋő ťĺğĺůěśłĺ ŕřőďěńăšĳ ś łşśłőň ćěřěćłĺ, łőŋűż łőšőřőľ ść£ğăŋż.

Őŕřěďěńěŋĺě. Čńăďłă£ ĺğőšőŕĺ£ şğńă K, ğăďăŋŋőčő łăł őšőąřăęěŋĺě f :

S^1 → R^3 , | ¡šő čńăďłőě śěňěľśšćő şğńőć f_v šăłőě, ůšő f_0 = f.

Čńăďłőě śěňěľśšćő őšőąřăęěŋĺľ, ĺńĺ őšőąřăęěŋĺě, čńăďłő ğăćĺś£źěě őš ŕăřăňěšřă, | ¡šő, čőćőř£ ťőřňăńĳŋő, čńăďłőě őšőąřăęěŋĺě F : S^1 ×I → R^3 , čďě I | őšřěğőł ůĺśńőćőľ őśĺ. Ěśńĺ ğăťĺłśĺřőćăšĳ ćšőřőľ ăřčşňěŋš őšőąřăęěŋĺ£ F , ŕřĺďăć ěňş ğŋăůěŋĺě v, šő ňż ŕőńşůĺň őšőąřăęěŋĺě f_v : S^1 → R^3 .

Ŋăŕřĺňěř, ťőřňşńż

x = (v + cos(3u)) cos(2u), y = (v + cos(3u)) sin(2u), z = sin(3u).

ğăďă¿š, ŕřĺ v ∈ (1, +∞), čńăďłş¿ ĺğőšőŕĺ¿ řăśśňőšřěŋŋőčő ćżÿě šřĺńĺśšŋĺłă, őšćěůă¿źěčő ğŋăůěŋĺ¿ v = 2:

v = 2 v = 1, 5 v = 1, 2 v = 1

Ŕřĺ ćśěţ ğŋăůěŋĺ£ţ v > 1 ¡šő ąşďěš ŋěśăňőŕěřěśěłă¿źă£ś£ ćńőęěŋŋă£ łřĺćă£, ă ŕřĺ v = 1 ŋă ŋěľ ŕő£ćĺšś£ šřőľŋă£ šőůłă, ă ĺňěŋŋő, śőćŕăďşš ğŋăůěŋĺ£ (x, y, z) ďń£ u = π/3, u = π ĺ u = 5π/3.

Ďćă şğńă ŋăğżćă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ őš őďŋőčő ł ďřşčőňş ňőęŋő ŕěřěľšĺ čńăďłőľ ĺğőšőŕĺěľ. Ŋă řĺśşŋłě ĺğőąřăęěŋ ŕřĺňěř čńăďłőľ ĺğőšőŕĺĺ şğńă, ŋăğżćăěňőčő ćőśĳňěřłőľ:

Ďěťőřňăűĺ£ ćőśĳňěřłĺ ć ěě ğěřłăńĳŋżľ őąřăğ

Šřĺćĺăńĳŋżľ şğěń (ĺńĺ ŋěşğěń) | ¡šő şğěń, ¡łćĺćăńěŋšŋżľ ŕńőśłőľ őłřşęŋőśšĺ ĺğ ŕřĺňěřă 1.

Ĺňě£ ŕěřěď čńăğăňĺ řĺśşŋőł šřĺćĺăńĳŋőčő şğńă, ĺŋőľ řăğ ążćăěš ďőćőńĳŋő šřşďŋő ŕőŋ£šĳ, ůšő őŋ šřĺćĺăńěŋ.

Šřĺćĺăńĳŋżě şğńż

Ăńčőřĺšň řăśŕőğŋăćăŋĺ£ šřĺćĺăńĳŋőčő şğńă ćŕěřćżě řăğřăąőšăń Ć. Ţăłěŋ [4] ć 1961 čőďş. Ăńčőřĺšň Ţăłěŋă řăąőšăěš śńĺÿłőň ňěďńěŋŋő ĺ ŕő¡šőňş ŋĺłőčďă ŋě řěăńĺğőćżćăńś£ ŋă łőňŕĳ¿šěřě. Śőćśěň ŋěďăćŋő (ŕřěŕřĺŋš 1998 čőďă [5])

Ďę. Ąĺřňăŋ ĺ Ň. Ţĺřÿ ŕřĺďşňăńĺ ďřşčőľ ăńčőřĺšň, łőšőřżľ, śşď£ ŕő ćśěňş, şęě ĺňěěš śňżśń ğăŕřőčřăňňĺřőćăšĳ.

2.2. Őřĺěŋšăűĺ£ Şğěń | ¡šő őřĺěŋšĺřőćăŋŋă£ łřĺćă£ ć őřĺěŋšĺřőćăŋŋőň ŕřőśšřăŋśšćě. Őšřăęěŋĺě őšŋőśĺšěńĳŋő ŕńőśłőśšĺ ňěŋ£ěš őřĺěŋšăűĺ¿ ŕřőśšřăŋśšćă. Ĺğňěŋěŋĺě ŋăŕřăćńěŋĺ£ őąţőďă łřĺćőľ ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋőě ňěŋ£ěš őřĺěŋšăűĺ¿ łřĺćőľ.

Ěśšěśšćěŋŋő ćżďěńĺšĳ łńăśśż şğńőć, łőšőřżě őśšă¿šś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ śěąě ŕřĺ šăłĺţ ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ţ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Şğěń ŋăğżćăěšś£ ğěřłăńĳŋżň, ěśńĺ őŋ ¡łćĺćăńěŋšěŋ śćőěňş ğěřłăńĳŋőňş őšřăęěŋĺ¿.

Ŕřĺňěř 1. Şğěń ÀćőśĳňěřłăÁ ğěřłăńěŋ. İšő ďőłăğżćăěš ĺğőšőŕĺ£, ŕřĺćěďěŋŋă£ ŋă řĺśşŋłě ćżÿě.

Ŕřĺňěř 2. Šřĺńĺśšŋĺł ŋě £ćń£ěšś£ ğěřłăńĳŋżň şğńőň:

Ńěćżľ šřĺńĺśšŋĺł Ŕřăćżľ šřĺńĺśšŋĺł

İšőš ťăłš ąşďěš ďőłăğăŋ ć řăğďěńě 4.2.

Őŕřěďěńěŋĺě. Şğěń ŋăğżćăěšś£ őąřăšĺňżň, ěśńĺ őŋ ¡łćĺćăńěŋšěŋ śćőěňş őąřăšŋőňş, š. ě. šőňş ęě şğńş, ŕřőţőďĺňőňş ć őąřăšŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ.

Ŕřĺňěř. Šřĺńĺśšŋĺł őąřăšĺň, šăł łăł ŋăŕřăćńěŋĺě őąţőďă ňőęŋő ğăňěŋĺšĳ ŋă őąřăšŋőě ŕńăćŋżň ŕőćőřőšőň ŋă 180^∘ ćőłřşč őśĺ Ox (ć ŕřĺćěďěŋŋőň ćżÿě šřĺčőŋőňěšřĺůěśłőň ŕřěďśšăćńěŋĺĺ).

Şŕřăęŋěŋĺě. Ŕřőćěřĳšě, ůšő şğěń ÀćőśĳňěřłăÁ šăłęě őąřăšĺň. Śřěďĺ şğńőć, ĺňě¿źĺţ ŋě ąőńěě 8 ŕěřěśěůěŋĺľ, ěśšĳ šőńĳłő őďĺŋ ŋěőąřăšĺňżľ: ¡šő şğěń 8_{17} (śň. šăąńĺűş şğńőć ć ŕřĺńőęěŋĺĺ).

Řăśŕőğŋăšĳ, őąřăšĺň ńĺ ďăŋŋżľ şğěń, ŋěŕřőśšő. Ŕěřćőě śšřőčőě ďőłăğăšěńĳśšćő ŋěőąřăšĺňőśšĺ ążńő ŕřőćěďěŋő šőńĳłő ć 1962 čőďş (ŕřĺňěř Šřőššěřă [27]). Őąźěčő ăńčőřĺšňă ďń£ řěÿěŋĺ£ ¡šőľ ŕřőąńěňż ŋě ŋăľďěŋő ďő śĺţ ŕőř.

2.3. Łőňŕőğĺűĺ£ şğńőć Śşźěśšćşěš ěśšěśšćěŋŋżľ śŕőśőą śšřőĺšĳ ąőńěě śńőęŋżě şğńż ĺğ ďćşţ ąőńěě ŕřőśšżţ. Ďń£ ¡šőčő łăęďżľ ĺğ ďćşţ şğńőć ŋşęŋő řăğřěğăšĳ ć łăłőň-šő ňěśšě, ă ŕőšőň ŕřĺłńěĺšĳ ďćă łőŋűă őďŋőčő şğńă ł ďćşň łőŋűăň ďřşčőčő. Ćśě ¡šő ŋăďő ďěńăšĳ ďőśšăšőůŋő őśšőřőęŋő: śŋăůăńă ŋşęŋő ŕşšěň čńăďłőľ ĺğőšőŕĺĺ ŕřőďěťőřňĺřőćăšĳ őąă ďăŋŋżţ şğńă šăł, ůšőąż ďń£ łăłőľ-šő řěčşń£řŋőľ ŕřőěłűĺĺ ŋă ŕńőśłőśšĳ ŋăÿěńś£ ďĺśł, ćŋşšřĺ łőšőřőčő ŋăÿĺ şğńż ĺňěńĺ ąż ćĺď, şłăğăŋŋżľ ŋă śńěďş¿źěň řĺśşŋłě śńěćă, ă ğăšěň ĺğňěŋĺšĳ ĺţ ćŋşšřĺ ¡šőčő ďĺśłă, łăł ŕőłăğăŋő śŕřăćă. Ŕőśłőńĳłş ňż řăśśňăšřĺćăěň őřĺěŋšĺřőćăŋŋżě şğńż, śłńěľłş ňőęŋő ŕřőĺğćěśšĺ šőńĳłő őďŋĺň śŕőśőąőň.

Ść£ğŋă£ śşňňă şğńőć

Ńěčłő ŕőŋ£šĳ, ůšő śşňňă K_1#K_2 ďćşţ şğńőć K_1 ĺ K_2 ŋě ğăćĺśĺš őš šőůěł řăğřěğă (ćőőąźě, ćśě šőůłĺ şğńă řăćŋőŕřăćŋż ňěęďş śőąőľ őšŋőśĺšěńĳŋő čńăďłĺţ ĺğőšőŕĺľ).

Ěśńĺ ŕřěďśšăćń£šĳ śěąě ść£ğŋş¿ śşňňş şğńőć łăł şňŋőęěŋĺě, šő šřĺćĺăńĳŋżľ şğěń ĺčřăěš, őůěćĺďŋő, řőńĳ ěďĺŋĺűż: E#K = K ďń£ ń¿ąőčő K.

Şğěń ŋăğżćăěšś£ ŕřőśšżň, ěśńĺ ěčő ŋěńĳğ£ ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě śşňňż ďćşţ ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ şğńőć. Ŕřőśšżě şğńż ćżŕőńŋ£¿š řőńĳ ŕřőśšżţ ůĺśěń ć ăřĺťňěšĺłě: őłăğżćăěšś£, ůšő ń¿ąőľ şğěń ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ć ćĺďě ść£ğŋőľ śşňňż ŋěśłőńĳłĺţ ŕřőśšżţ, ĺ ŕřĺšőň őďŋőğŋăůŋő.

Ŕő ¡šőľ ŕřĺůĺŋě ć šăąńĺűăţ şğńőć, śőśšăćńěŋĺěň łőšőřżţ ňăšěňăšĺłĺ ğăŋĺňă¿šś£ ś 1880-ţ čőďőć, ŕřĺćőď£šś£ šőńĳłő ŕřőśšżě şğńż. Ł ŋăśšő£źěňş ćřěňěŋĺ śőśšăćńěŋż ŕőńŋżě šăąńĺűż ćśěţ ŕřőśšżţ şğńőć, łőšőřżě ďőŕşśłă¿š řěčşń£řŋş¿ ŕřőěłűĺ¿ ś ŋě ąőńěě ůěň 16 šőůłăňĺ ŕěřěśěůěŋĺ£ (Ďę. Ţőśš, Ň. Šĺśńšş¡ľš, Ďę. Şĺłś, 1997). Ć šăąńĺűăţ şğńőć ŕřĺŋ£šż őąőğŋăůěŋĺ£ ćĺďă n_m, čďě n | ůĺśńő ŕěřěśěůěŋĺľ, m | ŋőňěř ŕő ŕőř£ďłş śřěďĺ ćśěţ şğńőć ś n ŕěřěśěůěŋĺ£ňĺ. Şğńż, ŕőńşůă¿źĺěś£ ďřşč őš ďřşčă ğăňěŋőľ őřĺěŋšăűĺĺ ĺńĺ ğěřłăńĳŋżň őšřăęěŋĺěň, ć šăąńĺűăţ şğńőć ŋě řăğńĺůă¿šś£.

Ŕřĺ śőśšăćńěŋĺĺ šăąńĺű şğńőć ń¿ďĺ ůăśšő ďőŕşśłăńĺ őÿĺąłĺ (ĺ ŋěňşďřěŋő). Śăňżľ ğŋăňěŋĺšżľ śńşůăľ šăłőčő řőďă | ¡šő ŕăřă Ŕěřłő, ďćă ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ďřşč ďřşčş şğńă, łőšőřżě ć šěůěŋĺě 75 ńěš, ŋăůĺŋă£ ś 1899 čőďă, śůĺšăńĺśĳ řăğńĺůŋżňĺ. Ćőš őŋĺ:

Ŕăřă Ŕěřłő

Őąŋăřşęĺń ĺţ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ¿řĺśš ĺğ Ŋĳ¿-Ľőřłă Ł. Ă. Ŕěřłő ć 1974 čőďş. Śőůěšăŋĺě À¿řĺśš-ŕřőťěśśĺőŋăń ĺ őďŋőćřěňěŋŋő ňăšěňăšĺł-ń¿ąĺšěńĳÁ ŋě ŕěřćżľ řăğ ćśšřěůăěšś£ ć ĺśšőřĺĺ ňăšěňăšĺłĺ (ćśŕőňŋĺšě Ŕĳěřă Ťěřňă!) ĺ ćśěčďă ŕřĺćőďĺš ł ŋőćżň őšłřżšĺ£ň.

Ć Ŕřĺńőęěŋĺĺ ŕřĺćěďěŋă šăąńĺűă ŕřőśšżţ şğńőć ďő 8 śăňőŕěřěśěůěŋĺľ ćłń¿- ůĺšěńĳŋő. Ďń£ řăąőšż ś şğńăňĺ şďőąŋő ŕőńĳğőćăšĳś£ łőňŕĳ¿šěřŋżňĺ ŕřőčřăňňăňĺ ĺ šăąńĺűăňĺ, łőšőřżě ĺňě¿šś£ ŋă ŋěśłőńĳłĺţ www-śěřćěřăţ (śň., ŋăŕřĺňěř, [25]).

3. Ďĺăčřăňňż

Ć ŕřĺŋűĺŕě, ń¿ąőľ şğěń ňőęŋő ğăďăšĳ £ćŋżňĺ ťőřňşńăňĺ x(t), y(t), z(t) ć ćĺďě šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺţ ŕőńĺŋőňőć. Ŕřĺňěř ŕřěďśšăćńěŋĺ£ ć šăłőň ćĺďě őďŋőčő şğńă (šřĺńĺśšŋĺłă) ążń ŕřĺćěďěŋ ćżÿě. Šőš ťăłš, ůšő ďń£ ń¿ąőčő şğńă ŋăľďěšś£ ¡łćĺćăńěŋšŋżľ ěňş šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺľ, ćżšěłăěš ĺğ šőčő, ůšő ń¿ążě ŕěřĺőďĺůěśłĺě ťşŋłűĺĺ x(t), y(t), z(t) ňőęŋő ś ń¿ąőľ śšěŕěŋĳ¿ šőůŋőśšĺ ŕřĺąńĺğĺšĳ šřĺčőŋőňěšřĺůěśłĺňĺ ňŋőčőůńěŋăňĺ, š. ě. łőňąĺŋăűĺ£ňĺ sin kt ĺ cos kt.

Ŋăďő, őďŋăłő, ğăňěšĺšĳ, ůšő ŋě śşźěśšćşěš ŋĺłăłőčő řăğşňŋőčő śŕőśőąă řăśŕőğŋăšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ĺńĺ ďőłăğăšĳ ŋě¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ şğńőć, ğăďăŋŋżţ £ćŋżňĺ ťőřňşńăňĺ. Ćśě śŕőśőąż ğăďăŋĺ£ şğńőć, ś łőšőřżňĺ ňőęŋő řěăńĳŋő řăąőšăšĳ, ĺňě¿š łőňąĺŋăšőřŋżľ ţăřăłšěř. Ć ¡šőň řăğďěńě ňż řăśśňőšřĺň ďćă šăłĺţ śŕőśőąă: (łńăśśĺůěśłĺě) ďĺăčřăňňż şğńőć ĺ ńěęăŋďřőćő ŕřěďśšăćńěŋĺě.

3.1. Ďĺăčřăňňă şğńă Ďĺăčřăňňă şğńă | ¡šőš šőš ěśšěśšćěŋŋżľ śŕőśőą ĺğőąřăęěŋĺ£ şğńă ŋă ŕńőśłőśšĺ, łőšőřżň ňż şęě ŕőńĳğőćăńĺśĳ ŋă ŕřěďżďşźĺţ řĺśşŋłăţ. Čőćőř£ ąőńěě ťőřňăńĳŋő, ďĺăčřăňňă şğńă ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ čńăďłş¿ łřĺćş¿ ŋă ŕńőśłőśšĺ, ŋě ĺňě¿źş¿ ďřşčĺţ őśőążţ šőůěł, łřőňě łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŕřőśšżţ ďćőľŋżţ šőůěł (šăň, čďě ŕřőĺśţőďĺš šřăŋśćěřśăńĳŋőě śăňőŕěřěśěůěŋĺě), ĺ śŋăąęěŋŋş¿ ć łăęďőľ ďćőľŋőľ šőůłě őďŋĺň ąĺšőň ďőŕőńŋĺšěńĳŋőľ ĺŋťőřňăűĺĺ, şłăğżćă¿- źĺň, łăłă£ ĺğ ďćşţ ćěšćěľ ć ¡šőľ šőůłě £ćń£ěšś£ ŕřőţőďőň (š. ě. ńěęĺš śŋĺğş), ă łăłă£ ŕěřěţőďőň (š. ě. ńěęĺš śćěřţş).

Ůšőąż ŋăřĺśőćăšĳ ďĺăčřăňňş ďăŋŋőčő şğńă f : S^1 → R^3 , ŋşęŋő ěčő ŋěňŋőčő ŕőÿěćěńĺšĳ, š. ě. ŕőďćěřčŋşšĳ ĺğőšőŕĺĺ, ąńĺğłőľ ł šőęďěśšćěŋŋőľ, ś šěň, ůšőąż ěčő ŕřőěłűĺ£ π ∘ f : S^1 → R^3 → R^2 ŋă ćżąřăŋŋş¿ ŕńőśłőśšĳ śšăńă řěčşń£řŋőľ, š. ě. (1) ćěłšőř ŕřőĺğćőďŋőľ (π ∘ f)^′ ŋĺčďě ŋě őąřăźăńś£ ąż ć 0 ĺ (2) ŋĺłăłă£ šőůłă ŋě ĺňěńă ąż ąőńěě ďćşţ ŕřőőąřăğőć. Őůěćĺďŋő, ůšő ¡šőčő ćśěčďă ňőęŋő ďőąĺšĳś£ ňăńőľ ĺğőšőŕĺěľ, ŋě ćżćőď£źěľ ğă ŕřěďěńż łńăśśă ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ şğńă.

Ŋěřěčşń£řŋżě ŕřőěłűĺĺ Řěčşń£řŋżě ŕřőěłűĺĺ

Ŕřĺ ĺğőšőŕĺĺ şğńă ć ŕřőśšřăŋśšćě ěčő ďĺăčřăňňă ňőęěš ňěŋ£šĳś£. İšĺ ĺğňěŋěŋĺ£ ňőčşš ążšĳ ďćşţ ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋő řăğńĺůŋżţ ćĺďőć. Ćő-ŕěřćżţ, ďĺăčřăňňă şğńă, łăł čńăďłă£ ğăňłŋşšă£ ŕńőśłă£ łřĺćă£, ňőęěš ŕřěšěřŕěćăšĳ ŕńőśłş¿ ĺğőšőŕĺ¿, š. ě. ŕőďćěřčăšĳś£ ćőğďěľśšćĺ¿ śěňěľśšćă ćğăĺňŋő-őďŋőğŋăůŋżţ ŕřěőąřăğőćăŋĺľ ŕńőśłőśšĺ, čńăďłő ğăćĺś£źěčő őš ŕăřăňěšřă

Ćő-ćšőřżţ, ćőğňőęŋż ŕěřěśšřőľłĺ ďĺăčřăňňż, łőčďă őŋă ňěŋ£ěš śćőľ šĺŕ, ŋăŕřĺňěř ŕőłăğăŋŋżě ŋă śńěďş¿źěľ śšřăŋĺűě ŕěřěśšřőľłĺ Řěľďěňěľśšěřă.

Ł. Řěľďěňěľśšěř | ăćšőř ŕěřćőľ łŋĺčĺ, ŕőść£źěŋŋőľ űěńĺłőň šěőřĺĺ şğńőć (1932). Ć ŋěľ ďőłăğăŋă śńěďş¿źă£ šěőřěňă: ďćě ďĺăčřăňňż ğăďă¿š őďĺŋ ĺ šőš

Ŕńőśłă£ ĺğőšőŕĺ£ ďĺăčřăňňż

I) II) III)

Ŕěřěśšřőľłĺ Řěľďěňěľśšěřă

ęě şğěń šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őš őďŋőľ ĺğ ŋĺţ ňőęŋő ŕěřěľšĺ ł ďřşčőľ ŕőśřěďśšćőň ŕńőśłĺţ ĺğőšőŕĺľ ďĺăčřăňňż ĺ ŕěřěśšřőěł Řěľďěňěľśšěřă.

Ś šőůłĺ ğřěŋĺ£ śőćřěňěŋŋőľ šěőřĺĺ őśőąěŋŋőśšěľ šěőřěňă Řěľďěňěľśšěřă ďőćőńĳŋő őůěćĺďŋă: £śŋő, ůšő ń¿ąş¿ čńăďłş¿ ĺğőšőŕĺ¿ şğńă ć ŕřőśšřăŋśšćě ňőęŋő ŋěňŋőčő ŕőÿěćěńĺšĳ šăł, ůšő őŋă śćěďěšś£ ł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ¡ńěňěŋšăřŋżţ ŕěřěśšřőěł şłăğăŋŋżţ šřěţ šĺŕőć. Ŕőďřőąŋőčő ďőłăğăšěńĳśšćă ¡šőčő şšćěřęďěŋĺ£ ňż ŕřĺćőďĺšĳ ŋě ąşďěň, őšśżńă£ ğăĺŋšěřěśőćăŋŋőčő ůĺšăšěń£, ŋăŕřĺňěř, ł łŋĺčě [23].

Ŕřĺňěř. Ŕřěćřăźěŋĺě ćőśĳňěřłĺ ć ěě ğěřłăńĳŋżľ őąřăğ, ŕőłăğăŋŋőě ŋă řĺśşŋłě ćżÿě (ś. 61), ŕőňĺňő ŕńőśłĺţ ĺğőšőŕĺľ, śőďěřęĺš śńěďş¿źş¿ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕěřěśšřőěł Řěľďěňěľśšěřă: II, III, III, I, I, III, II,

Őąž£śŋĺň, ć łăłőň śňżśńě ďĺăčřăňňă ňőęěš řăśśňăšřĺćăšĳś£ łăł ůĺśšő łőňąĺŋăšőřŋżľ śŕőśőą ğăďăŋĺ£ łńăśśă ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ şğńă.

Ďĺăčřăňňă şğńă, řăśśňăšřĺćăěňă£ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕńőśłĺţ ĺğőšőŕĺľ (čńăďłĺţ ďěťőřňăűĺľ ć ŕńőśłőśšĺ), śőďěřęĺš śńěďş¿źş¿ ĺŋťőřňăűĺ¿: (1) ć łăłőň ŕőř£ďłě ćďőńĳ łřĺćőľ śńěďş¿š šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£, (2) łăłă£ ćěšćĳ łřĺćőľ ć šőůłě śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ £ćń£ěšś£ ŕřőţőďőň, ă łăłă£ ŕěřěţőďőň.

Ďń£ łőďĺřőćăŋĺ£ ŕńőśłĺţ ğăňłŋşšżţ łřĺćżţ şďőąŋżň ĺŋśšřşňěŋšőň £ćń£- ¿šś£ čăşśśőćż ďĺăčřăňňż. Ŋă śăňőň ďěńě, čăşśśőćż ďĺăčřăňňż ąőńĳÿě ŕřĺśŕőśőąńěŋż ďń£ őŕĺśăŋĺ£ ğăňłŋşšżţ łřĺćżţ ŋă śťěřě, ŋěęěńĺ ğăňłŋşšżţ łřĺćżţ ŋă ŕńőśłőśšĺ. Ůšőąż ł ŋĺň ŕěřěľšĺ, ňż śďěńăěň śńěďş¿źěě ŕřőśšőě ŋăąń¿ďěŋĺě.

Ćňěśšő ŕńőśłĺţ ďĺăčřăňň şğńă ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ śťěřĺůěśłĺě, ĺ ¡šĺ ďćă ŕőďţőďă ăąśőń¿šŋő ¡łćĺćăńěŋšŋż. Śťěřĺůěśłă£ ďĺăčřăňňă ŕőńşůăěšś£ łăł ŕřőěłűĺ£ şğńă ŋă śťěřş S^2 ⊂ R^3 , śőďěřęăźş¿ ŋăÿ şğěń ćŋşšřĺ, ĺğ űěŋšřă śťěřż, ěśńĺ ¡šă ŕřőěłűĺ£ řěčşń£řŋă. Ŕřőłăńżćă£ śťěřş ć łăłőľ-šő šőůłě, ňż ŕőńşůăěň ĺğ śťěřĺůěśłőľ ďĺăčřăňňż ŕńőśłş¿.

Śťěřĺůěśłă£ ďĺăčřăňňă ćőśĳňěřłĺ

Łăł ćŕěřćżě ğăňěšĺń ěźě Ł. Ť. Čăşśś, ă ćŕőśńěďśšćĺĺ (ćŕńőšĳ ďő łőŋűă XX ćěłă) ğăŋőćő őšłřżćăńĺ ňŋőčĺě ďřşčĺě ňăšěňăšĺłĺ, ğăňłŋşšżě śăňőŕěřěśěłă¿- źĺěś£ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżě śťěřĺůěśłĺě łřĺćżě ś šőůŋőśšĳ¿ ďő čńăďłőľ ĺğőšőŕĺĺ ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ śťěřż őďŋőğŋăůŋő łőďĺřş¿šś£ ŕőśřěďśšćőň ďĺăčřăňň śńěďş¿- źěčő ćĺďă.

Őŕřěďěńěŋĺě. Čăşśśőćă ďĺăčřăňňă ŕőř£ďłă n | ¡šő őřĺěŋšĺřőćăŋŋă£ őłřşęŋőśšĳ, ŋă łőšőřőľ őšňěůěŋż 2n řăğńĺůŋżţ šőůěł, řăğąĺšżţ ŋă ŕăřż, ĺ ŋă łăęďőľ ĺğ n ţőřď, śőěďĺŋ£¿źĺţ ŕăřŋżě šőůłĺ, şłăğăŋő ŋăŕřăćńěŋĺě.

Őŕĺÿěň ŕőśšřőěŋĺě čăşśśőćőľ ďĺăčřăňňż łřĺćőľ. Ŋă őłřşęŋőśšĺ, łőšőřă£ ŕăřăňěšřĺğşěš ďăŋŋş¿ łřĺćş¿, ŋşęŋő őšňěšĺšĳ ŕřőőąřăğż ćśěţ ďćőľŋżţ šőůěł ĺ śőěďĺŋĺšĳ łăęďş¿ ŕăřş ŕřőőąřăğőć őďŋőľ šőůłĺ ţőřďőľ. Ŋăŕřăćńěŋĺě ŋă ţőřďăţ ćżąĺřăěšś£ šăł. Ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ śťěřż ěśšĳ ćŕőńŋě őŕřěďěńěŋŋőě ŕőńőęĺšěńĳŋőě ŋăŕřăćńěŋĺě ćřăźěŋĺ£ (ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ, ěśńĺ ŋă śťěřş śňőšřěšĳ śŋăřşęĺ). Ďćă łőŋűă ţőřďż śőőšćěšśšćş¿š ďćşň ćěšć£ň łřĺćőľ ć őłřěśšŋőśšĺ ďćőľŋőľ šőůłĺ. Ŕőńőęĺšěńĳŋżě ŋăŕřăćńěŋĺ£ ¡šĺţ ćěšćěľ őąřăğş¿š şčőń. Šăł ćőš, ŋăŕřăćńěŋĺě ŋă ţőřďě śőőšćěšśšćşěš ŕěřěţőďş őš őďŋőľ śšőřőŋż şčńă ł ďřşčőľ ć ŕőńőęĺšěńĳŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ.

a c d a d b c b

Ćżąőř ŋăŕřăćńěŋĺ£ ţőřďż Ĺŋťőřňăűĺ£ ő ŕřőţőďăţ ĺ ŕěřěţőďăţ śőďěřęĺšś£ ć őśŋăźěŋŋőľ čăşśśőćőľ ďĺăčřăňňě: ¡šő ğŋăůĺš, ůšő ďőŕőńŋĺšěńĳŋő ŋă łăęďőľ ţőřďě śšăćĺšś£ ğŋăł +, ěśńĺ őŋă ŋăŕřăćńěŋă őš ŕěřěţőďă ł ŕřőţőďş, ĺ ğŋăł − ć őąřăšŋőň śńşůăě. Ńěčłő ćĺďěšĳ, ůšő ¡šőš ğŋăł śőćŕăďăěš śőćŕăďăěš śő ğŋăłőň ńőłăńĳŋőľ ğăłřşůěŋŋőśšĺ ďćőľŋőľ šőůłĺ, łőšőřă£ őŕřěďěń£ěšś£ śńěďş¿źĺň řĺśşŋłőň.

�

  �`
  @@

@@I

+1

  @@

@I
�

  �`

−1 Ńőłăńĳŋă£ ğăłřşůěŋŋőśšĳ Ćőš ŕřĺňěř ďĺăčřăňňż şğńă ĺ śőőšćěšśšćş¿źěľ őśŋăźěŋŋőľ čăşśśőćőľ ďĺăčřăňňż:

1 2

3

4 5

1

1

5

5

4

4 3

3 2

2

+

+

+ +

+

Ďĺăčřăňňă şğńă ĺ čăşśśőćă ďĺăčřăňňă

Ŋěłőšőřżě ňăšěňăšĺłĺ, ŋăŕřĺňěř, Ň. Ŕőń£ł ĺ Ő. Ćĺřő, ŕřĺňěŋ£¿š ďřşčőě ŕřăćĺńő řăśśšăŋőćłĺ śšřěńőł ŋă ţőřďăţ (śň. śšăšĳ¿ đ. Ąşřňăŋă ć ďăŋŋőň ćżŕşśłě). Őąă ŕřăćĺńă řăćŋőśĺńĳŋż, ŋő ŋăÿě ĺňěěš šő ŕřěĺňşźěśšćő, ůšő, ğăążćă£ ő ğŋăłăţ ŋă ţőřďăţ, ŋő śőţřăŋ££ ŋăřĺśőćăŋŋżě ŋă ŋĺţ śšřěńłĺ, ňż ŕőńşůăěň łńăśśĺůěśłş¿ čăşśśőćş ďĺăčřăňňş, £ćń£¿źş¿ś£ ŕőńŋżň ĺŋćăřĺăŋšőň őřĺěŋšĺřőćăŋŋőľ śťěřĺůěśłőľ łřĺćőľ.

3.2. Ńěęăŋďřőćż şğńż Ŕřěďśšăćńěŋĺě şğńőć ŕńőśłĺňĺ ďĺăčřăňňăňĺ | śăňżľ ěśšěśšćěŋŋżľ ĺ ĺśšőřĺůěśłĺ ŕěřćżľ śŕőśőą ŋăčń£ďŋőčő ğăďăŋĺ£ şğńőć. Ć ¡šőň řăğďěńě ňż ŕřĺćěďěň ďřşčőě ŕřěďśšăćńěŋĺě, łőšőřőě ć ŕőśńěďŋĺě čőďż ćśě ąőńĳÿě ŕřĺćńěłăěš ćŋĺňăŋĺě śŕěűĺăńĺśšőć.

Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ŋă ŕńőśłőśšĺ ćżďěńěŋő ŋěłőšőřőě ŋăŕřăćńěŋĺě, łőšőřőě ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ćěřšĺłăńĳŋżň (ŋăŕřĺňěř, ŋăŕřăćńěŋĺě őśĺ őřďĺŋăš ć ďěłăřšőćőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš).

Őŕřěďěńěŋĺě. Ťřőŋšőň ŋăğżćăěšś£ ğăňłŋşšă£ łřĺćă£ ŋă ŕńőśłőśšĺ ąěğ ćěřšĺłăńĳŋżţ łăśăšěńĳŋżţ, ćśě őśőąěŋŋőśšĺ łőšőřőľ ĺśůěřŕżćă¿šś£ ŕőńşłşąĺůěśłĺňĺ šőůłăňĺ ćőğćřăšă (łń¿ćăňĺ) ĺ ŕřőśšżňĺ ďćőľŋżňĺ šőůłăňĺ.

Ŕőńşłşąĺůěśłă£ šőůłă ćőğćřăšă | ¡šő šőůłă, ćąńĺğĺ łőšőřőľ ŋăÿă łřĺćă£ ńőłăńĳŋő ćżčń£ďĺš łăł ŕőńşłşąĺůěśłă£ ŕăřăąőńă y^2 = x^3 ć őłřěśšŋőśšĺ ŋăůăńă łőőřďĺŋăš. İšő śăňżľ őąźĺľ ćĺď šőůłĺ ŋă ŕăřăňěšřĺğőćăŋŋőľ łřĺćőľ r(t), ć łőšőřőľ ćěłšőř r^′ őąřăźăěšś£ ć ŋőńĳ, ă ćěłšőřż r^{′′} ĺ r^{′′′} ŋěłőńńĺŋěăřŋż.

Ğăňěůăŋĺě. Ŋăğćăŋĺě ÀťřőŋšÁ ĺśŕőńĳğşěšś£ ŕő šőľ ŕřĺůĺŋě, ůšő ¡łćĺďĺśšăŋšż ďń£ łřĺćőľ őąźěčő ŕőńőęěŋĺ£ ŋă ŕńőśłőśšĺ (ŋăŕřĺňěř, ¡ńńĺŕśă) ĺňě¿š šőńĳłő őśőąěŋŋőśšĺ şłăğăŋŋżţ šĺŕőć. Ă ¡łćĺďĺśšăŋšă | ¡šő łăł ąż ťřőŋš śćěšőćőľ ćőńŋż, ĺśţőď£źěľ ĺğ ďăŋŋőľ łřĺćőľ.

Őąž£śŋĺň, ć ůěň śőśšőĺš ść£ğĳ ňěęďş ťřőŋšăňĺ ĺ şğńăňĺ. Ğăőďŋő ňż řăśśłăęěň, őšłşďă ąěřěšś£ šřěąőćăŋĺě őšśşšśšćĺ£ ćěřšĺłăńĳŋżţ łăśăšěńĳŋżţ.

Ťřőŋš | ¡šő łřĺćă£ ŋă ŕńőśłőśšĺ, śłăęěň, ś łőőřďĺŋăšăňĺ (x, y). Ďőąăćń££ ł ŋĺň ěźě šřěšĳ¿ łőőřďĺŋăšş z, řăćŋş¿ šăŋčěŋśş şčńă ŋăłńőŋă łřĺćőľ ć ďăŋŋőľ šőůłě, ňż ŕőńşůĺň łřĺćş¿ ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě R^3 . Ěśńĺ ŋă ĺśţőďŋőľ łřĺćőľ ěśšĳ šőńĳłő ŕřőśšżě ďćőľŋżě šőůłĺ ĺ łń¿ćż, šő ŕőńşůěŋŋă£ łřĺćă£ ć ŕřőśšřăŋśšćě ąşďěš čńăďłĺň şğńőň. Šăŋčěŋś şčńă ŋăłńőŋă őŕřěďěńěŋ ćś¿ďş, ŕőśłőńĳłş ŋěš ćěřšĺłăńĳŋżţ łăśăšěńĳŋżţ.

Ěśńĺ őšłăğăšĳś£ őš šřěąőćăŋĺ£ őšśşšśšćĺ£ ćěřšĺłăńĳŋżţ łăśăšěńĳŋżţ, šő şčőń ŋăłńőŋă łřĺćőľ ąşďěš ŕřĺŋĺňăšĳ ğŋăůěŋĺ£ ŋě ć šőůłăţ ŕř£ňőľ, ă ć šőůłăţ őłřşęŋőśšĺ. Šăłĺň őąřăğőň, ć ¡šőň śńşůăě ňż ŕőńşůĺň şğěń ŋě ć R^3 , ă ć šřěţňěřŋőň ňŋőčőőąřăğĺĺ R^2 × S^1, ŕřěďśšăćń£¿źěň śőąőľ ŕőńŋőšőřĺě.

Őŕĺÿěň šěŕěřĳ śőőšćěšśšćĺě ňěęďş ťřőŋšăňĺ ĺ şğńăňĺ ć šěřňĺŋăţ ďĺăčřăňň.

Ŕő ťřőŋšş ďĺăčřăňňă ŕřěďśšăćń£ěňőčő ĺň şğńă śšřőĺšś£ šăł. Ćśě šőůłĺ ćőğćřăšă ŋşęŋő ŕřőśšő śčńăďĺšĳ, ă ŕřőţőďż ĺ ŕěřěţőďż ć ďćőľŋżţ šőůłăţ őŕřěďěńĺšĳ šăł: ćěšćĳ łřĺćőľ, ĺďşźă£ ĺğ ńěćőčő ŋĺęŋěčő şčńă ć ŕřăćżľ ćěřţŋĺľ, ćśěčďă £ćń£ěšś£ ŕěřěţőďőň, ă ďřşčă£ ćěšćĳ | ŕřőţőďőň. Šăł łăł ťřőŋš ŋě ĺňěěš ćěřšĺłăńĳŋżţ łăśăšěńĳŋżţ, šăłőě řăğďěńěŋĺě ćěšćěľ łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋő.

Ŕőśšřőěŋĺě ďĺăčřăňňż ŕő ťřőŋšş

Őąřăšŋő, ŕő ďĺăčřăňňě ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ ťřőŋš ŕřěďśšăćń£ěňőčő ě¿ şğńă. Ŕřĺćěďěň ďĺăčřăňňş ć őąźěě ŕőńőęěŋĺě šăł, ůšő ć ďćőľŋżţ šőůłăţ ŋĺ őďŋă ĺğ łăśăšěńĳŋżţ ŋě ąşďěš ćěřšĺłăńĳŋőľ. Ŕőśńě ¡šőčő ğăňěŋĺň ćśě šőůłĺ ś ćěřšĺłăńĳŋżňĺ łăśăšěńĳŋżňĺ ŋă šőůłĺ ćőğćřăšă, ă ďćőľŋżě šőůłĺ, ć łőšőřżţ ŕěřěţőď ĺďěš ĺňěěš ŋăŕřăćńěŋĺě Àśěćěřő-ğăŕăď { ¿čő-ćőśšőłÁ, ŕřěőąřăğşěň šăł, łăł ŕőłăğăŋő ŋă řĺśşŋłě.

Ŕőśšřőěŋĺě ťřőŋšă ŕő ďĺăčřăňňě

Šěň śăňżň ňż ŕőłăğăńĺ, ůšő ćś£łĺľ şğěń ňőęŋő ŕřěďśšăćĺšĳ ťřőŋšőň. Ŋăŕřĺňěř, ŋă śńěďş¿źěň řĺśşŋłě ĺğőąřăęěŋż ťřőŋšż ĺ śőőšćěšśšćş¿źĺě ďĺăčřăňňż ńěćőčő ĺ ŕřăćőčő šřĺńĺśšŋĺłă:

Ńěćżľ šřĺńĺśšŋĺł Ŕřăćżľ šřĺńĺśšŋĺł

Şğěń, ŕřěďśšăćńěŋżľ ťřőŋšőň, ŋăğżćăěšś£ ńěęăŋďřőćżň şğńőň. Ăŋăńőč ŕěřěśšřőěł Řěľďěňěľśšěřă ďń£ ńěęăŋďřőćżţ şğńőć, őŕĺśżćă¿źĺţ šőŕőńőčĺůěśłş¿ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ďćşţ şğńőć, ć £ćŋőň ćĺďě ążń ćżŕĺśăŋ śőćśěň ŋěďăćŋő Ď. Ą. Ťşłśőň ĺ Ś. Ń. Šăąăůŋĺłőćżň. Ŕő¡šőňş ŕěřěůĺśńěŋŋżě ć śńěďş¿źěľ šěőřěňě ŕěřěśšřőľłĺ ňż ąşďěň ŋăğżćăšĳ ŕěřěśšřőľłăňĺ Ťşłśă{Šăąăůŋĺłőćă.

Šěőřěňă (Ď. Ą. Ťşłś, Ś. Ń. Šăąăůŋĺłőć [13]). Ďćă ťřőŋšă ŕřěďśšăćń£- ¿š ¡łćĺćăńěŋšŋżě şğńż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őš őďŋőčő ťřőŋšă ł ďřşčőňş ňőęŋő ŕěřěľšĺ łőŋěůŋőľ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ śńěďş¿źĺţ ŕěřěśšřőěł:

1) ĺńĺ

2) ĺńĺ

3) 4) ĺńĺ

Őŕřěďěńěŋĺě. Ć őšńĺůĺě őš ŕřĺćěďěŋŋőľ ćżÿě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ (šőŕőńőčĺůěśłőľ) śłăęěň, ůšő ďćă ńěęăŋďřőćżţ şğńă ńěęăŋďřőćő ¡łćĺćăńěŋšŋż, ěśńĺ őš ťřőŋšă őďŋőčő ĺğ ŋĺţ ňőęŋő ŕěřěľšĺ ł ťřőŋšş ďřşčőčő ŕřĺ ŕőňőźĺ šőńĳłő ŕěřćżţ šřěţ ŕěřěśšřőěł Ťşłśă{Šăąăůŋĺłőćă.

Ć łăęďőň łńăśśě šőŕőńőčĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ şğńőć śşźěśšćşěš ąěśłőŋěůŋő ňŋőčő ńěęăŋďřőćő ŋě ¡łćĺćăńěŋšŋżţ şğńőć. Ŋăŕřĺňěř, śńěďş¿źĺě ďćă ťřőŋšă ŕřěďśšăćń£¿š ďćă ŋěşğńă (šřĺćĺăńĳŋżţ şğńă) ĺ ŕőšőňş šőŕőńőčĺůěśłĺ őŋĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż. Ŋă řĺśşŋłě ŕőłăğăŋă šăłęě ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕěřěśšřőěł Ťşłśă{ Šăąăůŋĺłőćă, ŕěřěćőď£źă£ őďĺŋ ťřőŋš ć ďřşčőľ.

1) 2) 4)

Šőŕőńőčĺůěśłă£ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ ďćşţ ŋěşğńőć

Ć řăğďěńě 4.4 ňż ďőłăęěň, ůšő ¡šĺ ďćă ŋěşğńă ńěęăŋďřőćő ŋě ¡łćĺćăńěŋšŋż. İšő őğŋăůăěš, ůšő ń¿ąă£ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ ŕěřěśšřőěł Ťşłśă{Šăąăůŋĺłőćă, ŕěřěćőď£źă£ őďĺŋ ťřőŋš ć ďřşčőľ, őą£ğăšěńĳŋő śőďěřęĺš ţőš£ ąż őďŋş ŕěřěśšřőľłş šĺŕă 4). Ňż ŕřĺćěďěň šăłęě šěőřěňş §. İńĺăÿąěřčă ĺ Ň. Ťř¡ğěř, őŕĺśżćă¿źş¿ ńěęăŋďřőćş ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ śřěďĺ šőŕőńőčĺůěśłĺ šřĺćĺăńĳŋżţ şğńőć.

4. Ĺŋćăřĺăŋšż

Ďń£ šőčő, ůšőąż ďőłăğăšĳ, ůšő ďćă şğńă ¡łćĺćăńěŋšŋż, ďőśšăšőůŋő ŕřěďž- £ćĺšĳ ĺğőšőŕĺ¿ ňěęďş ŋĺňĺ, ğăďăŋŋş¿, ŋăŕřĺňěř, ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ďćĺęěŋĺľ Řěľďěňěľśšěřă ďń£ śőőšćěšśšćş¿źĺţ ďĺăčřăňň.

Śšăŋďăřšŋżň ŕřĺěňőň ďőłăğăšěńĳśšćă ŋě¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ, łăł ć šěőřĺĺ şğńőć, šăł ĺ ćőőąźě ć ňăšěňăšĺłě, £ćń£ěšś£ ĺśŕőńĳğőćăŋĺě ĺŋćăřĺăŋšőć.

4.1. Őąźěě ŕőŋ£šĺě ĺŋćăřĺăŋšă Ďőŕşśšĺň, ć łăłőň-šő ňŋőęěśšćě X ğăďăŋő őšŋőÿěŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ. Őšőąřăęěŋĺě X → A ŋăğżćăěšś£ ĺŋćăřĺăŋšőň, ěśńĺ őŋő ŕřĺŋĺňăěš řăćŋżě ğŋăůěŋĺ£ ŋă ¡ńěňěŋšăţ X, ¡łćĺćăńěŋšŋżţ ňěęďş śőąőľ. Ć łăůěśšćě A ňőęŋő ĺśŕőńĳğőćăšĳ ňŋőęěśšćő ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕřĺřőďż. Ěśńĺ A śőśšőĺš ĺğ ůĺśěń, čőćőř£š ő ůĺśńőćżţ ĺŋćăřĺăŋšăţ; ěśńĺ ĺğ ňŋőčőůńěŋőć | ő ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ ĺŋćăřĺăŋšăţ, ĺ š. ď.

Ŕőŋ£šĺě ĺŋćăřĺăŋšă řěăńĳŋő řăąőšăěš ć šěţ śńşůă£ţ, łőčďă ć ňŋőęěśšćě X őšŋőÿěŋĺě ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ şśšřőěŋő ďőśšăšőůŋő śńőęŋő, ă ć ňŋőęěśšćě A ŕřőąńěňă řăćěŋśšćă řěÿăěšś£ ďőśšăšőůŋő ŕřőśšő.

Ŕřĺňěř 1. Ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě łăł ĺŋćăřĺăŋš ůěšćěřłĺ šőůěł ŋă ŕř£ňőľ őšŋőśĺšěńĳŋő őšőąřăęěŋĺľ űěŋšřăńĳŋőčő ŕřőěłšĺřőćăŋĺ£.

Řăśśňőšřĺň ňŋőęěśšćő X, ¡ńěňěŋšăňĺ łőšőřőčő £ćń£¿šś£ şŕőř£ďőůěŋŋżě ůěšćěřłĺ šőůěł ŋă ŕř£ňőľ. Ďćě ůěšćěřłĺ, A_1, A_2, A_3, A_4 ĺ B_1, B_2, B_3, B_4, ąşďěň śůĺšăšĳ ¡łćĺćăńěŋšŋżňĺ, ěśńĺ ŕř£ňżě, ĺţ śőďěřęăźĺě, ňőęŋő řăśŕőńőęĺšĳ ŋă ŕńőśłőśšĺ šăłĺň őąřăğőň, ůšőąż űěŋšřăńĳŋă£ ŕřőěłűĺ£ ĺğ ŋěłőšőřőľ šőůłĺ ŕńőśłőśšĺ ŕěřěćőďĺńă A_i ć B_i ďń£ ćśěţ i = 1, . . . , 4.

� � � � BB BB BB BB B

““ ““ ““ ““ “

QQ QQ QQ QQ QQ QQ QQ r r r r r r r r r_O

A_1

A_2

A_3

A_4

B_1 B_2 B_3 B_4

İćĺćăńěŋšŋőśšĳ ďćşţ ůěšćěřőł őšŋőśĺšěńĳŋő űěŋšřăńĳŋőľ ŕřőěłűĺĺ

Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě, ůšő őďŋş ůěšćěřłş ňőęŋő ŕěřěćěśšĺ ć ďřşčş¿ šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă ćżŕőńŋ£ěšś£ ŕřőŕőřűĺ£

A1 � A3 A2 � A3^{: A1}

� A4 A2 � A4^{= B1}

� B3 B2 � B3^{: B1}

� B4 B2 � B4^.

Ňż ćĺďĺň, ůšő ćěńĺůĺŋă A^1 � A^3A_2 � A_3 : A^1 � A^4A_2 � A_4 (ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě ůěšżřěţ šő-

ůěł) £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšőň şŕőř£ďőůěŋŋőľ ůěšćěřłĺ šőůěł ŋă ŕř£ňőľ. Řěğşńĳšăš ŕřěďżďşźěľ ğăďăůĺ ŕőłăğżćăěš, ůšő ¡šőš ĺŋćăřĺăŋš őůěŋĳ śĺńĳŋżľ: ěśńĺ ěčő ğŋăůěŋĺ£ ŋă ďćşţ ¡ńěňěŋšăţ śőćŕăďă¿š, šő śăňĺ ¡ńěňěŋšż ¡łćĺćăńěŋšŋż ňěęďş śőąőľ. Ĺŋćăřĺăŋš, őąńăďă¿źĺľ šăłĺň śćőľśšćőň, ŋăğżćăěšś£ ŕőńŋżň.

Šăłĺň őąřăğőň, ďćőľŋőě őšŋőÿěŋĺě ůěšżřěţ šőůěł £ćń£ěšś£ ŕőńŋżň ĺŋćăřĺăŋšőň őšŋőÿěŋĺ£ ŕřőěłšĺćŋőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ.

Ŕřĺňěř 2. İľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă ďćşňěřŋőľ ŕőćěřţŋőśšĺ, ŕřěďśšăćńěŋŋőľ ć ćĺďě šřĺăŋčşń£űĺĺ.

Ćś£łş¿ łőňŕăłšŋş¿ ďćşňěřŋş¿ ŕőćěřţŋőśšĳ (śťěřş, šőř, ďĺśł, ńěŋšş Ň-ěąĺ-şśă ĺ š. ŕ.) ňőęŋő řăğřěğăšĳ ŋă šřěşčőńĳŋĺłĺ šăł, ůšő ń¿ążě ďćă šřěşčőńĳŋĺłă ńĺąő ćőőąźě ŋě ŕěřěśěłă¿šś£, ńĺąő ĺňě¿š őďŋş őąźş¿ ćěřÿĺŋş, ńĺąő őďŋş őąźş¿ śšőřőŋş. Šăłőě řăğřěğăŋĺě ŋăğżćěšś£ šřĺăŋčşń£űĺěľ ŕőćěřţŋőśšĺ.

Łőňąĺŋăšőřŋőě ğăďăŋĺě šřĺăŋčşń£űĺĺ śőśšőĺš ć šőň, ůšő ćśě ćěřÿĺŋż ŋşňěřş¿š, ă ğăšěň şłăğżćă¿š, łăłĺě šřőľłĺ ŋőňěřőć őšćěůă¿š čřăŋ£ň šřĺăŋčşń£űĺĺ.

Ŕřĺňěř. Šřĺăŋčşń£űĺ£ (1, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 4, 2), (2, 4, 3) ğăďăěš śťěřş:

1 2 3

4

Šřĺăŋčşń£űĺ£ śťěřż İľńěřőćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ šřĺăŋčşń£űĺĺ ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő f − e + v, čďě f | ůĺśńő čřăŋěľ (šřěşčőńĳŋĺłőć), e | ůĺśńő řěąěř (śšőřőŋ šřěşčőńĳŋĺłőć), v | ůĺśńő ćěřÿĺŋ.

Ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ šěőřěňă łőňąĺŋăšőřŋőľ šőŕőńőčĺĺ čńăśĺš, ůšő ¡ľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă ŋě ğăćĺśĺš őš ćżąőřă łőŋłřěšŋőľ šřĺăŋčşń£űĺĺ, ă őŕřěďěń£ěšś£ šőŕőńőčĺůěśłĺň šĺŕőň śăňőľ ŕőćěřţŋőśšĺ. Śńěďőćăšěńĳŋő, ¡ľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă £ćń£ěšś£ ĺŋćăřĺăŋšőň ŕőćěřţŋőśšĺ, řăśśňăšřĺćăěňőľ łăł šőŕőńőčĺůěśłőě ŕřőśšřăŋśšćő.

Ĺğćěśšŋő, ůšő ń¿ąă£ łőňŕăłšŋă£ őřĺěŋšĺřşěňă£ ŕőćěřţŋőśšĳ ąěğ łřă£ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ śťěřş ś řşůłăňĺ, ŕřĺůěň ěśńĺ g | ¡šő ůĺśńő řşůěł, šő ¡ľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă řăćŋă 2−2g. Šăłĺň őąřăğőň, ¡ľńěřőćă ţăřăłšěřĺśšĺłă £ćń£ěšś£ ŕőńŋżň šőŕőńőčĺůěśłĺň ĺŋćăřĺăŋšőň łőňŕăłšŋőľ őřĺěŋšĺřşěňőľ ŕőćěřţŋőśšĺ ąěğ łřă£. Ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ łőňŕăłšŋżţ ďćşňěřŋżţ ŕőćěřţŋőśšěľ ňż ŕőńşůĺň ŕőńŋżľ ĺŋćăřĺăŋš, ěśńĺ ł ¡ľńěřőćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłě ďőąăćĺň ěźě ďćě ćěńĺůĺŋż: ůĺśńő łőňŕőŋěŋš łřă£ (ŕřĺŋĺňă¿źĺľ ŋăšşřăńĳŋżě ğŋăůěŋĺ£) ĺ őřĺěŋšĺřşěňőśšĳ (ŕřĺŋĺňă¿źĺľ ğŋăůěŋĺ£ ć ňŋőęěśšćě {ďă, ŋěš}).

Ğăďăůă. Ŕřőćěřĳšě, ůšő śńěďş¿źĺě ďćě šřĺăŋčşń£űĺĺ ğăďă¿š ŕőćěřţŋőśšĺ ś őďĺŋăłőćőľ ¡ľńěřőćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłőľ, ŋő šőŕőńőčĺůěśłĺ ŋě¡łćĺćăńěŋšŋżě:

1) (1, 2, 6), (2, 3, 5), (2, 5, 6), (1, 4, 6), (3, 5, 7), (4, 6, 7), (4, 6, 7), (1, 3, 7), (2, 4, 7), (1, 2, 7).

2) (1, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 4, 5), (1, 5, 6), (1, 6, 7), (1, 7, 8), (1, 8, 9), (2, 3, 6), (2, 6, 7), (4, 5, 8), (4, 8, 9).

4.2. Ĺŋćăřĺăŋšż şğńőć Ĺŋćăřĺăŋšż, ŕřĺďşňăŋŋżě ń¿ďĳňĺ ďń£ řăğńĺůěŋĺ£ şğńőć, ŕőĺśšĺŋě ŋěĺśůĺśńĺňż.

Ŋăůŋěň ś łřăšłőčő őŕĺśăŋĺ£ ŋěśłőńĳłĺţ ğăňěůăšěńĳŋżţ ĺŋćăřĺăŋšőć, ĺčřă- ¿źĺţ ŕő řăğŋżň ŕřĺůĺŋăň ćăęŋş¿ řőńĳ ć šěőřĺĺ şğńőć.

▷ Ůĺśńő ŕěřěśěůěŋĺľ, š. ě. ňĺŋĺňăńĳŋőě ůĺśńő ďćőľŋżţ šőůěł ŋă ďĺăčřăňňě şğńă.

Ć łăłőň-šő śňżśńě ůĺśńő ŕěřěśěůěŋĺľ ňőęŋő śůĺšăšĳ ňěřőľ śńőęŋőśšĺ şğńă. Şğńż ś ůĺśńőň ŕěřěśěůěŋĺľ 1 ĺńĺ 2 ćśě šřĺćĺăńĳŋż. Ŕřőśšěľÿĺľ ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ şğěń | šřĺńĺśšŋĺł | ĺňěěš ůĺśńő ŕěřěśěůěŋĺľ, řăćŋőě 3, ĺ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ğěřłăńĳŋőčő őšřăęěŋĺ£ ¡šő ěďĺŋśšćěŋŋżľ şğěń ś šřěň£ ŕěřěśěůěŋĺ£ňĺ.

Ć šăąńĺűăţ şğńż šřăďĺűĺőŋŋő şŕőř£ďőůĺćă¿šś£ ŕő ůĺśńş ŕěřěśěůěŋĺľ.

▷ Šőŕőńőčĺůěśłĺľ šĺŕ ďőŕőńŋěŋĺ£ | ŕőńŋżľ ĺŋćăřĺăŋš ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő şğńă.

İšő šěőřěňă Čőřďăŋă-Ń¿łě, ďőłăğăŋŋă£ šőńĳłő ć 1989 čőďş, ţőš£ ŕřőąńěňă ążńă ŕőśšăćńěŋă ěźě ć ŋăůăńě 20 ćěłă. Šěőřěňă ğćşůĺš šăł: ěśńĺ ďőŕőńŋěŋĺ£

R^3 \ K1 ĺ R^3 \ K2 ďćşţ şğńőć čőňěőňőřťŋż, šő śăňĺ şğńż ¡łćĺćăńěŋšŋż ś

šőůŋőśšĳ¿ ďő őřĺěŋšăűĺĺ şğńă ĺ őřĺěŋšăűĺĺ ŕřőśšřăŋśšćă.

▷ Řőď şğńă | ŋăĺňěŋĳÿĺľ řőď ěčő ŕőćěřţŋőśšĺ Ğěľťěřšă (śň. śšăšĳ¿ Ć. Ŕřăśőńőćă ć ŋăśšő£źěň śąőřŋĺłě).

▷ Čřşŕŕă şğńă | ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ čřşŕŕă šőŕőńőčĺůěśłőčő ŕřőśšřăŋśšćă

R^3 \ K (ďőŕőńŋěŋĺ£ ł şğńş ć ŕřőśšřăŋśšćě). İšă čřşŕŕă śőśšőĺš ĺğ łńăśśőć

¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ğăňłŋşšżţ ŕşšěľ, ŋăůĺŋă¿źĺţś£ ĺ ğăłăŋůĺćă¿źĺţś£ ć őďŋőľ ĺ šőľ ęě šőůłě (čřşŕŕőćă£ őŕěřăűĺ£ | ŕőśńěďőćăšěńĳŋőě ŕřőţőęďěŋĺě ďćşţ ŕşšěľ). Śşźěśšćşěš ŕřőśšőľ ăńčőřĺšň ğăďăŋĺ£ čřşŕŕż şğńă ŕřĺ ŕőňőźĺ őąřăğş¿źĺţ ĺ őŕřěďěń£¿źĺţ śőőšŋőÿěŋĺľ (śň., ŋăŕřĺňěř, [7]). Ŋě¡łćĺćăńěŋšŋżě şğńż ňőčşš ĺňěšĳ ĺğőňőřťŋżě čřşŕŕż. Ŋăŕřĺňěř, čřşŕŕż ąăąşÿłĺŋă şğńă ĺ śłćěř-şğńă ĺğőňőřťŋż:

Ąăąşÿłĺŋ şğěń Śłćěř-şğěń

Őąă ¡šĺ şğńă śőśšăćŋżě: őŋĺ ŕőńşůă¿šś£ łőňŕőğĺűĺěľ ďćşţ šřĺńĺśšŋĺłőć (ďćşţ ńěćżţ ĺńĺ ńěćőčő ĺ ŕřăćőčő). Ĺŋšěřěśŋő őšňěšĺšĳ, ůšő ďń£ ŕřőśšżţ şğńőć ŕőďőąŋżľ ŕřĺňěř ŋěćőğňőęěŋ. İšő ćżšěłăěš ĺğ šěőřěňż Čőřďăŋă{ Ń¿łě, śťőřňşńĺřőćăŋŋőľ ćżÿě, ĺ śńěďş¿źěľ šěőřěňż [30]: Ěśńĺ čřşŕŕż ďćşţ ŕřőśšżţ şğńőć ĺğőňőřťŋż, šő ¡šĺ şğńż ĺňě¿š čőňěőňőřťŋżě ďőŕőńŋěŋĺ£.

4.3. Ŕőńĺŋőň Ďęőŋśă Őśőąőě ğŋăůěŋĺě ć šěőřĺĺ şğńőć ĺčřă¿š ĺŋćăřĺăŋšŋżě ŕőńĺŋőňż, š. ě. ĺŋćăřĺăŋšż şğńőć, ŕřĺŋĺňă¿źĺě ğŋăůěŋĺ£ ć łőńĳűě ňŋőčőůńěŋőć őš őďŋőčő ĺńĺ ŋěśłőńĳłĺţ ŕěřěňěŋŋżţ. Ŕěřćżľ ĺğ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋżţ ĺŋćăřĺăŋšőć ążń ććěďěŋ Ďę. Ăńěłśăŋďěřőň ć 1920-ţ čőďăţ. Łőŋśšřşłűĺ£ Ăńěłśăŋďěřă ďőćőńĳŋő śńőęŋă. Ć ŕőśńěďŋĺě čőďż ŕő£ćĺńőśĳ ňŋőęěśšćő řăğńĺůŋżţ ĺŋćăřĺăŋšŋżţ ŕőńĺŋőňőć şğńőć, ďń£ łőšőřżţ śşźěśšćş¿š ŕřőśšżě ăńčőřĺšňż ćżůĺśńěŋĺ£ ĺţ ğŋăůěŋĺľ ŕő ďĺăčřăňňě şğńă. Ĺğ ŋĺţ ňż ŕřĺćěďěň őŕřěďěńěŋĺě šőńĳłő őďŋőčő: ŕőńĺŋőňă Ďęőŋśă. (Őŕřěďěńěŋĺě ĺ őśŋőćŋżě śćőľśšćă ďřşčĺţ ŕőńĺŋőňőć ňőęŋő ŋăľšĺ, ŋăŕřĺňěř, ć łŋĺčě [23]).

Ŕőńĺŋőň Ďęőŋśă őŕřěďěń£ěšś£ ŕő ďĺăčřăňňě şğńă ŕőśřěďśšćőň ŋěśłőńĳłĺţ ŕřőśšżţ ŕřăćĺń. Ğăňěšĺň, ůšő ŕőńĺŋőň Ďęőŋśă ŋěőąţőďĺňő őŕřěďěń£šĳ śřăğş ďń£ şğńőć ĺ ğăűěŕńěŋĺľ, ŕőśłőńĳłş ŕřĺ ŕěřěśšřőľłăţ ďĺăčřăňň, łőšőřżě ťĺčşřĺřş¿š ć ŕřĺćěďěŋŋőň ŋĺęě řěłşřřěŋšŋőň śőőšŋőÿěŋĺĺ (1), ďĺăčřăňňă şğńă ńěčłő ňőęěš ŕřěćřăšĺšĳś£ ć ďĺăčřăňňş ğăűěŕńěŋĺ£. Ğăűěŕńěŋĺě | ¡šő ňŋőčőłőňŕőŋěŋšŋżľ şğěń, š. ě. ŋăąőř ŋěśłőńĳłĺţ ğăňłŋşšżţ čńăďłĺţ łřĺćżţ ć ŕřőśšřăŋśšćě, řăśśňăšřĺćăěňżţ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő čńăďłőľ ĺğőšőŕĺĺ. Łăęďă£ łőňŕőŋěŋšă ğăűěŕńěŋĺ£ ňőęěš ążšĳ ğăşğńěŋă łăł śăňă ś śőąőľ, šăł ĺ ś ďřşčĺňĺ łőňŕőŋěŋšăňĺ. Ğăűěŕńěŋĺ£ ĺğőąřăęă¿šś£ ŋă ŕńőśłőśšĺ ŕřĺ ŕőňőźĺ šăłĺţ ęě šőůŋő ďĺăčřăňň, ůšő ĺ şğńż, ś ěďĺŋśšćěŋŋőľ řăğŋĺűěľ, ůšő ŕńőśłă£ łřĺćă£, śőśšăćń£¿źă£ ďĺăčřăňňş, ňőęěš śőśšő£šĳ ĺğ ŋěśłőńĳłĺţ łőňŕőŋěŋš ść£ğŋőśšĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕőńĺŋőň Ďęőŋśă V | ¡šő ńőřăŋőćśłĺľ ŕőńĺŋőň őš ŕěřěňěŋ- ŋőľ √ t, őŕřěďěń£ěňżľ śőőšŋőÿěŋĺ£ňĺ

(1) t^{−1}V ( ) − tV ( ) = (t^{1/2} − t^{−1/2})V ( ) (2) V ( ) = 1 .

Ńőřăŋőćśłĺň ŕőńĺŋőňőň őš ŕěřěňěŋŋőľ, śłăęěň, x, ŋăğżćăěšś£ ŕőńĺŋőň őš ŕěřěňěŋŋżţ x ĺ x^{−1}. Šăłĺň őąřăğőň, ŕőńĺŋőň Ďęőŋśă ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŋěłőšőřş¿ ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ĺ őšřĺűăšěńĳŋżţ ŕőńşűěńżţ śšěŕěŋěľ ąşłćż t.

Śőőšŋőÿěŋĺě (1) ść£ğżćăěš ňěęďş śőąőľ ŕőńĺŋőňż Ďęőŋśă šřěţ ğăűěŕńěŋĺľ, łőšőřżě ćŋşšřĺ ŋěąőńĳÿőčő ÿăřă ćżčń£ď£š łăł ŋăřĺśőćăŋő ŋă łăřšĺŋłăţ ĺ śőćěřÿěŋŋő őďĺŋăłőćż ćŋě ¡šőčő ÿăřă. Śőőšŋőÿěŋĺě (2) čńăśĺš, ůšő ŕőńĺŋőň Ďęőŋśă šřĺćĺăńĳŋőčő şğńă řăćěŋ 1. Ĺśŕőńĳğş£ śőőšŋőÿěŋĺě (1) řěłşřřěŋšŋő, ňőęŋő ćżůĺśńĺšĳ ŕőńĺŋőň Ďęőŋśă ń¿ąőčő şğńă ĺńĺ ğăűěŕńěŋĺ£ ŕşšěň śćěďěŋĺ£ ěčő ł ŋăůăńĳŋőňş şśńőćĺ¿ (2). Řăğşňěěšś£, ŋăďő ěźě ďőłăğăšĳ, ůšő řěğşńĳšăš ŋě ğăćĺśĺš őš ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ ďěľśšćĺľ, ă šăłęě, ůšő ŕőńĺŋőň Ďęőŋśă őŕřěďěń£ěšś£ ĺğőšőŕĺůěśłĺň łńăśśőň şğńă, š. ě. ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ŕěřěśšřőľłăţ Řěľďěňěľśšěřă. İšő ďěľśšćĺšěńĳŋő šăł, ŋő ďőłăğăšěńĳśšćă ňż ŕřĺćőďĺšĳ ŋě ąşďěň.

Ŕőńĺŋőň Ďęőŋśă őąńăďăěš ňŋőčĺňĺ ğăňěůăšěńĳŋżňĺ śćőľśšćăňĺ. Şŕőň£ŋěň śńěďş¿źĺě.

▷ Ďń£ ğăűěŕńěŋĺľ ś ŋěůěšŋżň ůĺśńőň łőňŕőŋěŋš (ć ůăśšŋőśšĺ, ďń£ şğńőć) ćśě śšěŕěŋĺ ŕěřěňěŋŋőľ t ć ŕőńĺŋőňě Ďęőŋśă űěńżě, ă ďń£ ğăűěŕńěŋĺľ ś ůěšŋżň ůĺśńőň łőňŕőŋěŋš | ŕőńşűěńżě.

▷ Ŕőńĺŋőň Ďęőŋśă ść£ğŋőľ śşňňż şğńőć řăćěŋ ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ŕőńĺŋőňőć Ďęőŋśă śńăčăěňżţ.

▷ Ŕőńĺŋőň Ďęőŋśă ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ őąřăźěŋĺĺ şğńă, š. ě. ŕřĺ ğăňěŋě ŋăŕřăćńěŋĺ£ őąţőďă ŋă ŕřőšĺćőŕőńőęŋőě.

Ŋěśňőšř£ ŋă šő. ůšő ŕőńĺŋőň Ďęőŋśă Àŋě ůşćśšćşěšÁ őřĺěŋšăűĺĺ śăňőčő şğńă, őŋ ůşćśšćşěš őřĺěŋšăűĺ¿ ŕřőśšřăŋśšćă. Ŋăŕřĺňěř, őŋ ŕőğćőń£ěš őšńĺůĺšĳ ńěćżľ šřĺńĺśšŋĺł őš ŕřăćőčő, ůěčő ŋěńĳğ£ śďěńăšĳ ŕřĺ ŕőňőźĺ ŕőńĺŋőňă Ăńěłśăŋďěřă. Śěľůăś ňż ŕřőďěńăěň ŋěőąţőďĺňżě ďń£ ¡šőčő ćżłńăďłĺ, ŋăůĺŋă£ ś ćżůĺśńěŋĺ£ ŕőńĺŋőňőć Ďęőŋśă ŕřőśšěľÿĺţ ğăűěŕńěŋĺľ.

(i) V ( ) = −t^{1/2} − t^{−1/2}.

Ďěľśšćĺšěńĳŋő, śőčńăśŋő (2) V ( ) = V ( ) = 1. Šőčďă (1)

ďăěš t^{−1} − t = (t^{1/2} − t^{−1/2})V ( ) , őšłşďă ĺ śńěďşěš őšćěš.

(ii) V ( ) = −t^{1/2} − t^{5/2}.

Ŕřĺňěŋĺň (1) ł ĺśţőďŋőňş ğăűěŕńěŋĺ¿: t^{−1}V ( ) − tV ( ) = (t^{1/2} − t^{−1/2})V ( ) . Ŋő V ( ) = −(t^{1/2} + t^{−1/2}) ŕő ŕşŋłšş (i), ă V ( ) = 1 śőčńăśŋő (2). Śńěďőćăšěńĳŋő, V ( ) = t(t^{1/2} − t^{−1/2}) − t^2(t^{1/2} + t^{−1/2}) = −t^{1/2} − t^{5/2}.

(iii) V ( ) = −t^{−5/2} − t^{−1/2}.

Ăŋăńőčĺůŋő ŕřěďżďşźěňş: t^{−1}V ( ) − tV ( ) = (t^{1/2} − t^{−1/2}) · V ( ) . Śńěďőćăšěńĳŋő, V ( ) = −t^{−1}(t^{1/2} − t^{−1/2}) − t^{−2}(t^{1/2} + t^{−1/2}) = −t^{−5/2} − t^{−1/2}.

(iv) V ( ) = −t^{−4} + t^{−3} + t^{−1}.

Ĺśŕőńĳğş£ (1), ŕőńşůăěň: t^{−1}V ( ) − tV ( ) = (t^{1/2} − t^{−1/2}) · V ( ) .

Ďăńěě, V ( ) = 1 ŕő (2), łăł ŕőńĺŋőň Ďęőŋśă šřĺćĺăńĳŋőčő şğńă, ă V ( ) = V ( ) = −t^{−5/2} − t^{−1/2} ŕő (iii). Śńěďőćăšěńĳŋő,

V ( ) = t^{−2} − t^{−1}(t^{1/2} − t^{−1/2})(−t^{−5/2} − t^{−1/2}) = −t^{−4} + t^{−3} + t^{−1}.

(v) V ( ) = t + t^3 − t^4.

Ăŋăńőčĺůŋő, t^{−1}V ( ) − tV ( ) = (t^{1/2} − t^{−1/2})V ( ) . V ( ) = 1 ŕő (2), V ( ) = V ( ) = −t^{1/2} − t^{5/2} ŕő (ii).

Ŕő¡šőňş V ( ) = t^2 + t(t^{1/2} − t^{−1/2})(−t^{1/2} − t^{5/2}) = t + t^3 − t^4.

Ĺğ řăğńĺůĺ£ ŕőńĺŋőňőć Ďęőŋśă ńěćőčő ĺ ŕřăćőčő šřĺńĺśšŋĺłőć ćżšěłăěš ĺţ ŋě¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ.

4.4. Ńěęăŋďřőćż ĺŋćăřĺăŋšż Ŕřĺćěďěň őŕřěďěńěŋĺě ďćşţ ŕřőśšěľÿĺţ ĺŋćăřĺăŋšőć ńěęăŋďřőćőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ťřőŋšőć (š. ě. ńěęăŋďřőćżţ şğńőć, śň. řăğďěń 3.2): ůĺśńő Ňăśńőćă μ ĺ ůĺśńő Ąěŋŋěłěŋă β, łőšőřżě ŋě £ćń£¿šś£ šőŕőńőčĺůěśłĺňĺ ĺŋćăřĺăŋšăňĺ ć šőň śňżśńě, ůšő ĺţ ğŋăůěŋĺ£ ŋă šőŕőńőčĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋżţ şğńăţ ňőčşš řăğńĺůăšĳś£. Ŕřĺ śňěŋě őřĺěŋšăűĺĺ ťřőŋšă ůĺśńő Ňăśńőćă ňěŋ£ěš ğŋăł, ă ůĺśńő Ąěŋŋěłěŋă ŋě ĺğňěŋ£ěšś£.

Őŕřěďěńěŋĺě. Šőůłş ćőğćřăšă ŋăğőćěň ŕőńőęĺšěńĳŋőľ, ěśńĺ ć ěě őłřěśšŋőśšĺ őřĺěŋšăűĺ£ ĺďěš ś ŋĺęŋěľ ćěšćĺ ŋă ćěřţŋ¿¿, ĺ őšřĺűăšěńĳŋőľ ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě.g

+ g+

Ŕőńőęĺšěńĳŋżě šőůłĺ ćőğćřăšă g− g− Őšřĺűăšěńĳŋżě šőůłĺ ćőğćřăšă

Ůĺśńőň Ňăśńőćă μ(L) ńěęăŋďřőćă şğńă L ŋăğżćăěšś£ ŕőńőćĺŋă řăğŋőśšĺ ňěęďş ůĺśńőň ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ĺ ůĺśńőň őšřĺűăšěńĳŋżţ šőůěł ćőğćřăšă ťřőŋšă L.

μ(L) = 12 # ( ) + # ( ) − # ( ) − # ( ) . Őŕřěďěńěŋĺě. Ďćőľŋş¿ šőůłş ťřőŋšă ŋăğőćěň ŕőńőęĺšěńĳŋőľ, ěśńĺ őřĺěŋšăűĺĺ ďćşţ ćěšćěľ ťřőŋšă ć ŋěľ ŋăŕřăćńěŋż ć řăğŋżě ŕőńşŕńőśłőśšĺ, ĺ őšřĺűăšěńĳŋőľ ć ŕřőšĺćŋőň śńşůăě. Ŕőśłőńĳłş ťřőŋš ŋě ĺňěěš ćěřšĺłăńĳŋżţ łăśăšěńĳŋżţ, šăłőě őŕřěďěńŋĺě ğŋăłă ďćőľŋőľ šőůłĺ łőřřěłšŋő.

g+ g+

Ŕőńőęĺšěńĳŋżě ďćőľŋżě šőůłĺ g − g− Őšřĺűăšěńĳŋżě ďćőľŋżě šőůłĺ

Ůĺśńőň Ąěŋŋěłěŋă β(L) ńěęăŋďřőćă şğńă L ŋăğżćăěšś£ řăğŋőśšĳ ňěęďş ůĺśńőň ŕőńőęĺšěńĳŋżţ ĺ ůĺśńőň őšřĺűăšěńĳŋżţ ďćőľŋżţ šőůěł, şćěńĺůěŋŋă£ ŋă ŕőńőćĺŋş őąźěčő ůĺśńă šőůěł ćőğćřăšă ťřőŋšă L:

β(L) = # ( ) − # ( ) + 12 # ( g+ g−^{)+ 1}2^{#( ) .}

Şŕřăęŋěŋĺě. Ďőłăęĺšě, ůšő ůĺśńă μ(L) ĺ β(L) | ńěęăŋďřőćż ĺŋćăřĺăŋšż. (Şłăğăŋĺě. Ŕřőćěřĳšě, ůšő őŋĺ ŋě ňěŋ£¿šś£ ŕřĺ ŕěřěśšřőľłăţ Ťşłśă{Šăąăůŋĺłőćă.)

Ď. Ąěŋŋěłěŋ [6] ďőłăğăń, ůšő ůĺśńő β(L) + |μ(L)| ŋě ňěŋĳÿě ¡ľńěřőćőľ ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕőćěřţŋőśšĺ Ğěľťěřšă şğńă L (śň. śšăšĳ¿ Ć. Ŕřăśőńőćă ć ďăŋŋőň ćżŕşśłě). Şśĺńěŋĺě ¡šőčő ŋěřăćěŋśšćă śň. ć śšăšĳ£ţ [13, 24, 9]. (Ŕřěďőśšěřěęěŋĺě. Ć śšăšĳ£ţ [6, 13, 24] ĺśŕőńĳğşěšś£ ŕřőšĺćőŕőńőęŋőě ŋăÿěňş śőčńăÿěŋĺě őą őřĺěŋšăűĺĺ őąžěňń¿źěčő ŕřőśšřăŋśšćă, ŕő¡šőňş śőőšćěšśšćş- ¿źĺě ŋěřăćěŋśšćă ć ŋĺţ ĺňě¿š ŕřőšĺćőŕőńőęŋżľ ğŋăł. Ňż ĺśŕőńĳğşěň ğďěśĳ śőčńăÿěŋĺě, őąźěŕřĺŋ£šőě ć šěőřĺĺ şğńőć.)

Ďń£ ńěęăŋďřőćżţ şğńőć ňőęŋő ŕőśšřőĺšĳ šěőřĺ¿ ĺŋćăřĺăŋšőć łőŋěůŋőčő ŕőř£ďłă, ăŋăńőčĺůŋş¿ šěőřĺĺ ĺŋćăřĺăŋšőć Ćăśĺńĳěćă ĺğ śńěďş¿źěčő řăğďěńă (śň. [13]). Ŕřĺ ¡šőň μ ĺňěěš ŕőř£ďőł 0, ă β | ŕőř£ďőł 1. Ĺ, ůšő śăňőě şďĺćĺšěńĳŋőě, ćśě őśšăńĳŋżě ńěęăŋďřőćż ĺŋćăřĺăŋšż łőŋěůŋőčő ŕőř£ďłă, őšńĺůŋżě őš μ ĺ β, £ćń£¿šś£ ĺŋćăřĺăŋšăňĺ šőŕőńőčĺůěśłőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ, š. ě. ĺŋćăřĺăŋšŋż šăłęě ĺ őšŋőśĺšěńĳŋő ůěšćěřšőľ ŕěřěśšřőľłĺ Ťşłśă{Šăąăůŋĺłőćă.

Ůĺśńă Ňăśńőćă ĺ Ąěŋŋěłěŋă ďćşţ ŋěşğńőć (šőŕőńőčĺůěśłĺ šřĺćĺăńĳŋżţ şğńőć), ŕřĺćěďěŋŋżţ ć łőŋűě řăğďěńă 3.2, ćżůĺśń£¿šś£ ŋă řĺśşŋłě ŋă śńěďş¿źěľ śšřăŋĺűě.

Řăğńĺůĺě μ ĺ β ďń£ ¡šĺţ ŋěşğńőć ďőłăğżćăěš ĺţ ńěęăŋďřőćş ŋě¡łćĺćăńěŋšŋőśšĳ.

g+ g+ g+ g+ g_+g+ g^+ g_+ g_+g− g_+g+ g^+

μ = 2 β = 5 μ = 1 β = 4

Ůĺśńă Ňăśńőćă ĺ Ąěŋŋěłěŋă ďćşţ ŋěşğńőć

Šěőřěňă ((İńĺăÿąěřč, Ťř¡ğěř [12, 11])). Ďćă ńěęăŋďřőćżţ ŋěşğńă ńěęăŋďřőćő ¡łćĺćăńěŋšŋż šőčďă ĺ šőńĳłő šőčďă, łőčďă őŋĺ ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě ůĺśńă Ňăśńőćă ĺ Ąěŋŋěłěŋă.

Ďőćőńĳŋő ďőńčő ążń őšłřżš ćőŕřőś őą ăŋăńőčě šěőřěňż İńĺăÿąěřčă ďń£ ŕřőĺğćőńĳŋżţ şğńőć. Ŋěďăćŋő đ. Ůěłăŋőć [8] ŕřěďńőęĺń ŋőćżľ ňőźŋżľ ĺŋćăřĺăŋš ńěęăŋďřőćőľ ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ĺ ďőłăğăń, ůšő śńěďş¿źĺě ďćă şğńă ńěęăŋďřőćő ŋě- ¡łćĺćăńěŋšŋż, ţőš£ šőŕőńőčĺůěśłĺ őŋĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż ĺ ĺňě¿š őďĺŋăłőćżě ůĺśńă Ňăśńőćă ĺ Ąěŋŋěłěŋă.

Ŕăřă Ůěłăŋőćă

Ňż őśšăćń£ěň ůĺšăšěń¿ ć łăůěśšćě şŕřăęŋěŋĺ£ ŕřőćěřłş šőčő, ůšő ¡šĺ ďćă şğńă šőŕőńőčĺůěśłĺ ¡łćĺćăńěŋšŋż ĺ ůšő ĺţ ůĺśńă Ňăśńőćă řăćŋż 0, ă ůĺśńă Ąěŋŋěłěŋă řăćŋż −1.

5. Ĺŋćăřĺăŋšż Ćăśĺńĳěćă

Ĺŋćăřĺăŋšż Ćăśĺńĳěćă ŕřěďśšăćń£¿š śőąőľ śăňżľ ňőźŋżľ ĺ, ć ĺğćěśšŋőň śňżśńě, śăňżľ ŕřőśšőľ łńăśś ůĺśńěŋŋżţ ĺŋćăřĺăŋšőć şğńőć.

5.1. Ĺŋćăřĺăŋšż Ćăśĺńĳěćă Ĺŋćăřĺăŋšż Ćăśĺńĳěćă (ĺŋćăřĺăŋšż łőŋěůŋőčő šĺŕă) ŕő£ćĺńĺśĳ őłőńő 1990 čőďă ć řăąőšăţ Ć. Ćăśĺńĳěćă (śň., ŋăŕřĺňěř, [28]) ŕő šőŕőńőčĺĺ ďĺśłřĺňĺŋăŋšőć ć ąěśłőŋěůŋőňěřŋżţ ŕřőśšřăŋśšćăţ őšőąřăęěŋĺľ. İšő ŋě őďĺŋ łăłőľ-šő ĺŋćăřĺăŋš, łăł ŕőńĺŋőň Ďęőŋśă, ă űěńżľ łńăśś ĺŋćăřĺăŋšőć, ćżďěń£ěňżľ őŕřěďěńěŋŋżň śćőľśšćőň.

Ĺśţőďŋă£ ĺďě£ ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšő ŋşęŋő ććěśšĺ ć řăśśňőšřěŋĺě, ŕőňĺňő őążůŋżţ şğńőć, ěźě šăł ŋăğżćăěňżě őśőążě şğńż, ĺ őŕřěďěńĺšĳ ŕřőďőńęěŋĺě ĺŋćăřĺăŋšőć, őŕřěďěńěŋŋżţ ŕěřćőŋăůăńĳŋő ďń£ őążůŋżţ şğńőć, ŋă ňŋőęěśšćő ćśěţ őśőążţ şğńőć.

Őŕřěďěńěŋĺě. Őśőążň şğńőň ŋăğżćăěšś£ čńăďłőě őšőąřăęěŋĺě K : S^1 → R^3 , £ćń£¿źěěś£ ćńőęěŋĺěň ćś¿ďş, łřőňě łőŋěůŋőčő ůĺśńă ŕřőśšżţ ďćőľŋżţ šő-

ůěł (š. ě. šőůěł šřăŋśćěřśăńĳŋőčő śăňőŕěřěśěůěŋĺ£).

Ňŋőęěśšćő ćśěţ őśőążţ şğńőć ś n ďćőľŋżňĺ šőůłăňĺ, řăśśňăšřĺćăěňżţ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ĺğőšőŕĺĺ, ňż őąőğŋăůĺň ůěřěğ X_n. Ć ůăśšŋőśšĺ, X_0 | ¡šő ňŋőęěśšćő (łńăśśőć ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ) őążůŋżţ şğńőć. Ąşłćőľ X ąěğ ĺŋďěłśă ňż ąşďěň őąőğŋăůăšĳ őąžěďĺŋěŋĺě ćśěţ X_n.

Ďĺăčřăňňă őśőąőčő şğńă őšńĺůăěšś£ őš ďĺăčřăňňż őążůŋőčő şğńă šěň, ůšő ŋă ŋěľ, łřőňě šőůěł ŕřőţőďă ĺ ŕěřěţőďă, ěśšĳ ěźě šőůłĺ śăňőŕěřěśěůěŋĺ£, łőšőřżě ŋă řĺśşŋłăţ ňż ąşďěň ĺğőąřăęăšĳ ęĺřŋżňĺ šőůłăňĺ. Ŕőśłőńĳłş łăśăšěńĳŋżě ł ďćşň ćěšć£ň łřĺćőľ ć ďćőľŋőľ šőůłě şğńă řăğńĺůŋż, ĺţ ňőęŋő śůĺšăšĳ řăğńĺůŋżňĺ ĺ ŋă ďĺăčřăňňě.

Ćőš ŕřĺňěř őśőąőčő şğńă ś ďćşň£ ďćőľŋżňĺ šőůłăňĺ:

Łăęďş¿ ďćőľŋş¿ šőůłş őśőąőčő şğńă ňőęŋő řăğřěÿĺšĳ ďćő£łĺň őąřăğőň:

▷ ŕőńőęĺšěńĳŋő �`@@@I s −→ �`@@I ĺńĺ

▷ őšřĺűăšěńĳŋő �`@@@I s −→ @@@I� �` .

Şŕřăęŋěŋĺě. Ŕşšěň ćřăźěŋĺ£ čőńőćż ĺ ďćĺęěŋĺ£ ńĺśšă ąşňăčĺ ć ŕřőśšřăŋśšćě şąěďĺšěśĳ ć šőň, ůšő őąě őŕěřăűĺĺ łőřřěłšŋő őŕřěďěńěŋż ŋă ĺğőšőŕĺůěśłĺţ łńăśśăţ şğńőć ĺ ŕřĺ ¡šőň ŋě ğăćĺś£š őš ćżąřăŋŋőľ ŋă şğńě őřĺěŋšăűĺĺ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕşśšĳ f : X0 → A | ŋěłőšőřżľ ĺŋćăřĺăŋš şğńőć. Ŕřőďőńęěŋĺě ĺŋćăřĺăŋšă f ŋă őśőążě şğńż | ¡šő ťşŋłűĺ£ ^f : X → A, śőćŕăďă¿źă£ ŋă X_0 ś f ĺ şďőćńěšćőř£¿źă£ śőőšŋőÿěŋĺ¿ Ćăśĺńĳěćă

^f( � �` @@ @I s ) = ^f(_��`_@@I ) − ^f(_@@@I_� �` ).

Ć ¡šőň śőőšŋőÿěŋĺĺ ťĺčşřĺřş¿š šřĺ őśőążţ şğńă, ďĺăčřăňňż łőšőřżţ śőćŕăďă¿š ňěęďş śőąőľ ćś¿ďş, łřőňě şłăğăŋŋőčő ťřăčňěŋšă. Őąă şğńă, śšő£źĺě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ, ĺňě¿š ŋă őďŋş ďćőľŋş¿ šőůłş ňěŋĳÿě, ůěň şğěń, śšő£źĺľ ć ńěćőľ ůăśšĺ.

Ŕőńĳğş£śĳ ¡šĺň śőőšŋőÿěŋĺěň řěłşřřěŋšŋő, ćś£łĺľ ĺŋćăřĺăŋš, ğăďăŋŋżľ ŕěřćőŋăůăńĳŋő ŋă őążůŋżţ şğńăţ, ňőęŋő ŕřőďőńęĺšĳ ŋă ňŋőęěśšćő ćśěţ őśőążţ şğńőć.

Ŕřĺňěř. Śőśůĺšăěň ğŋăůěŋĺě ŕřőďőńęěŋŋőčő ŕő Ćăśĺńĳěćş ŕőńĺŋőňă Ďęőŋśă ŋă őśőąőň şğńě, ŕřĺćěďěŋŋőň ćżÿě ć łăůěśšćě ŕřĺňěřă.

^V ( ) = V ( ) − V ( ) − V ( ) +

+ V ( ) = V ( ) − V ( )

= t + t^3 − t^4 − 1.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ĺŋćăřĺăŋš f : X0 → A ŋăğżćěšś£ ĺŋćăřĺăŋšőň Ćăśĺńĳěćă ŕőř£ďłă 6 n, ěśńĺ ěčő ŕřőďőńęěŋĺě ŋă ňŋőęěśšćő őśőążţ şğńőć őąřăźăěšś£ ć ŋşńĳ ŋă ćśěţ şğńăţ, ĺňě¿źĺţ ąőńěě ůěň n šőůěł śăňőŕěřěśěůěŋĺ£.

Ňŋőęěśšćő V_n ćśěţ ĺŋćăřĺăŋšőć Ćăśĺńĳěćă ŕőř£ďłă 6 n őąřăğşěš ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, šăł łăł ńĺŋěľŋă£ łőňąĺŋăűĺ£ ŋěśłőńĳłĺţ šăłĺţ ĺŋćăřĺăŋšőć ćśěčďă ŕřĺŋăďńěęĺš V_n. Ŋăś ć ŕěřćş¿ őůěřěďĳ ąşďěš ĺŋšěřěśőćăšĳ ćőŕřőś, ůěňş řăćŋă řăğňěřŋőśšĳ ¡šőčő ŕřőśšřăŋśšćă d_n = dim V_n, š. ě. śłőńĳłő śşźěśšćşěš ńĺŋěľŋő ŋěğăćĺśĺňżţ (śşźěśšćěŋŋő řăğńĺůŋżţ) ĺŋćăřĺăŋšőć Ćăśĺńĳěćă ďăŋŋőčő ŕőř£ďłă.

Ŕřĺňěř. Ŕřőśšřăŋśšćő V0 őďŋőňěřŋő ĺ śőśšőĺš šőńĳłő ĺğ łőŋśšăŋš. Ć śăňőň ďěńě, ěśńĺ f ∈ V_0, šő f őąřăźăěšś£ ć ŋőńĳ ŋă ń¿ąőň őśőąőň şğńě, ĺňě¿źěň ţőš£ ąż őďŋş ďćőľŋş¿ šőůłş. Ć śĺńş őŕřěďěńěŋĺ£, ¡šő ğŋăůĺš, ůšő ğŋăůěŋĺě f ŋă őążůŋőň şğńě ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ ğăňěŋě ń¿ąőčő ŕřőţőďă ŋă ŕěřěţőď. Ŋő šăłĺňĺ ďěľśšćĺ£ňĺ ń¿ąőľ şğěń ňőęŋő řăśŕşšăšĳ, š. ě. śćěśšĺ ł šřĺćĺăńĳŋőňş şğńş. Ğŋăůĺš, ğŋăůěŋĺě ŋăÿěčő ĺŋćăřĺăŋšă f ŋă ń¿ąőň şğńě řăćŋő ěčő ğŋăůěŋĺ¿ ŋă šřĺćĺăńĳŋőň şğńě ĺ, šăłĺň őąřăğőň, f ěśšĳ łőŋśšăŋšă.

Ăŋăńőčĺůŋőě şšćěřęďěŋĺě ĺňěěš ňěśšő ĺ ďń£ ĺŋćăřĺăŋšőć Ćăśĺńĳěćă ŕőř£ďłă 1. Ěčő ďőłăğăšěńĳśšćő ŋěŋăňŋőčő śńőęŋěě ŕřěďżďşźěčő, ĺ ňż őśšăćń£ěň ěčő ůĺšăšěń¿ ć łăůěśšćě şŕřăęŋěŋĺ£.

Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě, ůšő ŕřőśšřăŋśšćő V1 śőćŕăďăěš ś V0. Ŕőśńě ¡šĺţ ďćşţ ŕřĺňěřőć śńěďş¿źĺľ ťăłš łăęěšś£ ŋěőęĺďăŋŋżň, ŋě šăł ńĺ? Ŕřĺňěř. Ŕřőśšřăŋśšćő V2 ďćşňěřŋő. Łřőňě łőŋśšăŋš, őŋő śőďěřęĺš ěźě őďĺŋ ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ ąăğĺśŋżľ ¡ńěňěŋš.

§ćŋőě őŕĺśăŋĺě ŋěšřĺćĺăńĳŋőčő ĺŋćăřĺăŋšă Ćăśĺńĳěćă ŕőř£ďłă 2 ňőęŋő ŋăľšĺ ć śšăšĳě đ. Ąşřňăŋă ć ¡šőň ćżŕşśłě ęşřŋăńă.

Ŕřĺůĺŋş, ŕő łőšőřőľ ŋěšřĺćĺăńĳŋżě ĺŋćăřĺăŋšż Ćăśĺńĳěćă ŕő£ćń£¿šś£ šőńĳłő ć ŕőř£ďłě 2, ňőęŋő őąž£śŋĺšĳ śńěďş¿źĺň őąřăğőň. Ŕşśšĳ v | ĺŋćăřĺăŋš Ćăśĺńĳěćă ŕőř£ďłă n. Řăśśňőšřĺň ěčő ğŋăůěŋĺ£ ŋă őśőążţ şğńăţ, ĺňě¿źĺţ řőćŋő n ďćőľŋżţ šőůěł. Ć śĺńş śőőšŋőÿěŋĺ£ Ćăśĺńĳěćă ĺ ććĺďş šőčő, ůšő v őąřăźăěšś£ ć ŋőńĳ ŋă ń¿ąőň şğńě, ş łőšőřőčő ąőńĳÿě, ůěň n ďćőľŋżţ šőůěł, ğŋăůěŋĺě v(K) ŋě ĺğňěŋĺšś£, ěśńĺ şğěń K ŕőďćěřčŋşšĳ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ďěťőřňăűĺĺ (ćłń¿ůă£ ğăňěŋż ŕřőţőďőć ŋă ŕěřěţőďż ĺ őąřăšŋő), ŕřĺ łőšőřőľ ďćőľŋżě šőůłĺ őśšă¿šś£ ŋă ňěśšě. Śńěďőćăšěńĳŋő, ğŋăůěŋĺě v(K) ğăćĺśĺš ńĺÿĳ őš ŕőř£ďłă, ć łőšőřőň ŕřĺ őąţőďě şğńă ŋă ŋěň ćśšřěůă¿šś£ ďćőľŋżě šőůłĺ.

Ěśńĺ ďćőľŋă£ šőůłă őďŋă (a), šő őŋă ňőęěš ćśšřěšĺšĳś£ šőńĳłő šăł: aa. Ěśńĺ ęě ďćőľŋżţ šőůěł ďćě (a ĺ b), šő ěśšĳ ďćě śşźěśšćěŋŋő řăğńĺůŋżţ ćőğňőęŋőśšĺ, ă ĺňěŋŋő, aabb ĺ abab. Řăğńĺůŋżě ćăřĺăŋšż ůěřěďőćăŋĺ£ ďćőľŋżţ šőůěł ŕřĺ őąţőďě şğńă şďőąŋő ĺğőąřăęăšĳ čřăťĺůěśłĺ ŕőśřěďśšćőň ţőřďőćżţ ďĺăčřăňň.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ţőřďőćă£ ďĺăčřăňňă śšěŕěŋĺ n | ¡šő őřĺěŋšĺřőćăŋŋă£ őłřşęŋőśšĳ, ć łőšőřőľ ŕřőćěďěŋż n ţőřď, ćśě łőŋűż łőšőřżţ řăğńĺůŋż.

Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, ţőřďőćă£ ďĺăčřăňňă | ¡šő ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋă£ čăşśśőćă ďĺăčřăňňă. Ţőřďőćżě ďĺăčřăňňż řăśśňăšřĺćă¿šś£ łăł ůĺśšő łőňąĺŋăšőřŋżľ őąžěłš: řăśśšő£ŋĺě ňěęďş łőŋűăňĺ ţőřď ĺ ťőřňă ţőřď ŋě ĺňě¿š ŋĺłăłőčő ğŋăůěŋĺ£, ćăęěŋ ńĺÿĳ ŕőř£ďőł, ć łőšőřőň ŕăřż šőůěł, śőěďĺŋěŋŋżţ ţőřďăňĺ, śńěďş¿š ŕő łřşčş. Ţőřďőćă£ ďĺăčřăňňă | ¡šő šő ęě śăňőě, ůšő śńőćő ć ăńťăćĺšě ĺğ n ąşłć a_1, . . . , a_n, ć łőšőřőň łăęďă£ ąşłćă ćśšřěůăěšś£ řőćŋő ďćă řăğă. Šăłĺě śńőćă řăśśňăšřĺćă¿šś£ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő űĺłńĺůěśłĺţ ŕěřěśšăŋőćőł ćţőď£źĺţ ć ŋĺţ ąşłć ĺ ŕřőĺğćőńĳŋőľ ŕěřěŋşňěřăűĺĺ ŕěřěňěŋŋżţ a_1, . . . , a_n.

Ŕřĺňěřż. Śşźěśšćşěš 1. őďŋă ţőřďőćă£ ďĺăčřăňňă śšěŕěŋĺ 1: ffiflfflfiq q.

2. ďćě ţőřďőćżě ďĺăčřăňňż śšěŕěŋĺ 2: ffiflfflfiqq� q@@ , ffiflfflfiq q .

3. ŕ£šĳ ţőřďőćżţ ďĺăčřăňň śšěŕěŋĺ 3: ffiflfflfiqqqqq , ffiflfflfiqqq , ffiflfflfiqqfifiqqLL q , ffiflfflfiq qq q , ffiflfflfiqqq� q@@ .

(Ŕőďřăğşňěćăěšś£, ůšő ŋă ćśěţ ¡šĺţ řĺśşŋłăţ őłřşęŋőśšĳ őřĺěŋšĺřőćăŋă ŕřőšĺć ůăśőćőľ śšřěńłĺ).

Łăęďőňş őśőąőňş şğńş K, ĺňě¿źěňş n ďćőľŋżţ šőůěł, őšćěůăěš őŕřěďěńěŋŋă£ ţőřďőćă£ ďĺăčřăňňă χ(K) śšěŕěŋĺ n.

Ŕřĺňěř. Ďń£ őśőąőčő şğńă, ŕřĺćěďěŋŋőčő ćżÿě ć łăůěśšćě ŕřĺňěřă, ĺňěěň: χ ( ) = . Ŕşśšĳ CD_n | ňŋőęěśšćő ćśěţ ţőřďőćżţ ďĺăčřăňň śšěŕěŋĺ n. Ĺţ ůĺśńő #(CD_n) ďăěš őűěŋłş śćěřţş ŋă ğăğőř ňěęďş řăğňěřŋőśšĳ¿ ŕřőśšřăŋśšćă V_n ĺ řăğňěřŋőśšĳ¿ ŕřőśšřăŋśšćă V_{n−1} ⊂ V_n. Ć śăňőň ďěńě, ňż šőńĳłő ůšő őąž£śŋĺńĺ, łăł ŕő ĺŋćăřĺăŋšş Ćăśĺńĳěćă ŕőř£ďłă n ŕőśšřőĺšĳ ťşŋłűĺ¿ ŋă ňŋőęěśšćě ţőřďőćżţ ďĺăčřăňň ŕőř£ďłă n. Ěśńĺ őąőğŋăůĺšĳ ŕřőśšřăŋśšćő ćśěţ ťşŋłűĺľ ŋă ňŋőęěśšćě ţőřďőćżţ ďĺăčřăňň ŕőř£ďłă n ůěřěğ F_n, šő ňż ŕőńşůăěň ńĺŋěľŋőě őšőąřăęěŋĺě σ : V_n → F_n. Ůěňş řăćŋő £ďřő ¡šőčő ńĺŋěľŋőčő őšőąřăęěŋĺ£, š. ě. łăłĺě ĺŋćăřĺăŋšż Ćăśĺńĳěćă ŕřĺŋĺňă¿š ğŋăůěŋĺě 0 ŋă ćśěţ şğńăţ, ĺňě¿źĺţ řőćŋő n ďćőľŋżţ šőůěł? Ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ¡šő ĺŋćăřĺăŋšż Ćăśĺńĳěćă ŕőř£ďłă 6 n − 1. Ĺšăł, £ďřő ŋăÿěčő őšőąřăęěŋĺ£ řăćŋő ć šőůŋőśšĺ V_{n−1}, ĺ ňż ĺňěěň ńĺŋěľŋőě ćńőęěŋĺě ťăłšőřŕřőśšřăŋśšćă V_n/V_{n−1} (ĺŋćăřĺăŋšőć Ćăśĺńĳěćă ŕőř£ďłă 6 n, řăśśňăšřĺćăěňżţ ś šőůŋőśšĳ¿ ďő ŕřĺąăćńěŋĺ£ ĺŋćăřĺăŋšőć ŕőř£ďłă 6 n − 1): —σ : V_n/V_{n−1} → F_n.

Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő řăğňěřŋőśšĺ ćśěţ ŕřőśšřăŋśšć V_n łőŋěůŋż, ŕřĺůěň

dim V_n/V_{n−1} = dim V_n − dim V_{n−1} 6 dim F_n = #(CD_n).

Ă ůěňş řăćěŋ őąřăğ őšőąřăęěŋĺ£ —σ? Łăł ňőęŋő őţăřăłšěřĺğőćăšĳ ťşŋłűĺĺ ŋă ňŋőęěśšćě ţőřďőćżţ ďĺăčřăňň, ŕřĺŋăďńěęăźĺě őąřăğş ¡šőčő őšőąřăęěŋĺ£, š. ě. ŕřőĺśţőď£źĺě ĺğ ĺŋćăřĺăŋšőć Ćăśĺńĳěćă? Šăłĺě ťşŋłűĺĺ ŋăğżćă¿šś£ ćěśőćżňĺ śĺśšěňăňĺ, ă őšćěš ŋă ğăďăŋŋżľ ćőŕřőś ďăěš śńěďş¿źă£ šěőřěňă.

Šěőřěňă Ćăśĺńĳěćă{Łőŋűěćĺůă. (1) (Ć.Ćăśĺńĳěć) Ćś£łă£ ćěśőćă£ śĺśšěňă şďőćńěšćőř£ěš

(ă) őďŋőůńěŋŋżň śőőšŋőÿěŋĺ£ň f ( q q^) = 0 ,

(ą) ůěšżřěţůńěŋŋżň śőőšŋőÿěŋĺ£ň f (q qqq^)_{−f}^(q qqq^)_{+f}^(q q qq^)_{−f}^(q q qq^)_{=0 .}

(2) (Ň.Łőŋűěćĺů) Ń¿ąă£ ťşŋłűĺ£ ŋă ňŋőęěśšćě CD_n, şďőćńěšćőř£¿źă£ 1- ĺ 4-ůńěŋŋżň śőőšŋőÿěŋĺ£ň, ŕřőĺśţőďĺš ĺğ ŋěłőšőřőčő ĺŋćăřĺăŋšă Ćăśĺńĳěćă ŕőř£ďłă 6 n.

Ŋă řĺśşŋłăţ ţőřďőćżţ ďĺăčřăňň ŕşŋłšĺřŋżě ńĺŋĺĺ őğŋăůă¿š, ůšő ć ¡šĺţ ňěśšăţ ňőčşš ćśšřěůăšĳś£ ěźě łăłĺě-šő (ŋěŋăřĺśőćăŋŋżě) ţőřďż, őďŋĺ ĺ šě ęě ďń£ ćśěţ ďĺăčřăňň, ćţőď£źĺţ ć ďăŋŋş¿ ťőřňşńş. Ŋă şůăśšłăţ őłřşęŋőśšĺ, ĺğőąřăęěŋŋżţ śŕńőÿŋőľ ńĺŋĺěľ, ćśě ĺňě¿źĺěś£ ţőřďż ůěśšŋő şłăğăŋż.

Ĺšăł, ůšőąż őŕřěďěńĺšĳ ůĺśńő d_n = dim V_n − dim V_{n−1}, ŋşęŋő śőśšăćĺšĳ ĺ řěÿĺšĳ śĺśšěňş ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, ć łőšőřőľ ŋěĺğćěśšŋżě | ¡šő ğŋăůěŋĺ£ ćěśőćőľ śĺśšěňż ŋă ţőřďőćżţ ďĺăčřăňňăţ śšěŕěŋĺ n, ă şřăćŋěŋĺ£ ŕőńşůă¿šś£ ĺğ ćśěćőğňőęŋżţ 1- ĺ 4-ůńěŋŋżţ śőőšŋőÿěŋĺľ. Ćňěśšő šőčő, ůšőąż čőćőřĺšĳ ő ğŋăůěŋĺ£ţ ťşŋłűĺĺ ŋă ňŋőęěśšćě ďĺăčřăňň, ňőęŋő ć łăůěśšćě ŋěĺğćěśšŋżţ ćğ£šĳ śăňĺ ¡šĺ ďĺăčřăňňż, řăśśňăšřĺćă£ ĺţ łăł ąşłćż ŋěłőšőřőčő ŋőćőčő ăńťăćĺšă ffiflfflfiq q, ffiflfflfiq q , ffiflfflfiqq� q@@ , . . . (ć śăňőň ďěńě, ůěň ¡šĺ ąşłćż ţşęě ńăšĺŋśłĺţ ĺńĺ čřěůěśłĺţ?)

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřőśšřăŋśšćő ţőřďőćżţ ďĺăčřăňň An | ¡šő ńĺŋěľŋőě ŕřőśšřăŋśšćő, ŕőřőęďěŋŋőě ćśěňĺ ţőřďőćżňĺ ďĺăčřăňňăňĺ śšěŕěŋĺ n ŕő ňőďşń¿ őďŋőůńěŋŋżţ ĺ ůěšżřěţůńěŋŋżţ śőőšŋőÿěŋĺľ

q q = 0 ,q q qq^− q qqq^+ q q qq^− q q qq^{= 0 .}

Ĺŋăůě čőćőř£, A_n | ¡šő ŕřőśšřăŋśšćő řěÿěŋĺľ őďŋőřőďŋőľ śĺśšěňż ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ, śőśšő£źěľ ĺğ ćśěţ şłăğăŋŋżţ śőőšŋőÿěŋĺľ, őšŋőśĺšěńĳŋő ŋăąőřă ŋěĺğćěśšŋżţ, śőőšćěšśšćş¿źĺţ ţőřďőćżň ďĺăčřăňňăň śšěŕěŋĺ n.

Ŕřĺňěřż. 1. Ŕřőśšřăŋśšćő A1 ŋşńĳňěřŋő, ĺąő őŋő ŕőřőęďěŋő őďŋĺň ¡ńěňěŋšőň ffiflfflfiq q, łőšőřżľ řăćěŋ ŋşń¿ ć śĺńş 1-ůńěŋŋőčő śőőšŋőÿěŋĺ£.

2. Ŕřőśšřăŋśšćő A_2 ĺňěěš řăğňěřŋőśšĳ 1, ŕőśłőńĳłş ffiflfflfiq q =0, ă ŋěšřĺćĺăńĳŋżţ 4-ůńěŋŋżţ śőőšŋőÿěŋĺľ ć ¡šőň śńşůăě ŋěš. Ć łăůěśšćě ąăğĺśŋőčő ¡ńěňěŋšă ňőęŋő ćğ£šĳ ffiflfflfiqq� q@@ .

3. Řăğňěřŋőśšĳ ŕřőśšřăŋśšćă A_3 řăćŋă ůĺśńş śćőąőďŋżţ ŕěřěňěŋŋżţ ć śĺśšěňě ńĺŋěľŋżţ şřăćŋěŋĺľ

ffiflfflfiqqqqq^{= 0,}ffiflfflfiqqq_{= 0,} ffiflfflfiqqfi^fiqqLL q^{= 0,} ffiflfflfiqqqqq^− ffiflfflfiqqq^{= 0,} ffiflfflfiqqfi^fiqqLL q^{− 2} ffiflfflfiq qq q^+ ffiflfflfiqqq� q@@^{= 0,}

šő ěśšĳ 1. Ŕěřćżě šřĺ şřăćŋěŋĺ£ ćżŕĺśăŋŋőľ śĺśšěňż śşšĳ őďŋőůńěŋŋżě śőőšŋőÿěŋĺ£, ŕőśńěďŋĺě ďćă | ůěšżřěţůńěŋŋżě. Ąăğĺśŋżň ¡ńěňěŋšőň ňőęěš śńşęĺšĳ ďĺăčřăňňă ffiflfflfiq qq q ĺńĺ ffiflfflfiqqq� q@@ .

4. Ďń£ ŕřőśšřăŋśšćă A_4 ňż ŕřĺćěďěň ńĺÿĳ őšćěš, ŋě ćżŕĺśżćă£ śĺśšěňş şřăć-

ŋěŋĺľ: dim A_4 = 3, ă ć łăůěśšćě ąăğĺśă ňőęŋő ćğ£šĳ ďĺăčřăňňż ffiflfflfiqq!!q q!!qqLLqqLL , ffiflfflfiqqqfifiq qaaq

ĺ ffiflfflfiqqqq qq^._{Ś řőśšőň n ůĺśńő ŕěřěňěŋŋżţ ĺ şřăćŋěŋĺľ ć śĺśšěňě ďń£ őŕřěďěńěŋĺ£ řăğ-}

ňěřŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšćă A_n őůěŋĳ ążśšřő řăśšěš. Ĺśŕőńĳğş£ őŕĺśăŋŋżľ ŕř£ňőľ ŕőďţőď, ŋă łőňŕĳ¿šěřě şďăńőśĳ śőśůĺšăšĳ řăğňěřŋőśšĳ ĺ ąăğĺś A_n šőńĳłő ďń£

n 6 9 (ůšőąż ŋăľšĺ ŕőśńěďŋěě ğŋăůěŋĺě dim A9, Ď. Ąăř-Ŋăšăŋş ŕřĺÿńőśĳ ć £ŋ-

ćăřě 1993 čőďă őďőńęĺšĳ ďń£ śćőěľ řăąőůěľ śšăŋűĺĺ ŋă ŋěśłőńĳłő ďŋěľ ďőŕőńŋĺšěńĳŋő 32 Ňą őŕěřăšĺćŋőľ ŕăň£šĺ). Ł ŋăśšő£źěňş ćřěňěŋĺ šőůŋżě ğŋăůěŋĺ£ řăğňěřŋőśšĺ ŕřőśšřăŋśšć A_n ĺ, śńěďőćăšěńĳŋő, V_n, ĺğćěśšŋż ďő n = 12:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 dim P_n 0 0 1 1 2 3 5 8 12 18 27 39 55 dim A_n 1 0 1 1 3 4 9 14 27 44 80 132 232 dim V_n 1 1 2 3 6 10 19 33 60 104 184 316 548

Őšćěš ďń£ n = 10, 11 ĺ 12 ŕőńşůěŋ §ŋőň Łŋăľśśńěřőň [17] ć 1997 čőďş ś ĺśŕőńĳğőćăŋĺěň ąőńěě šőŋłőľ šěţŋĺłĺ, ő łőšőřőľ ňż řăśśłăęěň ć śńěďş¿źěň řăğďěńě. Šăň ęě ąşďěš őąž£śŋěŋő, ůšő šăłőě P_n ĺ łăł ŕő ůĺśńăň dim P_n ňőęŋő ŋăľšĺ ůĺśńă dim A_n.

5.2. Ăńčěąřă ţőřďőćżţ ďĺăčřăňň Őłăğżćăěšś£, ůšő ńşůÿě ŕőŋ£šĳ şśšřőľśšćő ńĺŋěľŋżţ ŕřőśšřăŋśšć A_n ĺ ďăńĳÿě ŕřőďćĺŋşšĳś£ ć łőŋłřěšŋżţ ćżůĺśńěŋĺ£ţ ŕőňőčăěš ňşńĳšĺŕńĺłăšĺćŋă£ śšřşłšşřă, łőšőřă£ ĺňěěšś£ ć ŕř£ňőľ śşňňě ćśěţ ŕřőśšřăŋśšć ţőřďőćżţ ďĺăčřăňň A = ∞⨁ n=0 A_n = A_0 ⊕ A_1 ⊕ A_2 ⊕ . . .

Ŕřőĺğćěďěŋĺě ďćşţ ţőřďőćżţ ďĺăčřăňň őŕřěďěń£ěšś£ šăł: ďćě őłřşęŋőśšĺ řăğřżćă¿šś£ ĺ śłńěĺćă¿šś£ ć őďŋş: ŒÆ Øøq qq q^·ŒÆ

Øøq qq q^= q q q q q q q q^= ŒÆ Øøq qq q q qq qq

Ţőřďőćă£ ďĺăčřăňňă, łőšőřă£ ŕőńşůăěšś£ ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ¡šőčő śőőšŋőÿěŋĺ£, ğăćĺśĺš, ćőőąźě čőćőř£, őš šőčő ňěśšă, čďě řăğřżćă¿šś£ őłřşęŋőśšĺ. Ğăňěůăšěńĳŋő, ůšő ś şůěšőň 4-ůńěŋŋżţ śőőšŋőÿěŋĺľ (ć ťăłšőřŕřőśšřăŋśšćě A) şňŋőęěŋĺě őŕřěďěńěŋő łőřřěłšŋő, š. ě. ŋě ğăćĺśĺš őš ŕřőĺğćőńă ć őŕřěďěńěŋĺĺ.

Ğăďăůă. Ďőłăęĺšě ¡šőš ťăłš.

Šăłĺň őąřăğőň, ąěśłőŋěůŋőňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő A £ćń£ěšś£ ăńčěąřőľ (śłăęěň, ŋăď ŕőńěň řăűĺőŋăńĳŋżţ ůĺśěń).

Őłăğżćăěšś£, ůšő ć ¡šőľ ăńčěąřě ňőęŋő ćżďěńĺšĳ śůěšŋőě śěňěľśšćő ¡ńěňěŋšőć, šăłőě ůšő ćś£łĺľ ¡ńěňěŋš ăńčěąřż őďŋőğŋăůŋő ğăŕĺśżćăěšś£ ć ćĺďě ňŋőčőůńěŋă őš ¡šĺţ ¡ńěňěŋšőć. Ğŋăůĺš, A ťăłšĺůěśłĺ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ăńčěąřş ňŋőčőůńěŋőć őš ąěśłőŋěůŋőčő ůĺśńă ŕěřěňěŋŋżţ.

Ćżąőř šăłőčő śěňěľśšćă őąřăğş¿źĺţ őśŋőćăŋ ŋă śńěďş¿źĺţ śőőąřăęěŋĺ£ţ. Ďń£ ń¿ąőčő n ć ŕřőśšřăŋśšćě A_n ěśšĳ ğăňěůăšěńĳŋőě ńĺŋěľŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő, ŋăğżćěňőě ŕřőśšřăŋśšćőň ŕřĺňĺšĺćŋżţ ¡ńěňěŋšőć ĺ őąőğŋăůăěňőě P_n. Ěśńĺ ć łăęďőň ŕřőśšřăŋśšćě P_n, n = 1, 2, . . . ćżąřăšĳ ń¿ąőľ ąăğĺś, šő ĺţ őąžěďĺŋěŋĺě ňőęěš śńşęĺšĳ śĺśšěňőľ őąřăğş¿źĺţ ŕőńĺŋőňĺăńĳŋőľ ăńčěąřż A. Őŕĺÿěň őďĺŋ ĺğ śŕőśőąőć ŕőśšřőěŋĺ£ ŕřĺňĺšĺćŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă P_n.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ďĺăčřăňňă Ťěľŋňăŋă śšěŕěŋĺ n | ¡šő řěčşń£řŋżľ šřěţćăńěŋšŋżľ čřăť ś 2n ćěřÿĺŋăňĺ, ć łőšőřőň ćżďěńěŋ ŋěłőšőřżľ őřĺěŋšĺřőćăŋŋżľ űĺłń, ŋăğżćăěňżľ ŕěšńěľ Şĺńśőŋă, ĺ ć łăęďőľ ćěřÿĺŋě, ŋě ńěęăźěľ ŋă ŕěšńě Şĺńśőŋă, ğăďăŋ űĺłńĺůěśłĺľ ŕőř£ďőł ćżţőď£źĺţ ĺğ ŋěě řěąěř.

Ţőřďőćżě ďĺăčřăňňż £ćń£¿šś£ ůăśšŋżň śńşůăěň ďĺăčřăňň Ťěľŋňăŋă (ş ŋĺţ ćśě šřěţćăńěŋšŋżě ćěřÿĺŋż ńěęăš ŋă ŕěšńě Şĺńśőŋă). Łăęďş¿ ďĺăčřăňňş Ťěľŋňăŋă f ňőęŋő ŕřěćřăšĺšĳ ć ńĺŋěľŋş¿ łőňąĺŋăűĺ¿ ţőřďőćżţ ďĺăčřăňň ρ(f), ňŋőčőłřăšŋő ŕřĺňěŋ££ śńěďş¿źěě śőőšŋőÿěŋĺě ďń£ řăğřěÿěŋĺ£ šřőľŋżţ šőůěł, śňěęŋżţ ś ŕěšńěľ Şĺńśőŋă:

→ − .

Ŕřĺňěř.

¯˘˚ȟqq qq^→ ¯˘˚ˇ^{�HH}qq q^− ¯˘˚q̌q q → ( ¯˘˚q̌ q^− ¯˘˚q̌ q^{) − (} ¯˘˚q̌ q^− ¯˘˚q̌ q^)

= −2 ( ¯˘ ˚q̌ q_− ¯˘ ˚ˇ_{ZZææ}q q )_{= −2} ¯˘ ˚ˇ_{ZZææ}q q

Śšěŕěŋĳ ść£ğŋőľ ďĺăčřăňňż Ťěľŋňăŋă | ¡šő ŕőńőćĺŋă őąźěčő ůĺśńă ćěřÿĺŋ čřăťă. Ěśńĺ F_n | ňŋőęěśšćő ćśěţ ďĺăčřăňň Ťěľŋňăŋă śšěŕěŋĺ n ĺ f ∈ F_n, šő ρ(f) ňőęŋő řăśśňăšřĺćăšĳ łăł ¡ńěňěŋš ŕřőśšřăŋśšćă A_n. Ďĺăčřăňňă Ťěľŋňăŋă ŋăğżćăěšś£ ść£ğŋőľ, ěśńĺ śőőšćěšśšćş¿źĺľ čřăť őśšăěšś£ ść£ğŋżň ŕőśńě őšąřăśżćăŋĺ£ ŕěšńĺ Şĺńśőŋă.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŕřőśšřăŋśšćő ŕřĺňĺšĺćŋżţ ¡ńěňěŋšőć Pn (n ¿ 1) | ¡šő ńĺŋěľŋă£ őąőńőůłă ¡ńěňěŋšőć ρ(f) ďń£ ćśěţ ść£ğŋżţ ďĺăčřăňň f ∈ F_n.

Ŕřĺňěřż. Ŕřőśšřăŋśšćő P1 = A1 ŋşńěćőě.

Ŕřőśšřăŋśšćă P_2 ĺ P_3 őďŋőňěřŋż ĺ śőćŕăďă¿š, śőőšćěšśšćěŋŋő, ś ŕřőśšřăŋśšćăňĺ A_2 ĺ A_3.

Ć šřěţňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě A_4 ŕřĺňĺšĺćŋőě ŕőďŕřőśšřăŋśšćő P_4 ďćşňěřŋő

ĺ ŕőřőęďěŋő ¡ńěňěŋšăňĺ ffiflfflfiqqqfifiq qaaq − ffiflfflfiqqqq qq ĺ ffiflfflfiqq!!q q!!qqLLqqLL − 2 ffiflfflfiqqqq qq .

Řăąőšăšĳ ś ŕřĺňĺšĺćŋżňĺ ŕőďŕřőśšřăŋśšćăňĺ P_n ŕřőźě, ŕőšőňş ůšő őŋĺ ŋăňŋőčő ňěŋĳÿě, ůěň A_n. Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő ňż ŋăÿńĺ řăğňěřŋőśšĺ ćśěţ P_n ďő łăłőčő-šő ňěśšă. Śŕřăÿĺćăěšś£, łăł šőčďă ŋăľšĺ ŋăůăńĳŋżľ şůăśšőł ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĺ dim A_n? Ŕő£śŋĺň ¡šő ŋă ŕřĺňěřě.

Ďőŕşśšĺň, ňż ğŋăěň, ůšő ğŋăůěŋĺ£ dim P_n ďń£ n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 řăćŋż 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8. Ŕşśšĳ p_2 | ąăğĺśŋżľ ¡ńěňěŋš P_2, p_3 | ąăğĺśŋżľ ¡ńěňěŋš P_3, ă ąăğĺśż ŕřőśšřăŋśšć P_4 ĺ P_5 śşšĳ śőőšćěšśšćěŋŋő p_{41}, p_{42} ĺ p_{51}, p_{52}, p_{53}. Śšěŕěŋĳ¿ ¡ńěňěŋšă p ∈ P_n ŋăğżćăěšś£ ůĺśńő n, ă śšěŕěŋĳ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ řăćŋă śşňňě śšěŕěŋěľ śőňŋőęĺšěńěľ. Ŕőśňőšřĺň, łăłĺě ňőęŋő śőśšăćĺšĳ ňőŋőňż ĺğ ďăŋŋżţ ąăğĺśŋżţ ¡ńěňěŋšőć ďő śšěŕěŋĺ 7 ćłń¿ůĺšěńĳŋő.

Ňőŋőňż śšěŕěŋĺ 4: p^2 (ćśěčő 1). Ňőŋőňż śšěŕěŋĺ 5: p_2p_3 (ćśěčő 1).

Ňőŋőňż śšěŕěŋĺ 6: p^3_2, p^2_3, p_2p_{41}, p_2p_{42} (ćśěčő 4).

Ňőŋőňż śšěŕěŋĺ 7: p^2p_3, p_2p_{51}, p_2p_{52}, p_2p_{53}, p_3p_{41}, p_3p_{42} (ćśěčő 6). Ąăğĺś ŕřőśšřăŋśšćă A_n śőśšăćń£¿š śăňĺ ŕřĺňĺšĺćŋżě ¡ńěňěŋšż ĺ ĺţ ŕřőĺğćěďěŋĺ£ śőőšćěšśšćş¿źěľ śšěŕěŋĺ. Ďń£ n = 4, 5, 6, 7 ŕőńşůăěň: dim A_4 = 2+1 = 3, dim A_5 = 3 + 1 = 4, dim A_6 = 5 + 4 = 9, dim A_7 = 8 + 6 = 14.

Őłăğżćăěšś£ (¡šő őšłřżń Ŕ. Ćőęěńĳ [29] ć 1995 čőďş), ůšő ć ŕřőśšřăŋśšćě ćśěţ ŕřĺňĺšĺćŋżţ ¡ńěňěŋšőć P = ⊕^∞_{n=1}P_n ěśšĳ ěźě ćŋşšřěŋŋ££ ňşńĳŕńĺłăšĺćŋă£ śšřşłšşřă. Ĺňěŋŋő őŋă ĺ ŕőğćőńĺńă §. Łŋăľśśńěřş ć 1997 čőďş řăğřăąőšăšĳ ŋőćżľ, ąőńěě ¡ťťěłšĺćŋżľ ăńčőřĺšň ŋăţőęďěŋĺ£ ąăğĺśă ć ŕřőśšřăŋśšćě ĺŋćăřĺăŋšőć Ćăśĺńĳěćă ĺ ŕřěćğőľšĺ řěłőřď Ď. Ąăř-Ŋăšăŋă 1993 čőďă.

Şğńż ĺ ĺţ ĺŋćăřĺăŋšż 85

6. Ĺŋšěčřăń Łőŋűěćĺůă

Ĺŋšěčřăń Łőŋűěćĺůă ĺğőąřěšěŋ ć 1992 čőďş [19] łăł śřěďśšćő ďőłăğăšěńĳśšćă śťőřňşńĺřőćăŋŋőľ ćżÿě (ś. 81) šěőřěňż Ćăśĺńĳěćă{Łőŋűěćĺůă. Őŋ £ćń£- ěšś£ ďăńěłő ĺďşźĺň őąőąźěŋĺěň ĺŋšěčřăńĳŋőľ ťőřňşńż Čăşśśă, ćżřăęă¿źěľ łő¡ťťĺűĺěŋš ğăűěŕńěŋĺ£ ďćşţ ğăňłŋşšżţ łřĺćżţ ć ŕřőśšřăŋśšćě.

Ŕřěďśšăćĺň šřěţňěřŋőě ŕřőśšřăŋśšćő R^3 łăł ŕř£ňőě ŕřőĺğćěďěŋĺě łőňŕńěłśŋőľ ŕř£ňőľ C ś łőőřďĺŋăšőľ z ĺ ćěźěśšćěŋŋőľ ŕř£ňőľ R ś łőőřďĺŋăšőľ t. Ćńőęĺň şğěń K ć ŕřőśšřăŋśšćő R^3 = C_z × R_t šăł, ůšőąż łőőřďĺŋăšă t ążńă ťşŋłűĺěľ Ňőřśă ŋă K. İšő ğŋăůĺš, ůšő ćő ćśěţ šőůłăţ, čďě t łăł ťşŋłűĺ£ ŕăřăňěšřă ŋă łřĺćőľ ĺňěěš ŋşńěćş¿ ŕřőĺğćőďŋş¿, ěě ćšőřă£ ŕřőĺğćőďŋă£ ŋě ďőńęŋă őąřăźăšĳś£ ć ŋőńĳ, ă ğŋăůěŋĺ£ t ćő ćśěţ šăłĺţ šőůłăţ (łřĺšĺůěśłĺě ğŋăůěŋĺ£) ďőńęŋż ążšĳ řăğńĺůŋż ňěęďş śőąőľ.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ĺŋšěčřăń Łőŋűěćĺůă şğńă K | ¡šő śńěďş¿źĺľ ¡ńěňěŋš ŕőŕőńŋěŋĺ£ A ăńčěąřż ţőřďőćżţ ďĺăčřăňň: Z(K) = ∞∑ m=0 1 (2πi)^m ∫ tmin<t1<···<tm<tmax tj ŋěłřĺšĺůěśłĺě

∑ P ={(zj ,z^0j)} (−1)^↓D_P m∏ j=1 dz_j � dz^′_j z_j � z^′_j .

Ŕőŕőńŋěŋĺě A ăńčěąřż A | ¡šő, ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿, ňŋőęěśšćő ćśěţ ąěśłőŋěůŋżţ ťőřňăńĳŋżţ ř£ďőć ćĺďă ∑ m c_ma_m, čďě c_m ∈ C | ůĺśńěŋŋżě łő¡ťťĺűĺěŋšż, ă a_m ∈ A_m | ¡ńěňěŋšż ŕřőśšřăŋśšćă ţőřďőćżţ ďĺăčřăňň śšěŕěŋĺ m.

6.1. Who is who ć ĺŋšěčřăńě Łőŋűěćĺůă Ďěľśšćĺšěńĳŋżě ůĺśńă t_{min} ĺ t_{max} śşšĳ ňĺŋĺňăńĳŋőě ĺ ňăłśĺňăńĳŋőě ğŋăůěŋĺ£ ťşŋłűĺĺ t ŋă K.

Őąńăśšĳ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ m-ňěřŋżľ śĺňŕńěłś t_{min} < t_1 < < · · · < t_m < t_{max}, řăğďěńěŋŋżľ łřĺšĺůěśłĺňĺ ğŋăůěŋĺ£ňĺ ŋă ŋěłőšőřőě ůĺśńő ść£ğŋżţ łőňŕőŋěŋš. Ŋăŕřĺňěř, ďń£ śńěďş¿źěčő ćńőęěŋĺ£ ŋěşğńă ĺ m = 2 őąńăśšĳ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ śőśšőĺš ĺğ ÿěśšĺ łőňŕőŋěŋš ść£ğŋőśšĺ ĺ ćżčń£ďĺš šăł: t t_{max} t_{c2} t_{c1} t_{min} z t_2

t_{max} t_{c2} t_{c1} t_{min} t_1 t_{max} t_{c2} t_{c1} t_{min} Ůĺśńő śńăčăěňżţ ć ŕőďżŋšěčřăńĳŋőň ćżřăęěŋĺĺ ŕőśšő£ŋŋő ďń£ łăęďőľ łőňŕőŋěŋšż ść£ğŋőśšĺ, ŋő ňőęěš ążšĳ řăğńĺůŋżň ďń£ řăğŋżţ łőňŕőŋěŋš. Ůăśšĳ şğńă ć ŕőńőśě, ğăłń¿ůěŋŋőľ ňěęďş ďćşň£ łřĺšĺůěśłĺňĺ şřőćŋ£ňĺ ťşŋłűĺĺ t, ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŋăąőř łřĺćżţ, łăęďă£ ĺğ łőšőřżţ őďŋőğŋăůŋő ŕăřăňěšřĺğőćăŋă ŕěřěňěŋŋőľ t. Ć łăęďőľ ŕńőśłőśšĺ {t = t_j } ⊂ R^3 ćżąěřěň ŋěşŕőř£ďőůěŋŋş¿ ŕăřş řăğńĺůŋżţ šőůěł (z_j , t_j ) ĺ (z^′_j , t_j ), ńěęăźĺţ ŋă şğńě K. Őąőğŋăůĺň ůěřěğ P = {(z_j , z^′_j )} śĺśšěňş ĺğ m šăłĺţ ŕăř ďń£ j = 1, . . . , m. Ŕőď ĺŋšěčřăńőň śšőĺš śşňňă ŕő ćśěň śŕőśőąăň ćżąőřă śĺśšěňż P . Ć ŕřőĺğćőńĳŋőľ ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšě őąńăśšĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ£ ťĺłśăűĺ£ śĺśšěňż P őğŋăůăěš, ůšő ďń£ łăęďőľ ŕěřěňěŋŋőľ t_j ćżąřăŋă ŋěłőšőřă£ ŕăřă ćěšćěľ şğńă ć śőőšćěšśšćş¿źěľ ŕőńőśě ŕřőśšřăŋśšćă.

Ć ŕřĺćěďěŋŋőň ćżÿě ŕřĺňěřě ďń£ ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšż t_{min} < t_1 < t_{c1} , t_{c2} < t_2 < t_{max}} ěśšĳ ńĺÿĳ őďŋă ŕăřă šőůěł ŋă şřőćŋ£ţ {t = t_1} ĺ {t = t_2}. Śńěďőćăšěńĳŋő, ďń£ ¡šőľ łőňŕőŋěŋšż śşňňă ŕőď ĺŋšěčřăńőň śőśšőĺš šőńĳłő ĺğ őďŋőčő śńăčăěňőčő. Ŋăŕřőšĺć, ďń£ łőňŕőŋěŋšż {t_{min} < t_1 < t_{c1} , t_{c1} < t_2 < t_{c2} } ş ŋăś ŕő-ŕřěęŋěňş ěśšĳ ńĺÿĳ őďĺŋ ćżąőř ŋă şřőćŋě {t = t_1}, ŋő ŕńőśłőśšĳ {t = t_2} ŕěřěśěłăěš şğěń K şęě ŕő ůěšżřěň šőůłăň, ŕő¡šőňş ňż ĺňěěň

(_4 2 ) = 6 ćőğňőęŋżţ ŕăř (z_2, z^′_2), ĺ őąźěě ůĺśńő śńăčăěňżţ řăćŋő ÿěśšĺ.

Ďń£ ďăŋŋőčő ćżąőřă śĺśšěňż P śĺňćőń ‘↓’ őąőğŋăůăěš ůĺśńő šőůěł (z_j , t_j ) or (z^′_j , t_j ) ĺğ P , ć łőšőřżţ łőőřďĺŋăšă t şążćăěš ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ ŕő şğńş ć ŕőńőęĺšěńĳŋőň ŋăŕřăćńěŋĺĺ.

Ğăťĺłśĺřşěň śĺśšěňş ŕăř P . Řăśśňőšřĺň şğěń K łăł őřĺěŋšĺřőćăŋŋş¿ őłřşęŋőśšĳ ĺ śőěďĺŋĺň ŋă ŋěľ šőůłĺ (z_j , t_j ) ĺ (z^′_j , t_j ) ţőřďăňĺ. Ŕőńşůĺšś£ ţőřďőćă£ ďĺăčřăňňă ŕőř£ďłă m. İšă ţőřďőćă£ ďĺăčřăňňă £ćń£ěšś£ ¡ńěňěŋšőň ăńčěąřż A, łőšőřżľ ňż őąőğŋăůăěň ůěřěğ D_P . Ŋă śńěďş¿źěň řĺśşŋłě ďń£ łăęďőľ ść£ğŋőľ łőňŕőŋěŋšż ŕőłăğăŋő őďŋő ĺğ ćőğňőęŋżţ řăğąĺěŋĺľ ŋă ŕăřż, śőőšćěšśšćş¿źă£ ţőřďőćă£ ďĺăčřăňňă śő ğŋăłőň (−1)^↓ ĺ şłăğăŋő ůĺśńő śńăčăěňżţ ŕőďżŋšěčřăńĳŋőčő ćżřăęěŋĺ£ (ŋěłőšőřżě ĺğ łőšőřżţ řăćŋż ŋşń¿ ć śĺńş őďŋőůńěŋŋőčő śőőšŋőÿěŋĺ£).

; (−1)^2`ȷ́ıq q;

1 śńăčăěňőě

; (−1)^2`ȷ́ıq q;

6 śńăčăěňżţ

; (−1)^2`ȷ́ıq q;

1 śńăčăěňőě

; (−1)^1`ȷ́ıqq� q@@ ;

36 śńăčăěňżţ

; (−1)^2`ȷ́ıq q;

1 śńăčăěňőě

; (−1)^1`ȷ́ıq q;

6 śńăčăěňżţ

Ŋă łăęďőľ łőňŕőŋěŋšě ść£ğŋőśšĺ ŕěřěňěŋŋżě z_j and z^′_j £ćń£¿šś£ čńăďłĺňĺ

ťşŋłűĺ£ňĺ ŕěřěňěŋŋőľ t_j . Ŕőďśšăćń££ ¡šĺ ťşŋłűĺĺ ć ćżřăęěŋĺě m∏ j=1 dz_j � dz^′_j z_j � z^′_j ,

ňż ŕőńşůăěň ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋş¿ ťőřňş őš ŕěřěňěŋŋżţ t_1, . . . , t_m, őŕřěďěńěŋŋş¿ ŋă śĺňŕńěłśě ć m-ňěřŋőň ŕřőśšřăŋśšćě ¡šĺţ ŕěřěňěŋŋżţ. Ěě ĺ śńěďşěš ŕřőĺŋšěčřĺřőćăšĳ. İšő ďăśš łő¡ťťĺűĺěŋš ŕřĺ śőőšćěšśšćş¿źěľ ţőřďőćőľ ďĺăčřăňňě.

Őŕĺśăŋŋă£ łőŋśšřşłűĺ£ řăąőšăěš ŕřĺ ćśěţ ğŋăůěŋĺ£ţ m > 0. Ďń£ m = 0 ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ŕőńăčă¿š, ůšő ŕőńşůĺšś£ ţőřďőćă£ ďĺăčřăňňă ŕőř£ďłă 0 (őłřşęŋőśšĳ ąěğ ţőřď, ŕřěďśšăćń£¿źă£ ěďĺŋĺůŋżľ ¡ńěňěŋš ăńčěąřż A) ś łő¡ťťĺűĺěŋšőň 1.

6.2. Şŋĺćěřśăńĳŋżľ ĺŋćăřĺăŋš Ćăśĺńĳěćă Ňőęŋő ďőłăğăšĳ, ůšő ĺŋšěčřăń Z(K), ćő-ŕěřćżţ, śţőďĺšś£ ďń£ ń¿ąőčő şğńă, řăśŕőńőęěŋŋőčő ć ŕřőśšřăŋśšćě şłăğăŋŋżľň ćżÿě śŕőśőąőň, ă ćő-ćšőřżţ, ŋě ňěŋ£ěšś£ ŕřĺ čńăďłĺţ ĺğőšőŕĺ£ţ şğńă, ŕřĺ łőšőřżţ śőţřăŋ£ěšś£ ůĺśńő łřĺšĺůěśłĺţ šőůěł ťşŋłűĺĺ t. Ććĺďş šőčő, ůšő şğěń | ğăňłŋşšă£ łřĺćă£, ŕő£ćń£šĳś£ ĺ ĺśůěğăšĳ łřĺšĺůěśłĺě šőůłĺ ňőčşš šőńĳłő ŕăřăňĺ. Őłăğżćăěšś£, ůšő ŕřĺ ¡šőň ćżřăęěŋĺě Z(K) ňěŋ£ěšś£ ćŕőńŋě őŕřěďěńěŋŋżň őąřăğőň, ă ĺňěŋŋő, ěśńĺ şğěń K_1 ŕőńşůăěšś£ ĺğ şğńă K ďőąăćńěŋĺěň ŕăřż śőśěďŋĺţ łřĺšĺůěśłĺţ šőůěł, šő ĺňěěš ňěśšő řăćěŋśšćő

Z(K_1) = Z(K) · Z ( ) . Őąőğŋăůĺň ůěřěğ H ćţőď£źĺľ ć ¡šş ťőřňşńş šřĺćĺăńĳŋżľ şğěń, ćńőęěŋĺě łőšőřőčő ć ŕřőśšřăŋśšćő ĺňěěš ďćă ňăłśĺňşňă ĺ ďćă ňĺŋĺňşňă, ĺ řăśśňőšřĺň ćżřăęěŋĺě I(K) = Z(K) Z(H)^{c/}2 , čďě c őąőğŋăůăěš ůĺśńő łřĺšĺůěśłĺţ šőůěł ťşŋłűĺĺ t ŋă K, ă ůăśšŋőě | ¡šő ďěńěŋĺě ć ăńčěąřě A, őśşźěśšćń£ěňőě ŋă őśŋőćě ŕřăćĺńă (1 + a)^{−1} = 1 − a + a^2− −a^3 + . . . .

Ĺğ śłăğăŋŋőčő ćżÿě £śŋő, ůšő I(K) ŋě ňěŋ£ěšś£ šăłęě ĺ ŕřĺ ďőąăćńěŋĺĺ (ĺ şďăńěŋĺĺ) ŕăř łřĺšĺůěśłĺţ šőůěł. Śńěďőćăšěńĳŋő, I(K) ŕřěďśšăćń£ěš śőąőľ ŋăśšő£źĺľ ĺŋćăřĺăŋš şğńă. Őŋ ŋăğżćăěšś£ şŋĺćěřśăńĳŋżň ĺŋćăřĺăŋšőň Ćăśĺńĳěćă, ŕőšőňş ůšő (ć ĺğćěśšŋőň śňżśńě) ćśě ĺŋćăřĺăŋšż Ćăśĺńĳěćă ćţőď£š ć ŋěčő łăł łő¡ťťĺűĺěŋšż.

Ĺśţőďŋżľ ĺŋšěčřăń Z(K) ŋăğżćă¿š ěźě ŕřěďćăřĺšěńĳŋżň ĺŋšěčřăńőň Łőŋűěćĺůă, ă ŕőďŕřăćńěŋŋőě ćżřăęěŋĺě I(K) | őłőŋůăšěńĳŋżň ĺŋšěčřăńőň Łőŋűěćĺůă.

Ŕřĺňěřż. Ŕşśšĳ O | ŋěşğěń, ćńőęěŋŋżľ ć ŕřőśšřăŋśšćő łăł őłřşęŋőśšĳ, śšő£źă£ ćěřšĺłăńĳŋő. Šőčďă:

Z(O) = 1, I(O) = 1/Z(H), I(H) = Z(H)/(Z(H)^2) = 1/Z(H).

Ŕőśńěďŋĺě ďćă őšćěšă śőćŕăďă¿š. İšő ŋěşďĺćĺšěńĳŋő, ćěďĳ I | ĺŋćăřĺăŋš şğńă, ă şğńż O ĺ H ¡łćĺćăńěŋšŋż. Ć śńěďş¿źěň ŕşŋłšě řěůĳ ŕőľďěš ĺňěŋŋő őą ¡šőň ćżřăęěŋĺĺ.

6.3. Ĺŋšěčřăń Łőŋűěćĺůă ďń£ ŋěşğńă Ĺŋšěčřăń Łőŋűěćĺůă | ďőćőńĳŋő-šăłĺ śńőęŋżľ őąžěłš. Ć šěůěŋĺě ŋěśłőńĳłĺţ ńěš ŋĺłšő ŋě şňěń ćżůĺśń£šĳ ěčő ďăęě ďń£ šřĺćĺăńĳŋőčő şğńă: ążńĺ ĺğćěśšŋż ńĺÿĳ łő¡ťťĺűĺěŋšż ŕřĺ ŋěłőšőřżţ ţőřďőćżţ ďĺăčřăňňăţ ć ąěśłőŋěůŋőľ śşňňě.

(Łőŋěůŋő, ğďěśĳ ĺňěěšś£ ć ćĺďş őłőŋůăšěńĳŋżľ ĺŋšěčřăń Łőŋűěćĺůă I(O), ĺąő ŕřěďćăřĺšěńĳŋżľ Z(O) řăćěŋ ŕřőśšő 1, łăł ňż şęě őšňěůăńĺ.)

Ć 1997 čőďş ŕő£ćĺńăśĳ čĺŕőšěğă Ď. Ąăř-Ŋăšăŋă ś śőăćšőřăňĺ [3] (ďőłăğăŋŋă£ ć 1998 čőďş ć řăąőšě [4]) ő šőň, ůěňş řăćŋă ćś£ śşňňă:

I(O) = exp ∞∑ n=0 b_{2n}w_{2n} = 1 + ( ∞∑ n=0 b_{2n}w_{2n}) + 12 ( ∞∑ n=0 b_{2n}w_{2n})^2 + . . .

Ğďěśĳ b_{2n} | ňőďĺťĺűĺřőćăŋŋżě ůĺśńă Ąěřŋşńńĺ, š. ě. łő¡ťťĺűĺěŋšż śńěďş¿źěčő ř£ďă Šěľńőřă: ∞∑ n=0 b_{2n}x^{2n} = 12 ln e^{x/2} � e^{−x/2} x/2 , (b_2 = 1/48, b_4 = −1/5760, . . . ), ă w_{2n} | łőńěśă, š. ě. ďĺăčřăňňż ćĺďă

w_2 = , w_4 = , w_6 = , . . .

Ŕřőĺğćěďěŋĺ£ łőńěś, ćőğŋĺłă¿źĺě ŕřĺ ćżůĺśńěŋĺĺ ¡łśŕőŋěŋšż ůěřěğ ř£ď Šěľńőřă, ŕőŋĺňă¿šś£ łăł ŋěść£ğŋőě őąžěďĺŋěŋĺě ďĺăčřăňň, ă śăňĺ łőńěśă (ĺ ĺţ őąžěďĺŋěŋĺ£) ĺŋšěřŕřěšĺřş¿šś£ łăł ńĺŋěľŋżě łőňąĺŋăűĺĺ ďĺăčřăňň Ťěľŋňăŋă, řăćŋżě śřěďŋěňş ăřĺťňěšĺůěśłőňş ŕő ćśěň (2n)! śŕőśőąăň ŕřĺłńěĺšĳ ŕěšń¿ Şĺńśőŋă ł őďŋőćăńěŋšŋżň ćěřÿĺŋăň łőńěśă.

Ŋăŕřĺňěř,

= 124 ( + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + + + + )

Ěśńĺ ŕřĺśšăńĳŋő ŕőśňőšřěšĳ ŋă ¡šĺ řĺśşŋłĺ, ňőęŋő şąěďĺšĳś£ ć šőň, ůšő 16 śńăčăěňżţ ćżŕĺśăŋŋőľ śşňňż ¡łćĺćăńěŋšŋż ŕěřćőľ ďĺăčřăňňě, ă ěźě 8 | ćšőřőľ. Ŕřĺćőď£ ŕőďőąŋżě ůńěŋż, ŕőńşůăěň:

= 13 + 23 .

Řăğřěÿěŋĺě ćŋşšřěŋŋĺţ šřőľŋżţ šőůěł ďĺăčřăňň Ťěľŋňăŋă ŕő ŕřăćĺńş, őŕĺśăŋŋőňş ŋă ś. 83, ŕřĺćőďĺš ł šăłőňş őšćěšş:

= ffiflfflfiqq!!q q^{!!}qqL^LqqLL −^{10}3 ffiflfflfiqqqfifiq qaaq +^43 ffiflfflfiqqqq qq .

Ŕőďőąŋżň őąřăğőň (šőńĳłő ŕřőźě) ňőęŋő ŋăľšĺ ćżřăęěŋĺě ůěřěğ ţőřďőćżě ďĺăčřăňňż šăłęě ďń£ ňőŋőňőć w_2 ĺ w^2. Ŕőďśšăćń££ ŋăľďěŋŋżě ćżřăęěŋĺ£ ć ř£ď I(O) = 1 + 148 w_2 + 14608 w^2 − 15760 w_4 + . . . ,

ňż ŕőńşůĺň śńěďş¿źĺľ řěğşńĳšăš.

Ąěśłőŋěůŋżľ ř£ď, ćżřăęă¿źĺľ ĺŋšěčřăń Łőŋűěćĺůă őš ŋěşğńă, ŋăůĺŋăěšś£ šăł:

I(O) = 1 − 124 ffiflfflfiqq� q@@ − 15760 ffiflfflfiqq!!q q!!qqLLqqLL + 11152 ffiflfflfiqqqfifiq qaaq + 12880 ffiflfflfiqqqq qq + . . .

Ćśě łő¡ťťĺűĺěŋšż ¡šőčő ř£ďă řăűĺőŋăńĳŋż. İšőš ťăłš ćěřěŋ ďń£ ń¿ąőčő şğńă. Őŋ ŕőłăğżćăěš şďĺćĺšěńĳŋş¿ ść£ğĳ ňěęďş šěőřĺěľ şğńőć ĺ ăřĺťňěšĺłőľ.

7. Ğŋăňěŋĺšżě ŕřőąńěňż šěőřĺĺ şğńőć

Ć ¡šőň řăğďěńě ňż ŕřĺćőďĺň ťőřňşńĺřőćłĺ ŋěśłőńĳłĺţ ğŋăňěŋĺšżţ ŕřőąńěň šěőřĺĺ şğńőć. Ŋěłőšőřżě ĺğ ŋĺţ ŋě ŕőďďăćăńĺśĳ řěÿěŋĺ¿ ć šěůěŋĺě ďěś£šłőć ńěš ĺ ążńĺ řěÿěŋż śřăćŋĺšěńĳŋő ŋěďăćŋő, ă ŋěłőšőřżě őšłřżšż ďő śĺţ ŕőř.

7.1. Řěÿěŋŋżě ŕřőąńěňż 1. Śşźěśšćş¿š ńĺ ŋěőąřăšĺňżě şğńż? (Řěÿěŋă ŕőńőęĺšěńĳŋő ć 1962 čőďş [27]).

2. Őŕřěďěń£ěšś£ ńĺ łńăśś ¡łćĺćăńěŋšŋőśšĺ ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő şğńă K šőŕőńőčĺůěśłĺň šĺŕőň ěčő ďőŕőńŋěŋĺ£ R^3 \ K? (Řěÿěŋă ŕőńőęĺšěńĳŋő ć 1989 čőďş [14]).

3. Ć łőŋűě ŕřőÿńőčő ćěłă Ŕ. Šěľš śťőřňşńĺřőćăń ŋěśłőńĳłő ğŋăňěŋĺšżţ čĺŕőšěğ, ďćě ĺğ łőšőřżţ śőćśěň ŋěďăćŋő ążńĺ ďőłăğăŋż, ă őďŋă őŕřőćěřčŋşšă. Ć ŕěřćżţ ďćşţ čĺŕőšěğăţ řěůĳ ĺďěš őą ăńĳšěřŋĺřőćăŋŋżţ ďĺăčřăňňăţ (šăłĺţ, ş łőšőřżţ ŕřĺ ďćĺęěŋĺĺ ŕő şğńş ŕřőţőďż ĺ ŕěřěţőďż ůěřěďş¿šś£). Čĺŕőšěğă 1. Řěďşűĺřőćăŋŋă£, š. ě. ŋě ĺňě¿źă£ ćĺďă

ăńĳšěřŋĺřőćăŋŋă£ ďĺăčřăňňă ĺňěěš ŋăĺňěŋĳÿěě ćőğňőęŋőě ůĺśńő šőůěł śăňőŕěřěśěůěŋĺ£ śřěďĺ ćśěţ ďĺăčřăňň ďăŋŋőčő şğńă. İšă čĺŕőšěğă ďőłăğăŋă ŋěğăćĺśĺňő ć šřěţ řăąőšăţ [18], [26] ĺ [22].

Čĺŕőšěğă 2. (Tait ‚yping conjecture). Őš őďŋőľ ăńĳšěřŋĺřőćăŋŋőľ ďĺăčřăňňż şğńă ł ďřşčőľ ňőęŋő ŕěřěľšĺ ŕőśńěďőćăšěńĳŋőśšĳ¿ ŕěřěćőřăůĺćăŋĺľ śńěďş¿źěčő ćĺďă: A

A

İšă čĺŕőšěğă ďőłăğăŋă ć 1993 čőďş [21].

Čĺŕőšěğă 3. Şğěń, ďń£ łőšőřőčő ňĺŋĺňăńĳŋőě ůĺśńő ŕěřěśěůěŋĺľ ŋěůěšŋő, ćśěčďă ğěřłăńěŋ, š. ě. ¡łćĺćăńěŋšěŋ śćőěňş ğěřłăńĳŋőňş őšřăęěŋĺ¿. İšă čĺŕőšěğă ŕřőśşźěśšćőćăńă 104 čőďă ĺ ążńă őŕřőćěřčŋşšă šőńĳłő ć 1994 čőďş Ň. Šĺśńšş¡ľšőň (őŕşąńĺłőćăŋő ć [16]).

4. Śşźěśšćşěš ńĺ ăńčőřĺšň řăśŕőğŋăćăŋĺ£, ¡łćĺćăńěŋšŋż ńĺ ďćă ďăŋŋżţ şğńă, ŕő ĺţ ďĺăčřăňňăň? Ŕřőąńěňă řěÿěŋă ŕőńőęĺšěńĳŋő. Ć ŕőśńěďŋĺě čőďż ĺğőąřěšěŋő ŋěśłőńĳłő šăłĺţ ăńčőřĺšňőć (Ś. Ć. Ňăšćěěć, Ďę. Ąĺřňăŋ, Ě. Ťőňĺŋżţ, Ĺ. Ďżŋŋĺłőć). Ŋăďő šőńĳłő őšňěšĺšĳ, ůšő ŕőńŋőě ďőłăğăšěńĳśšćő ŕřăćĺńĳŋőśšĺ ăńčőřĺšňă ŕřőćěďěŋő ńĺÿĳ ďń£ őďŋőčő ĺţ ŋĺţ, śăňőčő šřşďőěňłőčő ĺ ĺňě¿źěčő ůĺśšő šěőřěšĺůěśłőě ğŋăůěŋĺě. Ŕőďřőąŋőśšĺ śň. ć śšăšĳě [20].

7.2. Ŋěřěÿěŋŋżě ŕřőąńěňż 1. Łăł řăśŕőğŋăšĳ őąřăšĺňőśšĳ şğńă?

2. Ŕşśšĳ C(n) | ůĺśńő řăğńĺůŋżţ ŕřőśšżţ ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋżţ şğńőć ś ňĺŋĺňăńĳŋżň ůĺśńőň ŕěřěśěůěŋĺľ n. Łăł ćěďěš śěą£ ťşŋłűĺ£ C(n) ś řőśšőň n? Ŕřő ŋěě őůěŋĳ ňăńő ĺğćěśšŋő. Ŋăŕřĺňěř, ďő śĺţ ŕőř ŋěš śšřőčőčő ďőłăğăšěńĳśšćă, ůšő C(n) ňőŋőšőŋŋő ćőğřăśšăěš ś řőśšőň n, ţőš£ ¡šőš ťăłš łăęěšś£ őůěćĺďŋżň. Ŋă łőňŕĳ¿šěřě ŋăľďěŋż ğŋăůěŋĺ£ C(n) ďń£ n 6 16 (ŕőśńěďŋĺě šřĺ ğŋăůěŋĺ£ ŋăÿńĺ ć 1997 čőďş Ţőśš, Šĺśńšş¡ľš ĺ Şĺłś [16]):

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 1 1 2 3 7 21 49 165 552 2176 9988 46972 253293 1388705

3. Ěśńĺ ŋěłőšőřżľ şğěń ĺňěěš ďćě ďĺăčřăňňż K_+ ĺ K_−, łőšőřżě ŕőńşůă- ¿šś£ ďřşč ĺğ ďřşčă ğăňěŋőľ őďŋőčő ŕřőţőďă ŋă ŕěřěţőď, šő ćěřŋő ńĺ, ůšő şďăńěŋĺě ¡šőľ ďćőľŋőľ šőůłĺ ŕřĺćőďĺš ł řăśŕăďěŋĺ¿ şğńă ŋă ďćě łőňŕőŋěŋšż ść£ğŋőśšĺ?

4. Ŕřăćďă ńĺ, ůšő ůĺśńő ŕěřěśěůěŋĺľ ăďďĺšĺćŋő őšŋőśĺšěńĳŋő ść£ğŋőľ śşňňż şğńőć: c(K_1#K_2) = c(K_1) + c(K_2)?

5. Śşźěśšćşěš ńĺ ŋěšřĺćĺăńĳŋżľ şğěń, ŕőńĺŋőň Ďęőŋśă łőšőřőčő řăćěŋ 1, š. ě. ŕőńĺŋőňş Ďęőŋśă šřĺćĺăńĳŋőčő şğńă? Ďőłăğăŋő, ůšő ŕřĺňěř, ěśńĺ őŋ śşźěśšćşěš, ďőńęěŋ ążšĳ ďőśšăšőůŋő śńőęŋżň: ůĺśńő ŕěřěśěůěŋĺľ šăłőčő şğńă ŋě ňěŋĳÿě 18 (śň. [10]).

6. Ŋăľšĺ őčřăŋĺůěŋĺě śćěřţş ŋă ůĺśńő ďćĺęěŋĺľ Řěľďěňěľśšěřă, ŕěřěćőď£- źĺţ őďŋş ĺğ ďćşţ ďăŋŋżţ ďĺăčřăňň şğńă ć ďřşčş¿.

7. Ŋăľšĺ łřĺšěřĺľ ŕřőśšőšż şğńă ć šěřňĺŋăţ ěčő ďĺăčřăňňż.

8. §ćń£ěšś£ ńĺ şŋĺćěřśăńĳŋżľ ĺŋćăřĺăŋš Ćăśĺńĳěćă ŕőńŋżň ĺŋćăřĺăŋšőň (őřĺěŋšĺřőćăŋŋőčő) şğńă? Šő ěśšĳ, ćěřŋő ńĺ, ůšő ěśńĺ ďćă şğńă K_1 ĺ K_2 řăğńĺůŋż, šő ŋăľďěšś£ ĺŋćăřĺăŋš łőŋěůŋőčő ŕőř£ďłă v šăłőľ, ůšő v(K_1) ≠ ≠ v(K_2)?

9. Ćěřŋő ńĺ, ůšő ĺŋćăřĺăŋšż Ćăśĺńĳěćă řăğńĺůă¿š őąřăźěŋĺě şğńă? Ĺŋżňĺ śńőćăňĺ, śşźěśšćşěš ńĺ ŕăřă ćğăĺňŋő őąřăšŋżţ şğńőć K, K^′, ŋě¡łćĺćăńěŋšŋżţ ďřşč ďřşčş, ĺ šăłőľ ĺŋćăřĺăŋš Ćăśĺńĳěćă v, ůšő v(K) ≠ v(K^′)? İšőš ćőŕřőś ďőŕşśłăěš śńěďş¿źş¿ łőňąĺŋăšőřŋş¿ ťőřňşńĺřőćłş: śşźěśšćşěš ńĺ ţőřďőćă£ ďĺăčřăňňă, łőšőřă£ ŋě¡łćĺćăńěŋšŋă śćőěňş ğěřłăńĳŋőňş őšřăęěŋĺ¿ ŕő ňőďşń¿ 4-ůńěŋŋżţ śőőšŋőÿěŋĺľ? Ĺğćěśšŋő, ůšő šăłă£ ďĺăčřăňňă, ěśńĺ őŋă śşźěśšćşěš, ďőńęŋă ĺňěšĳ śšěŕěŋĳ ŋě ňěŋĳÿě 13.

Ŕřĺńőęěŋĺě. Šăąńĺűă şğńőć

Ć šăąńĺűě ŕřĺćěďěŋż ćśě ŕřőśšżě ŋěőřĺěŋšĺřőćăŋŋżě şğńż ś ůĺśńőň ŕěřěśěůěŋĺľ, ŋě ŕřěćőśţőď£źĺň 8.

3_1 4_1 5_1 5_2 6_1 6_2 6_3

7_1 7_2 7_3 7_4 7_5 7_6 7_7

8_1 8_2 8_3 8_4 8_5 8_6 8_7

8_8 8_9 8_{10} 8_{11} 8_{12} 8_{13} 8_{14}

8_{15} 8_{16} 8_{17} 8_{18} 8_{19} 8_{20} 8_{21}

Śŕĺśőł ńĺšěřăšşřż

[1] Colin C. Adams. The knot book. NY: W.H.Freeman and Company, 1994.

[2] D. Bar-Natan. On the Vassiliev knot invariants // Topology, V. 34, 1995. P. 423{ 472.

[3] D. Bar-Natan, S.Garoufalidis, L.Rozansky, D.Thurston. Wheels, wheeling, and the Kontsevich integral of the unknot. Preprint, 1997.

[4] D. Bar-Natan, Thang Le, Dylan Thurston. The Kontsevich integral of the unknot. In preparation.

[5] Joan S. Birman, Michael D. Hirsch. A new algorithm for recognizing the unknot.

http://xxx.lanl.gov/abs/math.GT/9801126.

[6] D. Bennequin. Entrelacements et «equations de Pfa¸. Ast«erisque, V. 107{108, 1983. P. 87{161. Řşśśłĺľ ŕěřěćőď: ŞŇŊ, š. 44, ćżŕ. 3, 1989. Ś. 3{53.

[7] Ř. Łřőş¡ńń, Ř. Ťőłś Šěőřĺ£ şğńőć. Ň.: Ňĺř, 1967.

[8] Yu. Chekanov Di¸erential algebras of Legendrian links. Preprint, 1997.

[9] S. Chmutov, V. Goryunov. Polynomial invariants of Legendrian links and plane fronts // In Topics in Singularity Theory. V.I.Arnold’s 60-th Anniversary Collection (A.Khovanskii, A.Varchenko, V.Vassiliev, eds.). Amer. Math. Soc. Transl. Ser. 2, V. 180, 1997. P. 25{44.

[10] O. T. Dasbach, S. Hougardy. Does the Jones Polynomial Detect Unknottedness?

J. of Experimental Mathematics, Vol. 6, No. 1, 1997. P. 51{56.

[11] Ya. Eliashberg. Legendrian and transversal knots in tight contact 3-manifolds // In Topological methods in modern mathematics, Publish or Perish, Houston, 1993. P. 171{193.

[12] Ya. Eliashberg, M. Fraser. Classi˛cation of topologically trivial Legendrian knots.

To appear in Proc. of the 1995 CRM workshop on Dynamics, Geometry, and Topology.

[13] D. Fuchs, S. Tabachnikov. Invariants of Legendrian and transverse knots in the standard contact space. Topology, V. 36, 1997. P. 1025{1053.

[14] C. Gordan, J. Luecke. Knots are determined by their complements. J. Amer.

Math. Soc. Vol. 2, 1989. P. 371{415.

[15] W. Haken. Theorie der Normal‚-achen. Acta Math., Vol. 105, 1961. P. 245{375.

[16] J. Hoste, M. Thistlethwaite and J. Weeks. The ˛rst 1,701,936 knots. Mathematical Intelligencer. Vol. 20, 1998. P. 33{48.

[17] Jan Kneissler The number of primitive Vassiliev invariants up to degree twelve.

Preprint (June, 1997).

[18] L. Kau¸man State models and the Jones polynomial. Topology. Vol. 26, 1987.

P. 395{407.

[19] M. Kontsevich. Vassiliev’s knot invariants. Adv. in Soviet Math. Vol. 16, Part 2, 1993. P. 137{150.

[20] Ś. Ć. Ňăšćěěć. Łńăśśĺťĺłăűĺ£ ďőśšăšőůŋő ąőńĳÿĺţ šřěţňěřŋżţ ňŋőčőőąřăğĺľ. ŞŇŊ. Š. 52, ćżŕ. 5, 1997. Ś. 147{174.

[21] W. Menasco, M. Thistlethwaite. A classi˛cation of alternating links. Annals of Mathematics. Vol. 138, 1993. P. 113{171.

[22] K. Murasugi. Jones polynomial and classical conjectures in knot theory. Topology. Vol. 26, 1987. P. 184{194.

[23] Ć. Ć. Ŕřăśőńőć, Ă. Ą. Śőśĺŋśłĺľ. Şğńż, ğăűěŕńěŋĺ£, łőśż ĺ šřěţňěřŋżě ňŋőčőőąřăğĺ£. Ň: ŇŰŊŇŐ, 1997.

[24] S. Tabachnikov. Estimates for the Bennequin number of legendrian links from state models for knot polynomials. Mathematical Research Letters. Vol. 4, 1997. P. 143{156.

[25] J. Hoste, M. Thistlethwaite, J. Weeks. Šăąńĺűă şğńőć ĺ ŕřőčřăňňă KnotScape.

http://www.math.utk.edu/~morwen (ďőňăÿŋ££ śšřăŋĺűă Ň.Šĺśńšş¡ľšă).

[26] M. Thistlethwaite. A spanning tree expansion for the Jones polynomial. Topology.

Vol. 26, 1987. P. 297{309.

[27] H. F. Trotter. Non-invertible knots exist. Topology. Vol. 2, 1964. P. 275{280. [28] V. A. Vassiliev Cohomology of knot spaces // Theory of Singularities and Its Applications (ed. V. I. Arnold), Advances in Soviet Math. Vol. 1, 1990. P. 23{69.

[29] P. Vogel. Algebraic structures on modules of diagrams. Institut de Math«ematiques de Jussieu, Pr«epublication 32, August 1995.

[30] W. Whitten. Knot complements and groups. Topology. Vol. 26, 1987. P. 41{44.