
ìíîãî÷ëåí êîíâåÿ è ðàçëîæåíèå ìàãíóñàÑ.Â.ÄóæèíÀííîòàöèÿ. �àçëîæåíèå Ìàãíóñà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèâåðñàëüíûéèíâàðèàíò êîíå÷íîãî òèïà êðàøåíûõ êîñ ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâåãîðèçîíòàëüíûõ õîðäîâûõ äèàãðàìì. Êîìïîçèöèÿ ìíîãî÷ëåíà Êîíâåÿ ñîòîáðàæåíèåì êîðîòêîãî çàìûêàíèÿ êîñ â óçëû ïîðîæäàåò ñåðèþ èíâà-ðèàíòîâ êîíå÷íîãî òèïà êðàøåíûõ êîñ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîïóñêàåòñÿ÷åðåç ðàçëîæåíèå Ìàãíóñà. Ìû ÿâíî îïèñûâàåì ïîëó÷àåìîå îòîáðàæå-íèå ãîðèçîíòàëüíûõ õîðäîâûõ äèàãðàìì â öåëî÷èñëåííûå ìíîãî÷ëåíûîò îäíîé ïåðåìåííîé è âû÷èñëÿåì åãî çíà÷åíèå íà àññîöèàòîðå Äðèí-�åëüäà, îêàçûâàþùååñÿ çàìå÷àòåëüíûì áåñêîíå÷íûì ðÿäîì, êîý��èöè-åíòû êîòîðîãî ñóòü (ãèïîòåòè÷åñêè) àëüòåðíèðîâàííûå ñóììû êðàòíûõäçåòà-çíà÷åíèé. 1. ÂâåäåíèåÌû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ îñíîâàìè òåîðèè êîñ, òåîðèèóçëîâ è èíâàðèàíòàìè êîíå÷íîãî òèïà (èíâàðèàíòàìè Âàñèëüåâà); âñ¼ ýòîìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå [15℄.Êîðîòêîå çàìûêàíèå [10℄ ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå èç ãðóïïû êðàøåíûõêîñ âî ìíîæåñòâî (òîïîëîãè÷åñêèõ òèïîâ) îðèåíòèðîâàííûõ óçëîâ. Âñÿêèéèíâàðèàíò Âàñèëüåâà óçëîâ ìîæíî ïðåâðàòèòü, òàêèì îáðàçîì, â èíâàðè-àíò êîíå÷íîãî òèïà êðàøåíûõ êîñ. Ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé èíâàðèàíòêîíå÷íîãî òèïà êðàøåíûõ êîñ, çàäàâàåìûé ðàçëîæåíèåì Ìàãíóñà. Â ýòîéñòàòüå ìû äàäèì ÿâíîå îïèñàíèå (÷åðåç çíà÷åíèÿ íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ)îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ãîðèçîíòàëüíûõ õîðäîâûõ äèàãðàìì íà òðåõíèòÿõ, ïîëó÷àåìîãî ïðè ïðîïóñêàíèè ìíîãî÷ëåíà Êîíâåÿ, ïåðåíåñåííîãîíà êîñû, ÷åðåç ðàçëîæåíèå Ìàãíóñà. �ëàâíûé ðåçóëüòàò îïèñûâàåòñÿ çà-íÿòíûì êîìáèíàòîðíûì îòîáðàæåíèåì èç ìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ðàç-áèåíèé äàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà âî ìíîæåñòâî îáû÷íûõ (íåóïîðÿäî÷åí-íûõ) ðàçáèåíèé òîãî æå ÷èñëà.Â ðàçäåëå 2 ìû íàïîìèíàåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ãðóïïå êðàøåíûõ êîñè ââîäèì ðàçëîæåíèå Ìàãíóñà. �àçäåë 3 ïîñâÿùåí êîíñòðóêöèè êîðîòêîãîçàìûêàíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî êîñû è óçëû. Â ðàçäåëå 4 ìû ãîâîðèì î ìíîãî-÷ëåíå Êîíâåÿ, ïåðåíåñåííîì íà êîñû ïîñðåäñòâîì êîðîòêîãî çàìûêàíèÿ, è�îðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé äàåòñÿ â ðàçäåëå5. Â ðàçäåëå 6 ìû äåëàåì ïîïûòêó ñîñ÷èòàòü çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ, îïè-ñàííîãî â îñíîâíîé òåîðåìå, íà àññîöèàòîðå Äðèí�åëüäà, è �îðìóëèðóåìãèïîòåçó, îñíîâàííóþ íà êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ. Ïîñëåäíèé ðàçäåë 7�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè �ÔÔÈ 08-01-00379-a, ÍØ 709.2008.1, JSPS S-09018.1



2 Ñ.Â.Äóæèíñîäåðæèò íåáîëüøîé ñïèñîê îòêðûòûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ìàòåðèàëîìñòàòüè.Àâòîð ïðèçíàòåëåí ß.Ìîñòîâîìó, êîòîðûé ïðî÷åë ïåðâóþ âåðñèþ òåêñòàè ñäåëàë ðÿä öåííûõ çàìå÷àíèé.2. Êðàøåíûå êîñû è ðàçëîæåíèå ÌàãíóñàÏóñòü Pm � ãðóïïà êðàøåíûõ êîñ íà m çàíóìåðîâàííûõ âåðòèêàëüíûõíèòÿõ ñ óìíîæåíèåì, çàäàííûì êàê êîíêàòåíàöèÿ ñâåðõó âíèç. �ðóïïà Pmïîðîæäåíà ýëåìåíòàìè xij , 1 6 i < j 6 m, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿ-åò ñîáîé ïîëîæèòåëüíóþ ïåðåêðóòêó i-é è j-é íèòåé, ïðè÷åì âñå îñòàëüíûåíèòè ñòðîãî âåðòèêàëüíû è ïðîõîäÿò ñçàäè äâóõ äàííûõ:
xij = . . . . . .

i

i j

jÎïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè îáðàçóþùèìè ïåðå÷èñëåíû, íà-ïðèìåð, â [2, 4℄; â íàñòîÿùåì òåêñòå îíè íàì íå ïîòðåáóþòñÿ.Ñóùåñòâóåò ïîëóïðÿìîå ðàçëîæåíèå [2℄
Pm

∼= Fm−1 ⋉ . . . F2 ⋉ F1,ãäå Fk � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ k îáðàçóþùèìè, â íàøåì ñëó÷àå ðåàëèçîâàí-íàÿ êàê ïîäãðóïïà â Pm, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì x1,k+1, x2,k+1, . . . , xk,k+1.Ýòî ðàçëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáóþ êðàøåíóþ êîñó ìîæíî îäíîçíà÷íîçàïèñàòü â ïðè÷åñàííîì âèäå ∏
s xas

isjs
with j1 > j2 > . . . . ãäå as � íåíóëåâûåöåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì îäèíàêîâûå îáðàçóþùèå íå âñòðå÷àþòñÿ â ïðîèçâå-äåíèè ðÿäîì (òî åñòü, ñëîâî ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííûì). �àçëîæåíèå Ìàãíóñà� ýòî îòîáðàæåíèå Pm â Z-àëãåáðó �îðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ îò (

m
2

)íåêîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ tij , 1 6 i < j 6 m, îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì
µm(β) =

∏

s

(1 + tisjs
)as ,åñëè ∏

s xas

isjs
åñòü ïðè÷åñàííûé âèä êîñû β. Îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè çäåñüïîíèìàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïðàâèëîì (1+t)−1 = 1−t+t2−t3 + . . . ,� èìåííî ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ µm òðåáóþòñÿ áåñêîíå÷íûå ðÿäû, à íåïðîñòî ìíîãî÷ëåíû.Ïðèìåð. ×òîáû âû÷èñëèòü çíà÷åíèå µ3(x12x23), ìû ñíà÷àëà ïðè÷åñûâà-åì êîñó:

x12x23 = x13x23x
−1
13 x12,à çàòåì ïèøåì:

µ3(x12x23) = (1 + t13)(1 + t23)(1 − t13 + t213 − . . . )(1 + t12)

= 1 + t12 + t23 + t13t23 − t23t13 + t23t12 + ...



ìíîãî÷ëåí êîíâåÿ è ðàçëîæåíèå ìàãíóñà 3Ñ áîëåå øèðîêîé òî÷êè çðåíèÿ èìåò ñìûñë ñ÷èòàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå
µm ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ïîïîëíåííîé �àêòîðàëãåáðå ïîëèíîìèàëüíîéàëãåáðû Z[{tij}1≤i<j≤m] ïî èäåàëó, ïîðîæäåííîìó ýëåìåíòàìè [tij , tkl] è
[tij , tik + tjk], ãäå âñå èíäåêñû ðàçëè÷íû è ìû ïîíèìàåì tpq êàê tqp, åñëè
p > q. Îáîçíà÷èì ýòó �àêòîðàëãåáðó ÷åðåç Ah(m). Àääèòèâíî ïîðîæäà-þùèå åå ìîíîìû ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå íàãëÿäíî êàê ãîðèçîíòàëüíûåõîðäîâûå äèàãðàììû íà m âåðòèêàëüíûõ íèòÿõ (êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ tijïðåäñòàâëÿåò õîðäó, ñîåäèíÿþùóþ i-þ è j-þ íèòè; ïðîèçâåäåíèå ïåðåìåí-íûõ ïîíèìàåòñÿ êàê âåðòèêàëüíàÿ êîíêàòåíàöèÿ ñâåðõó âíèç). Ïðèìåð:

t13t
2
23t12 = .Ïîïîëíåíèå àëãåáðû Ah(m), òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðó �îðìàëü-íûõ ðÿäîâ, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Âh(m).Íàçîâåì ãîðèçîíòàëüíóþ õîðäîâóþ äèàãðàììó íèñõîäÿùåé, åñëè îíàïðåäñòàâëÿåòñÿ ìîíîìîì âèäà ∏

s tas

isjs
, ãäå j1 > j2 > . . . Ïî îïðåäåëåíèþ,ìíîæåñòâî íèñõîäÿùèõ äèàãðàìì íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîò-âåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì ïîëîæèòåëüíûõ ïðè÷åñàííûõ êîñ P+

m (òî åñòü êîñ,ïðè÷åñàííàÿ �îðìà êîòîðûõ ñîäåðæèò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè îá-ðàçóþùèõ xij). Íèñõîäÿùèå äèàãðàììû îáðàçóþò áàçèñ ñâîáîäíîé àáåëå-âîé ãðóïïû Ah(m) (ñì. [11℄, ðàçäåë 3-2)1, ïîýòîìó ìû èìååì èçîìîð�èçììîäóëåé ZP+
m

∼= Ah(m).Ïîä èíâàðèàíòàìè êîñ ìû ïîíèìàåì ïðîèçâîëüíûå îòîáðàæåíèÿ èçãðóïïû êîñ â êàêîå-ëèáî ìíîæåñòâî (çäåñü èìååòñÿ â âèäó èíâàðèàíòíîñòüîòíîñèòåëüíî èçîòîïèé ãåîìåòðè÷åñêèõ êîñ; ýêâèâàëåíòíîñòü ïî ìîäóëþèçîòîïèé àâòîìàòè÷åñêè âõîäèò â îïðåäåëåíèå ãðóïïû Pm). Äëÿ (êðàøå-íûõ) êîñ, òàê æå êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå óçëîâ, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèåèíâàðèàíòîâ êîíå÷íîãî òèïà (èíâàðèàíòîâ Âàñèëüåâà), ñì. [1, 11, 3℄. �àçëî-æåíèå Ìàãíóñà, óðåçàííîå â îáðàçå äî ñëàãàåìûõ ñòåïåíè 6 n, îêàçûâàåòñÿèíâàðèàíòîì Âàñèëüåâà ïîðÿäêà n. Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî òàêàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà. ([11, 13, 3℄) Îòîáðàæåíèå µm : Pm → Âh(m) ÿâëÿåòñÿ óíèâåð-ñàëüíûì èíâàðèàíòîì êîíå÷íîãî òèïà êðàøåíûõ êîñ â òîì ñìûñëå, ÷òîäëÿ ëþáîãî èíâàðèàíòà f : Pm → Z ïîðÿäêà n ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå
g : Âh(m) → Z, çàíóëÿþùååñÿ íà âñåõ ìîíîìàõ ñòåïåíè áîëüøå n è òàêîå,÷òî f = g ◦ µm.Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå, óíèâåðñàëüíûé èíâàðèàíò Âàñèëüåâà êðà-øåíûõ êîñ ìîæíî îïðåäåëèòü áîëåå îáùèì îáðàçîì, ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîé1Ýòîò �àêò, äàæå â áîëüøåé îáùíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 3.1 èç[13℄. Åãî ìîæíî òàêæå äîêàçàòü íàïðÿìóþ, ïðè ïîìîùè íåêîììóòàòèâíûõ áàçèñîâ �ð¼á-íåðà (ÿ ïðèçíàòåëåí À.Õîðîøêèíó, êîòîðûé ñîîáùèë ìíå èäåþ òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà).Áëèçêèå �îðìóëèðîâêè ðàçáðîñàíû â ðàáîòàõ Ò.Êîíî, Â.Äðèí�åëüäà, Àí.Êèðèëëîâà,Ñ.Þçâèíñêîãî è äð.



4 Ñ.Â.Äóæèíîáðàçóþùåé xij â ïðè÷åñàííîì âèäå êîñû ýëåìåíò 1 + cijtij + Tij, ãäå cij �ëþáûå íåíóëåâûå êîíñòàíòû, à Tij � ïðîèçâîëüíûå ðÿäû èç Âh(m), íà÷è-íàþùèåñÿ ñ ÷ëåíîâ ñòåïåíè âûøå ïåðâîé. Çàìå÷àòåëüíûì ïðèìåðîì ýòîéêîíñòðóêöèè (ñî çíà÷åíèÿìè â Âh(m)⊗C) ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë Êîí-öåâè÷à ([1, 3℄). Ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûì ðàçëîæåíèåì Ìàãíóñà îíèìååò âàæíîå ïðåèìóùåñòâî, çàêëþ÷àþùååñÿ â åãî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè.Îäíàêî, îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Êîíöåâè÷à ãîðàçäî ñëîæíåå, åãî òðóäíîâû÷èñëÿòü â ÿâíîì âèäå è, êðîìå òîãî, åãî çíà÷åíèå çàâèñèò îò ðàñïîëîæå-íèÿ êîíå÷íûõ òî÷åê êîñû. Íàïðèìåð, åñëè âåðõíèå è íèæíèå êîíöû íèòåéðàñïîëîæåíû íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà îäèíà-êîâîì ðàññòîÿíèè, òî èíòåãðàëû Êîíöåâè÷à, âçÿòûå îò îáðàçóþùèõ ãðóïïû
P3, ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ðÿäàìè äî ñòåïåíè 2:

I(x12) = 1 − A +
1

2
A2 −

i ln 2

2π
[B, C] + . . . ,

I(x13) = 1 − C +
1

2
C2 +

1

2
[A, B] + . . . ,

I(x23) = 1 − B +
1

2
B2 +

i ln 2

2π
[C, A] + . . . ,ãäå A = t12, B = t23, C = t13. Íàïîìíèì, ÷òî [A, B] = [B, C] = [C, A] âñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì àëãåáðû Âh(3). ×èòàòåëü ìîæåò â êà÷åñòâåóïðàæíåíèÿ ïðîâåðèòü íà ýòîì ïðèìåðå ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü, òî åñòü ñî-ãëàñîâàííîñòü ýòèõ �îðìóë ñ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè â ãðóïïå

P3 (êðàòêî âûðàæàåìûìè îäíèì �àêòîì: ýëåìåíò x12x13x23 ÿâëÿåòñÿ öåí-òðàëüíûì, ñì. [4℄). 3. Êîðîòêîå çàìûêàíèå êîñÍàðÿäó ñ îáû÷íûì (Àðòèíîâñêèì) çàìûêàíèåì êîñ, êîòîðîå ïðåâðàùà-åò èõ â çàöåïëåíèÿ, ñóùåñòâóåò äðóãàÿ îïåðàöèÿ çàìûêàíèÿ êðàøåíûõ êîñâ îðèåíòèðîâàííûå óçëû, íàçûâàåìàÿ êîðîòêèì çàìûêàíèåì (short-iruitlosure, ñì. [10, 3℄). Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ïîïàðíûì ñîåäèíåíèåì êîðîòêèìèäóãàìè âåðõíèõ êîíöîâ êîñû ñ íîìåðàìè 2i è 2i + 1 è íèæíèõ êîíöîâ ñíîìåðàìè 2i − 1 è 2i, ÷òî ïðåâðàùàåò êîñó â äëèííûé óçåë. Ïðè æåëàíèèäâà ñâîáîäíûõ êîíöà äëèííîãî óçëà ìîæíî ñîåäèíèòü äîïîëíèòåëüíîé äó-ãîé è ïîëó÷èòü îáû÷íûé êîìïàêòíûé óçåë. Îðèåíòàöèÿ óçëà ïîðîæäàåòñÿîðèåíòàöèåé ñâåðõó âíèç ïåðâîé (êðàéíåé ëåâîé) íèòè êîñû. Íàïðèìåð:
7−→ 7−→ .(Íåîðèåíòèðîâàííûé âàðèàíò ýòîé îïåðàöèè, íàçûâàåìûé plat losure, èçó-÷àëñÿ ðàíåå, ñì., íàïðèìåð, [2℄.)



ìíîãî÷ëåí êîíâåÿ è ðàçëîæåíèå ìàãíóñà 5Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîðîòêèå çàìûêàíèÿ êîñ ñ ðàçíûì ÷èñëîì íèòåé ñî-ãëàñîâàíû ñ âëîæåíèÿìè Pm → Pm+1 (äîáàâëåíèå îäíîé âåðòèêàëüíîé íèòèñïðàâà), òàê ÷òî èìååòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå κ èç ãðóïïû
P∞ := ∪m≥1Pm â ìíîæåñòâî îðèåíòèðîâàííûõ óçëîâ K. Òåîðåìà Ìîñòîâîãîè Ñòýí�îðäà óòâåðæäàåò, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ñþðúåêòèâíî è ïîçâîëÿåòîòîæäåñòâèòü K ñ ìíîæåñòâîì äâîéíûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû P∞ ïîäâóì ñïåöèàëüíûì ïîäãðóïïàì, ñì. [10℄.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå m = 3 îáðàç κ3 = κ |P3

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ2-ìîñòîâûõ (ðàöèîíàëüíûõ) óçëîâ (ïîäðîáíîå ââåäåíèå â òåîðèþ ðàöèî-íàëüíûõ óçëîâ ìîæíî íàéòè â [12℄). Â ñàìîì äåëå, êîðîòêîå çàìûêàíèåêîñû xa1

13x
b1
23 . . . xak

13x
bk

23, ñîîòâåòñòâåííî xa1

13x
b1
23 . . . xak

13x
bk

23x
ak+1

13 , ãäå âñå ÷èñëà ai,
bi íåíóëåâûå öåëûå, åñòü ðàöèîíàëüíûé óçåë, ñîîòâåòñòâóþùèé íåïðåðûâ-íîé äðîáè ñî çíàìåíàòåëÿìè

(2a1,−2b1, ..., 2ak,−2bk + 1),ñîîòâåòñòâåííî,
(2a1,−2b1, ..., 2ak,−2bk, 2ak + 1).Ïðîñòîå òåîðåòèêî-÷èñëîâîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîå ðàöèî-íàëüíîå ÷èñëî ñ íå÷åòíûì ÷èñëèòåëåì è çíàìåíàòåëåì èìååò ðàçëîæåíèåâ öåïíóþ äðîáü óêàçàííîãî âèäà (ïîñëåäíèé çíàìåíàòåëü íå÷åòåí, à âñåïðåäûäóùèå ÷åòíû). �àöèîíàëüíûå óçëû, â îòëè÷èå îò çàöåïëåíèé, îòâå-÷àþò äðîáÿì ñ íå÷åòíûì çíàìåíàòåëåì. Åñëè ÷èñëèòåëü äðîáè p/q ÷åòåí,òî ñîîòâåòñòâóþùèé óçåë ýêâèâàëåíòåí óçëó (p ± q)/q (ñì. [12℄) è, òàêèìîáðàçîì, íàøå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.4. Ñèìâîë ìíîãî÷ëåíà ÊîíâåÿÊîìïîçèöèÿ ñ îòîáðàæåíèåì êîðîòêîãî çàìûêàíèÿ ïðåâðàùàåò âñÿêèéèíâàðèàíò óçëîâ â èíâàðèàíò êðàøåíûõ êîñ. Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí Êîíâåÿóçëîâ ∇ : K → Z[t] ïîðîæäàåò ìíîãî÷ëåí Êîíâåÿ êðàøåíûõ êîñ ∇ ◦ κm :

Pm → Z[t]. Äëÿ êàæäîãî n êîý��èöèåíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ïðè t2n ÿâëÿåòñÿèíâàðèàíòîì Âàñèëüåâà ïîðÿäêà 2n. Â ñèëó óíèâåðñàëüíîñòè ðàçëîæåíèÿÌàãíóñà, íàéäåòñÿ îòîáðàæåíèå χm : Âh(m) → Z[t] (¾ñèìâîë ìíîãî÷ëåíàÊîíâåÿ¿) òàêîå, ÷òî ∇ ◦ κm = χm ◦ µm.Íàì óäàëîñü íàéòè ÿâíîå îïèñàíèå îòîáðàæåíèÿ χm òîëüêî äëÿ m = 3.Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óêàçàíû çíà÷åíèÿ χ = χ3 íà íèñõîäÿùèõ õîðäîâûõäèàãðàììàõ èç Ah(3) (ñîñòàâëÿþùèõ, êàê ìû óæå ãîâîðèëè, àääèòèâíûéáàçèñ ýòîé ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû). Ïðèìåì îáîçíà÷åíèÿ A = t12, B =
t23, C = t13.Òåîðåìà. Âñÿêàÿ íèñõîäÿùàÿ õîðäîâàÿ äèàãðàììà íà òðåõ íèòÿõ ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé (ïîëîæèòåëüíîå) ñëîâî â àë�àâèòå {A, B, C}, â êîòîðîìâñå áóêâû A íàõîäÿòñÿ â êîíöå. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñëîâ w,
w1, w2:(1) χ(wA) = 0.



6 Ñ.Â.Äóæèí(2) χ(Bw) = 0.(3) χ(w1B
2w2) = 0.Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà îçíà÷àþò, ÷òî íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ χ ìîæåòïðèíèìàòü ëèøü íà ñëîâàõ îäíîãî èç äâóõ âèäîâ:

Cc1B · . . . · Cck−1BCckè
Cc1B · . . . · Cck−1BCckB,êîòîðûå ìû çàêîäèðóåì ñîîòâåòñòâåííî êàê [c1, . . . , ck] è [c1, . . . , ck]

′.(4) Çíà÷åíèå χ íà ýëåìåíòàõ âòîðîãî âèäà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî çíà-÷åíèÿ íà ýëåìåíòàõ ïåðâîãî âèäà ïî �îðìóëå
χ([c1, . . . , ck]

′) = t−2χ([c1, . . . , ck, 1]).Îñòàåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, îïèñàòü çíà÷åíèÿ χ íà ýëåìåíòàõ âèäà
[c1, ..., ck].(5) Ìû èìååì:

χ([c1, . . . , ck]) = (−1)k−1
(k−1∏

i=1

p1pci−1

)
· pck

,ãäå ps = χ([s]) åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ îò t, îïðåäåëÿåìàÿðåêóððåíòíî ïî ïðàâèëàì p0 = 1, p1 = t2 è ps+2 = t2(ps + ps+1) äëÿ s >

0. Â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèå χ íà ïóñòîé äèàãðàììå (åäèíè÷íîì ýëåìåíòåàëãåáðû Âh(3)) ðàâíî 1.Çàìå÷àíèå 1. Ìíîãî÷ëåí pk = χ([k]) ðàâåí tk∇(Tk+1,2), ãäå áóêâà Tîçíà÷àåò òîðè÷åñêîå çàöåïëåíèå ñ óêàçàííûìè ïàðàìåòðàìè (â ñëó÷àå 2-êîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ íóæíî ïðè ýòîì ïðàâèëüíî âûáðàòü îðèåíòàöèèêîìïîíåíò), è ìîæåò áûòü ÿâíî çàïèñàíî êàê
pk =

∑

k/2≤j≤k

(
j

2j − k

)
t2j .Çàìå÷àíèå 2. Îáðàç χ ëåæèò â êîììóòàòèâíîé àëãåáðå, ïîðîæäåííîéýëåìåíòàìè p1, p2 è ò.ä., çàíóìåðîâàííûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Àääè-òèâíûé áàçèñ ýòîé àëãåáðû ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì (îáû÷íûõêîìáèíàòîðíûõ) ðàçáèåíèé. Â òàêîé ïîñòàíîâêå îòîáðàæåíèå χ îïðåäåëÿ-åòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé â íåóïîðÿäî÷åííûå (îáû÷-íûå) ïî ïðàâèëó

[c1, ...ck] 7→ (1k−1, c1 − 1, ..., ck−1 − 1, ck).



ìíîãî÷ëåí êîíâåÿ è ðàçëîæåíèå ìàãíóñà 7Ïðèìåðû.
χ(1) = 1,

χ(B) = 0,

χ(C) = t2,

χ(CB) = −t2,

χ(BC) = 0,

χ(C3BC3) = −p1p2p3 = −t2(t4 + t2)(t6 + 2t4).5. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìûÍàì íóæíî íàéòè îòîáðàæåíèå χ, çàìûêàþùåå êîììóòàòèâíóþ äèàãðàì-ìó
P3

µ3
//

κ

��

Âh(3)

χ

��

K
∇

// Z[[t]]Ïðîäîëæèì ðàçëîæåíèå Ìàãíóñà ïî ëèíåéíîñòè äî îòîáðàæåíèÿ ẐP3 →
Âh(3), êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé µ3. Ìû äîêàæåì òåîðåìó,èñïîëüçóÿ ïðàâîå îáðàòíîå ê µ3, òî åñòü îòîáðàæåíèå ν3 : Âh(3) → ẐP3,÷òî µ3 ◦ ν3 = id. Òàêîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò. Â ñàìîì äåëå, ìíîæå-ñòâî íèñõîäÿùèõ õîðäîâûõ äèàãðàìì íà òðåõ íèòÿõ íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæåñòâîì ïîëîæèòåëüíûõ êîñ P+

3 . Ýòî ñî-îòâåòñòâèå çàäàåòñÿ ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé xij ↔ tij . Îòîæäåñòâëÿÿ ñëîâî
w îò áóêâ xij ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñëîâîì îò áóêâ tij , ìû âèäèì, ÷òî äëÿïîëîæèòåëüíûõ ñëîâ

µ3(w) =
∑

w′⊆w

w′.Ýòî îòîáðàæåíèå â ïîäõîäÿùåì áàçèñå çàäàåòñÿ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé ñåäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿåò àâòîìîð-�èçì àáåëåâîé ãðóïïû ẐP+
3

∼= Âh(3). Îáðàòíûé àâòîìîð�èçì, êàê ëåãêîâèäåòü, âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé
ν3(w) =

∑

w′⊆w

(−1)|w|−|w′|w′,ãäå ìîäóëü ñëîâà îáîçíà÷àåò åãî äëèíó (èëè ñóììàðíûé ïîêàçàòåëü). Äèà-ãðàììà
ẐP3

µ3
//

κ

��

Âh(3)

χ

��

ν3

oo

ẐK
∇

// Z[[t]]



8 Ñ.Â.Äóæèíïîêàçûâàåò, ÷òî χ = ∇ ◦ κ ◦ ν3 è, ñëåäîâàòåëüíî,
χ(w) =

∑

w′⊆w

(−1)|w|−|w′|∇(κ(w′)),ãäå w′, ñëîâî îò áóêâ tij, ïîíèìàåòñÿ, â ñèëó óïîìÿíóòîãî îòîæäåñòâëåíèÿ,êàê ñëîâî îò áóêâ xij , òî åñòü êàê ïîëîæèòåëüíàÿ êðàøåíàÿ êîñà.Ìû äîêàæåì ïîñëåäîâàòåëüíî âñå ïÿòü óòâåðæäåíèé òåîðåìû, ïðèìåíÿÿýòî âûðàæåíèå äëÿ χ è ðàçáèâàÿ ñóììó ïî âñåì 2n ïîäñëîâàì w′ ⊆ w íàïîäõîäÿùèå ÷àñòè÷íûå ñóììû, ñîñòîÿùèå èç 2, 4, ..., 2k ñëàãàåìûõ.(1). �àçîáüåì ñóììó íà ïàðû ±
(
∇(κ(w′A)) − ∇(κ(w′))

) è çàìåòèì, ÷òîóçëû κ(w′A) è κ(w′) èçîòîïíû.(2). Òî æå ðàññóæäåíèå äëÿ ïàð óçëîâ κ(Bw′) è κ(w′).(3). Ñóììà, çàäàþùàÿ χ(w1B
2w2), ñîñòîèò èç ÷åòâåðîê, îïðåäåëÿåìûõâûáîðîì ïîäñëîâ w′

1 ⊆ w1, w′
2 ⊆ w2:

±
(
∇(κ(w′

1B
2w′

2)) − 2∇(κ(w′
1Bw′

2)) + ∇(κ(w′
1w

′
2))

)
.Äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ ÷åòâåðêà äàåò íóëü.Â ñàìîì äåëå, îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíà Êîíâåÿ ïðè-âîäèò ê ðàâåíñòâàì

∇(

w1

w2

’

’

) −∇(

w1

w2
’

’

) = −t∇(

w1

w2

’

’

) = ∇(

w1

w2
’

’

) −∇(

w1

w2

’

’

),ãäå êîñû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîâàì w′
1 è w′

2, èçîáðàæåíû â âèäå ïðÿìîóãîëü-íûõ ÿùèêîâ. Ïîýòîìó
∇(

w1

w2

’

’

) − 2∇(

w1

w2
’

’

) + ∇(

w1

w2

’

’

) = 0,êàê è òðåáîâàëîñü.(4). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëîâà w ìû èìååì χ(wBC) =
t2χ(wB). Äåéñòâèòåëüíî,

χ(wB) =
∑

w′⊆w

(−1)|w|−|w′|
(
∇(w′B) −∇(w′)

)
,

χ(wBC) =
∑

w′⊆w

(−1)|w|−|w′|
(
∇(w′BC) −∇(w′B) −∇(w′C) + ∇(w′)

)
.Òåïåðü âèäíî, ÷òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òîæäåñòâà

∇(w′BC) −∇(w′C) = (t2 + 1)(∇(w′B) −∇(w′)),



ìíîãî÷ëåí êîíâåÿ è ðàçëîæåíèå ìàãíóñà 9êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ Êîíâåÿ
∇( ) −∇( ) = −t∇( ),

∇( ) −∇( ) = −t∇( )ñ ó÷åòîì òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî âçÿòèå ñâÿçíîé ñóììû çàöåïëåíèÿ ñóçëîì-òðèëèñòíèêîì (êàê íà êàðòèíêàõ ñïðàâà) ïðèâîäèò ê óìíîæåíèþñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãî÷ëåíà íà (t2 + 1).(5). Çäåñü íàì ïðåäñòîèò ïîêàçàòü, ÷òî χ(CnBw) = −p1pn−1χ(w) ãäå w �ïðîèçâîëüíîå ñëîâî îò C è B. �àçîáüåì àëüòåðíèðîâàííóþ ñóììó, âûðàæà-þùóþ χ(CnBw) íà ÷àñòè, îòâå÷àþùèå �èêñèðîâàííîìó ïîäñëîâó w′ ⊆ w:
∑

w′⊆w

(−1)|w|−|w′|
n∑

l=1

(−1)n−l

(
n

l

)(
∇κ(C lBw′) −∇κ(C lw′)

)
.Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå Êîíâåÿ â ïîäõîäÿùåì ïåðåêðåñòêå, ïîëó÷àåì:

∇κ(C lBw′) −∇κ(C lw′) = −t∇(K(l)),ãäå K = κ(w′), à K(l) îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííîå 2-êîìïîíåíòíîå çàöåï-ëåíèå, ïîëó÷àåìîå èç îðèåíòèðîâàííîãî óçëà K äîáàâëåíèåì íåçàóçëåííîéêîìïîíåíòû, çàöåïëåííîé ñ äàííûì óçëîì ñîãëàñíî ðèñóíêó (íà êîòîðîìâçÿòî l = 3):
Ëåììà. Äëÿ ëþáîãî óçëà K è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà l

∇(K(l)) = t(q0 + q1 + ... + ql−1)∇(K),ãäå qs åñòü ìíîãî÷ëåí Êîíâåÿ òîðè÷åñêîãî óçëà òèïà (2, 2s+1), çàäàâàåìûé�îðìóëîé
qs =

s∑

j=0

(
s + j

s − j

)
t2j .



10 Ñ.Â.ÄóæèíÝòî ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ, êàê è âûøå, ðåêóððåíòíûì ïðèìåíåíèåì ñî-îòíîøåíèÿ Êîíâåÿ. Ïîäñòàâëÿÿ åãî â ïðåäûäóùóþ �îðìóëó äëÿ χ(CnBw),ïîëó÷àåì:
−t2 ·

n∑

l=1

(−1)n−l

(
n

l

) l−1∑

s=0

qs ·
∑

w′⊆w

(−1)|w|−|w′|∇(κ(w′)),è îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäíèé ñîìíîæèòåëü â ýòîì ïðîèçâåäåíèè ðàâåí
pn−1. Â ñàìîì äåëå, åãî ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü òàê:

n−1∑

s=0

(−1)n−1−s

(
n − 1

s

)
qsèëè, âñïîìèíàÿ âûðàæåíèå äëÿ qs, ïðèâåñòè ê âèäó

n−1∑

s=0

s∑

j=0

(−1)n−1−s

(
n − 1

s

)(
s + j

s − j

)
t2j .Ìåíÿÿ çäåñü ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì:

(−1)n−1
n−1∑

j=0

[n−1∑

s=j

(−1)s

(
n − 1

s

)(
s + j

2j

)]
t2j .Ïðèìåíåíèå �îðìóëû ñóììèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèé (5.24) èç [7℄ ê âíóò-ðåííåé ñóììå ïî s äàåò (−1)n−1

(
j

2j−n+1

) è òåì ñàìûì äîêàçûâàåò òðåáóåìîåóòâåðæäåíèå.Çàìå÷àíèå. Êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ pn è qn ìîæíî ïðî÷åñòü â òðå-óãîëüíèêå Ïàñêàëÿ ïî êîñûì äèàãîíàëÿì:
q0

p0

q1

q2

q3

q4

q5

q6

p1

p2

p3

p4

p5

p6 .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .    .
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ìíîãî÷ëåí êîíâåÿ è ðàçëîæåíèå ìàãíóñà 116. Çíà÷åíèå íà àññîöèàòîðåÀññîöèàòîð Äðèí�åëüäà [4, 9℄ � ýòî çàìå÷àòåëüíûé ýëåìåíò àëãåáðû
Âh(3), èìåþùèé âèä áåñêîíå÷íîãî ðÿäà îò (íåêîììóòèðóþùèõ) ïåðåìåí-íûõ a = A/(2πi), b = B/(2πi) ñ êîý��èöèåíòàìè â àëãåáðå êðàòíûõ äçåòà-çíà÷åíèé [8℄:

Φ = 1 − ζ2[a, b] − ζ3([a, [a, b]] + [b, [a, b]])

− ζ4[a, [a, [a, b]]] − ζ3,1[b, [a, [a, b]]] − ζ2,1,1[b, [b, [a, b]]] +
1

2
ζ2
2 [a, b]2...(ÿâíîå ðàçëîæåíèå Φ äî ÷ëåíîâ ñòåïåíè 12 ïðèâåäåíî â [5℄).Áåðÿ çíà÷åíèå êîìïëåêñè�èêàöèè íàéäåííîãî íàìè îòîáðàæåíèÿ χC :

Âh(3) ⊗ C → C[t] íà ýòîì ýëåìåíòå, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:�èïîòåçà.
χC(Φ) = −ζ2T

2 + (−ζ3 + ζ2,2)T
4 + (−ζ4 + ζ2,3 + ζ3,2 − ζ2,2,2)T

6 + ...

=

∞∑

n=1

( n∑

k=1

(−1)kζ
(k)
n+k

)
T 2n,ãäå T = t/(2πi), ÷èñëà ζl1,...,lk = ζ(l1, ..., lk) ñóòü êðàòíûå äçåòà-çíà÷åíèÿ,à ζ

(k)
m ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàòêóþ �îðìó çàïèñè äëÿ ñóììû âñåõ ÷èñåë

ζl1,...,lk, ãäå li ≥ 2, i = 1, ..., k, è l1 + l2 + ... + lk = m.Ýòà �îðìóëà ïðîâåðåíà äî ñòåïåíè T 10 ïóòåì êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé(ñì. [5℄) ñ èñïîëüçîâàíèåì òàáëèöû ñîîòíîøåíèé ìåæäó êðàòíûìè äçåòà-çíà÷åíèÿìè, ïðèâåäåííîé â [14℄. Ëþáîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî ÷èñëåííûå çíà-÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ýòîãî ìíîãî÷ëåíà
−1.644934 T 2 − 0.390314 T 4 − 0.332698 T 6 − 0.312405 T 8

−0.303958 T 10 − 0.300153 T 12 − 0.298365 T 14 − 0.297505 T 16 + . . .êàæóòñÿ ñòðåìÿùèìèñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëó, ïðèðîäà êîòîðîãî îñòàåòñÿçàãàäî÷íîé. 7. Îòêðûòûå ïðîáëåìû(1) Äëÿ êàêèõ òðîåê ñîêðàùåííûõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé p1/q1, p2/q2,
p3/q3, è ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò àðè�ìåòè-÷åñêèå ïðîãðåññèè, ìíîãî÷ëåíû Êîíâåÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàöèî-íàëüíûõ óçëîâ òàêæå îáðàçóþò àðè�ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ? Íà-øå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3 ãëàâíîé òåîðåìû (ñì. ñòð. 8) ïî-ñòàâëÿåò íåîæèäàííî áîëüøîå êîëè÷åñòâî òàêèõ òðîåê, íàïðèìåð
(11

3
, 31

13
, 51

23
), (11

5
, 19

9
, 27

13
), (17

5
, 41

11
, 65

17
), (75

13
, 111

19
, 147

25
), � îäíàêî íå âñå òðîé-êè óêàçàííîãî âèäà îáëàäàþò íàçâàííûì ñâîéñòâîì.(2) Îáîáùèòü îñíîâíóþ òåîðåìó (ðàçäåë 4) â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ: (À)íà êðàøåíûå êîñû ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì íèòåé, (Á) íà ìíîãî÷ëåíHOMFLY, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì ìíîãî÷ëåíà Êîíâåÿ.



12 Ñ.Â.Äóæèí(3) Ýòà çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê çàìå÷àíèþ íà ñòð. 3. Îïèñàòü âñå (èëè õîòÿáû íåêîòîðûå) òðîéêè �îðìàëüíûõ ðÿäîâ P, Q, R ∈ Âh(3) ⊗ C, íåèìåþùèõ ÷ëåíîâ ñòåïåíè 0 è 1 è òàêèõ, ÷òî ñîïîñòàâëåíèå x12 7→
1+ t12 +P , x23 7→ 1+ t23 +Q, x13 7→ 1+ t13 +R îïðåäåëÿåò ãðóïïîâîéãîìîìîð�èçì.(4) Äîêàçàòü ãèïîòåçó èç ðàçäåëà 6. Íàéòè ïîäîáíûå �àêòû äëÿ äðó-ãèõ ãîðèçîíòàëüíûõ àññîöèàòîðîâ è ñâÿçàòü èõ ñ äåéñòâèåì ãðóïïû�ðîòåíäèêà�Òåéõìþëëåðà (ñì. [4, 6℄).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ D. Bar-Natan, Vassiliev and Quantum Invariants of Braids, Proeedings of Symposiain Applied Mathematis 51 (1996) 129�144. Online at arXiv:q-alg/9607001.[2℄ J. S. Birman, Braids, Links and Mapping Class Groups, Prineton University Press,1974.[3℄ S. Chmutov, S.Duzhin and J.Mostovoy. Introdution to Vassiliev Knotinvariants, to be published by Cambridge University Press, draft available athttp://www.pdmi.ras.ru/~duzhin/papers/dbook/.[4℄ Â.Äðèí�åëüä, Î êâàçèòðåóãîëüíûõ êâàçèõîï�îâûõ àëãåáðàõ è îäíîé ãðóïïå, òåñ-íî ñâÿçàííîé ñ Gal(Q/Q), Àëãåáðà è Àíàëèç, 2, âûï. 4, 149�181 (1990).[5℄ S. Duzhin, Program and data �les related to the Drinfeld assoiator, online athttp://www.pdmi.ras.ru/~arnsem/dataprog/assoiator/.[6℄ P. Etingof, O. Shi�mann, Letures on Quantum Groups, International Press, 1998.[7℄ R.Graham, D.Knuth and O.Patashnik. Conrete Mathematis, Reading, Massa-husetts: Addison-Wesley, 1994.[8℄ M.E.Ho�man, Multiple harmoni series, Pai� J. Math. 152 (1992), 275-290.[9℄ T.Q.T. Le, J.Murakami, The Kontsevih integral for the Kau�man polynomial, NagoyaMathematial Journal 142 (1996) 39�65.[10℄ J.Mostovoy, T. Stanford, On a map from pure braids to knots, Journal of Knot Theoryand its Rami�ations, 12 (2003), 417�425.Ñì. òàêæå http://www.matuer.unam.mx/~jaob/works.html.[11℄ J.Mostovoy, S.Willerton, Free groups and �nite-type invariants of pure braids. Math.Pro. Camb. Philos. So. 132 (2002) 117�130.Ñì. òàêæå http://www.matuer.unam.mx/~jaob/works.html.[12℄ K.Murasugi, Knot Theory and Its Appliations, Birkh�auser, 1996.[13℄ S. Papadima, The universal �nite-type invariant for braids, with integer oe�ients,Topology Appl. 118 (2002) 169�185.[14℄ M.Petitot, Tables of relations between MZV up to weight 16,Online at http://www2.lifl.fr/~petitot/.[15℄ Â. Â.Ïðàñîëîâ, À.Á.Ñîñèíñêèé, Óçëû, çàöåïëåíèÿ, êîñû è òðåõìåðíûå ìíîãîîá-ðàçèÿ, ÌÖÍÌÎ, 1997.


