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1965

6-й класс

1965.01. В переплетной мастерской было 92 листа белой бумаги и 135
листов цветной бумаги. На переплет каждой книги уходило по листу белой
иполистуцветной бумаги. После переплета нескольких книг белой бумаги
оказалось вдвое меньше, чем цветной. Сколько книг было переплетено?

1965.02. Докажите, что если перемножить все це-
лые числа от 1 до 1965, то получится число, последняя
ненулевая цифра которого четна.

1965.03. Передние покрышки автомобиля стира-
ются через 25000 километров пути, а задние через
15000 километров пути. Когда нужно поменять по-
крышки местами, чтобы они стерлись одновременно?

1965.04. Прямоугольник 19 см× 65 см разбит пря-
мыми, параллельными его сторонам, на квадратики со
стороной 1 см. На сколько частей разобьется этот пря-
моугольник, если в нем провести еще и диагональ?

1965.05. Найдите делимое, делитель и частное в примере:
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1965.06. Нечетные числа от 1 до 49 выписаны в виде таблицы

1 3 5 7 9

11 13 15 17 19

21 23 25 27 29

31 33 35 37 39

41 43 45 47 49

Выбираются 5 чисел, любые два из которых не стоят в одной строке или
в одном столбце. Чему равна их сумма?

7-й класс

𝐴 𝐵

𝐶

𝐸 𝐾

𝑂

1965.07. Докажите, что натуральное число, имею-
щее нечетное число делителей, является точным квад-
ратом.

1965.08. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 с площадью 𝑆 про-
ведены медианы 𝐴𝐾 и 𝐵𝐸, пересекающиеся в точке
𝑂. Найдите площадь четырехугольника 𝐶𝐾𝑂𝐸.

1965.09. Передние покрышки автомобиля стира-
ются через 25000 километров, а задние через 15000
километров. Когда нужно поменять покрышки места-

ми, чтобы автомобиль проехал возможно большее расстояние с теми же
покрышками?

1965.10. Прямоугольник 24× 60 разбит прямыми, параллельными его
сторонам, на единичные квадраты. На сколько частей разобьется этот пря-
моугольник, если в нем провести еще и диагональ?

1965.11. Пусть [𝐴] обозначает наибольшее целое число, не превосходя-
щее 𝐴. Решите уравнение:

[(5 + 6𝑥)/8] = (15𝑥− 7)/5 .

1965.12. На белую плоскость брызнули черной краской. Докажите, что
найдутся две точки одного цвета, расстояние между которыми равно 1965
метрам.
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8-й класс

1965.13. Прямоугольник 24× 60 разбит прямыми, параллельными его
сторонам, на единичные квадраты. Проведите еще однупрямую так, чтобы
после этого прямоугольник оказался разбитым на наибольшее возможное
число частей.

1965.14. Инженеры всегда говорят правду, а коммерсанты всегда лгут.
𝐹 и 𝐺 — инженеры. 𝐴 объявляет, что 𝐵 утверждает, что 𝐶 уверяет, что 𝐷
говорит, что 𝐸 настаивает на том, что 𝐹 отрицает, что 𝐺 — инженер. 𝐶
объявляет также, что 𝐷 — коммерсант. Если 𝐴 — коммерсант, то сколько
всего коммерсантов в этой компании?

1965.15. Через поле идет прямая дорога. Турист стоит на дороге в точке
𝐴. Он может идти по дороге со скоростью 6 км/час и по полю со скоростью
3 км/час. Найдите геометрическое место точек, в которые турист может
попасть за час ходьбы.

1965.16. См. задачу 11.

1965.17. В некотором государстве каждые два города соединены до-
рогой. На каждой дороге разрешено движение только в одну сторону.
Докажите, что найдется город, выехав из которого можно объехать все
государство, побывав в каждом городе ровно один раз.

1965.18. Найдите все восьмерки простых чисел такие, что сумма квад-
ратов чисел в восьмерке на 992 меньше, чем их учетверенное произведе-
ние.

9-й класс

1965.19. Дан угол. Двумя отрезками единичной длины нужно отсечь
от него четырехугольник наибольшей площади.

1965.20. См. задачу 14.

1965.21. Параллелограмм разбит прямыми, параллельными его сторо-
нам, на несколько частей, причем одна из его сторон разбита на𝑀 частей,
а другая — на𝑁 частей. На какое наибольшее число частей можно разбить
параллелограмм, если провести еще одну прямую?

1965.22. Длины сторон треугольника 𝐴𝐵𝐶 удовлетворяют соотноше-
нию |𝐴𝐵| · |𝐵𝐶| · |𝐴𝐶| 6 60. На сторонах 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 и 𝐴𝐶 выбираются соот-
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ветственно точки 𝐶 ′, 𝐴′ и 𝐵′. Докажите, что

|𝐴𝐶 ′| · |𝐶 ′𝐵| · |𝐵𝐴′| · |𝐴′𝐶| · |𝐶𝐵′| · |𝐵′𝐴| < |𝐴𝐵| · |𝐵𝐶| · |𝐴𝐶| .

1965.23. Пусть 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 и 𝐵1, 𝐵2, . . . , 𝐵𝑛 — две перестановки
чисел 1, 2, 3,. . . , 𝑛. Докажите, что при четном 𝑛 какие-то два числа из
набора 𝐴1 + 𝐵1, 𝐴2 + 𝐵2, . . . , 𝐴𝑛 + 𝐵𝑛 дают при делении на 𝑛 одинаковые
остатки.

1965.24.* 𝑁 кругов на плоскости занимают площадь 1. Докажите, что
из них можно выбрать несколько непересекающихся кругов, сумма пло-
щадей которых больше 1/9.

10, 11-е классы

1965.25. Решите в целых числах уравнение

6𝑥𝑦 − 4𝑥+ 9𝑦 − 366 = 0 .

1965.26. Найдите сумму

1

cos𝛼 cos 2𝛼
+

1

cos 2𝛼 cos 3𝛼
+ . . .+

1

cos(𝑛− 1)𝛼 cos𝑛𝛼
.

1965.27. См. задачу 23.

𝐶

𝐴 𝐵𝑀1

𝑀2 𝑀3

1965.28. Вариант 10 класса: На стороне 𝐴𝐵 тре-
угольника𝐴𝐵𝐶 взята произвольная точка𝑀1. Из цен-
тра 𝐴 радиусом 𝐴𝑀1 проводится внутри 𝐴𝐵𝐶 дуга
𝑀1𝑀2 до стороны 𝐴𝐶 (𝑀2 ∈ 𝐴𝐶), затем из центра 𝐶
радиусом𝐶𝑀2 проводится внутри𝐴𝐵𝐶 дуга𝑀2𝑀3 до
стороны 𝐵𝐶 (𝑀3 ∈ 𝐵𝐶), из центра 𝐵 радиусом 𝐵𝑀3

дуга𝑀3𝑀4 до стороны𝐴𝐵 и т.д., пока линия дуг не за-
мкнется. Найдите длину полученной замкнутой линии, если даны длины
сторон треугольника и величины его углов.
Вариант 11 класса: Докажите неравенство

(𝑎+ 𝑏)𝑛 6 2𝑛−1(𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) ,

где 𝑎 и 𝑏 — неотрицательные числа.
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𝑂

1965.29. Дан куб 12×12×12, который разре-
зан плоскостями, параллельными граням куба,
на единичные кубики. На сколько частей разде-
лится куб, если в нем провести сечение в виде
правильного шестиугольника?

1965.30. Даны три окружности. Найдите на
плоскости такую точку, чтобы правые касатель-
ные, проведенные из нее к окружностям, обра-
зовывали одна с другой равные углы.

Отборочный тур

1965.31.* В клетках таблицы 𝑛×𝑛 стоят неотрицательные целые числа,
причем если в какой-то клетке стоит нуль, то сумма всех чисел, стоящих
в одной строке или в одном столбце с этой клеткой, неменьше𝑛. Докажите,
что сумма чисел в таблице не меньше 𝑛/2.

1965.32. Про положительные числа 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦, 𝑧 известно, что 𝑎 < 𝑏 < 𝑐;
𝑎 6 𝑥 < 𝑦 < 𝑧 6 𝑐; 𝑎𝑏𝑐 = 𝑥𝑦𝑧; 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧. Докажите, что 𝑎 = 𝑥,
𝑏 = 𝑦, 𝑐 = 𝑧.

1965.33. Среди всех многочленов вида 𝑥2+ 𝑎𝑥+ 𝑏 найти такой, у кото-
рого максимум модуля на отрезке [−1; 1] минимален.

1965.34. Докажите, что площадь квадрата, помещенного в треуголь-
ник, не превосходит половины площади треугольника.

1965.35. На клетчатой плоскости дана фигура площади меньшей 1.
Докажите, что эту фигуру можно перенести так, чтобы внутри нее не ока-
залось ни одного узла решетки.

1965.36.* Найдите геометрическое место центров правильных тре-
угольников, описанных вокруг данного треугольника.

Комментарий.
В 1965 году проводился также и дополнительный отбор для вы-

явления членов командыЛенинграда на Всесоюзной олимпиаде по
математике. Его задачи входят в раздел “Дополнительные задачи”.


