Balti Tee 2018
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Lahendamisaeg;: 4% tundi.
Kiisimusi voib kiisida esimese 30 minuti jooksul.
Kasutada voib ainult joonestus- ja kirjutusvahendeid.

Ulesanne 1. Positiivsete (mitte tingimata erinevate) reaalarvude 16plik kogum on tasakaalus, kui iga
arv on viiksem kui {ilejddinute summa. Leia koik tdisarvud m > 3, mille korral saab iga tasakaalus
kogumi m arvust jagada kolmeks osaks nii, et iga osa koigi arvude summa on véiksem iilejadnud kahe
osa arvude summast.

Ulesanne 2. On antud tabel médtmetega 100 x 100. Iga k korral, kus 1 < k < 100, sisaldab tabeli
k. rida arve 1, 2, ..., k kasvavas jérjekorras (vasakult paremale), kuid mitte tingimata jirjestikustes
lahtrites; iilejadnud 100 — k lahtrit on tdidetud nullidega. Tdesta, et leiduvad kaks veergu, nii et arvude
summa iihes neist on vdhemalt 19 korda suurem kui arvude summa teises neist.

Ulesanne 3. Olgu q, b, ¢, d positiivsed reaalarvud, mille korral abed = 1. Toesta vorratus

1 1 1 1
+ + + <1
Va+2b+3¢c+10 Vb+2c+3d+10 Ve+2d+3a+10 Vd+2a+3b+10

Ulesanne 4. Leia koik funktsioonid f: [0,4+00) — [0, +00), mis iga positiivse tdisarvu n ja koigi
mittenegatiivsete reaalarvude x1, ..., x, korral rahuldavad vordust

flai+ - +ad) = f@)’+- + fla)

Ulesanne 5. Reaalarvuliste kordajatega poliinoomi f(z) nimetame genereerivaks, kui iga reaalar-
vuliste kordajatega poliinoomi ¢(x) jaoks leiduvad positiivne téisarv k ja reaalarvuliste kordajatega
poliinoomid gi(x), ..., gr(x) nii, et

p(x) = flg1(x)) + -+ fgr(x)).
Leia koik genereerivad poliinoomid.

Ulesanne 6. Olgu n positiivne tiisarv. Pikapikk reisib ruumis R?, alustades punktist (0,0,0). Iga
kiiguga saab ta teleporteeruda suvalisse tiisarvuliste koordinaatidega punkti kaugusel v/n tema hetke-
asukohast. Teleporteerumine on aga keeruline. Pakapikk alustab normaalsena, aga muutub esimesel
teleporteerumisel veidraks. Jargmisel teleporteerumisel muutub ta normaalseks, siis jélle veidraks jne.

Missuguste n vasdrtuste korral saab pikapikk reisida igasse teise téisarvuliste koordinaatidega punk-
ti ja olla sinna joudes normaalne?

Ulesanne 7. Joonisel oleva 16 x 16 toori koik 512 serva on viirvitud pu-
naseks voi siniseks. Varvimine on hea, kui iga tipp on paarisarvu punaste
servade otspunktiks. Kéik on mone iithikruudu iga 4 serva vérvi vaheta-
mine. Milline on suurim arv hé&id varvimisi, mille puhul pole iihtegi neist
voimalik muuta teiseks mingi arvu kdikudega?

Ulesanne 8. Graafil on N tippu. Nihtamatu kiiiilik istub ithes tipus. Jahimeeste punt proovib kiiii-
likut tappa. Iga kiiguga tulistavad nad koik iiheaegselt: iga jahimees laseb iiht tippu, sihttipud on
jahimeestel kooskolastatud. Kui kiiiilik oli lasu ajal iihes sihttipus, siis jaht 1oppeb. Vastasel juhul voib
jdnes oma tipus piisida voi monda naabertippu hiipata.

Jahimeestel on teada algoritm, mille abil tabavad nad kiiiiliku maksimaalselt N! kédiguga. Toesta,
et sel juhul leidub algoritm, mille abil saab kiiiiliku tabada maksimaalselt 2"V kiiguga.

Ulesanne 9. Oleg ja Sandra mingivad 16pmatul kuusnurksete lahtritega mén- ’
guviljal. Nad kéivad vaheldumisi, asetades vabalt valitud tiihja lahtrisse kivikese. ’ 0
Alustab Oleg. Vahetult enne 2018. kivi asetamist tuleb méngu uus reegel. Kivi 0
voib niiiid asetada ainult kahe mittetiihja naabriga tiihja lahtrisse.

Maingija kaotab, kui ta ei saa iihtegi kdiku teha voi kui tema kéigu tulemusena tekib joonisel néi-

datud rombikujund (pooratud iikskoik missugusel viisil). Kas kellelgi méngijatest on voitev strateegia
ja kui, siis kellel?



Version: Estonian

Ulesanne 10. Tiisarvud 1 kuni n on kirjutatud n kaardile, igal kaardil iiks. Esimene méngija eemal-
dab iihe kaardi. Teine mingija eemaldab siis kaks jarjestikuste tdisarvudega kaarti. Siis eemaldab
esimene méngija kolm jarjestikuste tédisarvudega kaarti ja lopuks teine méngija neli jarjestikuste téis-
arvudega kaarti. Mis on vdhim n va#rtus, mille korral saab teine méngija kindlasti molemad oma
kéigud teha?

Ulesanne 11. Koolnelinurga ABCD iimberringjoone w diameeter on AD. On teada, et |AB| =
|BC| = a ja |CD| = ¢, kus a ja ¢ iihistegurita tdisarvud. Tdesta, et kui w diameeter d on samuti
taisarv, siis kas d voi 2d on mingi tdisarvu ruut.

Ulesanne 12. Teravnurkse kolmnurga ABC kérgused BB; ja CC; lsikuvad punktis H. Olgu By
ja Cq sellised punktid vastavalt 16ikudel BH ja CH, et |BB2| = |B1H| ja |CCs| = |C1H|. Kolm-
nurkade Bo HC ja ABC timberringjooned 16ikuvad punktides D ja E. Toesta, et kolmnurk DFEH on
taisnurkne.

Ulesanne 13. Kolmnurga ABC nurga A poolitaja 16ikub kiiljega BC punktis D ning kolmnurga ABC
iimberringjoonega punktis E. Olgu K, L, M ja N vastavalt 1oikude AB, BD, CD ja AC keskpunktid.
Olgu P kolmnurga F K L iimberringjoone keskpunkt ja @ kolmnurga EM N timberringjoone keskpunkt.
Tdesta, et /PEQ = /BAC.

Ulesanne 14. Puutujanelinurga ABCD siseringjoone w ja diagonaali AC' l6ikepunkt, mis on lihemal
tipule A, on E. Punkt F' asub ringjoonel w sitimmeetriliselt vastas punktile £. Ringjoone w puutuja
ldbi punkti F' loikab sirgeid AB ja BC' vastavalt punktides A; ja Cp ning sirgeid AD ja C'D vastavalt
punktides As ja Co. Tdesta, et |A1C1| = |A2Ch|.

Ulesanne 15. Kaks ringjoont tasandil ei 16iku ega asu iiksteise sees. Neil ringjoontel valitakse dia-
meetrid A1 B ja As B selliselt, et 16igud A;As ja BBy 16ikuvad. Olgu A ja B vastavalt 16ikude
A1 As and By Bj keskpunktid ning C' nende 16ikude 16ikepunkt. Toesta, et kolmnurga ABC korguste
16ikepunkt asub teatud fikseeritud sirgel, mis ei soltu diameetrite valikust.

Ulesanne 16. Olgu p paaritu algarv. Leia kéik positiivsed téisarvud n, mille korral \/n2 —np on
positiivne téisarv.

Ulesanne 17. Téesta, et koigi positiivsete tiisarvude p, ¢ jaoks, mille korral v/11 > §7 kehtib

1
Vii-2s

q 2pq

Ulesanne 18. Olgu n > 3 selline tiisarv, et 4n + 1 on algarv. Toesta, et 4n + 1 jagab arvu n?" — 1.

Ulesanne 19. Lopmatu positiivsete téisarvude hulk B on jirgmise omadusega: iga a,b € B, kus

a > b, puhul kuulub arv a4 hulka B. Toesta, et B sisaldab koiki positiivseid téisarve. Siin tdhistab

(a,b)

(a,b) arvude a ja b suurimat iihistegurit.

Ulesanne 20. Leia kéik positiivsete tiisarvude kolmikud (a, b, ¢), mille korral on arv

(a—I;b)‘L+ (IH(—IC)4 N (c—{;)a)4

taisarv ja a + b + c algarv.



