Baltijas cels 2018

Sanktpeterburga, 2018. gada 5. novembris  Version: Latvian

Risinasanas laiks: 4,5 stundas.
Jautajumus drikst uzdot pirmo 30 mini%u laika.
Izmantot atlauts tikai rakstampiederumus un linealu.

1. uzdevums. Galigu pozitivu realu skaitlu saimi (saime ir kopa, kuras elementi var but vienadi)
sauksim par sabalansetu, ja katrs no tiem ir mazaks par par€jo skaitlu summu. Atrast visus m > 3,
kuriem jebkuru sabalansetu m skaitlu saimi var sadalit tris dalas ta, ka skaitlu summa jebkura no tam
ir mazaka par skaitlu summu abas par€jas.

2. uzdevums. Dota 100 x 100 ratinu tabula. Katram k£, 1 < k£ < 100, tabulas k-ta rinda satur
skaitlus 1, 2, ..., k augosa seciba (no kreisas uz labo pusi), bet ne obligati pec kartas sekojosas
rutinas; atlikusas 100 — k rutinas aizpilditas ar nullem. Pieradiet, ka eksiste divas tadas kolonnas, ka
vienas kolonnas skaitlu summa vismaz 19 reizes parsniedz skaitlu summu otra kolonna.

3. uzdevums. Doti pozitivi skaitli a, b, ¢, d, kuriem abcd = 1. Pieradiet nevienadibu

1 1 1 1
+ + + <1
Va+2b+3c+10 Vb+2c+3d+10 Ve+2d+3a+10 +/d+2a+3b+ 10

4. uzdevums. Atrodiet visas tadas funkcijas f: [0, +00) — [0,+00), ka jebkuram naturalam n un
jebkuriem nenegativiem realiem skaitliem x1,...,, izpildas

f@i++al)=f@)’+- + flaa)

5. uzdevums. Polinomu f(x) ar realiem koeficientiem sauksim par generéjosu, ja katram polinomam
ar realiem koeficientiem ¢(x) eksisté naturals skaitlis k¥ un tadi polinomi ar realiem koeficientiem

g1(z),...,g9x(x), ka
p(z) = flg1(2)) + -+ flgr(2)).

Atrodiet visus generéjosos polinomus!

6. uzdevums. Dots naturals skaitlis n. Elfiene Elvira celo R? telpa, savu celojumu vina sak punkta
(0,0,0). Katra gajiena vina var teleportéties uz jebkuru punktu ar veselam koordinatem, kas atrodas
tiesi attaluma /n no vinas atrasanas vietas. Tacu telportésanas ir sarezgita procediira. Elvira sakuma
ir normala, bet, teleportejoties pirmo reizi, vina klust diwaina. Tad, teleportéjoties atkal, vina klust
atkal normala, péc tam atkal divaina, normala, divaina utt.

Kadiem n Elvira var nonakt jebkura punkta ar veselam koordinatam un but normala, kad vina
tur nonak?

7. uzdevums. Tora, kas sastav no 16 x 16 sunam (redzams
attela), katra no 512 skautnem ir nokrasota sarkana vai zila krasa.
Krasojums ir labs, ja katra virsotne satiekas para skaits sarkanu
skautnu. Viena gajiena var izveleties Sinu un nomainit krasu ka-
trai no 4 to aptverosajam skautnem. Kads ir lielakais dazadu labu
krasojumu skaits, no kuriem nekadus divus nevar parverst vienu
otra ar jelkadu gajienu secibu?

8. uzdevums. Grafa ir N virsotnes, viena no tam sez neredzams zakitis. Vairaki mednieki megina
zakiti nomedit. Katra gajiena visi mednieki vienlaicigi izSauj, katrs pa savu grafa virsotni, bet merkus
vini izvelas saskanoti. Ja zakitis atradas kada no virsotnem, pa kuru $ava mednieki, medibas beidzas,
bet, ja ne, tad zakitis var palikt uz vietas vai parlekt uz kadu blakus virsotni.

Mednieki zin algoritmu, ka nomedit zakiti N! gajienos. Pieradiet, ka eksisté algoritms, kas lauj
zakiti nomedit ne vairak ka 2V gajienos!



Version: Latvian

9. uzdevums. Olga un Sasa spele speli uz bezgaliga laukuma, kurs sastav no regulariem sessturiem.
Vinas péec kartas liek akmentinus uz briviem seSsturiem, speli sak Olga. Tiesi pirms tiek uzlikts 2018.
akmentins, stajas speka jauns noteikums: akmentins tagad var tikt uzlikts tikai uz tada briva sesstura,
kuram blakus ir vismaz divi seSstiiri ar akmentiniem.

Speletaja zaude, ja nespej veikt gajienu vai art ja pec vinas gajiena izveidojas 0”
rombveida figiira, kas paradita attela (ta var but pagriezta). Noskaidrojiet, vai 0
kadai no speletajam ir uzvaroSa strategija un, ja ir, tad kurai?

10. uzdevums. Dotas n kartis ar skaitliem no 1 Iidz n. Vispirms pirmais speletajs panem vienu karti.
Tad otrais speletajs panem divas kartis ar pec kartas sekojosiem skaitliem. Tad pirmais speletajs panem
tr1s kartis ar pec kartas sekojosiem skaitliem. Visbeidzot, otrais speletajs panem cetras kartis ar pec
kartas sekojoSiem skaitliem. Kada ir mazaka n vertiba, kurai otrais speletajs var garantet, ka vins
vares veikt abus savus gajienus?

11. uzdevums. Punkti A, B,C un D atrodas ($ada seciba) uz rinka Iijas w, AD ir w diametrs.
Zinams, ka AB = BC = a un CD = c ir savstarpgéji pirmskaitli. Pieradiet, ka, ja w diametrs d arT ir
naturals skaitlis, tad vai nu d vai 2d ir naturala skaitla kvadrats!

12. uzdevums. Saurlenka trijstirt ABC augstumi BB; un CC krustojas punkta H. Uz nogrieZzniem
BH un CH attiecigi atzimeti punkti Bo un Cy ta, ka BBy = B1H un CCy = C1H. Trijsturim
By HCy apvilkta rinka Iinija krusto trijsturim ABC apvilkto rinka liniju punktos D un E. Pieradiet,
ka trijsturis DEH ir taisnlenka!

13. uzdevums. Trijstura ABC bisektrise ir AD, tam apvilkto rinka Iiiju taisne AD velreiz krusto
punkta E. Punkti K, L, M un N ir attiecigi nogrieznu AB, BD, CD un AC viduspunkti. Punkts
P ir trijsturim EK L apvilktas rinka linijas centrs, bet @) — trijsturim EM N apvilktas rinka Iijas
centrs. Pieradiet, ka <PEQ = <BAC

14. uzdevums. Ap rinka Iniju w apvilkts ¢etrsturis ABCD. Punkts E ir tas rinka Iinijas w un
diagonales AC krustpunkts, kurs ir tuvaks punktam A. Punktam E diametrali pretgjais punkts uz w
ir F. Caur punktu F' novilkta rinka Iinijas w pieskare krusto taisnes AB un BC' attiecigi punktos A;
un C1, bet taisnes AD un CD attiecigi punktos A un Cs. Pieradiet, ka A1Cy = AsCo

15. uzdevums. Divas rinka linijas atrodas viena plakne, nekrustojas un neatrodas viena otrai
iekSpuse. Izvelamies So rinka Imiju diametrus Ay By un A2 Bs ta, ka nogriezni A1 As un By By krusto-
jas. Punkti A un B ir nogrieznu A; Ao un By By viduspunkti, punkts C' ir 8o nogrieznu krustpunkts.
Pieradiet, ka trijstura ABC augstumu krustpunkts pieder fiksétai taisnei, kas nav atkariga no diametru
izveles!

16. uzdevums. Dots nepara pirmskaitlis p. Atrodiet visus naturalos n, kuriem /n2 — np ari ir
naturals skaitlis.

17. uzdevums. Pieradiet, ka visiem naturaliem skaitliem p, ¢, kuriem /11 > %’, ir speka nevienadiba
Vii-2s —

q
18. uzdevums. Dots tads naturals skaitlis n > 3, ka 4n + 1 ir pirmskaitlis. Pieradiet, ka n?® — 1

dalas ar 4n + 1.

19. uzdevums. Bezgaligai naturalu skaitlu kopai B piemit sekojoSa ipasiba: jebkuriem a,b € B,

_*-°v
LKD(a, b)
skaitlus. (Ar LKD(a,b) apzime skaitlu a un b lielako kopigo dalitaju).

kuriem a > b, arT skaitlis pieder kopai B. Pieradiet, ka kopa B satur visus naturalos
20. uzdevums. Atrast visus naturalu skaitlu trijniekus (a, b, ¢), kuriem skaitlis

(a—i;b)4 n (b—;c)4 n (c—l;)a)4

ir naturals un skaitlis a + b + ¢ ir pirmskaitlis.



