Baltijos kelias 2018

Sankt Peterburgas, 2018 m. lapkri¢io 5 d. Version: Lithuanian

Laikas sprendimui: 4 val. 30 min.
Klausimus galima uzduoti per pirmasias 30 minuciy.
Leidziama naudotis tik raSymo ir braizymo priemonémis.

1. Realiyjy teigiamy (nebutinai skirtingy) skai¢iy baigtinj (nesutvarkyta) rinkinj vadinkime subalan-
suotu, jei kiekvienas jo skaiCius yra mazesnis uz likusiy skaic¢iy suma. Raskite visus m > 3, kuriems
kiekvienas m skaic¢iy subalansuotas rinkinys gali buti padalytas j tris dalis, turincias savybe: bet kuriy
dviejy daliy visy skaiciy suma yra didesné uz likusios dalies visy skaiciy suma.

2. Duota 100 x 100 lentelé. Kiekvienam naturaliajam k, 1 < k& < 100, lentelés k-tojoje eilutéje
didéjimo tvarka i$ kairés i desSing surasomi skai¢iai 1,2, ...,k (po skaiciu i langelj, galbut praleidziant
kai kuriuos langelius); i eilutés likusius 100 — & langeliy jrasoma po skaiciy 0. [rodykite, kad yra du
stulpeliai, kuriy vieno skaiciy suma yra maziausiai 19 karty didesné nei kito skaiciy suma.

3. Realieji teigiami skaiciai a, b, ¢, d tenkina lygybe abcd = 1. Irodykite nelygybe
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Va+2b+3c+10 Vb+2c+3d+10 Ve+2d+3a+10 d+2a+3b+10

4. Raskite visas tokias funkcijas f: [0, +00) — [0, 400), kad bet kuriam naturaliajam n ir bet kuriems
realiesiems neneigiamiems skaic¢iams x1, ..., x, galioja lygybé

flai+ - +ad) = f@)+- + flaa)

5. Daugianarj f(z) su realiaisiais koeficientais vadinkime generuojanciu, jei kiekvienam daugiana-
riui ¢(x) su realiaisiais koeficientais galima nurodyti tokj naturalyjj skai¢iy & ir tokius daugianarius
g1(x),...,gx(x) su realiaisiais koeficientais, kad

p(x) = flgr(x)) + -+ fgr(2)).
Raskite visus generuojancius daugianarius.

6. Duotas naturalusis skai¢ius n. Ragana skrajoja erdvéje R3. Ji pradeda kelione tagke (0,0,0). Ji
moka teleportuotis j bet kurj taska su sveikosiomis koordinatémis, esantj tiksliu atstumu /n nuo jos
esamos padéties. Taciau teleportacijos burtai sudétingi. Todél nors pradzioje ragana jaudiasi puikiai,
po pirmos teleportacijos ji pasijunta klaikiai. Po dar vienos teleportacijos ji vél jauciasi puikiai, po to
vél klaikias, ir t. t.

Kurioms n reikSméms ragana gali patekti i bet kurj taska su sveikosiomis koordinatémis ir puikias
jaustis jame?

7. Kiekviena i$ pavaizduotojo 16 x 16 toro 512 briauny nudazoma
arba raudonai, arba mélynai. Nudazyma vadinsime geru, jei kiekviena
virsuneé priklauso (kaip galo taskas) lyginiam skai¢iui raudony briauny.
Turint nudazyma, leidziama atlikti €¢jima: pasirinkti toro langelj ir
pakeisti kiekvienos i$ jo 4 krastiniy spalva (raudona spalva mélyna ir
atvirksciai). Kiek daugiausiai gery nudazymu galima sugalvoti, kad
jokio i$ jy nebuty galima gauti i$ kito, atlikus éjimy seka?

8. Grafas turi N virsuniy. Nematomas kiskis tupi vienoje is jyu. Medziotojuy burys bando nusauti kiskj.
Kaskart jie Sauna vienu metu: kiekvienas j kuria nors viena virsune (nebutinai ta pacia), pasirinke
taikinius sutartinai. Jei Saunama j virsune, kurioje tupi kiskis, tai medzioklé baigiasi. Priesingu atveju
kiskis gali likti savo virSunéje arba persokti j viena is gretimy virsuniy.

Medziotojai zino algoritma, kaip nusauti kiskj per daugiausiai V! ¢jimy (medziotoju bendry suviy).
Irodykite, kad egzistuoja algoritmas, kaip nusauti kiskj per daugiausiai 2V éjimy.



Version: Lithuanian

9. Olia ir Sasa zaidzia zaidima, visa ploksStuma padalije i lygius taisyklinguosius sesiakampius bei
pakaitomis atlikdami éjimus. Ejimo metu reikia padéti Saske bet kuriame tus¢iame SeSiakampyje.
Pirmajj ¢jima atlieka Olia. Pries pat padedant 2018-3ja Saske jsigalioja nauja taisyklé: nuo Siol Saske
galima déti tik tusciame sSesiakampyje, turinciame bent du gretimus sesiakampius, kuriuose saskés jau

guli.
Zaidéjas pralaimi, jei negali atlikti éjimo arba jei po jo éjimo susidaro .”

rombo formos figura, parodyta paveikslélyje (bet kaip pasukta). Ar kuris ’
nors zaidéjas turi pergalés strategija? Jei taip, nustatykite kuris.
10. Ant padéty n korteliy uzraSyta po vieng i$ skaic¢iy 1,2,...,n; visi uzrasyti skaiciai skirtingi.

Pirmasis zaidéjas pasiima viena kortele. Tada antrasis zaidéjas pasiima dvi korteles, kuriy skaiciai
yra gretimi. Toliau pirmasis zaidéjas pasiima tris korteles, ant kuriy uzrasyti trys gretimi skaiciai.
Pagaliau antrasis zaidéjas pasiima keturias korteles, ant kuriy uzrasyti keturi gretimi skaiciai. Su
kokia maziausia n reikSme antrasis zaidéjas gali uzsitikrinti, kad jam pavyks atlikti abu savo éjimus?

11. Apskritime w i$ eilés ratu pazyméti taskai A, B, C, D. Atkarpa AD yra w skersmuo. Be to,
AB = BC =air CD = ¢, kur a ir ¢ yra naturalieji tarpusavyje pirminiai skaiciai. [rodykite, kad jei
AD = d taip pat yra sveikasis skaicius, tai arba d, arba 2d yra sveikojo skaicCiaus kvadratas.

12. Smailiojo trikampio ABC aukstinés BB; ir CC; kertasi taske H. Atkarpose BH ir C'H atitin-
kamai pazyméti tokie taskai By ir Csy, kad BBy = B1H ir CCy = C1H. Trikampiy ABC ir BoHCs
apibréztiniai apskritimai kertasi taskuose D ir E. [rodykite, kad trikampis DFE H statusis.

13. Trikampio ABC kampo A pusiaukampiné kerta krastine BC taske D, o trikampio ABC' apibréz-
tinj apskritima — taske E. Taskai K, L, M, N atitinkamai dalija pusiau atkarpas AB, BD, CD, AC.
Trikampiy FKL ir EM N apibréztiniy apskritimy centrai atitinkamai pazyméti P ir Q). Irodykite,
kad ZPEQ = Z/BAC.

14. ] keturkampj ABCD jbréztas apskritimas w. Istrizainés AC' ir w sankirtos taskas, arciausias
taskui A, pazymétas F. Taskas F' yra vienas iS w skersmens E'F galy. Apskritimo w liestiné taske F
kerta tieses AB, BC, AD, CD atitinkamai taskuose A1, C1, Aa, Co. Trodykite, kad A1C7; = AsCs.

15. Du apskritimai yra vienas kito iSoréje ir neturi bendry tasky. Pasirinkime tokius jy skersmenis
A1 B ir As B, kad atkarpos Aq As ir By Bo kirstysi. Atkarpy Aj A ir By By vidurio taskus atitinkamai
pazymékime A ir B, o Siy atkarpy sankirtg pazymeékime C. Irodykite, kad trikampio ABC aukstiniy
sankirtos taskas yra fiksuotoje tieséje, kurios padétis nepriklauso nuo skersmeny parinkimo.

16. Duotas nelyginis pirminis skaic¢ius p. Raskite visus naturaliuosius skaicius n, kuriems y/n? — np

yra naturalusis skaicius.

17. Irodykite, kad bet kurie naturalieji skaiciai p, ¢, kuriems /11 > %, tenkina nelygybe
1
vii-£> =
q

18. Skai¢ius n > 3 naturalusis, o skai¢ius 4n + 1 pirminis. Jrodykite, kad 4n + 1 dalija n?™ — 1.
19. Begaliné aibé B, sudaryta i$ naturaliyjy skaiciy, pasizymi tokia savybe: jei a,b € B ir a > b, tai

skaicius priklauso aibei B. Jrodykite, kad aibei B priklauso visi natiiralieji skaiciai. Cia

_ =0
DBD(a, b)
DBD(a, b) yra skai¢iy a ir b didziausias bendras daliklis.

20. Raskite visus naturaliyju skaiciy trejetus (a, b, ¢), kuriems skaicius

(a—|;b)4 N (b—l;c)4 N (c—i;)a)4

yra naturalusis, o skaic¢ius a + b + ¢ yra pirminis.



