Baltic Way 2018

St. Petersburg, 5 Listopada, 2018 Version: Polish

Czas pracy: 4.5 godziny.
Podczas poczatkowych 30 minut mozna zadawaé pytania.
Dozwolone s3 tylko przyrzady do pisania i rysowania.

Problem 1. Skonczona kolekcje dodatnich liczb rzeczywistych (niekoniecznie réznych) nazwiemy
zbalansowang jesli kazda z liczb jest mniejsza od sumy pozostalych. Wyznacz wszystkie m > 3 takie,
ze kazda skonczona zbalansowang kolekcje mocy m mozna podzielié¢ na trzy czeéci w taki sposéb, by
suma liczb w kazdej czesci byla mniejsza od sumy liczb w pozostalych dwéch czesciach.

Problem 2. Dana jest tablica 100 x 100. Dla kazdego k, 1 < k£ < 100, w k-tym wierszu znajduja sie
liczby od 1 do k wypisane w kolejnosci rosnacej (od lewej do prawej), niekoniecznie w sasiadujacych
komorkach. We wszystkie pozostate 100 — k pdl danego wiersza wpisano liczbe 0. Wykaz, ze mozna
wybra¢ dwie takie kolumny, ze suma liczb w jednej z nich jest przynajmniej 19 razy wigksza niz suma
liczb w drugiej kolumnie.

Problem 3. Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja warunek abed = 1. Udowodnij nieréwnos$é
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Problem 4. Wyznacz wszyskie funkcje f : [0;00) — [0;00), ktore dla kazdej liczby naturalnej n i
dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych z1, ..., z,, spetniaja warunek

f@i+ .4 al) = fe)? + .+ flan)

Problem 5. Wielomian f(z) o wspétczynnikach rzeczywistych nazwiemy generujacym, jesli dla kaz-
dego wielomianu ¢(z) o wspélezynnikach rzeczywistych istnieje dodatnia liczba catkowita k i wielo-
miany g1(x), g2(x), ..., gr(z) o wspdleczynnikach rzeczywistych takie, ze

¢(z) = fg1(x)) + .. + fgr ().
Wyznacz wszystkie wielomiany generujace.

Problem 6. Niech n bedzie ustalong dodatnig liczbg naturalng. Elf Elfie porusza sie po tréjwymia-
rowj przestrzeni R3. Elfie startuje w poczatku uktadu wspétrzednych: (0,0,0). W kazdym ruchu moze
teleportowaé sie do dowolnego punktu o wspétrzednych catkowitych, ktéry znajduje sie w odleglosci
dokladnie \/n od jego obecnego polozenia. Teleportacja jest jednak skomplikowang procedura: Elfie
zaczyna bedac w stanie normalnym, ale staje sie dziwny po pierwszej teleportacji. Po kolejnej telepor-
tacji znow staje sie normalny, po kolejnej znowu dziwny, itd. Dla jakich wartoéci n Elfie moze dotrzeé
do dowolnego punktu o wspotrzednych catkowitych, bedac normalnym gdy sie w nim znajdzie?

Problem 7. Na torusie o wymiarach 16 x 16 jak na rysunku
wszystkie sposrdéd 512 krawedzi sa pokolorowane na jeden z dwéch
koloréw: czerwony lub niebieski. Kolorowanie nazwiemy dobrym,
gdy z kazdego wierzchotka wychodzi parzysta liczba czerwonych
krawedzi. Rozwazmy ruchy polegajace na zmianie koloru kazdej z
czterech krawedzi tworzacych pojedyncza komérke. Jaka jest naj-
wigksza liczba takich dobrych kolorowan, ze zadnego z nich nie
mozna przeksztalci¢é w inne za pomoca ciggu tak zdefiniowanych
ruchow?

Problem 8. Dany jest graf o N wierzchotkach. W jednym z wierzchotkéw znajduje si¢ niewidzialny
zajac, ktorego prébuje upolowaé grupa mysliwych. Raz na minute my$liwi strzelajg jednoczesnie: kazdy
celuje w jeden wierzcholek grafu, a swoje cele wybieraja wspélnie. Jedli zajac byl w wierzchotku w
momencie, w ktérym zostal oddany strzal w ten wierzchotek, polowanie sie konczy. W przeciwnym
przypadku zajac moze przeskoczyé¢ do jednego z sasiednich wierzchotkéw, lub pozosta¢ w tym samym
miejscu. Mysliwi znaja algorytm, ktory pozwala im upolowaé zajaca w ciagu co najwyzej N! ruchéw.
Wykaz, ze w tej sytuacji istnieje algorytm, ktéry pozwala upolowaé zajaca w ciggu co najwyzej 2V
ruchéw.
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Problem 9. Olga i Sasza graja w gre na nieskonczonej heksagonalnej planszy. Wykonuja na zmiane
ruchy polegajace na polozeniu pionka na jednym z pustych pdl, przy czym Olga wykonuje pierwszy
ruch. Zaczynajac od 2018-go ruchu, zaczyna obowiazywaé¢ dodatkowa zasada: pionek mozna postawié
tylko na tych pustych polach, ktére maja juz co najmniej dwa sasiednie pola zajete przez pionki.
Gracz przegrywa, kiedy nie moze wykonaé kolejnego ruchu, lub kiedy posta-
wiony przez niego pionek uzupelni ksztalt rombu jak na rysunku (obréconego w ’
dowolnym kierunku). Okresl, czy ktorys z graczy ma strategie wygrywajaca i jesli 00’
tak, to ktéry.

Problem 10. Liczby naturalne od 1 do n sg zapisane po jednej, na kazdej z n kart. Pierwszy gracz
usuwa jedna karte. Nastepnie drugi gracz usuwa pewne dwie karty, na ktérych znajduja sie dwie
kolejne liczby naturalne. Po tym pierwszy gracz usuwa pewne trzy karty z trzema kolejnymi liczbami.
Na koniec drugi gracz usuwa cztery karty, na ktoérych znajduja sie cztery kolejne liczby. Jaka jest
najmniejsza wartos¢ n, dla ktorej drugi gracz ma pewnosé, ze bedzie moglt wykonaé oba swoje ruchy?

Problem 11. Punkty A, B, C, D leza w tej kolejnosci na okregu w o $rednicy AD. Ponadto AB =
BC = a oraz CD = ¢ dla pewnych wzglednie pierwszych dodatnich liczb catkowitych a i ¢. Udowodnij,
ze jedli $rednica AD = d okregu w jest liczba catkowita, to ktéras z liczb d i 2d jest kwadratem liczby
catkowitej.

Problem 12. Wysokosci BB i CC trojkata ostrokatnego ABC przecinaja sie w punkcie H. Niech
By i C5 beda takimi punktami na odcinkach odpowiednio BH i CH, ze BBy = B1H oraz CCy = C1H.
Okrag opisany na By HCy przecina okrag opisany na ABC w punktach D i E. Wykaz, ze trojkat DEH
jest prostokatny.

Problem 13. Niech D bedzie przecieciem dwusiecznej tréjkata ABC przy wierzchotku A z bokiem
BC'. Prosta AD przecina okrag opisany na ABC w punkcie £ # A. Niech K, M, L, N beda srodkami
odcinkéw odpowiednio AB, BD, C'D, AC'. Niech P i ) beda srodkami okregdéw opisanych na tréjkatach
odpowiednio EKL i EMN. Udowodnij, ze /ZPEQ = ZBAC.

Problem 14. Czworokat ABCD jest opisany na okregu w. Niech F bedzie punktem przeciecia prze-
katnej AC z okregiem w, ktory lezy blizej punktu A. Niech F' bedzie takim punktem na okregu w,
ze E'F jest jego $rednicg. Prosta styczna do w w punkcie F' przecina proste AB i BC w punktach
odpowiednio Ay i C1 oraz proste AD i DC w punktach odpowiednio As i Co. Wykaz, ze A1C1 = AsCs.

Problem 15. Dane sg dwa nieprzecinajace si¢ okregi z roztacznym wnetrzem oraz ich srednice A By i
Ay By takie, ze odcinki Aj As oraz By By przecinaja sie. Niech A 1 B beda $rodkami odcinkéw odpowied-
nio A1 As oraz By Bs i niech C bedzie punktem przeciecia tych odcinkéw. Udowodnij, ze ortocentrum
tréjkata ABC' lezy na ustalonej prostej, ktora nie zalezy od wyboru $rednic.

Problem 16. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza. Znajdz wszystkie dodatnie liczby catkowite
n, dla ktérych /n? — np jest dodatnia liczba catkowita.

Problem 17. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych p, ¢ spelniajacych v11 > g
zachodzi nastepujaca nieréwnosé:

vii—-2s =
q

Problem 18. Niech n > 3 beduzie liczba calkowity taka, ze 4n + 1 jest liczba pierwsza. Wykaz, ze
4n + 1 dzieli n®® — 1.

Problem 19. Nieskonczony zbiér B zlozony z liczb calkowitych posiada nastepujaca wlasnosé. Dla

kazdej pary a,b € B spelniajacej a > b liczba (“a_bg nalezy do B. Udowodnij, ze B zawiera wszystkie

dodatnie liczby catkowite. Uwaga: (a, b) oznacza najwiekszy wspdlny dzielnik liczb a i b.
Problem 20. ZnajdZz wszystkie trojki dodatnich liczb catkowitych (a, b, ¢), dla ktérych liczba

((1—1;1))4+ (b—;c)4 N (c—i;)a)4

jest liczba catkowita oraz a + b + ¢ jest liczba pierwsza.



