Baltic Way 2018

S:t Petersburg, 5 november 2018 Version: Swedish

Skrivtid: 4.5 timmar.
Fragor kan stallas under tavlingens forsta 30 minuter.
Endast rit- och skrivdon till&tna.

Problem 1. En dndlig samling av positiva reella tal (ej nédviandigtvis olika) ar balanserad, om varje
tal &r mindre &n summan av de 6vriga. SOk alla m > 3, sadana att varje balanserad, dndlig samling
av m tal kan uppdelas i tre delar med den egenskapen, att summan av talen i varje del &r mindre &n
summan av talen i de tva andra delarna.

Problem 2. Givet dr en 100 x 100-tabell. For varje k, 1 < k < 100, innehéller rad nummer & talen
1, 2, ..., k i vixande ordning (fran vénster till hoger), men ej noédvandigtvis i pa varandra foljande
rutor; aterstdende 100 — k rutor fylles med nollor. Bevisa, att det existerar tva kolumner av sddan
beskaffenhet, att summan av talen i den ena kolumnen &r minst 19 ganger summan av talen i den
andra kolumnen.

Problem 3. Lat a, b, ¢, d vara positiva reella tal med abcd = 1. Bevisa olikheten
1 1 1 1
- - - <1
Va+2b+3c+10 Vb+2c+3d+10 +Ve+2d+3a+10 d+2a+3b+ 10
Problem 4. Sok alla funktioner f: [0,400) — [0,400), sddana att det for varje positivt heltal n och

alla icke-negativa reella tal x1, ..., x, géller att

f@i+-4al)=f@)’ + -+ flaa)

Problem 5. Ett polynom f(z) med reella koefficienter kallas danande, om det for varje polynom
©(z) med reella koefficienter existerar ett positivt heltal k& och polynom g;(x), ..., gr(z) med reella
koefficienter, sddana att

p(z) = flg1(x)) + -+ f(gr(z)).

Finn samtliga danande polynom.

Problem 6. Vare n ett positivt heltal. Alven Alva reser i R3. Hon startar i origo: (0,0, 0). I varje drag
kan hon teleportera sig till valfri punkt med heltalskoordinater, som ligger pa avstand exakt y/n fran
hennes befintliga position. Teleportering dr emellertid en avancerad procedur. Alva startar som vanlig,
men hon blir mdrklig i och med sin forsta teleportering. Nésta gang hon teleporterar sig, blir hon anyo
vanlig, sedan ater madarklig. .. etc.

For vilka n kan Alva firdas till varje punkt med heltalskoordinater och anldnda sasom vanlig?

Problem 7. Pa en 16 x 16-torus, enligt bild, &r samtliga 512 kanter fargade
roda eller bla. En fargliggning ar god, om varje nod dr &ndpunkt for ett jamnt
antal roda bagar. Ett drag bestar i att byta farg pa var och en av de 4 kanterna
av en godtycklig cell. Vilket &r det storsta antalet goda farglaggningar, sadana
att ingendera kan omvandlas i ndgon annan genom nagon sekvens av drag?

Problem 8. En graf har NV noder. En osynlig hare sitter i en av noderna. En grupp jagare séker déda
haren. I varje drag skjuter de samtidigt: varje jagare siktar pa en enda nod, de véljer sina maltavlor i
samrad. Om haren befann sig i nagon av malnoderna under skottsalvan, ar jakten avslutad. Eljest kan
haren vélja mellan att kvarstanna i sin nod eller hoppa till en angriansande nod.

Jagarna kidnner en algoritm, vilken tillater dem att déda haren pa hogst N! drag. Bevisa, att det
da existerar en algoritm, som later dem déda haren pa hogst 2V drag.

Problem 9. Olga och Sasha spelar ett spel pa ett odndligt hexagonalt rutmdnster. De turas om att

placera en sten pa valfri ledig hexagon. Olga 6ppnar spelet. Precis fore det 2018:e draget aktiveras en

ny regel. En sten méa nu placeras endast pa fria hexagoner med atminstone tva upptagna grannrutor.
En spelare forlorar, da hon eller han antingen ar férhindrad att gora ett drag,

eller ocksa gor ett drag, efter vilket ett rombiskt monster enligt bilden (roterat pa ’

varjehanda tdnkbart vis) uppstar. Avgor om nagon spelare, och i s fall vilkendera, ’

har en vinnande strategi.
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Problem 10. Heltalen fran 1 till n star skrivna pa n kort, ett pa vardera. Forste spelaren plockar bort
ett kort. Andre spelaren plockar sedan bort tva kort med konsekutiva tal. Déarefter avldgsnar forste
spelaren tre kort med konsekutiva tal. Slutligen avlégsnar andre spelaren fyra kort med konsekutiva
tal. Vilket &r det minsta virdet pa n, for vilket andre spelaren kan garantera sig om, att fa utfora
bégge sina drag?

Problem 11. Punkterna A, B, C, D ligger, i denna ordning, p en cirkel w, dar AD &r diameter i w.
Vidare &r AB = BC = a och CD = ¢ for nagra relativt prima heltal a och ¢. Visa att, om diametern
d i w ocksa &r ett heltal, s& ar antingen d eller 2d en heltalskvadrat.

Problem 12. Héjderna BB; och C'Cy i den spetsvinkliga triangeln ABC' skér varandra i punkten
H. Lat By och Cy vara punkter pa segmenten BH respektive C'H, sddana att BBy = B1H och
CCy = C1H. Omskrivna cirkeln till triangeln BoHCs skidr omskrivna cirkeln till triangeln ABC' i
punkterna D och E. Bevisa, att triangeln DFEH ar ratvinklig.

Problem 13. Bisektrisen till vinkeln A i triangeln ABC' skir BC' i punkten D och skir omskrivna
cirkeln till triangeln ABC' i punkten E. Lat K, L, M och N vara mittpunkterna pé strickorna AB,
BD, CD respektive AC. Lat P vara medelpunkten for omskrivna cirkeln till triangeln EK L, och Q
vara medelpunkten fér omskrivna cirkeln till triangeln EM N. Bevisa, att /PEQ = Z/BAC.

Problem 14. En fyrhérning ABCD &r omskriven kring en cirkel w. Den skdrningspunkt mellan w
och diagonalen AC, som ligger ndrmast A, &r F. Punkten F' ligger diametralt motsatt punkten F pa
cirkeln w. Tangenten till w i punkten F' skir linjerna AB och BC i punkterna A; respektive Cy, och
linjerna AD och CD i punkterna Ay respektive Cy. Bevisa, att A1C1 = ACs.

Problem 15. Tva cirklar i planet skir varandra ej, och ligger ej heller inneslutna i varandra. Vi
véaljer diametrar A1 B1 och A3 Bs i dessa cirklar sé, att striackorna A1 As och B1 By mots. Lat A och B
vara mittpunkterna pa strackorna AjAs respektive By Bsg, och C vara skidrningspunkten mellan dessa
striackor. Bevisa, att hojdernas skidrningspunkt i triangeln ABC' ligger pa en fix linje, oberoende av
valet av diametrar.

Problem 16. Lat p vara ett udda primtal. Sok samtliga positiva heltal n, for vilka \/n2 — np ér ett
positivt heltal.

Problem 17. Bevisa att, nérhelst v/11 > g for nagra positiva heltal p, g, ar féljande olikhet giltig:

1
Vii-2> —
q  2pq
Problem 18. Lat n > 3 vara ett heltal, for vilket 4n + 1 &r ett primtal. Bevisa, att 4n + 1 delar
2n
n“" — 1.

Problem 19. En oéndlig méngd B, bestdende av positiva heltal, har foljande egenskap. For alla

a—2>b

(a,b)

betecknar (a,b) den storsta gemensamma delaren till talen a och b.

a,b € B med a > b, ar talet

tillhérande B. Bevisa, att B omfattar samtliga positiva heltal. Har

Problem 20. Finn alla trippler av positiva heltal (a, b, ¢), for vilka talet

(a—i;b)4+ (ZH(—IC)4 n (c—l;)a)4

ar ett heltal och a + b + ¢ ett primtal.



