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Пусть q> 3 – произвольное целое число, и пусть для целого n, взаимно простого
с q, символ n обозначает вычет, обратный к n по модулю q, т.е. решение сравнения
nn ≡ 1 (mod q). Тригонометрическая сумма вида

S(q; a, b) =

q∑
n=1

(n,q)=1

exp

(
2πi

an+ bn

q

)
(1)

называется полной суммой Клоостермана по модулю q. Суммы (1) естественным
образом возникают при решении ряда задач аналитической теории чисел.

Наряду с (1) рассматриваются суммы более общего вида

S(q; a, b;A) =
∑
n∈A

exp

(
2πi

an+ bn

q

)
, (2)

также называемые суммами Клоостермана, в которых переменная пробегает неко-
торое множество A значений, взаимно простых с модулем q. В случае, когда множе-
ство A целиком содержится в приведённой системе вычетов Z∗q по модулю q, и при
этом |A| < ϕ(q), такие суммы называются, в отличие от (1), неполными суммами
Клоостермана.

Нетривиальные оценки сумм (2), т.е. неравенства |S(q; a, b;A)| 6 |A|∆, где 0 <
∆ < 1, позволяют исследовать распределение величин an+bn, n ∈ A, в кольце выче-
тов Zq, устанавливать разрешимость некоторых сравнений, содержащих величины
n, n ∈ A, и т.д.

Частным случаем (2) являются суммы Клоостермана с простыми числами, т.е.
суммы

S1(q; a, b;N) =
∑′

p6N

exp

(
2πi

ap+ bp

q

)
, (3)

где штрих в знаке суммы означает, что p - q. Величина N называется длиной сум-
мы S1. Наибольшую трудность представляет оценка “короткой” суммы S1, длина
которой связана с модулем неравенством N 6 q1−c, 0 < c < 1.

Оценкам сумм (3) при различных предположениях относительно q,N, a, b посвя-
щены работы Э. Фуври и П. Мишеля [1], М.З. Гараева [2], Ж. Бургейна [3], Э. Фуври
и И.Е. Шпарлинского [4], Р. Бейкера [5], Ж. Бургейна и М.З. Гараева [6] и ряд статей
докладчика.

В докладе будет рассказано о новой оценке суммы S1, справедливой для про-
извольного модуля q > q0(ε) и любых a, b, взаимно простых с q, при условии, что
длина суммы N удовлетворяет неравенствам q 3/4+ε 6 N 6 q 3/2−ε. Особое внимание
будет уделено приложениям этой оценки к ряду задач теории сравнений.

В качестве примера будет рассмотрено сравнение вида

g(p1) + g(p2) + . . . + g(pk) ≡ m (mod q), (4)
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в котором g(x) = ax+bx, k > 3 - фиксированное целое число, а переменные p1, . . . , pk
принимают значения простых чисел “короткого” промежутка (1, N ].

Упомянутая выше оценка позволяет получить для числа Ik(q,N) = Ik(q,N ; a, b,m)
решений (4) выражение вида

Ik(q,N) =
(π(N))k

q

(
κ k + O(∆k)

)
, (5)

где π(N) – количество простых чисел, не превосходящих N , ∆k = ∆k(q,N)→ 0 при
q → +∞, а κ k = κ k(q; a, b,m) - некоторая мультипликативная функция параметра
q.

Величина κ k(q) является своеобразным аналогом “особого” (“сингулярного”) ря-
да, возникающего при решении аддитивных задач с помощью кругового метода.
Отыскание всех троек (a, b,m) (mod q), при которых формула (5) является асимп-
тотической, является нетривиальной задачей, представляющей и самостоятельный
интерес. В частности, можно доказать существование абсолютной постоянной c1 > 0
такой, что для любого модуля q с условием (q, 6) = 1 неравенство

κk(q; a, b,m) > c1

выполняется равномерно по всем a, b,m и k > 7 (в случае, если верна расширенная
гипотеза Римана - и при k > 5). В случаях q = 2n, q = 3n, n > 1, можно указать
значения k и отвечающие им тройки (a, b,m), для которых κ k(q; a, b,m) = 0.
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