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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ

ñâîéñòâ ìîäóëåé ôóíêöèé èç ìîäåëüíûõ (èõ åùå íàçûâàþò
êîèíâàðèàíòíûìè) ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà Õàðäè H2 =
H2(R) = {f ∈ L2(R) : f̂

∣∣(−∞, 0) = 0}, ãäå f̂ îáîçíà÷àåò Ôóðüå-
îáðàç ôóíêöèè f ; ýëåìåíò f ïðîñòðàíñòâà H2(R) ìîæíî âîñïðèíèìàòü
è êàê ãðàíè÷íûé ñëåä íåêîòîðîé àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè êëàññà
Õàðäè H2(C+), ãäå C+ - îòêðûòàÿ âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü. Ìîäåëüíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî KΘ ⊂ H2 åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, H2 ª ΘH2, ãäå
Θ - íåêîòîðàÿ âíóòðåííÿÿ ôóíêöèÿ (ò.å. òàêàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â C+

îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî limy→0 |Θ(x + iy)| = 1 ïðè ï.â. x ∈ R).
Ìîäåëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì, èõ âåêòîðíûì è îïåðàòîðíûì àíàëîãàì
ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, çàòðàãèâàþùàÿ ðÿä âàæíûõ
îáëàñòåé òåîðèè ôóíêöèé, òåîðèè îïåðàòîðîâ è ðàçíîîáðàçíûõ
ïðèëîæåíèé. Ìû èíòåðåñóåìñÿ, ïðåæäå âñåãî, òåì, íàñêîëüêî
ìàëûì ìîæåò áûòü ýëåìåíò òàêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, íå áóäó÷è
òîæäåñòâåííûì íóëåì. Ýòà ïîñòàíîâêà âîïðîñà ïîÿâèëàñü â ðàáîòàõ
Õàâèíà-Ìàøðåãè1 è áûëà ïîäñêàçàíà êëàññè÷åñêîé òåîðåìîé Áåðëèíãà-
Ìàëüÿâåíà î ìóëüòèïëèêàòîðå (òàê íàçûâàåìîé "Ïåðâîé òåîðåìîé
Áåðëèíãà-Ìàëüÿâåíà"), êîòîðóþ ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê îäíî èç
ïðîÿâëåíèé "ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííîñòè", çàïðåùàþùåãî ÷ðåçìåðíóþ
è îäíîâðåìåííóþ ìàëîñòü íåíóëåâîé ôóíêöèè è åå Ôóðüå-îáðàçà
(ïðîñòðàíñòâà Ïýëè-Âèíåðà, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â òåîðåìå Áåðëèíãà-
Ìàëüÿâåíà, ñóòü, ñ òî÷íîñòüþ äî óíèìîäóëÿðíîãî ìíîæèòåëÿ,
ìîäåëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, îòâå÷àþùèå âíóòðåííèì ôóíêöèÿì eiσx,
σ > 0). Ðåçóëüòàòû ðàáîò Õàâèíà-Ìàøðåãè ðàçâèâàëèñü â ðàçëè÷íûõ
íàïðàâëåíèÿõ â ðàáîòàõ À.Ä.Áàðàíîâà2; À.Ä.Áàðàíîâà, À.À.Áîðè÷åâà,
Â.Ï.Õàâèíà3; Äæ.Ìàøðåãè, Ô.Ë.Íàçàðîâà, Â.Ï.Õàâèíà4. Â ïîñëåäíåé

1V.P.Havin, J.Mashreghi, Admissible majorants for model subspaces of H2. Part 1: slow winding of
the generating inner function.-Can. J.Math.55, 6(2003), 1231-1263.
V.P.Havin, J.Mashreghi, Admissible majorants for model subspaces of H2. Part 2: fast winding of the
generating inner function. -Can. J.Math.55, 6(2003),1231-1263.

2A.D.Baranov, Polynomials in the de Branges spaces of entire functions. -Ark.Mat, 44 (2006), no.
1, 16-38.

3A.D. Baranov, A.A. Borichev, V.P. Havin, Majorants of meromorphic functions with �xed poles,
Indiana Univ. Math. J. 56 (2007), 4, 1595-1628.

4Äæ. Ìàøðåãè, Ô.Ë. Íàçàðîâ, Â.Ï. Õàâèí, Òåîðåìà Áåðëèíãà-Ìàëëüÿâåíà î ìóëüòèïëèêàòîðå:
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ðàáîòå äàíî íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Áåðëèíãà-Ìàëüÿâåíà,
ñîäåðæàùåå, â ÷àñòíîñòè, íîâûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ L2-ôóíêöèè
ñ îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì è ñ äàííîé ìàæîðàíòîé ìîäóëÿ. Ìû,
â îñíîâíîì, çàíèìàåìñÿ ìîäåëüíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè KΘ,
ïîðîæäåííûìè ìåðîìîðôíîé âíóòðåííåé ôóíêöèåé Θ. Êàæäîå
òàêîå KΘ òåñíî ñâÿçàíî ñ íåêîòîðûì ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì
äå Áðàíæà öåëûõ ôóíêöèé. Íàøè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
ïåðåôîðìóëèðîâàíû íà ÿçûêå ïðîñòðàíñòâ äå Áðàíæà, èãðàþùèõ
áîëüøóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ ê ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå.

Çàäà÷è, êîòîðûì ïîñâÿùåíà äèññåðòàöèÿ, îòíîñÿòñÿ ê àêòóàëüíîé è
ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòè òåîðèè ôóíêöèé.

Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè äîñòàòî÷íûõ è (îòäåëüíî)
íåîáõîäèìûõ óñëîâèé, íàëàãàåìûõ íà íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ ω
("ìàæîðàíòó") è ñîâìåñòèìûõ ñ íåðàâåíñòâîì |f | ≤ ω (ï.â. íà R), ãäå
f - íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ èç äàííîãî ìîäåëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Åñëè
ýòîìó íåðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿåò êàêàÿ-íèáóäü íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ
f ∈ KΘ, òî ìàæîðàíòà ω íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ KΘ (èëè Θ-
äîïóñòèìîé).

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ
ïàðàãðàôîâ. Â ýòîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ îáùèå îïðåäåëåíèÿ è äàþòñÿ
ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî. Â §1
îïèñàíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìîäåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Â §2
îáñóæäàåòñÿ ñóòü ðåøàåìûõ ïðîáëåì è äàåòñÿ èñòîðè÷åñêèé îáçîð
íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ. Â §3 îïèñûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Â
§4 ïðèâîäÿòñÿ èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ è ñâåäåíèÿ î ìåðîìîðôíûõ
âíóòðåííèõ ôóíêöèÿõ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì äîïóñòèìîñòè
ìàæîðàíò äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ñèòóàöèé. Ýòà ãëàâà ñîñòîèò
èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ. Çà ââîäíûì §1 ñëåäóåò §2, â êîòîðîì ñîáðàíû
êðèòåðèè äîïóñòèìîñòè â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà Ω̃
ôóíêöèè Ω = log(1/ω).

Êðèòåðèè äîïóñòèìîñòè, âûðàæåííûå íåïîñðåäñòâåííî â òåðìèíàõ
ôóíêöèè Ω, ñîäåðæàòñÿ â §3; §4 ñîäåðæèò óñëîâèÿ B-äîïóñòèìîñòè, ãäå
B - ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå (â C+); ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ìíèìûå
ñåäüìîå äîêàçàòåëüñòâî, Àëãåáðà è Àíàëèç 17 (2005), 5, 3-68.
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÷àñòè íóëåé ôóíêöèè B íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò. Â §5 ðàññìàòðèâàþòñÿ
íóëè ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå, êàñàòåëüíî ðàñïîëîæåííûå îòíîñèòåëüíî
îñè R.

Íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ B-äîïóñòèìîñòè, ñóùåñòâåííî áîëåå
îãðàíè÷èòåëüíûå, ÷åì ó íàñ, áûëè ðàíåå ïîëó÷åíû â óïîìÿíóòûõ
âûøå ðàáîòàõ Õàâèíà-Ìàøðåãè. ×òî êàñàåòñÿ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé,
òî îíè áûëè ïîëó÷åíû ëèøü äëÿ âåñüìà ñïåöèàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé â
öèòèðîâàííîé âûøå ñòàòüå À.Ä.Áàðàíîâà.

Â òðåòüåé ãëàâå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå äîâîëüíî îáùèå íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè, êîòîðûå èíîãäà îêàçûâàþòñÿ òî÷íûìè. Çà
ââîäíûì §1 ìû ïåðåõîäèì â §2 ê íåêîòîðûì ïðåäâàðèòåëüíûì
ðåçóëüòàòàì. Â §3 äàíî äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû îáðàùåíèÿ äëÿ
îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà. ×åòâåðòûé ïàðàãðàô
ñîäåðæèò îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû, òî÷íîñòü êîòîðûõ îáñóæäàåòñÿ
â çàêëþ÷èòåëüíîì §5.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äàíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòðîãîé
äîïóñòèìîñòè ìàæîðàíòû ω (ò.å. óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìîäåëüíîé
ôóíêöèè f , äëÿ êîòîðîé |f | ³ ω). Çà ââîäíûì §1 ñëåäóåò §2 â êîòîðîì
ñîäåðæàòñÿ âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 4; îíè äîêàçûâàþòñÿ â §§3,4.
Â §5 äàíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ íàøèõ òåîðåì â êîíêðåòíûõ ñèòóàöèÿõ.

Ïÿòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íåêîòîðûì ñâîéñòâàì ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ãèëüáåðòà, âàæíûì â êîíòåêñòå ïðîáëåìû äîïóñòèìîñòè ìàæîðàíò
(ïÿòàÿ ãëàâà îñíîâàíà íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Â.Ï.Õàâèíûì). Çà
ââîäíûì §1 ñëåäóåò §2, â êîòîðîì äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
"óñòîé÷èâî ïëîõèõ" ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ãèëüáåðòà
ôóíêöèé; §3 ïîñâÿùåí íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ëèïøèöåâîñòè
ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ôóíêöèé èç ìîäåëüíûõ
ïîäïðîñòðàíòñâ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû íåîäíîêðàòíî
äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå ÏÎÌÈ ÐÀÍ ïî òåîðèè ôóíêöèé; íà
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ñåìèíàðå â óíèâåðñèòåòå NTNU (Òðîíäõåéì); íà êîíôåðåíöèÿõ "16th
Summer St. Petersburg Meeting in Mathematical Analysis" è "Spaces
of Analytic Functions and their Operators" (CIRM, Ìàðñåëü, 2006,
Ôðàíöèÿ).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1],
[2], [4]. Ðàáîòà [3] ïðèíÿòà ê ïå÷àòè.

Îðãàíèçàöèÿ òåêñòà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ
ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è ÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 22 ïàðàãðàôà,
èçëîæåíà íà 94 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 26 íàçâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
Âòîðàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì

Θ-äîïóñòèìîñòè äëÿ áûñòðî ðàñòóùåãî àðãóìåíòà arg Θ. Îäèí èç
îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ âòîðîé ãëàâû ñëåäóþùèé (P - ìåðà Ïóàññîíà íà
R, dP(x) = π−1(1 + x2)−1dx, x ∈ R):

Òåîðåìà 2.2.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R 7→ R óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

a) ôóíêöèÿ f ñòðîãî âîçðàñòàåò è äèôôåðåíöèðóåìà;

b) (f−1)′(= h) ∈ Lipα(R), (0 < α < 1); c)

∫

R

dt

1 + f 2(t)
< +∞.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî limx→∞ f ′(x) = 0. ×åðåç Bf îáîçíà÷èì
ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ñ íóëÿìè zk = f(k) + i, k ∈ Z. Òîãäà ëþáàÿ
ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ω = e−Ω òàêàÿ, ÷òî

1)

∫

R
ΩdP < +∞, 2) Ω′(x) = O(|x|β) (ïðè íåêîòîðîì β ∈ (0, 1)),

3) |Ω̃′(x)| ≤ Ah(x) ïðè ëþáîì x ∈ R è ïðè íåêîòîðîì A < 2π,

äîïóñòèìà äëÿ ïðîñòðàíñòâà KBf
.

Âî âòîðîé ãëàâå ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì êàñàòåëüíûå (ïî
îòíîøåíèþ ê R) ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé. Ýòî â êîðíå ìåíÿåò ïîâåäåíèå
àðãóìåíòà arg B: åãî ðîñò òåïåðü ìîæåò áûòü íåðåãóëÿðíûì. Âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü èçìåíèòü ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå ðàíåå. Ìû äîêàçàëè
íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè. Íàïðèìåð:
Ñëåäñòâèå 2.5.4. Ïóñòü B - ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ñ íóëÿìè zk =
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k + iyk (k ∈ Z, yk ≤ 1), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk} òàêîâà, ÷òî
÷àñòíîå yk/yk+1 îòäåëåíî îò íóëÿ è áåñêîíå÷íîñòè, è

∑

k

log(yk)

k2 > −∞.

Òîãäà ëþáàÿ ôóíêöèÿ ω = e−Ω òàêàÿ, ÷òî Ω ∈ Lip1(R) ∩ L1(P), B-
äîïóñòèìà.

Â òðåòüåé ãëàâå ìû äàåì íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ Θ-
äîïóñòèìîñòè äëÿ øèðîêîãî êëàññà ìåðîìîðôíûõ ïðîèçâåäåíèé
Áëÿøêå Θ = B; íàøè îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ êàñàþòñÿ ðîñòà àðãóìåíòà
| arg B(x)| (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îí ðàñòåò íå áûñòðåå, ÷åì ñòåïåíü
|x|).

Ó ýòîé ÷àñòè äèññåðòàöèè åñòü äâå îñîáåííîñòè.
1) Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ â òåðìèíàõ
íåêîòîðûõ ñðåäíèõ ôóíêöèè Ω = − log ω, à íå ñàìîé ôóíêöèè Ω êàê
òàêîâîé. Òåì íå ìåíåå, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêèå óñëîâèÿ îêàçûâàþòñÿ
òî÷íûìè. Ñðåäíèå, êîòîðûå ìû èìååì â âèäó, îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Sλ(f)(x) =
1

2λ(x)

∫

|s−x|<λ(x)
f(s)ds, x ∈ R,

ãäå f - ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà âåùåñòâåííîé îñè R, à λ -
ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, λ ≤ 1.
2) Íàø ïîäõîä îñíîâàí íà óðàâíåíèè, ïîëó÷åííîì â ðàáîòàõ Õàâèíà-
Ìàøðåãè:

arg Θ + 2Ω̃ = 2l̃og m + 2πn + γ;

îíî õàðàêòåðèçóåò Θ-äîïóñòèìûå ìàæîðàíòû ω. Ê ýòîìó ðàâåíñòâó
åñòåñòâåííî áûëî áû ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà h è,
èñïîëüçóÿ ôîðìóëó îáðàùåíèÿ, èçâëå÷ü Ω, à çàòåì ñäåëàòü íåêîòîðûå
âûâîäû èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Íî ýòîò ïëàí ñâÿçàí ñ îïðåäåëåííûìè
òðóäíîñòÿìè, ò.ê. íè arg Θ, íè Ω̃, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóììèðóåìû ïî
ìåðå Ïóàññîíà. Ïîýòîìó ìû âûíóæäåíû èçìåíèòü ÿäðî èíòåãðàëüíîãî
ñèíãóëÿðíîãî îïåðàòîðà h, ÷òîáû îí áûë ïðèìåíèì ê (ïî êðàéíå
ìåðå íåêîòîðûì) ðàñòóùèì ôóíêöèÿì. Ìû äîñòèãàåì ýòîé öåëè, ââîäÿ
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ìîäèôèöèðîâàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà hl, l = 2, 3, ...:

hl(u)(x) =
1

π
(v.p.)

∫

R
u(t)

1

x− t
· <

(
x + i

t + i

)l

dt,

è èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùóþ ôîðìóëó îáðàùåíèÿ.
Ñëåäóÿ ïëàíó, îáîçíà÷åííîìó â 2), ìû ïîëó÷èëè íåêîòîðûå

íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ Θ-äîïóñòèìîñòè â òåðìèíàõ Sλ(Ω). Ýòè óñëîâèÿ
èìåþò íåêîòîðûå èíòåðåñíûå ñëåäñòâèÿ.

Ïðèìåð 1. Ïîëîæèì Θ(z) = eiσz(σ > 0). Òîãäà ëþáàÿ Θ-äîïóñòèìàÿ
ìàæîðàíòà ω = e−Ω óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|S1(Ω)(x)| ≤ C1|x log |x||+ C2, x ∈ R.

Ýòà îöåíêà òî÷íà.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïîëîæèì Θ(z) = eiσz(σ > 0). Òîãäà äëÿ ëþáîé
óáûâàþùåé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè γ òàêîé, ÷òî limx→+∞ γ(x) = 0,
ñóùåñòâóþò Θ-äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ ω = e−Ω è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn}∞1 (xn → +∞) òàêèå, ÷òî

|S1(Ω)(xn)| ≥ xn log(xn)γ(xn).

Ìû äàäèì åùå îäèí òèïè÷íûé ïðèìåð äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå Bα.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü Bα - ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ñ íóëÿìè
zk = sgn(k)|k|α + i (1/2 < α < 1). Åñëè ôóíêöèÿ ω = e−Ω Bα-
äîïóñòèìà, òî ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû C1, C2, ÷òî

|S1(Ω)(x)| ≤ C1|x| 1α | log |x||+ C2, x ∈ R.

Íàøè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè äàþò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
ïîëîæèòåëüíûõ ìàæîðàíò ω, íå Θ-äîïóñòèìûõ äëÿ øèðîêîãî êëàññà
ìåðîìîðôíûõ âíóòðåííèõ ôóíêöèé Θ. Â §3.4.4 ìû äîêàçûâàåì
ñëåäóþùèé ôàêò:
Åñëè Θ - ìåðîìîðôíàÿ âíóòðåííÿÿ ôóíêöèÿ, è arg Θ ∈ L1((1+|x|)−l−2),
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l ∈ N, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ
ω, ÷òî

∫
R log ωdP > −∞, íî ω íåäîïóñòèìà äëÿ KΘ.

Â ãëàâå 4 ìû ðàññìîòðåëè ñòðîãóþ äîïóñòèìîñòü. Îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû ãëàâû 4 - òåîðåìû 4.2.4 è 4.2.5.

Òåîðåìà 4.2.5. Ïóñòü ìåðîìîðôíàÿ âíóòðåííÿÿ ôóíêöèÿ Θ è
ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ω = e−Ω ∈ L2(R) òàêîâû, ÷òî

a) Ω ∈ L1(P); b) Ω̃ ∈ C1(R);

c) 0 < inf
R

((arg Θ + 2Ω̃)′) ≤ sup
R

((arg Θ + 2Ω̃)′) < +∞.

Òîãäà ω ñòðîãî äîïóñòèìà äëÿ KΘ.

Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.2.5 ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ
ðàáîòû Ëþáàðñêîãî-Ñåéïà5, ïîñâÿùåííîé âåñîâûì ïðîñòðàíñòâàì
Ïýëè-Âèíåðà. Íàì íåèçâåñòíî, ïîçâîëÿþò ëè ìåòîäû ýòîé ñòàòüè
ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû äëÿ äðóãèõ ìåðîìîðôíûõ âíóòðåííèõ Θ, êàê â
íàøåé òåîðåìå 4.2.4.

Òåîðåìà 4.2.4 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 4.2.5 äëÿ êëàññà
ìåðîìîðôíûõ âíóòðåííèõ ôóíêöèé ñ áûñòðî ðàñòóùèìè àðãóìåíòàìè.

Ìû äàäèì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé òåîðåìó 4.2.4.

Ñëåäñòâèå 4.5.4. Ïóñòü Bα - ïðîèçâåäåíèå Áëÿøêå ñ íóëÿìè
zk = sgn(k)|k|α + i, k ∈ Z, 1/2 < α < 1. Åñëè ôóíêöèÿ ω = e−Ω ∈ L2(R)
òàêîâà, ÷òî

a) Ω ∈ L1(P); b) |Ω̃′(x)| < C|x|1/α−1 äëÿ íåêîòîðîãî C <
π

α
,

òî ω ñòðîãî äîïóñòèìà äëÿ KBα
.

Óñëîâèÿ ñòðîãîé äîïóñòèìîñòè, ïîëó÷åííûå â ãëàâå 4, âêëþ÷àþò Ω̃ (íå
òîëüêî Ω). Ïðîöåäóðà êîððåêöèè (ìåòîä Íàçàðîâà) ïðåîáðàçîâàíèÿ

5Yu.I.Lyubarskii, K. Seip, Weighted Paley-Wiener spaces. J. Amer. Math. Soc. 15 (2002), no. 4,
979-1006.
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Ãèëüáåðòà íå ñîõðàíÿåò äâóñòîðîííèé õàðàêòåð îòíîøåíèÿ |f | ³ ω,
òàê ÷òî îòûñêàíèå óñëîâèé, äîñòàòî÷íûõ äëÿ ñòðîãîé äîïóñòèìîñòè è
âûðàæåííûõ â òåðìèíàõ ôóíêöèè Ω, îñòàåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé .

Ïÿòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âîïðîñó, êàñàþùåìóñÿ îòíîøåíèé ìåæäó
äâóìÿ âêëþ÷åíèÿìè: f ∈ Lipα(R) è f̃ ∈ Lipα(R); ìû âñåãäà áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî f ∈ L1(P) è 0 < α ≤ 1. Ñëó÷àé α = 1 ïðåäñòàâëÿåò
äëÿ íàñ îñîáûé èíòåðåñà. Ñõîäíûå âîïðîñû äëÿ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
T áûëè ðåøåíû È.È.Ïðèâàëîâûì â 20-õ ãîäàõ 20-ãî âåêà. Ñëó÷àé
ïðÿìîé (ò.å. îòíîñÿùèéñÿ ê îïåðàòîðó h) íå âïîëíå àíàëîãè÷åí. Åñëè
α ∈ (0, 1), òî, òàê æå, êàê è íà T, îïåðàòîð h îòîáðàæàåò Lipα â ñåáÿ.
Íî ñõîäñòâî T è R èñ÷åçàåò, êîãäà ìû îáðàùàåìñÿ ê ñëó÷àþ α = 1.
Íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ôóíêöèÿ f̃ (åñëè f ∈ Lip1(T)), âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Lip1(T), íî, òåì íå ìåíåå, îñòàåòñÿ
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé (ñ îöåíêîé ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè). Íî íà
ïðÿìîé òàêîå ñîõðàíåíèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè âåðíî òîëüêî ïðè
äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè îá îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f . Åñëè
ôóíêöèÿ f ∈ Lip1(R) íå îãðàíè÷åíà, òî ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü
ôóíêöèè h(f) ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ëîêàëüíî, íî ìîæåò áûòü ðàçðóøåíà
â öåëîì. (Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè f = − log ω ëèøàåò
ïðîáëåìó äîïóñòèìîñòè ìàæîðàíòû ω âñÿêîãî èíòåðåñà).

Áîëåå òîãî, â ãëàâå 5 ìû äîêàçûâàåì (ñ ïîìîùüþ ÿâíîãî ïîñòðîåíèÿ)
ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ôóíêöèè f ∈ L1(P)∩Lip1(R), ÷òî h(g) íå ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà R âñåãäà, êîãäà ðàçíîñòü f −g îãðàíè÷åíà.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ Õàâèíà-Ìàøðåãè, ω äîïóñòèìà äëÿ Keiσx,
åñëè h(Ω) - ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ ñ äîñòàòî÷íî ìàëîé êîíñòàíòîé
ëèïøèöåâîñòè. Íî â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå (î âîçìîæíîé óòðàòå
ëèïøèöåâîñòè ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðà h) ìû, íà ïåðâûé âçãëÿä, íå
ìîæåì íåïîñðåäñòâåííî çàêëþ÷èòü, ÷òî ëèïøèöåâîñòü ñàìîé ôóíêöèè
Ω (â ñî÷åòàíèè ñ âêëþ÷åíèåì Ω ∈ L1(P)) îáåñïå÷èâàåò äîïóñòèìîñòü
ìàæîðàíòû e−Ω äëÿ Θ(x) = eiσx, ò.å. íå ìîæåì ïîëó÷èòü òåîðåìó
Áåðëèíãà-Ìàëüÿâåíà. Îäíàêî, åñëè áû â L1(P) íàøëàñü òàêàÿ ôóíêöèÿ
Ω1, ÷òî h(Ω1) ëèïøèöåâà, è Ω1 ≥ Ω, òî äîïóñòèìîñòü ìàæîðàíòû e−Ω

áûëà áû óñòàíîâëåíà. Åñòåñòâåííî ïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ω1

(äëÿ ëèïøèöåâîé Ω) ïóòåì ñòàíäàðòíîãî ñãëàæèâàíèÿ (ò.å. ñâåðíóâ
Ω ñ ãëàäêîé ôóíêöèåé). Íàø ïðèìåð "óñòîé÷èâî ïëîõîé" ôóíêöèè
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ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîé ñïîñîá íå ìîæåò ïðèâåñòè ê öåëè, èáî
ðåãóëÿðèçîâàííàÿ Ω1 íåïðåìåííî óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |Ω1−Ω| ≤
const.

Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä Íàçàðîâà êîððåêòèðîâêè ôóíêöèè Ω òàêîé, ÷òî
h(Ω) /∈ Lip1(R), íåëèíååí.

Ïÿòàÿ ãëàâà òàêæå ñîäåðæèò íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå (è "ïî÷òè
íåîáõîäèìûå") óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ h(f) ïðèíàäëåæàëà
êëàññó Lip1(R), è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè h(f).
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