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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû.
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà òåîðèè

óáûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé σ-àëãåáð, èëè ôèëüòðà-
öèé σ-àëãåáð. Âàæíîñòü ýòîé òåîðèè îòìå÷ààñü â ñòàòüÿõ
À. Í. Êîëìîãîðîâà, Â. À. Ðîõëèíà, Äæ. Äóáà, Ì. Ðîçåí-
áëàòòà è äð.∗) Ñ ïîçèöèé îáùåé òåîðèè ìåðû è ýðãîäè÷å-
ñêîé òåîðèè åå èññëåäîâàëè À. Ì. Âåðøèê, Â. Ã. Âèíîêóðîâ
è èõ ó÷åíèêè. Èçó÷åíèå ôèëüòðàöèé σ-àëãåáð ñòàëà îñî-
áåííî àêòóàëüíîé ïðè èõ ïîÿâëåíèè â òåîðèè ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ è â òåîðèè àïðîêñèìàöèè ýðãîäè÷åñêèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé. Îäíîé èç ïåðâûõ çàäà÷ ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ
êëàññèôèêàöèÿ ôèëüòðàöèé σ-àëãåáð.

Âîïðîñ î êëàññèôèêàöèè ôèëüòðàöèé σ-àëãåáð âîçíèê
ïîñëå òîãî, êàê À. Ì. Âåðøèêîì áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò êîíòèíóóì ìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêè íåèçîìîðôíûõ
îäíîðîäíûõ (íàïðèìåð, äèàäè÷åñêèõ) ôèëüòðàöèé †). Èí-
âàðèàíòû ôèëüòðàöèé ìîãóò ñëóæèòü èñòî÷íèêîì äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ èíâàðèàíòîâ àâòîìîðôèçìîâ è ýíäîìîðôèçìîâ,
à òàêæå äëÿ ïîñòðîåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñòàöèîíàðíûõ ïðî-
öåññîâ, êîòîðûå íå ìåíÿþòñÿ ïðè êîäèðîâàíèè.

Íàèáîëåå óäîáíûìè èíâàðèàíòàìè ôèëüòðàöèé σ-
àëãåáð ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòû ýíòðîïèéíîãî òèïà‡). Îíè
áûëè îïðåäåëåíû â ðàáîòàõ À. Ì. Âåðøèêà è èñïîëüçîâà-
ëèñü â ðàáîòàõ Ä. Ðóäîëüôà, Ê. Õîôôìàíà, Ä. Õåéêëåí;
∗)Å. È. Äèíàáóðã, Ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè ýíòðîïèéíûìè õà-

ðàêòåðèñòèêàìè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì.,
1971, 35:2, 324�366

Â. À. Ðîõëèí, Ëåêöèè ïî ýíòðîïèéíîé òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèé ñ
èíâàðèàíòíîé ìåðîé, ÓÌÍ, 1967, 22:5(137), 3�56
†)À.Ì. Âåðøèê, Óáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ðàç-

áèåíèé, Äîêë.Àêàä.Íàóê ÑÑÑÐ 193, âûï. 4 (1970), 748-751. À.Ì. Âåð-
øèê, Êîíòèíóóì ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ äèàäè÷åñêèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, Ôóíêöèîíàë. àíàëèç è ïðèëîæ. 5, âûï. 3 (1971), 16-18.
‡)À.Ì. Âåðøèê, Óáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ðàç-

áèåíèé Àëãåáðà è Àíàëèç 6, âûï.4, (1994), 1-68.
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Íàèáîëåå ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ ýíòðîïèÿ ôèëüòðàöèé (ýêñïî-
íåíöèàëüíàÿ) êîòîðàÿ ñîâïàäàåò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñ
ýíòðîïèåé äåéñòâèÿ ãðóïï §)

Áîëåå ãëóáîêèé ýíòðîïèéíûé èíâàðèàíò ôèëüòðàöèè -
ìàñøòàáèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ áûëà ââåäåíà À. Ì. Âåðøè-
êîì ¶) è åå èçó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðåäìåòîì íàñòîÿùåé
äèññåðòàöèè.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïîíÿòèå ìàñøòàáèðîâàííîé ýí-
òðîïèè ôèëüòðàöèè σ-àëãåáð (=ìîíîòîííî óáûâàþùåé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè σ-àëãåáð). Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä âû÷èñ-
ëåíèÿ ýòîé ýíòðîïèè äëÿ ôèëüòðàöèè σ-àëãåáð ïðîøëûõ
ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà, îïðåäåëÿåìîãî ñëó÷àéíûì áëóæäà-
íèåì ïî òðàåêòîðèÿì áåðíóëëèåâñêîãî äåéñòâèÿ êîììóòà-
òèâíîé èëè íèëüïîòåíòíîé ñ÷åòíîé ãðóïïû. Äëÿ ôèëüòðà-
öèè, ïîðîæäåííîé áåðíóëëèåâñêèì äåéñòâèåì G, ñêåéëèí-
ãîâàÿ ýíòðîïèÿ ðàâíà h(G) -ýíòðîïèè äåéñòâèÿ G, ñêåé-
ëèíã ðàâåí

c(n, ε) = (nlog(
1

ε
))

d
2 ,

ãäå d- ðàíã ãðóïïû G. Èç òîãî, ÷òî ìàñøòàáèðîâàííàÿ ýí-
òðîïèÿ åñòü ìåòðè÷åñêèé èíâàðèàíò ôèëüòðàöèè, ñëåäó-
åò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ-àëãåáð ïðîøëûõ ñëó÷àéíûõ
áëóæäàíèé ïî òðàåêòîðèÿì áåðíóëëèåâñêîãî äåéñòâèÿ ðå-
øåòîê Zd - ìåòðè÷åñêè íåèçîìîðôíû ïðè ðàçëè÷íûõ d, à
òàê æå ïðè îäíîì è òîì æå d, íî è ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-
÷åíèÿõ ýíòðîïèè ñõåìû Áåðíóëëè. Äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð
ìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôèëüòðàöèé, â ÷àñòíîñòè ïðèâîäèò-
ñÿ ôîðìóëèðîâêà êðèòåðèÿ ñòàíäàðòíîñòè è åãî ñâÿçåé ñ
ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèåé è ïîíÿòèåì áàøíè ìåð.
§)À.Ì. Ñòåïèí, Îá ýíòðîïèéíûõ èíâàðèàíòàõ óáûâàþùèõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé èçìåðèìûõ ðàçáèåíèé, Ôóíêöèîíàë. àíàëèç è ïðè-
ëîæ. 5, âûï. 2 (1971), 80-84.
¶)À.Ì. Âåðøèê, Äèíàìè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðîñòà â ãðóïïàõ: ýíòðîïèÿ,

ãðàíèöû, ïðèìåðû, Óñïåõ.ìàò.íàóê 55, âûï. 4 (2000),59-128.
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Òàêèì îáðàçîì, òåìàòèêà äèññåðòàöèè àêòóàëüíà.
Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè ìàñøòà-

áèðîâàííîé ýíòðîïèè ôèëüòðàöèè ïðîøëûõ ñëó÷àéíî-
ãî áëóæäàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì äåéñòâèÿ íèëüïîòåíòíûõ
ãðóïï.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
� Â ðàáîòå óñòàíîâëåíî, ÷òî ñêåéëèíã â îïðåäåëå-

íèè êîìáèíàòîðíîé ýíòðîïèè íå ìîæåò áûòü çàìåíåí íà
ñóáýêñïîíåíöèàëüíûé, íè äëÿ êàêîãî êëàññà óáûâàþùèõ
ôèëüòðàöèé.

Âû÷èñëåíû ñêåéëèíã è ñêåéëèíãîâàÿ ýíòðîïèÿ îäíîãî
êëàññà ôèëüòðàöèé. Ïîäðîáíûå îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåíû â
òåêñòå äèññåðòàöèè. Îïèøèì,ëèøü îñíîâíîé îáúåêò èçó÷å-
íèÿ. Ïóñòü Z - ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî ñëó÷àéíîìó ñöå-
íàðèþ, ïîðîæäåííîå ïðîñòûì áëóæäàíèåì íà ðåøåòêå Zd

ðàçìåðíîñòè d, èëè íà ñ÷åòíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå G
ðàçìåðíîñòè d.

� Â ðàáîòå óñòàíîâëåíî, ÷òî ôèëüòðàöèÿ ïðîøëûõ òà-
êîãî ïðîöåññà èìååò ñêåéëèíã

c(ε, n) = (n log(
1

ε
))d/2

È ýíòðîïèÿ ôèëüòðàöèè ñ òàêèì ñêåéëèíãîì ðàâíà h(Z) =
h(Zd) (h(G)).

Cëåäñòâèå. Âñå òàêèå ôèëüòðàöèè ïîïàðíî íåèçî-
ìîðôíû äëÿ ðàçíûõ d. Äëÿ îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè ôèëü-
òðàöèè èçîìîðôíû ðàçâå ÷òî ïðè îäèíàêîâîé ýíòðîïèè
äåéñòâèÿ.

� Ñîïîñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ ðåçóëüòàòîì
Äæ. Ñòåéôà è Ô. Õîëëàíäåðà î áåðíóëëèåâñêèõ ñâîéñòâàõ
ÑÁÑÑ ïðîöåññîâ, ïîëó÷àåì ïðèìåðû íåñòàíäàðòíîé ôèëü-
òðàöèè áåðíóëëèåâñêîãî è ñëàáî áåðíóëëèåâñêîãî ïðîöåñ-
ñà.
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� Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ 4-àäè÷åñêàÿ ôèëüòðà-
öèÿ ìîæåò áûòü èíòåðïîëèðîâàííà äî äèàäè÷åñêîé ôèëü-
òðàöèè ñî ñêåéëèíãîì ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê ýêñïîíåí-
öèàëüíîìó. Òî åñòü, íàëè÷èå ñòàíäàðòíîé 4-àäè÷åñêîé ïîä-
ôèëüòðàöèè íå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèé íà ñêîðîñòü ðî-
ñòà ñêåéëèíãà ôèëüòðàöèè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-
òàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà
íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ìåòîäû ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ âîïðîñîâ êëàñ-
ñèôèêàöèè ýíäîìîðôèçìîâ è ôèëüòðàöèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâà-
ëèñü íà ñåìèíàðå ÏÎÌÈ ÐÀÍ ïî òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé è
äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, íà êîíôåðåíöèè "Ýéëåð è ñîâðå-
ìåííàÿ êîìáèíàòîðèêà". Íà ñåìèíàðàõ â èíñòèòóòå Øðå-
äèíãåðà â Âåíå è óíèâåðñèòåòå Êîïåðíèêà â ã.Òîðóíü.

Ïóáëèêàöèè. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêî-
âàíû - ðàáîòû [1],[2],[3],[4],[5].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñî-
ñòîèò èç ââåäåíèÿ è ÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 16 ïàðà-
ãðàôîâ (íóìåðàöèÿ ïàðàãðàôîâ ñêâîçíàÿ), èçëîæåíà íà 98
ñòð. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 35 íàçâàíèé.

Áëàãîäàðíîñòè. ß ãëóáîêî ïðèçíàòåëåí íàó÷íîìó ðó-
êîâîäèòåëþ À. Ì. Âåðøèêó çà îðãîìíûé âêëàä â ìîå ìà-
òåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå, ìíîãîëåòíèå îáñóæäåíèÿ òåìà-
òèêè, ïîñòàíîâêó çàäà÷ è íàó÷íîå ðóêîâîäñòâî.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïîíÿòèå ìàñøòàáèðîâàííîé ýí-

òðîïèè ôèëüòðàöèè σ-àëãåáð (=ìîíîòîííî óáûâàþùåé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè σ-àëãåáð)‖). Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä âû÷èñ-
ëåíèÿ ýòîé ýíòðîïèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ-àëãåáð
‖)À.Ì. Âåðøèê, Äèíàìè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðîñòà â ãðóïïàõ: ýíòðîïèÿ,

ãðàíèöû, ïðèìåðû, Óñïåõ.ìàò.íàóê 55, âûï. 4 (2000),59-128.
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ïðîøëûõ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà, îïðåäåëÿåìîãî ñëó÷àé-
íûì áëóæäàíèåì ïî òðàåêòîðèÿì áåðíóëëèåâñêîãî äåé-
ñòâèÿ êîììóòàòèâíîé èëè íèëüïîòåíòíîé ñ÷åòíîé ãðóïïû
(Òåîðåìû 5,6). Èç òîãî, ÷òî ìàñøòàáèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ
åñòü ìåòðè÷åñêèé èíâàðèàíò ôèëüòðàöèè, ñëåäóåò, ÷òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè σ-àëãåáð ïðîøëûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäà-
íèé ïî òðàåêòîðèÿì áåðíóëëèåâñêîãî äåéñòâèÿ ðåøåòîê -
ãðóïï Zd - ìåòðè÷åñêè íåèçîìîðôíû ïðè ðàçëè÷íûõ ðàç-
ìåðíîñòÿõ d, à òàê æå ïðè îäíîì è òîì æå d, íî è ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ýíòðîïèè ñõåìû Áåðíóëëè. Äàåòñÿ
êðàòêèé îáçîð ìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôèëüòðàöèé, â ÷àñò-
íîñòè ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëèðîâêà êðèòåðèÿ ñòàíäàðòíîñòè
è åãî ñâÿçåé ñ ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèåé è ïîíÿòèåì
áàøíè ìåð.

Ïåðâàÿ ãëàâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ. Â ýòîé
ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ îáùèå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû ýíòðîïèé-
íîé òåîðèè ôèëüòðàöèé. Â ïàðàãðàôå 1 äàåòñÿ îïðåäå-
ëåíèå äîïóñòèìîé ïîëóìåòðèêè, ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå
ìåòðèêè Êàíòîðîâè÷à íà ìåðàõ. Â ïàðàãðàôå 2 ïðèâîäèò-
ñÿ êîíñòðóêöèÿ èòåðèðîâàííûõ ïîëóìåòðèê è êðèòåðèé
ñòàíäàðòíîñòè. Â òðåòüåì ïàðàãðàôå îáñóæäàåòñÿ êîí-
ñòðóêöèÿ áàøíè ìåð. Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ
ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà êðèòåðèÿ ñòàíäàðòíîñòè.

Âòîðàÿ ãëàâà ñîäåðæèò îïðåäåëåíèå îñíîâíîãî îáúåêòà
èçó÷åíèÿ äèññåðòàöèè - ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèè. Ýòà
ãëàâà ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Â íèõ äàþòñÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ýíòðîïèè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ìàñøòàáèðî-
âàííîé ýíòðîïèè è ýêñïîíåíöèàëüíîé ýíòðîïèè.

Òðåòüÿ ãëàâà ñîñòîèò èç 5 ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðà-
ãðàôå (�8) îáñóæäàåòñÿ ñêåéëèíã ôèëüòðàöèè ñëó÷àéíûõ
áëóæäàíèé.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà 9 - òåîðåìà î áåñêîíå÷-
íîñòè ðîñòà ñòàíäàðòíîé ôèëüòðàöèè ñ ñóáýêñïîíåíöèàëü-
íûì ñêåéëèíãîì. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî íåñìîò-
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ðÿ íà òî, ÷òî ñóùåñòâóþò íåñòàíäàðòíûå ôèëüòðàöèè ñ
íóëåâîé ýêñïîíåíöèàëüíîé ýíòðîïèåé, ïîïûòêà çàìåíèòü
ñêåéëèíã íà ìåíüøóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ïðèâîäèò ê
íîâîìó èíâàðèàíòó.

Òåîðåìà 3.3. Äëÿ ñòàíäàðòíîé äèàäè÷åñêîé ôèëü-
òðàöèè F è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë αn → 0, íàéäåòñÿ äâó÷ëåííîå ðàçáèåíèå γ, ñ áåñêî-
íå÷íîé ýíòðîïèåé h(γ|{ξn}n) -

lim sup
n→∞

h(γ|{ξn}n)

2n · αn

= ∞

Â ïàðàãðàôå 10 ïðèâåäåí àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ
ýíäîìîðôèçìîâ - ýíòðîïèÿ Êîëìîãîðîâà-Ñèíàÿ∗∗) ïðîèç-
âîëüíîãî ýðãîäè÷åñêîãî ýíäîìîðôèçìà ñ ñóáýêñïîíåíöè-
àëüíûì ñêåéëèíãîì áåñêîíå÷íà.

Òåîðåìà 3.7. Ïóñòü ýðãîäè÷åñêèé ýíäîìîðôèçì T
äåéñòâóåò íà ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà (X, µ). Äëÿ ëþáîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè αn = o(n) íàéäåòñÿ òàêîå äâó÷ëåííîå
ðàçáèåíèå γ, ÷òî

lim sup
n→∞

H(
n∨

i=0

T−iγ)

αn

= ∞††)

Ïàðàãðàô 11 ñîäåðæèò òåîðåìó î ñâÿçè êîìáèíàòîðíîé
è ìàñøòàáèðîâàííîé ýíòðîïèé.

Òåîðåìà.3.11 Äëÿ äèàäè÷åñêîé ôèëüòðàöèè, ýêñïî-
íåíöèàëüíàÿ ýíòðîïèÿ ñîâïàäàåò ñî ñêåéëèíãîâîé ýíòðî-
ïèåé, ïðè âûáîðå ñêåéëèíãà c(n, ε) = 2n.
∗∗)Êîëìîãîðîâ À.Í., Íîâûé ìåòðè÷åñêèé èíâàðèàíò òðàíçèòèâíûõ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è àâòîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà. -Äîêë.
ÀÍ ÑÑÑÐ, 119, âûï.(1958) ñ.861-864.
††)Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî â îïðåäåëåíèè Êîëìîãîðîâñêîé ýíòðîïèè

íåëüçÿ çàìåíèòü ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò íà ïðîèçâîëüíûé
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Â ïàðàãðàôå 12 îáñóæäàåòñÿ îñíîâíîé èíâàðèàíò è åãî
ñâÿçü ñ ýíòðîïèéíûìè èíâàðèàíòàìè. Ïîñòðîåí ïðèìåð
èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ áîëüøèì ñêåé-
ëèíãîì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòàíäàðòíîñòü 4-àäè÷åñêîé ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèé íà ñêî-
ðîñòü ðîñòà ñêåéëèíãà.

Òåîåðìà 3.12. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè cn =
o(2n), ñòàíäàðòíàÿ 4-àäè÷åñêàÿ ôèëüòðàöèÿ äîïóñêàåò
èíòåðïîëÿöèþ äî äèàäè÷åñêîé ôèëüòðàöèè ñ ïîëîæè-
òåëüíîé ñêåéëèíãîâîé ýíòðîïèåé ñî ñêåéëèíãîì S =
c(ε, n) = cn.

Â ãëàâå 4 - âû÷èñëÿåòñÿ ìàñøòàáèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ
ôèëüòðàöèè ïðîøëûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà äåéñòâèè
ðåøåòîê è íèëüïîòåíòíûõ ãðóïï, ýòî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì
ðåçóëüòàòîì äèññåðòàöè.

Ãëàâà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ïàðàãðàôîâ.
Â ïàðàãðàôå 13 îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû Ô. Õîëàíäåðà

è Äæ. Ñòåéôà î ñâîéñòâàõ ïðîöåññîâ ñëó÷àéíîãî áëóæäà-
íèÿ ïî ñëó÷àéíîìó ñöåíàðèþ. Ñâîéñòâà ïðîöåññà ðåçþìè-
ðîâàííû â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ.

. ÑÁÑÑ ïðîöåññ íà ðåøåòêå Zd â çàâèñèìîñòè îò åå
ðàçìåðíîñòè, èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1. Ïðè ðàçìåðíîñòè ðåøåòêè d = 1 ïðîöåññ ÑÁÑÑ
íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñâîáîäíî-áåðíóëëèåâîñòè (loosely
Bernoulli)

2. Ïðè ðàçìåðíîñòè ðåøåòêè d = 2 ïðîöåññ ÑÁÑÑ íå
èçîìîðôåí áåðíóëëèåâñêîìó.

3. Ïðè ðàçìåðíîñòè ðåøåòêè d = 3; 4 ÑÁÑÑ ïðî-
öåññ èçîìîðôåí áåðíóëëèåâñêîìó, íî íå îáëàäàåò ñâîé-
ñòîì ñëàáî-áåðíóëëèåâñêîãî, (weak Bernoulli).

4. Íàêîíåö, ïðè ðàçìåðíîñòÿõ ðåøåòêè d > 5 ÑÁÑÑ
ïðîöåññ ñëàáî-áåðíóëëèåâñêèé.

Â ïàðàãðàôå 14 äîêàçàíà íåñòàíäàðòíîñòü ôèëüòðàöèè
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ïðîøëûõ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé íà äåéñòâèè ðåøåòîê.
Òåîðåìà 4.2. Ñóùåñòâóåò ρ - ïîëóìåòðèêà íà ïðî-

ñòðàíñòâå X è ε > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà
p íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð n0, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê, êðîìå
ìíîæåñòâà ìåðû ε,

µ{y : ρn(x, y) < ε} <
1

p(n)
, n > n0,

ãäå ρn - èòåðèðîâàííàÿ ìåòðèêà.
Â ïÿòíàäöàòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà

íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíîãî õàðàê-
òåðà, êîòîðûå èñïîëüçîâàíû â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå äèñ-
ñåðòàöèè.

Òåîðåìà 4.4. Ñðåäè âñåõ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî
áëóæäàíèÿ ïî äèñðåòíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïå G ìîæ-
íî âûäåëèòü òàêîå ìíîæåñòâî M ìåðû 1−δ è òàêîå ÷èñ-
ëî h0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà h > h0 è ëþáîé ïàðû áëóæ-
äàíèé {ui}, {vi} èç M íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî

n ∈ (h, h5),

÷òî

|
n∑

i=1

ui| < c
√

n è |
n∑

i=1

vi| < c
√

n

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ïðîâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå ñêåé-
ëèíãîâîé ýíòðîïèè.

Òåîðåìà 4.9. Äëÿ ñ÷åòíîé íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû
G, è ôèëüòðàöèè Ξ = {ξn}∞n ïðîøëûõ ìàðêîâñêîãî ïðîöåñ-
ñà áëóæäàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì áåðíóëëèåâñêîãî äåéñòâèÿ
ñ÷åòíîé íèëüïîòåíòíîé èëè êîììóòàòèâíîé ãðóïïû G,

ñîáñòâåííàÿ ñêåéëèíãîâàÿ ôóíêöèÿ ýêâèâàëåíòíà ñëå-
äóþùåé ôóíêöèè:

c(ε, n) = (n log(
1

ε
))d/2
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çäåñü d = d(G) - âçâåøåííûé ðàíã íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû
G.

Ñêåéëèíãîâàÿ ýíòðîïèÿ ôèëüòðàöèè ñ òàêèì ñêåé-
ëèíãîì ðàâíà h(G) - ýíòðîïèè äåéñòâèÿ ãðóïïû.

Òàêèì îáðàçîì, ñêåéëèíã äëÿ àáåëåâûõ è íèëüïîòåíò-
íûõ ãðóïï - ïîëèíîìèàëüíûé; äëÿ áëóæäàíèé ïî òðà-
åêòîðèÿì áåðíóëëèåâñêîãî äåéñòâèÿ ñâîáîäíûõ íåàáåëå-
âûõ ãðóïï - ýêñïîíåíöèàëåí è ýíòðîïèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ôèëüòðàöèé åñòü îáû÷íàÿ (ýêñïîíåíöèàëüíàÿ) ýíòðîïèÿ.
Âîïðîñ î ñêåéëèíãå äëÿ áëóæäàíèé íà ðàçðåøèìûõ ãðóï-
ïàõ - îòêðûò.
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