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Общая характеристика работы

Актуальность проблемы. Диссертация посвящена изучению стоха-
стической модели слипающихся частиц и марковской модели движения
частицы в случайной среде.

Исследуемая одномерная модель притягивающихся слипающихся ча-
стиц со случайными начальными данными была предложена Мартином
и Пясецким [18] в 1996 г. Вскоре выяснилось, что описание процесса сли-
пания частиц в этой модели является интересной и содержательной зада-
чей, для решения которой используются разнообразные методы теории ве-
роятностей. Изучением различных вероятных свойств процесса слипания
занимались многие авторы, например, Мартин, Пясецкий, Лифшиц, Ши,
Жиро, Суидан, см. [5, 6, 8, 12, 16, 18]. Но несмотря на достаточно большое
количество статей, посвященных этому вопросу, такие важные характери-
стики процесса слипания, как суммарная кинетическая энергия системы
частиц, количество существующих в этой системе кластеров, размер ти-
пичного кластера, к моменту начала работы автора над диссертацией еще
не были изучены.

Системы слипающихся частиц находят различные применения. Они
тесно связаны с некоторыми дифференциальными уравнениями в частных
производных, возникающими при описании движения жидкостей и газов,
например, с уравнением Бюргерса, см. работы И, Рыкова и Синая [10] и
Гурбатова и др. [2]. В астрофизике слипающиеся частицы могут быть ис-
пользованы для описания формирования крупномасштабной структуры
Вселенной, см. Гурбатов и др. [14]. Наконец, в недавних статьях Берту-
ана [7] и Жиро [13] найдена связь между стохастической моделью при-
тягивающихся слипающихся частиц и случайным процессом аддитивного
слипания (additive coalescent).

Изучаемая в диссертации марковская модель движения частицы в слу-
чайной среде под действием внешнего поля возникла как приближение
классической модели Лоренца. Эта модель, описывающая движение ча-
стицы сквозь неподвижные частицы некоторого вещества, была введена в
1905 г. Лоренцем [17] для описания электропроводности в металлах. Сам
Лоренц рассматривал лишь абсолютно упругие столкновения, а обобще-
ния этой модели на случай неупругих столкновений можно найти у Вил-
кинсона и Эдвардса [22]. В случае, когда внешнее поле отсутствует, мо-
дель Лоренца с абсолютно упругими столкновениями является моделью
бильярдного типа. Изучению математических бильярдов посвящено очень
большое количество работ, см. ссылки у Гальперина и Землякова [1]. В
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частном случае абсолютно упругих столкновений рассматриваемая нами
марковская модель движения в случайной среде соответствует модели,
изучаемой в статье Равишанкара и Триоло [20].

Нас интересует асимптотика положения частицы в марковской модели
движения в случайной среде в момент времени, стремящийся к бесконеч-
ности. Это наиболее естественная задача, которая возникает при изучении
движения в случайных средах. Результаты о положении частицы в близ-
ких к изучаемой моделях движения получены в работах Равишанкара и
Триоло [20] и Бунимовича и Синая [9]: в [20] показано, что при должной
нормировке движение частицы становится диффузией, а в [9] для поло-
жения частицы доказан принцип инвариантности.

Таким образом, исследуемые в диссертации задачи относятся к акту-
альному и активно развивающемуся направлению современной теории ве-
роятностей.

Цель работы. Целью диссертации является решение следующих за-
дач.

1) Описать количество кластеров, существующих в системе слипаю-
щихся частиц в произвольный момент времени.

2) Исследовать суммарную кинетическую энергию системы слипаю-
щихся частиц в произвольный момент времени.

3) Описать положение движущейся частицы в марковской модели дви-
жения в случайной среде.

Ответы на эти задачи сформулированы в виде предельных теорем, при-
чем в модели слипающихся частиц предел берется по стремящемуся к бес-
конечности количеству частиц, а в модели движения в случайной среде к
бесконечности устремляется время движения частицы.

Методы исследований.Первоначальное изучение стохастических си-
стем слипающихся частиц осуществляется при помощи “метода барицен-
тров”. Этот метод, позволяющий свести задачу изучения процесса слипа-
ния к изучению свойств случайных блужданий, был разработан в незави-
симых работах Мартина и Пясецкого [18] и И, Рыкова и Синая [10].

На основе метода барицентров автором разработан общий метод полу-
чения предельных теорем для различных характеристик процесса слипа-
ния. Этот метод опирается на свойство локальности процесса слипания,
состоящее в том, что поведение каждой частицы практически полностью
определяется движением лишь соседних с нею частиц. Получено количе-
ственное описание этой локальности, при помощи которого предельные
теоремы для характеристик процесса слипания получаются из стандарт-
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ных предельных теорем для слабо зависимых случайных величин.
Изучение же движения частицы в случайной среде сводится к исследо-

ванию различных свойств некоторой цепи Маркова. В частности, требует-
ся проверить эргодичность этой цепи, а также применимость к ней прин-
ципа инвариантности. Для решения этих вопросов использованы методы
исследования марковских цепей, основанные на стохастических аналогах
функций Ляпунова, см. Мейн и Твиди [19].

Основные результаты и их научная новизна. При изучении од-
номерной стохастической модели притягивающихся слипающихся частиц
были получены следующие результаты.

1) Разработан общий метод доказательства предельных теорем для мо-
дели со случайными начальными положениями и нулевыми начальными
скоростями частиц (так называемый холодный газ).

2) Для количества кластеров в холодном газе доказаны закон больших
чисел в произвольный момент времени и функциональная центральная
предельная теорема. Для основных моделей случайных начальных поло-
жений частиц предел в законе больших чисел найден в явном виде. Таким
образом, получено практически исчерпывающее описание количества кла-
стеров в холодном газе.

Для модели со случайными начальными положениями и случайными
начальными скоростями частиц (так называемый теплый газ) получена
оценка количества кластеров, свидетельствующая о существенном разли-
чии в поведении теплого и холодного газов.

3) Для теплого газа получена близкая к оптимальной оценка размера
мгновенно образующихся кластеров.

4) Для моделей холодного и теплого газов получена предельная теоре-
ма для кинетической энергии в произвольный момент времени. В частно-
сти, в этой теореме показано, что теплый газ мгновенно охлаждается.

При изучении марковской модели движения частицы в случайной сре-
де под действием постоянного внешнего поля были получены следующие
результаты.

5) Показано, каким образом рассматриваемая марковская модель дви-
жения частицы в случайной среде выводится из положений классической
модели Лоренца с неупругими столкновениями. Объяснено, в каком смыс-
ле эти модели близки друг к другу.

6) Для траектории движущейся частицы получена функциональная
центральная предельная теорема.

Все перечисленные результаты являются новыми.
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Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теоретиче-
ский характер. Методы, разработанные для исследования стохастических
систем слипающихся частиц, могут быть использованы для дальнейшего
изучения свойств этих систем. Полученный результат о движении части-
цы в случайной среде полезен тем, что он дает микроскопическое описание
процесса переноса вещества под действием внешнего поля.

Апробация работы. Результаты были доложены на Санкт-Петер-
бургском городском семинаре по теории вероятностей и математической
статистике, на семинаре по теории представлений и динамическим систе-
мам ПОМИ РАН, на семинаре университета г. Билефельд (в 2007 г.), на
семинаре Института математической стохастики в г. Геттинген (в 2007 г.)
и на семинаре научной школы по математической статистической физике
в г. Лез Уш (в 2005 г.). Кроме того, некоторые из полученных результатов
докладывались на финальном туре 11-го Конкурса Мебиуса в Москве (в
2007 г.) и на Конкурсе молодых ученых Санкт-Петербургского государ-
ственного университета (в 2007 г.).

Результаты диссертации докладывались на семи международных кон-
ференциях – это Пиренейский международный симпозиум по статистике,
вероятности и исследованию операций (Хака, 2007 г.), Международная
конференция “50 лет пространству Скорохода” (Киев, 2007 г.), Междуна-
родный конгресс по математической физике (Рио-де-Жанейро, 2006 г.),
Международный симпозиум Института математической статистики (Рио-
де-Жанейро, 2006 г.), 9-я Международная вильнюсская конференция по
теории вероятностей и математической статистике (Вильнюс, 2006 г.), 6-й
Всемирный конгресс Общества Бернулли по теории вероятностей и мате-
матической статистике (Барселона, 2004 г.) и 4-й Европейский математи-
ческий конгресс (Стокгольм, 2004 г.).

Публикации. По теме диссертации опубликовано 11 работ [23]–[33].
Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введе-

ния, двух глав и заключения. Ее объем составляет 142 страницы, включая
6 рисунков и список литературы из 56 наименований.

Содержание работы

Во введении сформулированы цели и задачи работы, обоснована ак-
туальность темы исследования, кратко изложены полученные результаты.

Глава I посвящена изучению стохастической модели слипающихся ча-
стиц.
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В первом параграфе приведено описание исследуемой модели и ее
применений в астрофизике.

Модель слипающихся частиц представляет собой стохастическую мо-
дель одномерного газа. В начальный момент газ состоит из n одинако-
вых частиц, каждая из которых является материальной точкой массы 1

n

со случайной начальной скоростью и случайным начальным положением.
Частицы газа притягиваются друг к другу, причем сила взаимного притя-
жения равна произведению масс, то есть не зависит от расстояния. При
столкновениях частицы слипаются, образуя новую частицу (называемую
кластером), масса и скорость которой определяются законами сохранения
массы и импульса. Движение частиц между столкновениями подчинено
второму закону Ньютона.

Описанная динамика является полностью детерминированной, а слу-
чайность входит лишь в начальные данные частиц. Начальные положе-
ния частиц описываются при помощи следующих моделей. В равномерной
модели положения частиц являются независимыми равномерно распре-
деленными на [0, 1] случайными величинами. В модели с независимыми
расстояниями (далее именуемой н.р.-моделью) частицы изначально рас-
полагаются в точках 1

nS1, . . . ,
1
nSn, где Si – случайное блуждание с неот-

рицательными приращениями Xi, для которых EXi = 1. Здесь можно
выделить два особенно интересных частных случая. Модель с независи-
мыми расстояниями, в которой Xi имеют стандартное экспоненциальное
распределение, называют пуассоновской. Неслучайную модель начальных
положений, в которой все Xi ≡ 1, называют решетчатой. Равномерная и
пуассоновская модели являются наиболее естественными и интересными,
поэтому их называют основными моделями начальных положений.

Для описания случайных начальных скоростей частиц используются
две модели. В холодном газе все начальные скорости равны нулю. В теп-
лом газе начальные скорости частиц равны σnv1, σnv2, . . . , σnvn, где σn > 0
– некоторые нормирующие константы, а vi – независимые одинаково рас-
пределенные случайные величины, независимые со случайными величи-
нами, задающими начальные положения. Предполагается, что Evi = 0, а
Dvi = 1. Случай, когда σn ≡ σ > 0, называется основным.

Во втором параграфе излагается метод барицентров, являющийся ба-
зовым инструментом для изучения систем слипающихся частиц.

В третьем параграфе дан предварительный анализ процесса слипа-
ния в холодном газе. Эти результаты используются в следующих пара-
графах при получении предельных теорем о поведении числа кластеров в
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холодном газе. В частности, нами показано, что процесс слипания локален,
то есть поведение каждой частицы практически полностью определяется
движением лишь соседних с нею частиц. Приведена строгая формулиров-
ка этого утверждения, а также получено количественное описание указан-
ной локальности.

В четвертом параграфе доказывается следующая теорема, являюща-
яся поточечным законом больших чисел для количества кластеров в хо-
лодном газе.

Обозначим Kn(t) количество кластеров в системе; здесь t – это время, а
индекс n всегда будет указывать на число начальных частиц. При подсчете
Kn(t) мы учитываем и исходные частицы, к моменту t не испытавшие
столкновений; таким образом, Kn(0) = n. Пусть также

µ := sup
{
y : P{Xi < y} = 0

}
.

Теорема 4.1. В холодном газе при н.р.-модели начальных положений су-
ществует такая неслучайная функция a(t) (зависящая от распределения
Xi), что для любого t 6= 1 справедливо

Kn(t)
n

P−→ a(t), n →∞. (1)

Функция a(t) не возрастает, a(t) = 1 на [0,
√

µ), a(t) ∈ (0, 1) на (
√

µ, 1) и
a(t) = 0 на (1,∞). Если распределение Xi непрерывно, то a(t) непрерывна
на [0, 1). Если же EX2

i < ∞, то (1) выполняется и при t = 1, а из
непрерывности распределения Xi следует непрерывность a(t) при всех t.

В холодном газе при равномерной модели начальных положений (1)
выполняется для некоторой неслучайной непрерывной a(t)Unif при всех t.

В пятом параграфе предельная функция a(t) из теоремы 4.1 находится
в явном виде для основных моделей начальных положений. Обозначим
aPoiss(t) предельную функцию для пуассоновской модели в теореме 4.1.

Теорема 5.1. В холодном газе для предельных функций при основных
моделях начальных положений aPoiss(t) = aUnif (t) = 1− t2 при 0 ≤ t ≤ 1.

Существует разительный контраст между простотой формулировки
этого результата и сложными вычислениями, которые требуются, чтобы
его получить. Сообщим, что для этого потребовалось вычислить вероят-
ность

P
{

inf
k≥1

2
k(k + 1)

k∑

i=1

Si ≥ t

}
= P

{
inf
k≥1

k∑

i=1

(
Si − it

) ≥ 0
}

,
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где Si – экспоненциальное случайное блуждание, то есть блуждание с экс-
поненциально распределенными приращениями. Подсчет этой вероятно-
сти сложен тем, что не сводится к применению предельных теорем, на-
пример, таких как принцип инвариантности.

Цель шестого параграфа состоит в усилении теоремы 4.1: здесь до-
казывается функциональная центральная предельная теорема для числа
кластеров. Сперва заметим, что траектории изучаемого процесса Kn(t)
являются элементами пространства Скорохода D.

Теорема 6.1. Если в холодном газе при н.р.-модели начальных положе-
ний распределение Xi непрерывно и удовлетворяет условию EXγ

i < ∞ при
некотором γ > 4, то существует центрированный гауссовский процесс
K(·) на [0, 1) (зависящий от распределения Xi) такой, что

Kn(·)− na(·)√
n

D−→ K(·) в D[0, 1− ε] для всех ε ∈ (0, 1) (2)

при n → ∞. Его траектории непрерывны с вероятностью 1, а K(0) =
0. Ковариационная функция R(s, t) процесса K(·) непрерывна на [0, 1)2,
R(s, t) > 0 на (

√
µ, 1)2 и R(s, t) = 0 на [0, 1)2 \ (

√
µ, 1)2.

В холодном газе при равномерной модели начальных положений соот-
ношение (2) выполняется для некоторого центрированного гауссовского
процесса KUnif (·) на [0, 1). Его траектории непрерывны с вероятностью
1, а KUnif (0) = 0. Ковариационная функция RUnif (s, t) процесса KUnif (·)
непрерывна на [0, 1)2, и кроме того, RUnif (s, t) = RPoiss(s, t)− s2t2.

Отсюда видно, что хотя aPoiss(·) = aUnif (·), но пуассоновская и рав-
номерная модели приводят к различным предельным процессам KPoiss(·)
и KUnif (·). Любопытна и неожиданна положительность R(s, t) для н.р.-
модели.

Возникает естественный вопрос: можно ли доказать слабую сходимость
траекторий процесса Kn(·)−na(·)√

n
в пространстве D[0, 1], тем самым уси-

лив (2) в теореме 6.1? В седьмом параграфе обсуждается более простой
вопрос – сходимость Kn(1)−na(1)√

n
= Kn(1)√

n
в критический момент времени

t = 1. Показано, что в холодном газе при пуассоновской модели начальных
положений последовательность Kn(1)√

n
плотна, то есть Kn(1) действительно

имеет порядок
√

n. Интересно сравнить этот результат с результатом Су-
идана [6], который нашел распределение Kn(1) для теплого газа с σn ≡ 1
при решетчатых начальных положениях частиц и в качестве следствия
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получил EKn(1) ∼ log n. Это единственный результат о количестве кла-
стеров, встречающийся в работах других авторов.

При изучении сходимости Kn(1)√
n

была сформулирована следующая ни-
же гипотеза, которая представляет большой интерес и без учета ее при-
ложений к модели слипающихся частиц.

Гипотеза 7.1. Для экспоненциального блуждания Si существует пре-
дел

lim
k→∞

k1/4 P
{

min
1≤m≤k

m∑

i=1

(Si − ESi) ≥ 0
}
∈ (0,∞).

По-видимому, эта гипотеза справедлива не только для экспоненциально-
го блуждания, а для гораздо более широкого класса блужданий, удовле-
творяющих некоторым моментным ограничениям. Для случая простого
случайного блуждания несколько более слабое утверждение доказано Си-
наем [21]. Интересно, что и вероятности односторонних малых уклонений
проинтегрированного винеровского процесса на большом интервале [0, k]
имеют такой же порядок k−1/4 при k →∞, см. Исозаки и Ватанабе [15].

Приведенные выше результаты позволяют сказать, что в диссертации
получено практически исчерпывающее описание числа кластеров в холод-
ном газе. Восьмой параграф посвящен рассмотрению процесса слипания
в теплом газе. Оказывается, что в теплом газе мгновенно образуются кла-
стеры неограниченного размера, о чем свидетельствует следующее пред-
ложение, в котором дается оценка размера образующихся кластеров.

Пусть T[k,k+l]; n означает момент, когда частицы с номерами k, . . . , k +
l ∈ [1, n] впервые окажутся в одном кластере (считается, что частицы
пронумерованы слева направо); второй индекс n указывает на начальное
число частиц в системе.

Предложение 8.1. Если в теплом газе n−1 ¿ σn при n →∞, то тогда
при любой из описанных моделей начальных положений верно следующее.
Для любого t > 0 и любой последовательности an → 0, удовлетворяющей
anln →∞, где ln := n ∧ (nσn)2/3,

P
{

T[i−anln, i+anln]; n < t
}
−→ 1, n →∞

равномерно по i ∈ [a1/2
n ln, n− a

1/2
n ln].

Сравнение этого результата с оценкой размера максимального кластера
из работы Лифшица и Ши [16] убеждает в том, что полученная оценка
размера мгновенно образующихся кластеров близка к оптимальной.
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В качестве следствия из предложения 8.1 имеем следующий резуль-
тат о числе кластеров, который убедительно демонстрирует различие в
поведении теплого и холодного газов, см. теорему 4.1.

Утверждение 8.1. Если в теплом газе n−1 ¿ σn при n → ∞, то при
любой из описанных моделей начальных положений для любого t > 0

Kn(t)
n

P−→ 0, n →∞.

В девятом параграфе изучается суммарная кинетическая энергия га-
за En(t). Прежде, чем сформулировать основной результат, введем сле-
дующее условие. Пусть Ln(t) означает размер максимального кластера,
существующего в системе в момент t. Соотношение

Ln(t)
n

P−→ 1{t≥1}, n →∞

будем называть условием существования макроскопического кластера в
момент t или, кратко, УСМК(t). Величина Ln(t) достаточно подробно изу-
чена в работах других авторов, а условие УСМК(t) выполняется в подав-
ляющем большинстве случаев (которые перечислены в начале параграфа)
при всех t 6= 1.

Теорема 9.1. При любой из описанных моделей начальных положений,
в холодном газе, а также в теплом газе при выполнении n−1 ¿ σn и
σn = O(1) при n →∞, для любого t ∈ (0, 1) ∪ (1,∞)

УСМК(t) =⇒ En(t) P−→ t2

6
1{t<1}, n →∞.

В частности, из этой теоремы видно, что теплый газ мгновенно охла-
ждается. Действительно, для основного случая σn ≡ σ > 0 из закона
больших чисел имеем En(0) = 1

2n

∑n
i=1(σvi)2

P−→ σ2

2 > 0, что соответству-
ет положительной начальной температуре газа. Мгновенное охлаждение
было обнаружено при помощи компьютерного моделирования и описано в
работе Бонвина и др. [8], которая и дала автору диссертации мотивировку
для теоретического описания этого явления.

Завершает главу десятый параграф, в котором приведены результаты
компьютерного моделирования систем слипающихся частиц. Это сделано
для того, чтобы в наглядной форме продемонстрировать полученные пре-
дельные теоремы.
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Глава II посвящена изучению марковской модели движения в случай-
ной среде.

В одиннадцатом параграфе описывается рассматриваемая модель
движения в случайной среде и объясняется ее происхождение.

Рассмотрим движение частицы в пространстве Rd произвольной раз-
мерности d ≥ 1. В начальный момент времени частица, находящаяся в
начале координат, обладает неслучайной скоростью v0. Она начинает дви-
гаться с постоянным ускорением a, время от времени испытывая столк-
новения с препятствиями – частицами, образующими случайную среду.
Пусть ηn означает длину пути движущейся частицы между n-м и (n+1)-м
столкновениями, а η0 – длину пути до первого столкновения. Будем пред-
полагать, что {ηn}n≥0 являются независимыми экспоненциально распре-
деленными случайными величинами со средним λ – параметром, равным
длине свободного пробега частицы.

Столкновения с препятствиями происходят следующим образом. Пусть
{σn}n≥1 – независимые случайные векторы, равномерно распределенные
на единичной сфере Sd−1 ⊂ Rd, и пусть все {ηn}n≥0 и {σn}n≥1 независи-
мы друг с другом. Будем полагать, что при n-м столкновении скорость
частицы Vn меняется на Vn − 1+α

2

(
Vn + |Vn|σn

)
.

Легко видеть, что Vn – скорости частицы в моменты столкновений –
связаны соотношениями

Vn+1 = Vn − 1 + α

2
(
Vn + |Vn|σn

)
+ aF

(
Vn − 1 + α

2
(
Vn + |Vn|σn

)
, ηn

)
,

где неслучайная функция F : Rd × R+ → R+ определяется уравнением

∫ F (v,z)

0

|v + at|dt = z.

Поскольку Vn образуют цепь Маркова с начальным распределением V1 =
v0 +aF (v0, η0), мы говорим о марковской модели движения частицы в слу-
чайной среде. По-видимому, эта модель была впервые предложена автором
диссертации в работе [24], хотя некоторые ее положения присутствуют у
Равишанкара и Триоло [20], которые, однако, рассматривают лишь случай
α = 1.

В диссертации описанная модель именуется марковским приближени-
ем модели Лоренца или, кратко, МПМЛ-моделью, поскольку ее введение
было мотивировано именно моделью Лоренца. Как уже говорилось, по-
следняя модель, давно ставшая классической, была введена Лоренцем [17]
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еще в 1905 г. В параграфе одиннадцать объяснено, каким образом положе-
ния МПМЛ-модели выводятся из предпосылок модели Лоренца и предпо-
ложения о том, что центры препятствий, составляющих случайную среду,
образуют пуассоновский точечный процесс. Конечно, МПМЛ-модель и мо-
дель Лоренца отличаются, но все же они достаточно близки друг к другу.
Объяснено, что́ следует понимать под этим утверждением и каким обра-
зом ему можно придать строгий смысл. При этом использован подход,
разработанный Галлавотти [11] и другими авторами для математически
строгого вывода уравнения Больцмана в разреженных газах.

Наконец, в параграфе отмечено, что если в размерности d = 1 считать,
что при столкновениях скорость частицы Vn всегда домножается на −α,
то получается другая очень содержательная модель движения, которую
уместно называть обобщенным телеграфным процессом. Действительно,
если α = 1, а a = 0, то движение частицы представляет собойтелеграфный
процесс, подробнее о котором можно узнать, например, из книги Каца [4].

В двенадцатом параграфе сформулирован основной результат о дви-
жении в МПМЛ-модели – функциональная предельная теорема для тра-
ектории частицы, а также начато доказательство этого результата.

Пусть X(T ) означает положение частицы в момент времени T . Бу-
дем считать, что базис Rd выбран так, что ускорение a направлено вдоль
последней координатной оси. Пространство непрерывных функций со зна-
чениями в Rd будем стандартно обозначать через C.

Теорема 12.1. Предположим, что 0 < α < 1, а a 6= 0. Тогда существу-
ют такие константы cv > 0 и c1, c2 ≥ 0 (зависящие от |a|, α, λ и d), что
для движения частицы в МПМЛ-модели при любой начальной скорости
v0 ∈ Rd справедливо

X(sT )− cvasT√
T

D−→ (
c1W1(·), . . . , c1Wd−1(·), c2Wd(·)

)> в C[0, 1]

при T →∞, где Wi(·) – независимые винеровские процессы.
Кроме того, в размерности d = 1 при 0 < α < 1 и a 6= 0 это же

утверждение верно и для обобщенного телеграфного процесса, но уже с
другими константами c̃v > 0 и c̃2 ≥ 0.

Таким образом, частица испытывает снос в направлении внешнего по-
ля, двигаясь со средней скоростью cv|a|. После устранении сноса движе-
ние частицы становится броуновской диффузией, распределение которой
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инвариантно относительно вращений вокруг направления поля. Такая ин-
вариантность вызвана симметрией МПМЛ-модели относительно направ-
ления a.

Комментарии по поводу вида одномерных распределений предельного
процесса можно найти у Вилкинсона и Эдвардса [22], однако их рассужде-
ния проведены лишь на физическом уровне строгости. Уже после того, как
теорема 12.1 была доказана, автор ознакомился со статьей Равишанкара и
Триоло [20], в которой тоже доказывается слабая сходимость траекторий
процесса X(T ), но для X(T ) использована другая нормировка. Посколь-
ку в этой работе рассматривается только случай α = 1, теорема 12.1 и
результат статьи [20] удачно дополняют друг друга.

В двенадцатом параграфе показано, что доказательство теоремы 12.1
сводится к проверке различных утверждений о некоторой марковской це-
пи Φn. Сложность изучения этой цепи состоит в том, что, во-первых, про-
странство ее состояний не счетно и не компактно, а во-вторых, эта цепь
не удовлетворяет условию Дёблина, поэтому классические результаты (см.
Дуб [3]) к ней не применимы. Для преодоления этих трудностей исполь-
зован подход, который изложен в книге Мейна и Твиди [19] и основывает-
ся на стохастических аналогах функций Ляпунова. Этот подход, а также
другие необходимые сведения о цепях Маркова изложены в тринадцатом
параграфе.

В четырнадцатом параграфе исследуются свойства цепи Φn. Дока-
зывается, что эта цепь эргодична, и самое важное, для нее выполняется
принцип инвариантности. Применение полученных свойств цепи Маркова
Φn завершает доказательство теоремы 12.1 в пятнадцатом параграфе.

В заключении подводится итог проделанных исследований.

Автор глубоко признателен своему научному руководителю Михаилу
Анатольевичу Лифшицу за постановку интересных задач, постоянное вни-
мание к работе и бесчисленные советы, данные в течение почти шестилет-
него руководства.
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