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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è,
îòíîñÿùèåñÿ ê òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è òåîðèè îïåðàòîðîâ
ßêîáè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ
îïåðàòîðîâ ßêîáè1.

Ïóñòü µ � ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Qn(z) = zn + . . .,
îðòîãîíàëüíûõ ïî ìåðå µ:

(Qn, z
k)µ :=

∫
supp(µ)

Qn(ζ;µ)ζ
k
dµ = 0, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Çàäà÷åé î ñèëüíîé àñèìïòîòèêå íàçûâàþò çàäà÷ó îá àñèìïòîòè÷åñêîì
ïîâåäåíèè ìíîãî÷ëåíîâ Qn(z) âíå íîñèòåëÿ ìåðû è íà ñàìîì íîñèòåëå.
Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå supp(µ) = [−1; 1] ñèëüíàÿ àñèìïòîòèêà
îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ îïðåäåëÿåòñÿ òåîðèåé Ñ. Í. Áåðíøòåéíà
è Ã. Ñåã¼. Òåîðèÿ Áåðíøòåéíà�Ñåã¼ áûëà ðàçâèòà íà ñëó÷àé ñèñòåìû
êóñî÷íî-ãëàäêèõ äóã è êîíòóðîâ â ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòå Ã. Âèäîìà2.
Ðåçóëüòàòû Ã. Âèäîìà áûëè óòî÷íåíû À. È. Àïòåêàðåâûì, êîòîðûé
ïîëó÷èë òî÷íûå ôîðìóëû ñèëüíîé àñèìïòîòèêè â òåðìèíàõ ñòàíäàðòíûõ
òýòà-ôóíêöèé Ðèìàíà íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåìîé
ãåîìåòðèåé äóã è êîíòóðîâ3. Îñíîâíîå óñëîâèå, íàêëàäûâàåìîå ïðè ýòîì íà
ìåðó � óñëîâèå Ñåã¼. Ñðåäè ðåçóëüòàòîâ ïîñëåäíèõ ëåò ñëåäóåò îòìåòèòü
ñòàòüþ4 Ô. Ïåõåðñòîðôåðà è Ï.Þäèöêîãî, â êîòîðîé ìåòîäàìè, îòëè÷íûìè
îò ìåòîäîâ Âèäîìà, èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòèêà ìíîãî÷ëåíîâ, îðòîãîíàëüíûõ
íà äåéñòâèòåëüíîé îñè äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ìåð ñ äèñêðåòíûìè ìàññàìè.
Çàäà÷à î íàõîæäåíèè àñèìïòîòèêè ïðè âîçìóùåíèè ìåðû äîáàâëåíèåì
ìàññ âïåðâûå áûëà ðàññìîòðåíà â íåÿâíîì âèäå À. À. Ãîí÷àðîì5 äëÿ
ñëó÷àÿ îòðåçêà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ïîçäíåå ìíîãèå àâòîðû èññëåäîâàëè

1Í. È. Àõèåçåð, Êëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ, 1961.
2H. Widom, Extremal Polynomials Associated with a System of Curves and Arcs in the Complex Plane,

Adv. in Mathem., v.3 (1969), n.2, pp.127 � 232.
3À. È. Àïòåêàðåâ, Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ, îðòîãîíàëüíûõ íà ñèñòåìå êîíòóðîâ,

è ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ öåïî÷åê Òîäà, Ìàòåì. ñá., 125(167)(1984), � 2(10), 231 � 258.
4F. Peherstorfer, P. Yuditskii Asymptotic behavior of polynomials orthonormal on a homogeneous set, J.

d'Analyse Mathe'matique, 89 (2003), no 1, 113 � 154.
5A. A. Ãîí÷àð, Î ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé Ïàäå äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé,

Ìàò. ñáîðíèê, 97(139)(1975), � 4(8), 607 � 629.
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àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè äîáàâëåíèè ê
ìåðå äèñêðåòíîé ñîñòàâëÿþùåé.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðèìåíÿþòñÿ
äëÿ èçó÷åíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ ßêîáè. Â ñâîþ î÷åðåäü
ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è èãðàþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü,
íàïðèìåð, â èññëåäîâàíèè äèíàìèêè êîëåáàíèé ïåðèîäè÷åñêîé öåïî÷êè
Òîäà, â ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ
Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ âòîðîãî ðîäà íà ïîëóîñè6. Ìåðà îðòîãîíàëüíîñòè
ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ìåðîé ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà ßêîáè.
Âîçìóùåíèå ìåðû îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ ïðèâîäèò
ê âîçìóùåíèþ îïåðàòîðà. Èññëåäîâàíèå ñâÿçè ìåæäó âîçìóùåíèÿìè
ñïåêòðàëüíîé ìåðû è âîçìóùåíèÿìè îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé çàäà÷åé
òåîðèè. Ýòîìó âîïðîñó ïîñâÿùåíû ðàáîòû Þ. À. Áåðåçàíñêîãî, Â. Âàí
Àññå, Äæ. Äæåðîíèìî, Ï. Íåâàè, Å. Ì. Íèêèøèíà è äð.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î êîìïàêòíîñòè âîçìóùåíèÿ
îïåðàòîðà ßêîáè ïðè âîçìóùåíèÿõ ñïåêòðàëüíîé ìåðû. Â îáùåé òåîðèè
îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ èçâåñòíû íåêîòîðûå êëàññû âîçìóùåíèé
ìåðû, èíòåðåñíûå äëÿ ïðèëîæåíèé. Îäíî èç òàêèõ âîçìóùåíèé � ýòî
óìíîæåíèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ÷àñòè ìåðû íà íåîòðèöàòåëüíóþ
ôóíêöèþ, äðóãîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè äîáàâëåíèè òî÷å÷íûõ ìàññ ê ìåðå.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èçâåñòíî äëÿ êëàññà ñïåêòðàëüíûõ ìåð ñ íîñèòåëåì
íà [−1; 1] è óñëîâèåì µ′ > 0 ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå [−1; 1]
(êëàññ Ðàõìàíîâà). Àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé
êîìïàêòíîñòè âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà ßêîáè ïðè âîçìóùåíèè ñïåêòðàëüíîé
ìåðû äëÿ êîíå÷íîçîííîãî îïåðàòîðà ßêîáè, ò.å. îïåðàòîðà, ñóùåñòâåííûé
ñïåêòð êîòîðîãî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî íàáîðà îòðåçêîâ äåéñòâèòåëüíîé îñè.
Ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùèõ çàäà÷.
1. Èññëåäîâàòü ñèëüíóþ àñèìïòîòèêó ìíîãî÷ëåíîâ, îðòîãîíàëüíûõ íà

ñèñòåìå äóã è çàìêíóòûõ êîíòóðîâ ïî ìåðå, èìåþùåé äèñêðåòíóþ ÷àñòü.
2. Èññëåäîâàòü àñèìïòîòèêó îòíîøåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, îðòîãîíàëüíûõ

íà êîíå÷íîì íàáîðå îòðåçêîâ äåéñòâèòåëüíîé îñè ñ äîïîëíèòåëüíûìè
äèñêðåòíûìè ìàññàìè.

3. Íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ïóíêòîâ 1 è 2 èññëåäîâàòü êîìïàêòíîñòü

6Å. Ì. Íèêèøèí, Äèñêðåòíûé îïåðàòîð Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ è íåêîòîðûå çàäà÷è òåîðèè ôóíêöèé,
Òð. ñåìèíàðà èì. Ïåòðîâñêîãî, 9(1984).
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âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà ßêîáè ïðè âîçìóùåíèè åãî ñïåêòðàëüíîé ìåðû
äîáàâëåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà äèñêðåòíûõ ìàññ è/èëè äîìíîæåíèåì
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ÷àñòè ñïåêòðàëüíîé ìåðû íà íåîòðèöàòåëüíûé
ìíîæèòåëü.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñîâðåìåííûå
ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé, òåîðèè ïðîñòðàíñòâ Õàðäè, òåîðèè ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòåé è òýòà-ôóíêöèé Ðèìàíà, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè îïåðàòîðîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
1. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, îðòîãîíàëüíûõ íà ñèñòåìå äóã è êîíòóðîâ

îòíîñèòåëüíî ìåðû êëàññà Ñåã¼ ñ êîíå÷íîé äèñêðåòíîé ñîñòàâëÿþùåé,
äîêàçàíà òåîðåìà îá èõ àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå
àñèìïòîòèêè â òåðìèíàõ òýòà-ôóíêöèé Ðèìàíà.

2. Äëÿ ïðåäåëüíî-ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ßêîáè íàéäåíî
íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîìïàêòíîñòè âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà
ïðè âîçìóùåíèè äèñêðåòíîé ñîñòàâëÿþùåé ñïåêòðàëüíîé ìåðû.

3. Äëÿ êîíå÷íîçîííûõ îïåðàòîðîâ ßêîáè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîìïàêòíîñòè âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà ïðè
êîìáèíèðîâàííîì âîçìóùåíèè ñïåêòðàëüíîé ìåðû.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû
ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è ôèçèêè,
ñâÿçàííûõ ñ òåîðèåé îïåðàòîðîâ ßêîáè è àñèìïòîòèêîé îðòîãîíàëüíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ äîñòîâåðíûìè íàó÷íûìè ôàêòàìè, âñå óòâåðæäåíèÿ
ñòðîãî äîêàçàíû è îáîñíîâàíû.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ. Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ îñíîâíûõ
ïîëîæåíèé ïîëó÷åíû ñîèñêàòåëåì ëè÷íî. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå íàó÷íîìó
ðóêîâîäèòåëþ ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çàäà÷ è âîçìîæíàÿ ìåòîäèêà èõ
ðåøåíèÿ.
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Íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
1) Ðåçóëüòàòû, îïèñûâàþùèå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ,

îðòîãîíàëüíûõ íà ñèñòåìå äóã è êîíòóðîâ ïî ìåðå ñ êîíå÷íîé äèñêðåòíîé
÷àñòüþ.

2) Ðåçóëüòàòû î íåîáõîäèìîì è äîñòàòî÷íîì óñëîâèè êîìïàêòíîñòè
âîçìóùåíèÿ ïðåäåëüíî-ïåðèîäè÷åñêîãî îïåðàòîðà ßêîáè ïðè âîçìóùåíèè
äèñêðåòíîé ñîñòàâëÿþùåé ñïåêòðàëüíîé ìåðû.

3) Ðåçóëüòàòû î êîìïàêòíîñòè âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà ßêîáè ïðè
êîìáèíèðîâàííîì âîçìóùåíèè åãî ñïåêòðàëüíîé ìåðû äëÿ íåêîòîðîãî
êëàññà íåïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è
îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðå â Universite des Sciences et Technologies de
Lille, (1998 ã., Ëèëëü, Ôðàíöèÿ), íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè
"Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôóíêöèé è êðàåâûå çàäà÷è"(2002 ã., Êàçàíü), íà
V Ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå "Ðÿäû Ôóðüå è èõ ïðèëîæåíèÿ"(2008 ã.,
Íîâîðîññèéñê), íà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè îïåðàòîðîâ
è òåîðèè ôóíêöèé (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2008 ã.), íà XVII êîíôåðåíöèè ïî
ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2008 ã.), íà ñåìèíàðå ïî
îðòîãîíàëüíûì ìíîãî÷ëåíàì â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå
(Ìîñêâà, 2008 ã.), íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû �Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà�
Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (Íèæíèé
Íîâãîðîä, 2009 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè îòðàæåíû â 4 ðàáîòàõ (îäíà
ñòàòüÿ â æóðíàëå èç ñïèñêà ÂÀÊ), ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïðèâîäèòñÿ â êîíöå
àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è òðåõ
ãëàâ.

Âî ââåäåíèè ïðåäñòàâëåí îáçîð ëèòåðàòóðû, èçëîæåíà àêòóàëüíîñòü
òåìû äèññåðòàöèè, ñôîðìóëèðîâàíû öåëè ðàáîòû è ìåòîäû ðåøåíèÿ
ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.

Â ãëàâå 1 ïðèâîäÿòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ
äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá àñèìïòîòèêå ìíîãî÷ëåíîâ.
Ãëàâà ðàçáèòà íà äâà ïàðàãðàôà. Ïåðâûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ñèëüíîé
àñèìïòîòèêå ìíîãî÷ëåíîâ, îðòîãîíàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ìåðû, àáñîëþòíî
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íåïðåðûâíîé íà îáúåäèíåíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïëåêñíûõ äóã è
êðèâûõ ñ äîáàâëåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà äèñêðåòíûõ ìàññ ïðè óñëîâèè,
÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ñåã¼. Íàéäåíû ôîðìóëû
ñèëüíîé àñèìïòîòèêè äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ
àñèìïòîòèêà ìíîãî÷ëåíîâ, îðòîãîíàëüíûõ ïî ìåðå íà ïîäìíîæåñòâå
äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû àñèìïòîòèêè îòíîøåíèÿ
äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, ïîëó÷åííûõ âîçìóùåíèåì ìåðû îðòîãîíàëüíîñòè
äîáàâëåíèåì êîíå÷íîãî íàáîðà äèñêðåòíûõ ìàññ ïðè óñëîâèè, ÷òî
èñõîäíîé ìåðå îðòîãîíàëüíîñòè ñîîòâåòñòâîâàëà ïðåäåëüíî-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ìàòðèöà ßêîáè.

Â ãëàâå 3 èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î êîìïàêòíîñòè âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà
ßêîáè ïðè âîçìóùåíèè åãî ñïåêòðàëüíîé ìåðû. Ãëàâà ðàçáèòà íà äâà
ïàðàãðàôà. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î êîìïàêòíîñòè
âîçìóùåíèÿ ïðåäåëüíî-ïåðèîäè÷åñêîãî îïåðàòîðà ßêîáè ïðè äîáàâëåíèè
ê ñïåêòðàëüíîé ìåðå îïåðàòîðà êîíå÷íîãî íàáîðà äèñêðåòíûõ ìàññ.
Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ñèëüíîé àñèìïòîòèêè è àñèìïòîòèêè îòíîøåíèÿ,
ïîëó÷åííûõ âî âòîðîé ãëàâå, íàéäåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå òàêîãî âîçìóùåíèÿ. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå èññëåäóåòñÿ
âîïðîñ î êîìïàêòíîñòè âîçìóùåíèÿ îãðàíè÷åííîãî êîíå÷íîçîííîãî
îïåðàòîðà ßêîáè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà
îïåðàòîðà (èñõîäíîãî è âîçìóùåííîãî) èìååò àáñîëþòíî-íåïðåðûâíóþ
ñîñòàâëÿþùóþ, ñîñðåäîòî÷åííóþ íà ñóùåñòâåííîì ñïåêòðå îïåðàòîðà, ñ
âåñîì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ Ñåã¼, íå áîëåå ÷åì êîíå÷íûé íàáîð
äèñêðåòíûõ ìàññ, ðàñïîëîæåííûõ íà äåéñòâèòåëüîé îñè âíå íîñèòåëÿ
àáñîëþòíî-íåïðåðûâíîé ñîñòàâëÿþùåé ñïåêòðàëüíîé ìåðû, âîçìîæíî
òàêæå ïðèñóòñòâèå ñèíãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé.

Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 82 ñòðàíèöàõ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò
38 íàçâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ãëàâà 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Ïóñòü E :=
⋃p
k=1Ek �

íàáîð êîìïëåêñíûõ äóã è êðèâûõ, êîòîðûå ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è
ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöåé ñâÿçíîé îáëàñòè Ω êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé
áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó. Ïóñòü êàæäàÿ äóãà Ek ïðèíàäëåæèò êëàññó
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C2+. Çàäàäèì ρ(ζ) ≥ 0 � âåñîâóþ ôóíêöèþ íà E òàêóþ, ÷òî∫
E

ρ(ζ)|dζ| < +∞. (1)

Ïóñòü g(z, z0) � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ Ω ñ îñîáåííîñòüþ
â òî÷êå z0. Ôóíêöèÿ G(z, z0) = g(z, z0) + ig̃(z, z0) íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé
ôóíêöèåé Ãðèíà, g(z) è G(z) îáîçíà÷àþò äåéñòâèòåëüíóþ è êîìïëåêñíóþ
ôóíêöèè Ãðèíà ñ ïîëþñîì â áåñêîíå÷íîñòè (z0 = ∞). Âàæíóþ ðîëü â
íàøåì èññëåäîâàíèè èãðàåò ôóíêöèÿ Φ(z) = exp[G(z)]

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(ζ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ñåã¼ íà E, åñëè∮
E

log ρ(ζ)|Φ′(ζ)||dζ| =
∮
E

log ρ(ζ)
∂g(ζ)

∂nζ
|dζ| > −∞. (2)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Ñåã¼ ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ h(z),
ãàðìîíè÷åñêàÿ â îáëàñòè Ω è óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà E ñëåäóþùåìó
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ: h(ζ)|ζ∈∂Ω = log(ρ(ζ)). Ôóíêöèþ D(z) =

√
R(z), ãäå

R(z) = (1/2)(h + ih̃) íàçûâàþò ôóíêöèåé Ñåã¼, àññîöèèðîâàííîé ñ âåñîì
ρ(ζ).

Ãàðìîíè÷åñêàÿ ìåðà ωk(z), k = 1, . . . , p � ýòî ôóíêöèÿ, ãàðìîíè÷åñêàÿ
â îáëàñòè Ω âêëþ÷àÿ∞, èìåþùàÿ ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå 1 íà Ek è ãðàíè÷íîå
çíà÷åíèå 0 íà Ej, j 6= k. Îáîçíà÷èì Ωk(z) := (1/2)[ωk(z) + iω̃k(z)].

Äëÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè F (z), èìåþùåé îäíîçíà÷íûé ìîäóëü,
îïðåäåëèì γk(F ) = 1

2π∆EkargF (mod 1), k = 1, . . . , p. (Ñèìâîë ∆Ej

îáîçíà÷àåò ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ïðè îáõîäå âîêðóã îòðåçêà Ej.)
Îáîçíà÷èì Γ(F ) = (γ1, ..., γp), 0 ≤ γk < 1. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

äâå ôóíêöèè F1 è F2 ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó ìíîãîçíà÷íîñòè òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ(F1) = Γ(F2), k = 1, ..., p. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Γn =
Γ(Φ−n(z)).

Äëÿ äàííîãî âåêòîðà Γ ïðîñòðàíñòâî Õàðäè H2(Ω, ρ,Γ) � ýòî
ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé F (z), ëîêàëüíî àíàëèòè÷íûõ â îáëàñòè Ω, èìåþùèõ
îäíîçíà÷íûé ìîäóëü è ìíîãîçíà÷íûé àðãóìåíò, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó
ìíîãîçíà÷íîñòè Γ è òàêèõ, ÷òî ôóíêöèÿ |F (z)2R(z)| èìååò ãàðìîíè÷åñêóþ
ìàæîðàíòó â Ω.

Ã. Âèäîì èçó÷èë ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó
(I) Íàéòè m̂(Ω, ρ,Γ) = inf

∮
E |F (ζ)|2ρ(ζ)|dζ| â êëàññå ôóíêöèé F (z) ∈

H2(Ω, ρ,Γ), óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó |F (∞)| = 1.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψn(z) ýêñòðåìàëüíóþ ôóíêöèþ èç çàäà÷è (I),
ñîîòâåòñòâóþùóþ êëàññó ìíîãîçíà÷íîcòè Γ(Φ−n) è ψΓ(z) äëÿ êëàññà Γ.

Ïóñòü Qn,ρ(z) � ìíîãî÷ëåíû ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì åäèíèöà,
îðòîãîíàëüíûå îòíîñèòåëüíî ìåðû µ (dµ(ζ) = ρ(ζ)|dζ| íà ìíîæåñòâå E).
Îáîçíà÷èì

mn(µ) := (Qn(ζ, µ), Qn(ζ, µ))µ = ||Qn(ζ, µ)||2µ.

Îïðåäåëèì

Ψn(ζ) =

{
Φn(ζ)ψn(ζ), ζ ∈ E(1),

Φn
+(ζ)ψn+(ζ) + Φn

−(ζ)ψn−(ζ), ζ ∈ E(2),

ãäå E(1) è E(2) � îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ è íåçàìêíóòûõ êðèâûõ èç E
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ñèëüíîé àñèìïòîòèêè.
Òåîðåìà (Ã. Âèäîì). Åñëè E ∈ C2+ è ρ(ζ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(1) è (2) íà E, òî ïðè n→∞

1. mn(µ) ∼ C(E)2nm̂(Ω, ρ,Γn);

2.

∫
E

|C(E)−nQn(ζ; ρ)−Ψn(ζ)|2ρ(ζ)|dζ| → 0 ;

3. Qn(z; ρ) = C(E)nΦn(z)(ψn(z) + αn), αn → 0, n → ∞ ðàâíîìåðíî íà

êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ Ω.

Ïóñòü òåïåðü ìåðà îðòîãîíàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ µ èìååò ñâîèì
íîñèòåëåì çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû
óäîâëåòâîðÿþò òðåõ÷ëåííîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

Qn+1(z) = (z − bn)Qn(z)− a2
n−1Qn−1(z),

ãäå an > 0, bn ∈ R.
Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó A, ýëåìåíòàìè

êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ýòà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà ßêîáè.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî: supn{an}+ supn{|bn|} <∞.

Màòðèöà A ïîðîæäàåò îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
(îïåðàòîð ßêîáè) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå l2(Z+) ñ êàíîíè÷åñêèì
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îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì {en}∞0 . Ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà ýòîãî îïåðàòîðà
ÿâëÿåòñÿ ìåðîé îðòîãîíàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ Qn(z).

Ìíîæåñòâî èçîëèðîâàííûõ òî÷å÷íûõ ìàññ ñïåêòðàëüíîé ìåðû
îïåðàòîðà ßêîáè ñîñòàâëÿåò äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç σ(A) ñïåêòð A è ÷åðåç σd(A) äèñêðåòíûé ñïåêòð, òîãäà ìíîæåñòâî
σess := σ(A) \ σd(A) � ñóùåñòâåííûé ñïåêòð A.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K èäåàë êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ â l2(Z+). Ãîâîðÿò,
÷òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì âîçìóùåíèåì îïåðàòîðà A0, åñëè
(A − A0) ∈ K. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî (A − A0) ∈ K òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

lim
n→∞
|a0
n − an| = 0, lim

n→∞
|b0
n − bn| = 0. (3)

Ïî òåîðåìå Âåéëÿ ñóùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà ßêîáè íå èçìåíÿåòñÿ
ïðè êîìïàêòíîì âîçìóùåíèè, ò.å. åñëè (A − A0) ∈ K, òî σess(A0) = σessA,
a äèñêðåòíûå ñïåêòðû ìîãóò îòëè÷àòüñÿ.

Îïåðàòîð ßêîáè A0 áóäåì íàçûâàòü ïåðèîäè÷åñêèì, à îïåðàòîð A
ïðåäåëüíî-ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì p, åñëè (A − A0) ∈ K è a0

np+k =
a0
k, b

0
np+k = b0

k, k = 0, . . . , p− 1
Ïðè âîçìóùåíèè äèñêðåòíîé ñîñòàâëÿþùåé ñïåêòðàëüíîé ìåðû ìû

ïîëó÷àåì íîâûé îïåðàòîð ßêîáè. Îäíà èç îñíîâíûõ ïðîáëåì, èññëåäóåìûõ
â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ
ïîëó÷åííûé îïåðàòîð áóäåò ÿâëÿòüñÿ êîìïàêòíûì âîçìóùåíèåì èñõîäíîãî.
Äëÿ îäíîçîííûõ îïåðàòîðîâ ßêîáè (ñóùåñòâåííûé ñïåêòð êîòîðûõ ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîãî îòðåçêà) ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èçâåñòíî äëÿ øèðîêîãî
êëàññà ìåð (êëàññ Ðàõìàíîâà). Èç àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû, ïîëó÷åííîé
À. À. Ãîí÷àðîì, ñëåäóåò, ÷òî äîáàâëåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷å÷íûõ ìàññ
ê ìåðå êëàññà Ðàõìàíîâà âñåãäà ïðîäóöèðóåò êîìïàêòíîå âîçìóùåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà ßêîáè. Ýòî íå âåðíî äëÿ äâóõ- è áîëåå çîííûõ
îïåðàòîðîâ. Êàê ïîêàçûâàþò ðåçóëüòàòû íàøåãî èññëåäîâàíèÿ, îòâåò íà
ýòîò âîïðîñ çàâèñèò îò ãåîìåòðèè ñóùåñòâåííîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà è îò
ðàñïîëîæåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ òî÷å÷íûõ ìàññ.
Ãëàâà 2. Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà

ìíîãî÷ëåíîâ, îðòîãîíàëüíûõ ïî ìåðå, èìåþùåé äèñêðåòíóþ ÷àñòü. Â
ïåðâîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû äèññåðòàöèè íàéäåíà ôîðìóëà ñèëüíîé
àñèìïòîòèêè äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, îðòîãîíàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ìåðû,
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé íà îáúåäèíåíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïëåêñíûõ äóã
è êðèâûõ ñ äîáàâëåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà äèñêðåòíûõ ìàññ, ïðè óñëîâèè,
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÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ñåã¼.
Äëÿ ýòîãî ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à:
(II) Äëÿ âñåõ F (z) ∈ H0

2(Ω, ρ,Γn), óäîâëåòâîðÿþùèõ |F (∞)| = 1, íàéòè

m̂0(Ω, ρ,Γn) = inf
F

∮
E

|F (ζ)|2ρ(ζ)|dζ|.

Ââåäåì ôóíêöèþ

B(z) =
N∏
k=1

Φ(∞, zk)
Φ(z, zk)

.

Ýòà ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà â îáëàñòè Ω è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. B(zk) = 0;

2. |B(∞)| = 1;

3. |B(ζ) |ζ∈∂Ω | =
∏l

k=1 |Φ(zk)|;

4. γj(B) =
∑l

k=1 ωj(zk), j = 1, 2, ..., p.

Ôóíêöèÿ B(z) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íûì àíàëîãîì ïðîèçâåäåíèÿ Áëÿøêå.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îïèñûâàåò ñâÿçü ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(II) ñ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé (I) äëÿ èçìåíåííîãî êëàññà ìíîãîçíà÷íîñòè.
Ëåììà. Âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

1. ψΓ̃(z)B(z) = ψ0
Γ(z);

2. m̂0(Ω, ρ,Γ) = m̂(Ω, ρ, Γ̃)
∏l

k=1 |Φ(zk)|2.

Ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (II) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñèëüíóþ
àñèìïòîòèêó ìíîãî÷ëåíîâ Qn(z, µ

0), îðòîãîíàëüíûõ îòíîñèòåëüíî ìåðû µ0

ñ äèñêðåòíîé ñîñòàâëÿþùåé.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ïåðâîãî ïàðàãðàôà âòîðîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü E ∈ C2+ è ρ(ζ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1) è (2),

òîãäà

1) mn(µ
0) ∼ C(E)2nm̂0(Ω, ρ,Γn), n→∞;

2)

∫
E

|C(E)−nQn(ζ)−Ψ0
n(ζ)|2ρ(ζ)|dζ| → 0;

3) Qn(z) = C(E)nΦn(z)[ψ0
n(z) + εn(z)], ãäå εn → 0 ïðè n→∞
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ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ Ω \ {z1, z2, . . . , zl} è

Ψ0
n(ζ) =

{
Φn(ζ)ψ0

n(ζ), ζ ∈ E(1),

Φn
+(ζ)ψ0

n+(ζ) + Φn
−(ζ)ψ0

n−(ζ), ζ ∈ E(2),

ãäå E(1) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ êîíòóðîâ, à E(2) �

ìíîæåñòâî äóã.

Äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé ψ0
n âåðíî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

ψ0
n = χ(z)

D(∞)

D(z)

Θ0
n,ρ(z)

Θ0
n,ρ(∞)

l∏
k=1

Φ(∞, zk)
Φ(z, zk)

, (4)

ãäå ôóíêöèÿ χ(z) çàâèñèò òîëüêî îò Ω è íå çàâèñèò îò êëàññà Γ è âåñîâîé
ôóíêöèè ρ, D(z) � ôóíêöèÿ Ñåã¼, àññîöèèðîâàííàÿ ñ âåñîì ρ.

Θ0
n,ρ(z) = θ

([∫ z

z0

dΩj(ζ)

]
− b0

j

)
, j = 1, 2, . . . , p− 1,

ãäå θ � òýòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ C = iBk,j è

b0
ν = ∆ν − nων(∞) +

l∑
k=1

ων(zk) +

p−1∑
j=1

∫ z∗j

z0

dΩν(ζ) + kν, ν = 1, 2, ..., p− 1,

ãäå z0 ∈ Ep, {z∗j}
p−1
j=1 � íóëè ôóíêöèè G′(z), kν � ðèìàíîâû êîíñòàíòû

ïîâåðõíîñòè < è

∆ν =
1

4π

∮
Eν

ln ρg(ζ)
∂ων
∂nζ
|dζ|, ρg(ζ) = ρ(ζ)/(∂g/∂nζ).

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòèêà îòíîøåíèÿ
ìíîãî÷ëåíîâ ïðè äîáàâëåíèè ê ìåðå îðòîãîíàëüíîñòè êîíå÷íîãî íàáîðà
ìàñc. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû, îðòîãîíàëüíûå îòíîñèòåëüíî
ìåðû, ñîñðåäîòî÷åííîé íà íàáîðå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ
äåéñòâèòåëüíîé îñè: E = ∪pk=1Ek, Ek = [αk; βk], k = 1, ..., p. Ïðè
ýòîì íà ìåðó îðòîãîíàëüíîñòè íå íàëîæåíî óñëîâèå Ñåã¼. Êëàññ
ðàññìàòðèâàåìûõ ìåð óäîáíî îïèñàòü íà ÿçûêå ñîîòâåòñòâóþùèõ
îïåðàòîðîâ ßêîáè. Îí ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíî-ïåðèîäè÷åñêèì
îïåðàòîðàì. Èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêèå ìåðû îòðåçêîâ
Ek â áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Êàê è ðàíüøå,
îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîãîñâÿçíîå äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà E, Ω = C \ E.
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Ïóñòü A � íåêîòîðûé ïðåäåëüíî-ïåðèîäè÷åñêèé îïåðàòîð ßêîáè,
Qn(z) � àññîöèèðîâàííûå ñ íèì îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Äîáàâèì
ê ñïåêòðàëüíîé ìåðå ýòîãî îïåðàòîðà êîíå÷íûé íàáîð äèñêðåòíûõ ìàññ
(ìàññû ìîæíî äîáàâëÿòü ïî îäíîé, èòåðàòèâíî). Ïóñòü µ∗(ζ) = µ(ζ) + α∗,
ãäå α∗ � ìåðà ñ åäèíñòâåííîé äèñêðåòíîé ìàññîé, ðàñïîëîæåííîé íà
äåéñòâèòåëüíîé îñè âíå âûïóêëîé îáîëî÷êè σ(A) â òî÷êå z1. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Q∗n ìíîãî÷ëåíû, îðòîãîíàëüíûå ïî ìåðå µ

∗.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîãî ïàðàãðàôà âòîðîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà. Ðàâíîìåðíî âíóòðè îáëàñòè Ω âåðíû ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ:

lim
m→∞

Q∗mp+j+1

Qmp+j−1
(z)(z − z∗1) = Hj(z),

ãäå

Hj(z) = (C(E)Φ(z))2Fj−1,2(z) + λj,1(C(E)Φ(z))Fj−1,1(z) + λj,2,

a ïàðàìåòðû λj,1, λj,2 îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé

Hj(z
∗
1) = 0; H ′j(z

∗
1) = 0 ∀k.

Ãëàâà 3. Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î êîìïàêòíîñòè
âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà ßêîáè, âîçíèêàþùåãî ïðè êîìáèíèðîâàííîì
âîçìóùåíèè åãî ñïåêòðàëüíîé ìåðû.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ôîðìóëû ñèëüíîé è ñëàáîé àñèìïòîòèêè,
íàéäåííûå â ïðåäûäóùèé ãëàâå, ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ
êîìïàêòíîñòè âîçìóùåíèÿ ïðåäåëüíî-ïåðèîäè÷åñêîãî îïåðàòîðà ßêîáè
ïðè äîáàâëåíèè ê ìåðå êîíå÷íîãî íàáîðà äèñêðåòíûõ ìàññ.
Òåîðåìà. Äîáàâëåíèå äèñêðåòíûõ ìàññ â òî÷êàõ z∗k âíå âûïóêëîé

îáîëî÷êè íîñèòåëÿ ñïåêòðàëüíîé ìåðû ïðåäåëüíî-ïåðèîäè÷åñêîãî

îïåðàòîðà ßêîáè A ñ ïåðèîäîì p ≥ 1 äàåò êîìïàêòíîå âîçìóùåíèå

îïåðàòîðà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

l∑
k=1

ωj(z
∗
k) ≡ 0 (mod 1), j = 1, 2, . . . , r, (5)

ãäå r � ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà σess(A).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóëàõ äëÿ

îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, à òàêæå íà ñâîéñòâàõ òýòà-ôóíêöèé Ðèìàíà.
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Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ ñíà÷àëà äëÿ ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ
ßêîáè, çàòåì äëÿ ïðåäåëüíî-ïåðèîäè÷åñêèõ ïðè óñëîâèè, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ñåã¼.
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ôîðìóëå ñèëüíîé àñèìïòîòèêè, ïîëó÷åííîé
â ïåðâîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû, è íà ñâîéñòâàõ òýòà-ôóíêöèé Ðèìàíà.
Çàòåì ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû àñèìïòîòèêè îòíîøåíèÿ èç âòîðîãî
ïàðàãðàôà âòîðîé ãëàâû ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå Ñåã¼ ìîæíî îïóñòèòü.

Âî âòîðîì ïàðàãðàôå òðåòüåé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î
êîìïàêòíîñòè âîçìóùåíèÿ îïåðàòîðà ßêîáè ïðè êîìáèíèðîâàííîì
âîçìóùåíèè ñïåêòðàëüíîé ìåðû. Ïóñòü µ � ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà íåêîòîðîãî
îïåðàòîðà ßêîáè Aµ, µ

∗ � ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà îïåðàòîðà ßêîáè Aµ∗.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâåííûå ñïåêòðû îïåðàòîðîâ Aµ è Aµ∗ ñîâïàäàþò.
Ïî òåîðåìå Âåéëÿ�ôîí Íåéìàíà îïåðàòîð Aµ∗ óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí
íåêîòîðîìó êîìïàêòíîìó âîçìóùåíèþ îïåðàòîðà Aµ, íî ñàì îïåðàòîð Aµ∗

ìîæåò íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì âîçìóùåíèåì Aµ (äàæå â òîì ñëó÷àå,
êîãäà ìåðà µ∗ ïîëó÷åíà èç ìåðû µ äîáàâëåíèåì îäíîé ìàññû). Íàñ áóäóò
èíòåðåñîâàòü óñëîâèÿ íà ìåðû µ è µ∗, íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî,
÷òîáû îïåðàòîð Aµ∗ − Aµ áûë êîìïàêòíûì.

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé ãëàâå âîçìóùåíèå îïåðàòîðà ïðåäóñìàòðèâàåò íå
òîëüêî äîáàâëåíèå ê ìåðå äèñêðåòíûõ ìàññ, íî òàêæå è èçìåíåíèå ìåðû íà
ñóùåñòâåííîì íîñèòåëå.

Ïóñòü E � êîíå÷íûé íàáîð ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ
äåéñòâèòåëüíîé îñè: E = ∪pk=1Ek, Ek = [αk; βk], k = 1, ..., p. Ðàññìîòðèì
îïåðàòîðû ßêîáè, ñóùåñòâåííûé ñïåêòð êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
E, àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñïåêòðàëüíîé ìåðû èìååò âåñ,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Ñåã¼ íà E, à äèñêðåòíûé ñïåêòð ñîñòîèò èç
êîíå÷íîãî íàáîðà äèñêðåòíûõ ìàññ, ðàñïîëîæåííûõ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè
âíå E. Îáîçíà÷èì ýòîò êëàññ îïåðàòîðîâ ÷åðåç S(E), ñîîòâåòñòâóþùèé
êëàññ ìåð îáîçíà÷èìM(E).

Êàæäîé ìåðå µ ∈ M(E), àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
êîòîðîé èìååò âåñ ρ(x), à äèñêðåòíûå ìàññû ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ zj ∈
R \ E, ñîïîñòàâèì íàáîð ÷èñåë

Jν(µ) =
1

4π
∆Eν argR(z) +

l∑
j=1

ων(zj), ν = 1, ..., p. (6)

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò âòîðîãî ïàðàãðàôà òðåòüåé ãëàâû çàêëþ÷àåòñÿ â
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ñëåäóþùåì.
Òåîðåìà. Ïóñòü ìíîæåñòâî E ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íå áîëåå ÷åì

òðåõ îòðåçêîâ äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ïóñòü Aµ è Aµ∗ � îïåðàòîðû ßêîáè

èç êëàññà S(E) ñî ñïåêòðàëüíûìè ìåðàìè µ è µ∗ ñîîòâåòñòâåííî.

Îïåðàòîð Aµ − Aµ∗ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Jν(µ) ≡ Jν(µ∗)(mod 1), i = 1, 2, . . . , p;

ãäå Jν(µ) = 1
4π∆Eν argR(z) +

∑l
j=1 ων(zj), ν = 1, ..., p.
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