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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ

íîâîé ìîäåëè ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåêîðäîâ è ïðîáëåìå õàðàêòåðèçàöèè

ðàñïðåäåëåíèé ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê.

Îïðåäåëåííàÿ è èññëåäóåìàÿ â äèññåðòàöèè íîâàÿ ìîäåëü ðåêîðä-

íûõ âåëè÷èí, íàçâàííàÿ �ðåêîðäàìè ñ ïîäòâåðæäåíèåì�, ÿâëÿåòñÿ

îáîáùåíèåì îáûêíîâåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåêîðäîâ. Òåîðèÿ ðå-

êîðäîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå äèíàìè÷íî ðàçâèâàþùèõñÿ îáëà-

ñòåé ñîâðåìåííîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ íåóãàñàþ-

ùèì èíòåðåñîì ×åëîâå÷åñòâà êî âñåâîçìîæíûì ðåêîðäàì, êîòîðûå

ôèêñèðóþòñÿ â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ æèçíè. Ñàìà êëàññè÷å-

ñêàÿ ðåêîðäíàÿ ìîäåëü è åå ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ, òàêèå êàê ñëàáûå

ðåêîðäû, k-å ðåêîðäû, âåðõíèå-k-ñïèñêè (top-k-lists) è ò.ä., ÿâëÿþò-

ñÿ ïðåäìåòîì àêòèâíîãî èññëåäîâàíèÿ. Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå

�ðåêîðäíûõ� ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Íåâçî-

ðîâà [2], Àõñàíóëëàõà [3, 4], Àðíîëüäà è ñîàâòîðîâ [6].

Çàäà÷àì õàðàêòåðèçàöèé ðàñïðåäåëåíèé ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè

ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê ïîñâÿùåíî íåìàëî ðàáîò. Â ÷àñòíîñòè ñõåìû

ñëó÷àéíîãî ñæàòèÿ ðàññìîòðåíû, íàïðèìåð, ó Âåñîëîâñêîãî è Àõñà-

íóëëàõà [12], Íàâàððî [9], Áåéòíåðà è Êàìïñà [7]. Ýòè ñõåìû ïîçâîëÿ-

þò ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âûðàæàòü îäíè ïîðÿäêîâûå ñòàòè-

ñòèêè ÷åðåç äðóãèå (÷àùå âñåãî ñîñåäíèå). Îòìåòèì òàêæå ïðîáëåìó

îöåíèâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ îïðåäåëåííûõ ñóìì ïî-

ðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê è ðåêîðäíûõ âåëè÷èí, ðàññìîòðåííûõ ó Àõóí-

äîâà, Áåððåäà è Íåâçîðîâà [5], Íàãàðàäæè [8] è íåêîòîðûå ðåçóëü-
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òàòû èç ìîíîãðàôèè Äýéâèäà [1]. Âñå ýòè ñòàòèñòèêè äîñòàòî÷íî

øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ âñåâîçìîæíûõ âûáîðî÷íûõ õà-

ðàêòåðèñòèê.

Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùèõ

çàäà÷.

1. Ïîñòðîèòü è èññëåäîâàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðåêîðäîâ ñ

ïîäòâåðæäåíèåì.

2. Ïîëó÷èòü õàðàêòåðèçàöèè ðàñïðåäåëåíèé ñ ïîìîùüþ ðà-

âåíñòâ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê, âêëþ÷àÿ ñõåìû ñëó÷àéíîãî ñæà-

òèÿ/ðàñøèðåíèÿ.

3. Äëÿ ðÿäà âåëè÷èí ïîëó÷èòü îöåíêè, îáîáùàþùèå èçâåñòíûå ðå-

çóëüòàòû. Íà îñíîâå ýòèõ îöåíîê ïîëó÷èòü õàðàêòåðèçàöèè ìàê-

ñèìèçèðóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Ïðè èçó÷åíèè ðåêîðäîâ ñ ïîäòâåðæäå-

íèåì èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû òåîðèè ðåêîðäîâ. Â

÷àñòíîñòè, ïðèìåíÿþòñÿ èçâåñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ýêñïîíåí-

öèàëüíûõ è ðàâíîìåðíûõ ðåêîðäîâ, âåðîÿòíîñòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ñìèðíîâà [11] è ìåòîä, ïðåäëîæåíûé â ðàáîòå Ðåçíèêà [10] äëÿ äî-

êàçàòåëüñòâà ïðåäåëüíûõ òåîðåì.

Ïðè èçó÷åíèè ïðîáëåìû õàðàêòåðèçàöèè ðàñïðåäåëåíèé ðàçëè÷-

íûìè ñâîéñòâàìè ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê ïðèìåíÿþòñÿ êëàññè÷åñêèå

ðåçóëüòàòû è ìåòîäû èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ïðè èññëåäîâàíèè íîâîé ìîäåëè ðå-

êîðäíûõ âåëè÷èí áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1. Ìîòèâèðîâàíà è ïîñòðîåíà íîâàÿ ìîäåëü ðåêîðäíûõ âåëè÷èí,
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íàçâàííàÿ "ðåêîðäàìè ñ ïîäòâåðæäåíèåì".

2. Ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåêîðäîâ ñ

ïîäòâåðæäåíèåì ÷åðåç ñóììû íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ñòàíäàðòíîå ýêñïîíåíöè-

àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîõîæåå ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷åíî è äëÿ

ðàâíîìåðíûõ ðåêîðäà ñ ïîäòâåðæäåíèåì.

3. Îïèñàí êëàññ âñåõ âîçìîæíûõ ïðåäåëüíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðåêîðäîâ ñ ïîäòâåðæäåíèåì.

Ïðè èññëåäîâàíèè ïðîáëåìû õàðàêòåðèçàöèè ðàñïðåäåëåíèé ðàç-

ëè÷íûìè ñâîéñòâàìè óïîðÿäî÷åííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïîëó÷åíû

ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1. Ðàññìîòðåíà íîâàÿ ñõåìà ñëó÷àéíîãî îäíîñòîðîííåãî ñæà-

òèÿ/ðàñøèðåíèÿ íà îñíîâå ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí äëÿ âûáîðî÷íûõ ìèíèìóìîâ. Ïîëó÷åíû õàðàêòåðèçàöèè ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé. Êðîìå òîãî, àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à

ðåøåíà äëÿ äâóõñòîðîííåé ñõåìû.

2. Ðàññìîòðåíî ðàâåíñòâî äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòè-

ñòèê è îïèñàí êëàññ ðàñïðåäåëåíèé, ïðè êîòîðûõ ýòî ðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ.

3. Ïîëó÷åíû îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ ñóìì ðåêîðä-

íûõ âåëè÷èí è âûáîðî÷íûõ ìàêñèìóìîâ. Êðîìå òîãî ïîëó÷åíû

õàðàêòåðèçàöèè ìàêñèìèçèðóþùèõ èñõîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

4. Ââåäåíî ïîíÿòèå îáîáùåííîãî âûáîðî÷íîãî ðàçìàõà, ïîëó÷åíà

îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ýòîé âåëè÷èíû è õàðàêòå-
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ðèçàöèÿ ìàêñèìèçèðóþùåãî èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè èñ-

ñëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îïèñàíà ïðåäåëüíàÿ

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìèçèðóþùèõ èñõîäíûõ ôóíêöèé

ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿ-

þòñÿ íîâûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ íî-

ñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîñòðîåííàÿ â ðàáîòå íîâàÿ ìîäåëü

ðåêîðäîâ ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàíà ïðè ðàáîòå ñ ò.í.

�ãðÿçíûìè� âûáîðêàìè, êðîìå òîãî ìîæåò èìåòü çíà÷åíèå ïðè äàëü-

íåéøåì èññëåäîâàíèè ðåêîðäíûõ ìîäåëåé. Ïîëó÷åííûå õàðàêòåðè-

çàöèè ðàñïðåäåëåíèé è îöåíêè áóäóò ïîëåçíû ïðè äàëüíåéøåì ðàç-

âèòèè ýòîãî íàïðàâëåíèÿ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû áûëè äîëîæåíû äâàæäû íà

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîðîäñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ÏÎÌÈ ÐÀÍ (â 2008ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåòàöèè îïóáëèêîâàíî ÷åòûðå ðàáîòû

[13]�[16].

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè.Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââå-

äåíèÿ, äâóõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû è ïóíêòû, çàêëþ÷åíèÿ è

ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 53 íàçâàíèÿ. Îáùèé îáúåì äèñ-

ñåðòàöèè � 98 ñòðàíèö.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå ñóùåñòâóþùèõ ðå-

çóëüòàòîâ, ôîðìóëèðóþòñÿ ïîñòàâëåííûå çàäà÷è è êðàòêî èçëàãà-

þòñÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Â ïåðâîé ãëàâå ñòðîèòñÿ è èññëåäóåòñÿ íîâàÿ ìîäåëü ðåêîðäíûõ

âåëè÷èí.

Ïàðàãðàô 1.1 ïîñâÿùåí êðàòêîìó îáçîðó ñóùåñòâóþùèõ ðå-

êîðäíûõ ìîäåëåé è èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, èñïîëüçîâàííûõ â äàëü-

íåéøåé ðàáîòå.

Â ïàðàãðàôå 1.2 ñòðîèòñÿ ìîäåëü ðåêîðäîâ ñ ïîäòâåðæäåíèåì.

Ïóñòü k = 1, 2, . . . � íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñ-

ëî. Ïðè k = 1 ðåêîðäû ñ ïîäòâåðæäåíèåì ñîâïàäàþò ñ îáû÷íû-

ìè ðåêîðäàìè. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, ..., èìåþùèõ îáùóþ íåïðåðûâíóþ ôóíê-

öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Äëÿ k > 1 âîçüìåì ñëó÷àéíûé âåêòîð

(X1, X2, ..., Xk) è óïîðÿäî÷èì åãî êîìïîíåíòû â ïîðÿäêå âîçðàñòà-

íèÿ: (X1,k, X2,k, ..., Xk,k). Ïåðâûì ðåêîðäíûì ìîìåíòîì ñ ïîäòâåð-

æäåíèåì ñ÷èòàåì L(k)(1) = k, à ñîîòâåòñòâóþùåé ðåêîðäíîé âåëè-

÷èíîé îáúÿâëÿåì Xk,k. Âìåñòå ñ ýòèìè âåëè÷èíàìè áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü òàêæå ïåðâûé ðåêîðäíûé âåêòîð (X
(1)
k(1), X

(1)
k(2), ..., X

(1)
k(k)), ñîâ-

ïàäàþùèé ñ âåêòîðîì (X1,k, X2,k, ..., Xk,k). Äàëåå íóæíî ïîëó÷èòü k

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðåâûøàþùèõXk,k, óïîðÿäî÷èâ êîòîðûå, ïîëó-

÷èì âòîðîé ðåêîðäíûé âåêòîð. Îáîçíà÷èì åãî (X
(2)
k(1), X

(2)
k(2), ..., X

(2)
k(k)).

Îñòàëüíûå ðåêîðäíûå ìîìåíòû, âåëè÷èíû è âåêòîðû ïîëó÷àþòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíî òàêèì æå îáðàçîì.
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Îïðåäåëåíèå. Ðåêîðäíûå ìîìåíòû L(k)(n), ñîîòâåòñòâó-

þùèå èì ðåêîðäíûå âåëè÷èíû X
(n)
k(k) è ðåêîðäíûå âåêòî-

ðû (X
(n)
k(1), X

(n)
k(2), ..., X

(n)
k(k)), ïîñòðîåííûå ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

X1, X2, ... , îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L(k)(1) = k,

X
(1)
k(k) = Xk,k,

L(k)(n) = min{j : Xj−k+1,j > X
(n−1)
k(k) },

X
(n)
k(k) = max{X1, X2, ..., XL(k)(n)} = XL(k)(n),L(k)(n), n = 2, 3, ...,

(X
(n)
k(1), X

(n)
k(2), ..., X

(n)
k(k)) = (XL(k)(n)−k+1,L(k)(n), ..., XL(k)(n),L(k)(n)),n =

1, 2, ....

Ïàðàãðàô 1.3 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ðåêîðäîâ ñ ïîäòâåðæäåíèåì â

äâóõ âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ: ðàâíîìåðíîì è ýêñïîíåíöèàëüíîì.

Äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå â

ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü Z
(1)
k(k), Z

(2)
k(k), ... - îáîçíà÷àþò ðåêîðäû ñ

ïîäòâåðæäåíèåì, ïîñòðîåííûå ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Z1, Z2, ...�

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñ îáùåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

H(x) = max{0, 1 − e−x}, à (Z
(n)
k(1), Z

(n)
k(2), ..., Z

(n)
k(k)), n = 1, 2, ... - ñîîò-

âåòñòâóþùèå èì ðåêîðäíûå âåêòîðû. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, ...

èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

(Z
(n)
k(1), Z

(n)
k(2), ..., Z

(n)
k(k))

d
=

(
1

k

n−1∑
i=0

ηik+1 +
1

k − 1

n−2∑
i=0

ηik+2 + ... +

n−1∑
i=1

ηik,

1

k

n−1∑
i=0

ηik+1 +
1

k − 1

n−1∑
i=0

ηik+2 + ... +

n−1∑
i=1

ηik, ...,
1

k

n−1∑
i=0

ηik+1 + ... +

n∑
i=1

ηik

)
,

(Z
(n)
k(1), ..., Z

(n)
k(k))

d
= (Z(n, k) + Z(n− 1, k − 1) + ... + Z(n− 1, 1), Z(n, k)+
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+Z(n, k − 1) + ... + Z(n− 1, 1), ..., Z(n, k) + Z(n, k − 1) + ... + Z(n, 1)) ,

ãäå η1, η2, ... - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí, èìåþùèõ ñòàíäàðòíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à

Z(n, k), n = 1, 2, ... � k-å ðåêîðäíûå âåëè÷èíû, ïîñòðîåííûå ïî òîé

æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Z1, Z2, . . . .

Òåîðåìà 1.5. Ïóñòü U
(1)
k(k), U

(2)
k(k), ... - ðåêîðäû ñ ïîäòâåðæäåíèåì,

ïîñòðîåííûå ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè U1, U2, ... . Òîãäà

U
(n)
k(k)

d
= 1−(u

(1)
1 )

1
k (u

(1)
2 )

1
k ·...·(u(1)

n )
1
k (u

(2)
1 )

1
k−1 ·...·(u(2)

n )
1

k−1 ·...·(u(k)
1 )·...·(u(k)

n ),

ãäå u
(j)
i , i = 1, ..., n, j = 1, .., k - íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ñ ðàâíîìåðíûì íà îòðåçêå [0, 1] ðàñïðåäåëåíèåì. Ðåçóëüòàò òåîðå-

ìû 1.4 ïîçâîëèë â ïàðàãðàôå 1.4 ïîêàçàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ íîð-

ìàëüíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðåêîðäîâ ñ ïîäòâåðæäåíèåì. Áîëåå òî-

ãî, óäàëîñü îïèñàòü êëàññ âñåõ âîçìîæíûõ ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëå-

íèé äëÿ ðåêîðäîâ ñ ïîäòâåðæäåíèåì èç ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

Ýòîò ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí â òîì æå ïàðàãðàôå â âèäå ñëåäóþ-

ùèõ äâóõ òåîðåì.

Òåîðåìà 1.7. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè íåêîòîðîì âûáîðå êîíñòàíò

A(n) è B(n) ñóùåñòâîâàëà íåâûðîæäåííàÿ ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ

Q(x) = lim
n→∞

P

X
(n)
k(k) −B(n)

A(n)
< x

 ,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ïðåäåëüíàÿ ôóíê-

öèÿ

g(x) = lim
n→∞

T (xA(n) + B(n))− τn

σn
,
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ãäå τn = n
∑k−1

i=0
1

k−i, σ2
n = n

∑k−1
i=0

1
(k−i)2

, ïðè÷åì ôóíêöèè Q(x) è g(x)

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

Q(x) = Φ (g(x)) ,

ãäå Φ(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêî-

íà

Òåîðåìà 1.8. Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ g(x) ìîæåò ïðèíàäëåæàòü

òîëüêî îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òðåõ òèïîâ:

1. g1(x) = −∞, åñëè x ≤ 0 è g1(x) =
1+
√

ak√
bk

α ln x, α > 0, åñëè

x > 0;

2.g2(x) = −1+
√

ak√
bk

α ln(−x), åñëè x ≤ 0 è g2(x) = ∞, åñëè x > 0;

3.g3(x) =
1+
√

ak√
bk

x, −∞ < x < ∞,

ãäå ak =
∑k−1

i=0
1

k−i, bk =
∑k−1

i=0
1

(k−i)2
.

Ãëàâà II ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå õàðàêòåðèçàöèè ðàñïðåäåëåíèé

ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè óïîðÿäî÷åííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïåðâûé ïàðàãðàô ýòîé ãëàâû � ïàðàãðàô 2.1 ïîñâÿùåí êðàòêî-

ìó èçëîæåíèþ îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé è ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé

òåîðèè ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê, êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâàíû íàìè â

ðàáîòå. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ïðîâîäèòñÿ îáçîð ñóùåñòâóþùèõ

ðåçóëüòàòîâ ïî òåì êîíêðåòíûì íàïðàâëåíèÿì, ïî êîòîðûì ìû è

ïðîâîäèëè èññëåäîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ðå÷ü èäåò î ñõåìå îäíîñòî-

ðîííåãî ñëó÷àéíîãî ñæàòèÿ/ðàñøèðåíèÿ, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ðàâåíñòâî ïî ðàñïðåäåëåíèþ

X
d
= Y U,
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ñâÿçûâàþùåå òðè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ãäå U èìååò èçâåñòíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå (îò êîòîðîãî ïî ñóòè çàâèñèò, áóäåò ýòî ñõåìîé ñæàòèÿ

èëè ñõåìîé ðàñøèðåíèÿ), à ïðîèçâåäåíèå Y U � íàçûâàåòñÿ ñëó÷àé-

íûì ñæàòèåì/ðàñøèðåíèåì âåëè÷èíû Y. Â ïîñëåäíèå ãîäû àâòîðû

ðàññìàòðèâàëè ñõåìû òàêîãî òèïà è äëÿ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê, íà-

ïðèìåð Âåñîëîâñêè è Àõñàíóëëàõ [12], Áåéòíåð è Êàìïñ [7], Íàâàððî

[9].

Ðå÷ü òàêæå èäåò î ðåçóëüòàòàõ ðàáîò Àõóíäîâà, Áåððåäà è Íåâçî-

ðîâà [5], Íàãàðàäæè [8] è êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ, ïðèâåäåíûõ â

ìîíîãðàôèè Äýéâèäà [1]. Ïîñëåäíèå îòíîñÿòñÿ ê ïðîáëåìå îöåíè-

âàíèÿ ìîìåíòîâ ðÿäà èçâåñòíûõ ñòàòèñòèê è õàðàêòåðèçàöèè ñîîò-

âåòñòâóþùèõ èñõîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïðè êîòîðûõ ýòè ìîìåíòû

äîñòèãàþò ñâîåãî ìàêñèìóìà.

Â ïàðàãðàôå 2.3 ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå íîâûå ñõåìû îäíîñòî-

ðîííåãî ñëó÷àéíîãî ñæàòèÿ/ðàñøèðåíèÿ äëÿ âûáîðî÷íûõ ìèíèìó-

ìîâ.

Y1,k
d
= Y1,n + W, (1)

Y1,k −W
d
= Y1,n, (2)

ãäå W èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû Y1, Y2, . . . ïîëàãàåì íåçàâèñèìûìè ñ îáùåé íåïðåðûâíîé ôóíê-

öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F. Â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ äàåòñÿ âèä èñ-

õîäíûõ ðàñïðåäåëåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ òàêèå ðàâåíñòâà.

Òåîðåìà 2.1. Ðàâåíñòâî ïî ðàñïðåäåëåíèþ (1) ïðè íåêîòîðûõ

ôèêñèðîâàííûõ 1 ≤ k < n âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà

F (x) = 1−
[(

eC−x
)k−n

k + 1

] 1
k−n

,−∞ < x < ∞,
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ãäå C - ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.

Òåîðåìà 2.2. Ðàâåíñòâî ïî ðàñïðåäåëåíèþ (2) ïðè íåêîòîðûõ

ôèêñèðîâàííûõ 1 ≤ k < n âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) èìååò âèä

F (x) = 1−
[
1−

(
ex−C

)n−k
n

] 1
n−k

,−∞ < x < C,

ãäå C- ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.

Ýòè òåîðåìû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå õàðàêòåðèçàöèè

è äëÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê, òåì ñàìûì äàâàÿ îò-

âåò íà èíòåðåñóþùèå íàñ âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ äàííîé ñõåìû ñæà-

òèÿ/ðàñøèðåíèÿ äëÿ âûáîðî÷íûõ ýêñòðåìóìîâ. Â òîì æå ïàðàãðà-

ôå ðàññìîòðåíà äâóõñòîðîííÿÿ ñõåìà ñæàòèÿ/ðàñøèðåíèÿ, äëÿ êî-

òîðîé ïîëó÷åíà õàðàêòåðèçàöèÿ, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â íèæåñëåäóþ-

ùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.4. Ðàâåíñòâî ïî ðàñïðåäåëåíèþ

Y1,k −Wα
d
= Y1,n + Wβ,

ïðè íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ 1 ≤ k < n è α > 0, β > 0 âû-

ïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F

çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâîåé îáðàòíîé ôóíêöèè G ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

G(x) = ln
(1− (1− x)n−k)

nβ+kα
αβ(n−k)C1

(1− x)
k
β

,

ãäå C1� ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â ïàðàãðàôå 2.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ äîâîëüíî îáùàÿ ïðîáëåìà ðà-

âåíñòâà ïî ðàñïðåäåëåíèþ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòè-
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ñòèê:

Xk,n
d
= Xl,m.

Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ èñõîäíûõ ôóíêöèé ðàñïðå-

äåëåíèÿ è òàêèõ èíäåêñîâ n, m, k, l ïðè êîòîðûõ ýòî ðàâåíñòâî èìååò

ìåñòî. Äîêàçàíà òåîðåìà, îòâå÷àþùàÿ íà ýòîò âîïðîñ.

Òåîðåìà 2.5. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Xk,n
d
= Xl,m, m 6= n,

òî èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèáî âûðîæäåííîé,

ëèáî èìååò ëèøü äâå òî÷êè ðîñòà.

Áîëåå òîãî, îêàçàëîñü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò äâóõòî-

÷å÷íîé â òîì ñëó÷àå, êîãäà èíäåêñû n,m, k, l óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì n−m > k − l > 0 èëè m− n > l − k > 0.

Ïàðàãðàô 2.5 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ñóìì ðåêîðäíûõ âåëè÷èí

Vn,m = X(N(m) + 1) + ... + X(N(n)) è ñóìì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìàê-

ñèìóìîâ Tn,m = Xm,m+Xm+1,m+1+ ...+Xn,n. Îòìåòèì, ÷òî èñõîäíûå

âåëè÷èíû X1, X2, . . . ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ñ îáùåé íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé. Ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ýòèõ

ñóìì áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2.6. Äëÿ ëþáûõ n,m = 1, 2, ..., 0 ≤ m < n èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

EVn,m ≤ γn,m, (3)

ãäå

γn,m =

 1∫
0

(
xm − xn

1− x

)2

dx−

(
n∑

k=m+1

1

k

)2


1
2

,
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ïðè÷åì ðàâåíñòâî â (3) äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà

G(x) =

xm−xn

1−x −
n∑

k=m+1

1
k

γn,m
, 0 < x < 1,

ãäå G � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F.

Òåîðåìà 2.7. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

ETn,m ≤ σn,m, (4)

ãäå

σn,m =

 1∫
0

(
n∑

k=m

kxk−1

)2

dx− (n−m + 1)2


1
2

,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî â (4) äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

G(x) = F−1(x) =

n∑
k=m

kxk−1 − (n−m + 1)

σn,m
.

Â ïàðàãðàôå 2.6 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîãî âûáîðî÷íîãî

ðàçìàõà

Wk,n = (Xn,n + ... + Xn−k+1,n)− (X1,n + ... + Xk,n) .

Äëÿ ýòîé ñòàòèñòèêè òàêæå ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, ñâÿçàííûé ñ îöåíè-

âàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è õàðàêòåðèçàöèåé ìàêñèìèçè-

ðóþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 2.8. Äëÿ ëþáûõ k = 1, 2, . . . , n = 2, 3, . . . , k ≤ n èìååò
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ìåñòî íåðàâåíñòâî

EWk,n ≤ knCk
n−1

2

1∫
1
2

 u∫
1−u

vn−k−1(1− v)k−1dv

2

du


1
2

,

ðàâåíñòâî â êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ, êîãäà G = F−1 èìååò âèä:

G(u) =
1

µ

knCk
n−1

u∫
1−u

zn−k−1(1− z)k−1dz

 ,
1

2
≤ u ≤ 1.

Äàëåå áûëî èññëåäîâàíî ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå EWk,n, ïðè n →
∞.

Òåîðåìà 2.9 Ïðè n −→ ∞ è 0 < α < 1
2 ìàêñèìàëüíîå çíà÷å-

íèå âåëè÷èíû E
(

Wαn,n

n

)
ñòðåìèòñÿ ê

√
2α, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

F1, F2, . . . ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìèçèðóþùèõ ôóíêöèé ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê ôóíêöèè òðåõòî÷å÷íîãî ñèììåòðè÷íîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííîãî â òî÷êàõ − 1√
2α

, 0 è 1√
2α

, ñ ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè âåñàìè α, 1− 2α è α.

Â êîíöå ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå îáîáùåííîãî âûáîðî÷íîãî ðàçìàõà

ñ èçâåñòíîé ñòàòèñòèêîé � âûáîðî÷íûì äèôôåðåíöèàëîì (Selection

Di�erential), êîòîðûé áûë îïðåäåëåí â óêàçàííîé âûøå ðàáîòå Íà-

ãàðàäæè [8].

Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäèòñÿ èòîã ïðîäåëàííîé ðàáîòû.

Àâòîð ïîëüçóåòñÿ ñëó÷àåì ïîáëàãîäàðèòü ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêî-

âîäèòåëÿ Âàëåðèÿ Áîðèñîâè÷à Íåâçîðîâà çà ïîñòàíîâêó èíòåðåñíûõ

çàäà÷, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è ìíîãî÷èñëåííûå ñîâåòû, äàí-

íûå â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè ðóêîâîäñòâà.
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