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Общая характеристика работы

Объект исследования и научные положения, выноси-
мые на защиту. Исследуются два объекта из области гар-
монического анализа: неравенство Литлвуда–Пэли и квадра-
тичная функция G∗

λ. Что касается неравенства Литлвуда–Пэ-
ли, то удалось доказать его односторонний вариант для парал-
лелепипедов в Rn в Lp-метрике при 0 < p ≤ 2. Это является
первым результатом, который выносится на защиту. Вторым
результатом является тот факт, что квадратичную функцию
G∗
λ можно трактовать как норму в гильбертовом пространстве

от значений некоторого оператора Кальдерона–Зигмунда (так-
же на защиту выносятся следствия из этого факта).

Цели и задачи диссертации. Автор ставит перед собой
цель продемонстрировать и математически строго доказать но-
вые закономерности, позволяющие лучше понять внутреннюю
структуру таких важных инструментов гармонического анали-
за, как неравенство Литлвуда–Пэли и квадратичная функция
G∗
λ, а также связанных с ними понятий.

Методы исследования. Результаты, касающиеся неравен-
ства Литлвуда–Пэли, получены методами теории сингулярных
интегральных операторов типа Кальдерона–Зигмунда на мно-
гопараметрических классах Харди. Квадратичная функцияG∗

λ

исследовалась методами теории операторов Кальдерона–Зиг-
мунда на функциях со значениями в банаховых пространствах.
Также во многих местах использовалась теория интерполяции.
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Достоверность научных положений. Все результаты, ко-
торые выносятся на защиту, являются математически досто-
верными фактами. Они были опубликованы в рецензируемых
журналах, а их доказательства неоднократно проверялись спе-
циалистами в той области, к которой эти результаты относятся
(имеется в виду гармонический анализ и теория Литлвуда–Пэ-
ли).

Научная новизна. Все результаты, выносимые на защиту,
являются новыми.

Актуальность, практическая ценность и область при-
менения результатов. Гармонический анализ — важная
и активно развивающаяся область математики, позволяющая
отвечать на фундаментальные вопросы о связях между функ-
цией и ее спектром (преобразованием Фурье). Новые сведения
и закономерности, описанные в этой диссертации, могут быть
использованы для получения новых результатов в этой обла-
сти или в близких к ней, таких как теория сингулярных инте-
гральных операторов, вопросы интерполяции и т.д.

Апробация работы. Результаты диссертации докладыва-
лись на общегородском семинаре по линейному и комплекс-
ному анализу в Санкт-Петербурге.

Публикации. Результаты, выносимые на защиту, опублико-
ваны в работах [16, 17, 18]. Все три статьи напечатаны в жур-
налах из списка ВАК.
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Структура и обьем работы. Диссертация состоит из вве-
дения и трех глав, разбитых в общей сложности на 14 пара-
графов и занимает 72 страницы. Библиография содержит 25
наименований.

Содержание работы

“Теория Литлвуда–Пэли” — несколько размытый термин. Под
ним обычно понимают многочисленные и, на первый взгляд,
разнородные неравенства в анализе Фурье, выражающие при-
надлежность функции лебеговым классам Lp или классам Хар-
ди Hp в терминах оценок на Lp-нормы различных “квадратич-
ных” выражений. Приведем здесь два таких выражения и со-
ответствующие неравенства для них.

Пусть f ∈ Lp(R), 1 < p < ∞. Определим квадратичное
выражение L(f ) по формуле

L(f )(x) =
(∑

∆∈D

|M∆f |2
)1/2

,

где D — двоичное разложение прямой, то есть набор всех от-
резков вида [2k, 2k+1] и [−2k+1,−2k], k ∈ Z, а M∆f = (f̂χ∆)∨ —
соответствующие мультипликаторы Фурье. Классическая тео-
рема Литлвуда–Пэли утверждает (см., например, [3, §IV.5]),
что верна следующая двусторонняя оценка:

‖L(f )‖Lp(R) � ‖f‖Lp(R). (1)

Второе квадратичное выражение, которое мы собираемся
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рассматривать, это оператор G∗
λ, определяемый по формуле:

G∗
λ(f )(x)

=

(∫ ∞

0

∫
t∈Rn

(
y

|t| + y

)λn
|∇f̃ (x− t, y)|2y1−ndtdy

)1/2

.

Основная оценка для этого оператора выглядит следующим
образом:

‖G∗
λ(f )‖p ≤ Cp, λ ‖f‖p , λ > 1 и p > max(1, 2/λ), (2)

(см. [3, §IV.2] и [8]).
Из многочисленных приложений указанных неравенств мы

упомянем лишь, что теорема Литлвуда–Пэли, то есть оцен-
ка (1), представляет собой основной ингредиент в доказатель-
стве классической теоремы Марцинкевича о мультипликато-
рах. Второй из примеров — функция G∗

λ — тоже достаточно
эффективно использовался для оценок мультипликаторов Фу-
рье. Диссертация посвящена новым результатам, относящимся
к этим двум инструментам.

Что касается соотношения (1), то в 1983 году Рубио де Фран-
сиа в работе [14] доказал, что в одну сторону это неравенство
выполняется для произвольного набора отрезков. А именно, он
установил, что если 2 ≤ p <∞, то выполняется оценка∥∥∥(∑

m

|M∆mf |2
)1/2∥∥∥

Lp(R)
≤ Cp‖f‖Lp(R), (3)

где ∆m — произвольные попарно непересекающиеся интервалы
на прямой R, а константа Cp не зависит ни от функции f , ни от
интервалов ∆m. Вскоре после этого Журне (см. [12]) обобщил
этот результат на Rn, то есть доказал, что оценка, аналогич-
ная неравенству (3), верна в случае, когда функция f задана
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на Rn, а ∆m — попарно непересекающиеся параллелепипеды
в Rn со сторонами, параллельными осям координат. Заметим,
что n-мерный вариант неравенства (3) нельзя доказать просто
n-кратным применением одномерного. В [12] Журне для этой
цели описывает, а затем использует теорию многопараметриче-
ских операторов Кальдерона–Зигмунда на прямых произведе-
ниях евклидовых пространств, причем оператор, к ограничен-
ности которого сводится вопрос, не является в точном смысле
многопараметрическим сингулярным интегральным операто-
ром (см. определения в [9] и [12]) и оказывается ограниченным
только благодаря некоторым особенностям своей структуры.

Далее, заметим, что, используя двойственность, оценку (3)
можно переписать следующим образом:∥∥∥∑

m

fm

∥∥∥
Lp(R)

≤ Cp

∥∥∥{fm}∥∥∥
Lp(R,l2)

, 1 < p ≤ 2, (4)

где {fm} — набор функций, таких, что supp f̂m ⊂ ∆m. В 1984
году Бургейн (см. [4]) доказал, что неравенство (2) остает-
ся верным и при p = 1, при этом его доказательство бы-
ло значительно сложнее, чем у Рубио де Франсиа (были ис-
пользованы мартингальные преобразования, сингулярные ин-
тегральные операторы и вариант леммы Котляра). В 2005 го-
ду Кисляков и Парилов (см. [2]), используя теорию операторов
Кальдерона–Зигмунда на классах Харди, с помощью метода,
сходного с методом Рубио де Франсиа, установили, что оценка
(4) выполняется при всех 0 < p ≤ 2 (в [2] рассматривается
случай окружности, а не прямой, но существенной роли это не
играет). С другой стороны, в 1985 году Р. Фефферман (см. [9])
описал теорию, позволяющую проверять ограниченность неко-
торых линейных операторов на двухпараметрических классах
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Харди Hp
2 (Rd1 × Rd2) (здесь нижний индекс обозначает чис-

ло параметров). Его методы в некотором смысле двойственны
упомянутой теории Журне, который работал, в основном, в
терминах пространства BMO. В 2009 году автор (см. [16]),
совместив технику Кислякова и Парилова с методами Р. Феф-
фермана, доказал, что аналог неравенства (4) выполняется,
если ∆m — попарно-непересекающиеся прямоугольники в R2 и
0 < p ≤ 2.

Однако теория Р. Феффермана применима только к произ-
ведению двух евклидовых пространств. Тем не менее, в работе
Кэрбэри и Сигера [6] описывается теория, являющаяся разви-
тием идей Журне и Р. Феффермана, которая позволяет рас-
сматривать произвольное число евклидовых сомножителей. В
2010 году автору (см. [17]) с помощью этой теории удалось
распространить оценку (4) на случай произвольной размерно-
сти, то есть доказать следующую теорему (первый основной
результат диссертации).

Теорема 1. Пусть задана последовательность функций {fm}
такая, что fm ∈ L1(Rn) и supp f̂m ⊂ ∆m, где ∆m — непересека-
ющиеся параллелепипеды в Rn со сторонами, параллельными
осям координат. Тогда при 0 < p ≤ 2 выполняется оценка∥∥∥∑

m

fm

∥∥∥
Lp(Rn)

≤ Cp,n

∥∥∥{fm}∥∥∥
Lp(Rn,l2)

,

причем константа Cp,n не зависит ни от функций, ни от
прямоугольников.

Теперь обсудим квадратичную функцию G∗
λ. L

p-ограничен-
ность других квадратичных выражений, таких как g-функции
Литлвуда–Пэли или интеграл площадей Лузина, может быть
проверена с помощью теории операторов Кальдерона–Зигмун-
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да для функций со значениями в гильбертовом пространстве.
Однако для доказательства оценки (2) использовался иной
подход (см, например, [3, §IV.2] или [8]) и считалось, что тео-
рия сингулярных интегральных операторов в этом контексте
неприменима. Тем не менее, в 2004 году Анисимов и Кис-
ляков заметили (см. [1]), что в квадратичной функции G —
аналоге функции G∗

2 на окружности, все же спрятан некото-
рый сингулярный интегральный оператор T . Он действовал
в пространство функций со значениями во вспомогательном
гильбертовом пространстве, а функция G выражалась через
норму в этом пространстве. Строго говоря, рассматривался
не сам оператор T , а оператор T ∗, сопряженный к нему. Бы-
ло проверено, что T ∗ — оператор Кальдерона–Зигмунда, то
есть, что его ядро удовлетворяет определенному условию глад-
кости. Из этого сразу следовало, что квадратичная функция
G Lp-ограничена при 2 < p < ∞. Также были сформули-
рованы некоторые следствия, имеющие отношение к теории
интерполяции. А именно, рассмотрим функцию f ∈ Lp(T),
2 < p < ∞. Грубым разрезанием функции |f | по уровню
α > 0 получим функцию g ∈ L∞(T), такую что ‖g‖∞ ≤ Cα

и ‖f − g‖2
2 ≤ Cα2−p‖f‖pp. Тот факт, что оператор G выража-

ется через оператор Кальдерона–Зигмунда, позволяет, приме-
нив общие соображения, впервые описанные Бургейном в [5],
изменить функцию g так, чтобы в дополнение к этим оценкам
(в них изменятся лишь оценочные постоянные) выполнялось
неравенство ‖G(g)‖∞ ≤ Cα. Заметим, что такое утверждение
о “разрезании” функции было доказано еще раньше Джонсом
и Мюллером с помощью броуновского движения (см. [11]), а
результат Кислякова и Анисимова заключался в том, что этот
факт может быть проверен иначе, если воспользоваться пред-
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ставлением функции G в виде нормы от значений оператора
Кальдерона–Зигмунда. Автор в работе [18] показал, что ана-
логичные методы применимы не только для круга, но и для
пространства Rn и что параметр λ = 2 не исключение. Таким
образом, функция G∗

λ, как и функция G, выражается через
норму от значений некоторого оператора T , сопряженный к
которому оказывается оператором Кальдерона–Зигмунда. До-
полнительно было доказано, что при некотором ограничении
на показатель λ прямой оператор T также является сингуляр-
ным интегральным оператором. Приведем точные формули-
ровки этих результатов. Для оператора G∗

λ выполняется пред-
ставление G∗

λ(f )(x) = ‖T (f )(x)‖H , где H — вспомогательное
гильбертово пространство функций, действующих из верхнего
полупространства Rn+1

+ в пространство Cn+1, таких, что

‖h‖2
H =

∫ ∞

0

∫
t∈Rn

(
y

|t| + y

)λn
|h(t, y)|2 y1−ndtdy <∞,

а оператор T действует в пространство H -значных функций
и определяется формулой

T (f )(x)(t, y) =

∫
Rn
∇Py(x− t− v)f (v)dv.

Здесь Py — ядро Пуассона, а градиент берется по всем пере-
менным, в том числе и по y. Вторым основным результататом
диссертации является следующая теорема.
Теорема 2. 1. T ∗ является оператором типа Кальдерона–

Зигмунда при λ > 1.

2. T — оператор Кальдерона–Зигмунда при λ > 2 + 2/n.
Первый пункт теоремы позволяет получить для оператора

G∗
λ интерполяционное утверждение, аналогичное тому, которое

мы описали выше для оператора G.
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Следствие. Пусть 2 < p < ∞, f ∈ Lp(Rn), λ > 1 и α > 0.
Тогда существует функция g ∈ L∞(Rn) такая, что ‖g‖∞ ≤
Cα, ‖f − g‖2

2 ≤ Cα2−p‖f‖pp и при этом ‖G∗
λ(g)‖∞ ≤ Cα.

Следует отметить, что в диссертации это следствие форму-
лируется несколько по другому — в терминах K-замкнутости.
Два пункта теоремы вместе позволяют сформулировать ана-
логичное утверждение сразу для всех 1 < p <∞, если только
λ > 2 + 2/n.

Описание диссертации по главам и параграфам. В
первой главе описаны общие понятия и методы, используе-
мые в диссертации: сингулярные интегральные операторы ти-
па Кальдерона–Зигмунда, классы Харди, в том числе многопа-
раметрические, и некоторые факты из теории интерполяции.

В §1.1 обсуждаются сингулярные интегральные операторы
типа Кальдерона–Зигмунда и приводится общее определение
таких операторов, действующих на функциях со значениями
в банаховых пространствах. Отмечается, что такие операторы
действуют ограниченно в Lp-пространствах при 1 < p ≤ 2, а
сопряженные к ним — при 2 ≤ p < ∞ (cм. [3] или [15]). За-
тем мы приводим определение “действительных” классов Хар-
ди Hp(Rn) через некасательную максимальную функцию (те-
перь 0 < p < ∞). При 1 < p < ∞ классы Hp и простран-
ства Lp в некотором смысле совпадают, а при 0 < p ≤ 1 для
функций из класса Hp существует атомное разложение (см.
[15, §III.2]). Это означает, что если f ∈ Hp, 0 < p ≤ 1, то
существует разложение f =

∑
λkak, где числа λk такие, что(∑

|λk|p
)1/p � ‖f‖Hp, а у функций ak, называемых атомами,

выполняются некоторые ограничения на “размер” и несколько
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первых моментов равны нулю. Как известно, с помощью атом-
ного разложения можно доказать, что операторы Кальдерона–
Зигмунда действуют ограниченно из Hp в Lp при 0 < p ≤ 1

(см. [15, §III.3]).
В §1.2 речь идет о многопараметрических классах Харди, на

которых ограниченно действуют многопараметрические опе-
раторы Кальдерона–Зигмунда. Вначале дается определение
многопараметрических аналитических классов ХардиHp

n(R×
· · · × R) = Hp

n(Rn) (здесь нижний индекс n обозначает число
параметров). Ввиду важности данного понятия приведем его
определение также и здесь: функция u, заданная на прямом
произведении n верхних комплексных полуплоскостей и ана-
литическая по всем переменным, принадлежит классу Hp

n(Rn),
если

‖u‖Hp
n

= sup
y1,... yn>0

∫
Rn
|u(x1 + iy1, . . . , xn + iyn)|pdx <∞.

В этом определении функция u может быть как скалярно-
значной, так и l2-значной (то есть под пространством Hp

n(Rn)

мы часто понимаем пространство Hp
n(Rn, l2), не оговаривая

этого явно). Затем формулируется лемма, которая использу-
ется во второй главе диссертации, для того чтобы заменять в
оценках Lp-нормы Hp

n-нормами. По сути эта лемма утвержает,
что если у функции g ∈ Lp(Rn) ∩ L1(Rn), 0 < p ≤ 2, носитель
преобразования Фурье лежит в параллелепипеде с положи-
тельными координатами, то эта функция принадлежит много-
параметрическому классу Харди Hp

n(Rn), причем ее Hp
n-норма

оценивается Lp-нормой. Эта лемма элементарна, но в литера-
туре, по видимому, отсутствует, поэтому там же мы приводим
набросок ее доказательства. Также мы описываем более общие
“действительные” классы Харди Hp

n(R×· · ·×R) = Hp
n(Rn), ко-
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торые определяются через многопараметрическую некасатель-
ную максимальную функцию. Известно, что Hp

n ⊂ Hp
n, причем

нормы этих пространств эквивалентны на Hp
n (см. [10]). Для

многопараметрических классов Харди Hp
n(Rn) существует ана-

лог атомного разложения (см. [7] или [9]) и ключевым фактом,
позволяющим получить такое разложение, является ограни-
ченность на классах Hp

n(Rn) n-параметрической квадратичной
функции Snψ (это - n-параметрический аналог интеграла пло-
щадей Лузина, построенный по быстро убывающему гладкому
свертывателю ψ). То, что оператор Snψ действует ограниченно
из Hp

n в Lp, считается хорошо известным, но похоже, что нигде
в литературе это в явном виде не проверяется, поэтому в кон-
це §1.2 диссертации приводится набросок доказательства этого
факта.

В §1.3 обсуждаются уже упоминавшиеся теории Р. Феффер-
мана (см. [9]) и Кэрбэри–Сигера (см. [6]), которые позволя-
ют проверять ограниченность некоторых операторов на мно-
гопараметрических классах Харди Hp

n(Rn), 0 < p ≤ 1. Эти
теории затем применяются во второй главе диссертации для
изучения операторов, к ограниченности которых сводится во-
прос о неравенстве Литлвуда–Пэли. В начале параграфа при-
водятся определения многопараметрических атома и предато-
ма, а затем формулируется теорема об атомном разложении
для многопараметрических классов Харди (см. [7] или [9]), ко-
торая утверждает примерно следующее: если f ∈ Hp

n(Rn), то
f =

∑
λkak, где числа λk такие, что

∑
|λk|p ≤ C‖f‖p

H
p
n
, а

каждая из функций ak сосредоточена на открытом множестве
конечной меры. Функции ak называются атомами и каждая из
них, в свою очередь, представима в виде линейной комбина-
ции (возможно, бесконечной) предатомов — сосредоточенных
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на диадических параллелепипедах функций, у которых рав-
но нулю определенное число моментов по каждой переменной.
Затем формулируется теорема Р. Феффермана, позволяющая
доказывать ограниченность некоторых операторов на двухпа-
раметрических классах Харди Hp

2 (R2). Очень приблизитель-
но идею этой теоремы можно описать следующим образом:
несмотря на то, что функция из двухпараметрического класса
Харди прямо не представляется в виде линейной комбинации
предатомов (функций с носителями в прямоугольниках и нуле-
выми моментами по каждой переменной) с коэффициентами,
контролируемыми ее Hp

n-нормой, для доказательства ограни-
ченности некоторого оператора T достаточно проверить, что
он в некотором смысле “хорошо ведет” себя на предатомах. От-
мечается, что двухпараметрические операторы Кальдерона–
Зигмунда удовлетворяют условиям теоремы Р. Феффермана.
Затем описывается более общий подход Кэрбэри и Сигера, поз-
воляющий проверять ограниченность операторов с ядром на
классах Hp

n(Rn), n ≥ 2. Их метод заключается приблизительно
в следующем: умножением на функции, являющиеся разбиени-
ем единицы, “разрезается” ядро рассматриваемого оператора,
а затем изучается поведение операторов с полученными таким
“разрезанием” ядрами на “частичных” предатомах — функци-
ях, у которых свойства предатомов выполняются лишь по ча-
сти переменных.

В §1.4 в терминах K-замкнутости (там же приводится опре-
деление этого понятия) формулируется довольно давно извест-
ная (см., например, обзор [13]) интерполяционная1 теорема, из

1Имеется в виду вещественная интерполяция, которая при широком
взгляде на вещи и есть наука о разрезании функции на две части с пред-
писанными оценками.
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которой следует, что если T и T ∗ — операторы Кальдерона–
Зигмунда (где T ∗ — оператор, сопряженный к T ), то любую
функцию f ∈ Lp, 1 < p < ∞, можно разбить на сумму двух
функций g ∈ L∞ и b ∈ L1 так, что не только ‖g‖∞ ≤ Cα и
‖b‖1 ≤ Cα1−p‖f‖pp, но и ‖T (g)‖∞ ≤ Cα для любого уровня
α > 0.

В §1.5 мы для полноты приводим подробное доказатель-
ство двух элементарных утверждений о многопараметриче-
ских классах Харди из §1.2 диссертации. Первое утверждение
о том, что функция, преобразование Фурье которой сосредо-
точено в параллелепипеде с положительными координатами,
принадлежит аналитическому многопараметрическому классу
Харди с удобной оценкой нормы, и второе о том, что много-
параметрическая квадратичная функция Snψ действует ограни-
ченно из Hp

n(Rn) в Lp(Rn).
Вторая глава диссертации посвящена доказательству теоре-

мы 1.
В §2.1 вкратце описывается история вопроса и приводится

формулировка теоремы.
Принципиальный момент в доказательстве этой теоремы со-

стоит в том, что по сути мы имеем дело с оценкой в классах
Харди, а не в лебеговых пространствах. В §2.2 демонстриру-
ется, как именно теорема сводится к вопросу об ограниченно-
сти двух вспомогательных операторов на многопараметриче-
ских классах Харди. Во избежание громоздких выкладок, мы
рассматриваем ситуацию n = 2 (ввиду того, что используется
общая теория Кэрбэри–Сигера, которая, в отличие от теории
Р. Феффермана, применима к ситуации n ≥ 2, наши рассужде-
ния затем легко распространяются на случай произвольного n,
см. §2.5 диссертации). Вначале рассматривается частный слу-
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чай, когда все прямоугольники ∆m — “почти” диадические (а
именно, получены из диадических увеличением длин сторон в
8 раз с сохранением координат левой нижней вершины; требо-
вание о том, чтобы они попарно не пересекались, при этом со-
храняется). Теорема в этом частном случае сводится к ограни-
ченности некоторого оператора S на пространствах Hp

2 (R2, l2),
0 < p ≤ 2 (в этом месте используется лемма из §1.2 диссер-
тации о том, что функция, преобразование Фурье которой со-
средоточено в прямоугольнике с положительными координа-
тами, принадлежит классу Харди). Оператор S не сверточный
и, что еще важнее, действие этого оператора не выражается
через последовательное применение его одномерных аналогов
отдельно по каждой переменной. Далее, отложив доказатель-
ство ограниченности оператора S, мы обсуждаем, как свести
нашу теорему к рассмотренному частному случаю с помощью
другого вспомогательного оператора R. Действие этого опера-
тора заключается в том, что он некоторым образом “разрезает
на части” носитель преобразования Фурье функции, к которой
он применяется. В отличие от оператора S, оператор R свер-
точный и легко выражается через свои одномерные аналоги.
Нам требуется его ограниченность на классах Hp

2 (R2, l2), про-
верку которой мы также откладываем. Из этих утверждений с
отложенными доказательствами основной результат главы по-
лучается мгновенно.

В §2.3 мы доказываем ограниченность операторов S и R.
Их L2-ограниченность сразу следует из теоремы Планшере-
ля. Если доказать ограниченность этих операторов на классах
Hp

2 (R2) при 0 < p ≤ 1, то для остальных p она последует
из интерполяционных соображений. Вначале рассматривается
оператор S. Он не является в точном смысле многопарамет-
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рическим оператором Кальдерона–Зигмунда (например, он не
укладывается в определения из статей [9, 12]), однако мы фор-
мулируем лемму, которая служит заменой условию гладкости
для его ядра. Затем вкратце объясняется как, используя эту
лемму, проверять для оператора S условие теоремы Р. Феф-
фермана об ограниченности операторов на двухпараметриче-
ских классах Харди. После чего, уже со всеми подробностями,
проводится доказательство ограниченности оператора S мето-
дами теории Кэрбэри–Сигера. Когда это проделано, остается
разобраться с оператором R. Мы предварительно формулиру-
ем оценку, которая является условием гладкости для ядра од-
номерного аналога оператора R. Затем, используя эту оценку,
методами теории Кэрбэри–Сигера мы проверяем ограничен-
ность оператора R на многопараметрических классах Харди,
причем выкладки оказываются значительно проще, чем для
оператора S (ввиду того, что оператор R более стандартен и
действие этого оператора на функцию выражается через по-
следовательное применение его одномерных аналогов отдельно
по каждой переменной).

В §2.4 проверяются условия гладкости для ядер операторов
S и R, упомчнутые выше. Подобные условия проверялись и
раньше многими авторами, но ввиду некоторых технических
отличий мы не можем сослаться ни на одну из их работ.

В §2.5 мы рассматриваем ситуацию произвольного n (напом-
ним, что до этого момента мы рассматривали случай n = 2).
Мы демонстрируем, что все наши рассуждения легко перено-
сятся на случай n ≥ 2.

В третьей главе идет речь о квадратичной функции G∗
λ. До-

казывается теорема 2 и различные следствия из нее.
В §3.1 приводится определение оператора G∗

λ, после чего
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формулируется основная теорема (теорема 2).
В §3.2 обсуждаются следствия из основной теоремы. В нача-

ле параграфа мы приводим определение квадратичной функ-
ции G — аналога опреатора G∗

2 в единичном круге. Затем
формулируется интерполяционная лемма, впервые доказанная
Джонсом и Мюллером (см. [11]) с помощью броуновского дви-
жения, которая утверждает, что при 2 < p <∞ функцию f ∈
Hp(T) (здесь Hp(T) — аналитические классы Харди на окруж-
ности) можно разбить на сумму двух функций g ∈ H∞(T) и
b ∈ H2(T) так, что не только ‖g‖∞ ≤ Cλ и ‖b‖2

2 ≤ Cλ2−p‖f‖pp,
но и ‖G(g)‖∞ ≤ Cλ для любого уровня λ > 0. Однако Аниси-
мов и Кисляков в работе [1] показали, что функцию G можно
трактовать как норму от значений сингулярного интеграль-
ного оператора, что позволяет доказать это утверждение о
“разрезании” функции общими методами, не апеллирующими
к броуновскому движению. Но мы уже знаем, что функция
G∗
λ также выражается через оператор Кальдерона–Зигмунда.

Используя этот факт (если говорить точно, то мы пользуемся
тем, что T ∗ — оператор Кальдерона–Зигмунда), мы доказы-
ваем аналог утверждения Джонса и Мюллера для оператора
G∗
λ. Теперь заметим, что наша основная теорема дополнитель-

но утверждает, что при λ > 2 + 2/n прямой оператор T так-
же является оператором типа Кальдерона–Зигмунда. Это, во-
первых, позволяет нам формулировать аналог утверждения о
разбиении функции сразу для всех 1 < p < ∞, а во-вторых,
отсюда следует, что G∗

λ — оператор слабого типа (1, 1) (причем
эта оценка оказывается точной: проверяется, что оператор G∗

λ

не действует из L1 в L1).
В §3.3 мы проверяем условие гладкости для ядра оператора

T ∗ и тем самым доказываем первую часть теоремы.
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В §3.4 мы доказываем вторую часть теоремы, проверяя дру-
гой вариант условия гладкости для ядра прямого оператора
T .
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