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Общая характеристика работы.

Актуальность темы. Связь между поведением коэффициентов Тейло-

ра аналитической в единичном круге D функции и её убыванием на радиусе

является одним из существенных вопросов теории аналитических функций.

Например, если речь идёт о возможной максимальной скорости убывания

на [0,1] аналитической в D функции с редкими коэффициентами, то начало

этих исследований было положено в работе Л. Шварца 1943 г. [1]. Дальней-

шее развитие относится к работам И. Хиршмана и Дж. Дженкинса [2] и

Дж.М. Андерсона 1976 года [3]. В работе Шварца и Хиршмана и Дженкинса

рассматривались не степенные ряды, а ряды из экспонент с естественным

обобщением убывания по радиусу, а в работе Андерсона изучались лаку-

нарные по Адамару степенные ряды и выяснялась возможная скорость их

убывания на радиусе (0, 1).

Утверждение Шварца, Хиршмана–Дженкинса имеет вид теоремы един-

ственности для рядов из экспонент: если количество показателей с ненуле-

выми коэффициентами на промежутке [0, A], растёт медленнее A, то сумма

соответствующего ряда при x → +0 не может иметь быстро убывающую

мажоранту. Возможный порядок убывания (точнее, порядок убывания ло-

гарифма мажоранты) указывается в этой работе точно. Работа Андерсона

посвящена ситуации, при которой количество ненулевых показателей растёт

не быстрее C logA, получающийся результат опять имеет вид теоремы един-

ственности. Возможная минимальная мажоранта имеет в таком случае мень-

ший порядок убывания, чем в теоремах Шварца и Хиршмана–Дженкинса, в

которых логарифм мажоранты имеет степенной характер роста при x→ +0.

Опыт применения различных теорем единственности в анализе показывает,

что чем точнее теорема единственности, тем более сильные применения она

может находить. В связи с упоминаемыми результатамиШварца, Хиршмана–

Дженкинса было принципиально важно, возможно ли указать минимальную

мажоранту ряда из редких экспонент (или степенного ряда с редкими пока-
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зателями) более точно, чем только указание порядка роста логарифма этой

мажоранты.

Первые такие результаты были получены в монографии Н.А. Широкова

[4], гл. 3, и в работе Ф.Л. Назарова и Н.А. Широкова [11]. Ограничения

на редкость коэффициентов при этом носит достаточно специальный харак-

тер. Существенно было выяснить, возможно ли рассматривать в упомянутом

контексте и более общие ситуации.

В работе Н.А. Широкова [4], гл. 3, была приведена также теорема един-

ственности для степенных рядов, в которой сопоставлялись возможные ма-

жоранты для величины коэффициентов и для значений ряда на радиусе (0,1).

Мажоранта для коэффициентов при этом фактически предполагалась лишь

начиная с некоторого номера. Поскольку тождественный ноль является ми-

нимальной мажорантой, то нетривиальные теоремы единственности возника-

ют лишь тогда, когда отсутствуют примеры степенных рядов, удовлетворяю-

щих нужному ограничению и являющихся полиномами. Например, полиномы

(1− x)Nпри любом натуральном N не должны удовлетворять соответствую-

щим ограничениям.

Следовательно, как это и было описано в [4], гл. 3, если рассматривать

мажоранту для f(x) вида

C1 exp (−C| log(1− x)|) , (∗)

то функция f(x) может быть полиномом (1−x)N , все коэффициенты которого

начиная с номера N + 1 равны нулю.

Если же степенной ряд f(x) убывает быстрее, чем в (∗), например, ес-

ли справедлива оценка |f(x)| ≤ C1 exp
(
−C| log(1− x)|λ

)
с некоторыми C,

C1 > 0, λ > 1, то в [4], гл. 3, показано, что у коэффициентов этого степенного

ряда f(x) =
∞∑
n=0

cnx
n не может быть слишком малой мажоранты для коэф-

фициентов. Именно, если |cn| ≤ C2 exp(−C ′
√
n) с некоторыми постоянными

C2, C
′
> 0, то f ≡ 0. Выражение C

′√
N оказалось в определённом смысле
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неулучшаемым: для всякого p, 0 < p <
1

2
, можно подобрать такой степенной

ряд fp(x), fp(x) 6≡ 0, с радиусом сходимости 1, fp(x) =
∞∑
n=0

Cn,px
n, что

|fp(x)| ≤ C1p exp
(
−Cp| log(1− x)|λ

)
(∗ ∗)

с некоторыми C1p, Cp > 0, λ > 1 , но при этом

|Cn,p| ≤ C2p exp
(
−C ′pnp

)
(∗ ∗ ∗)

Таким образом, оставался открытым вопрос, обычный для многих разде-

лов анализа, является ли мажоранта

C2 exp
(
−C ′
√
N
)

(∗ ∗ ∗ ∗)

действительно наименьшей мажорантой для справедливости теорем един-

ственности приведённого выше типа, или же для них существуют принци-

пиально меньшие мажоранты для коэффициентов.

Определённым аргументом в пользу возможного утверждения о том, что

семейство мажорант C exp
(
−C ′
√
N
)
содержит все минимальные мажоран-

ты для обсуждаемых теорем единственности, является факт, в силу которого

при выполнении оценки (∗ ∗ ∗) вместо оценки (∗ ∗) оказывается справедли-

ва лучшая оценка |f(x)| ≤ C
′′
exp

(
−C0(1− x)q(p)

)
, причём q(p) → ∞ при

p→ 1

2
.

Вопрос о возможном “зазоре” между допустимыми неравенствами |cn| ≤

C
′
exp (−Cnp) , p < 1

2
, и неравенствами |cn| ≤ C

′
exp

(
−Cn1/2

)
, влекущими

теорему единственности, оставался открытым.

Цель работы. Цель работы состоит в исследовании вопроса о возмож-

ной скорости убывания аналитической в единичном круге функции f(x) =
∞∑
k=0

akx
nk, f 6≡ 0, на луче (0, 1) при x → 1 − 0, если ее ненулевые коэффи-

циенты ak достаточно редки, а именно : nk ≥ A0(k + 2)p logb(k + 2), а также
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вопроса о возможной скорости убывания f(x) =
∞∑
k=0

akx
nk, f 6≡ 0, на луче

(0, 1) при x→ 1− 0, при ограничении на рост коэффициентов ak, а именно:

|ak| ≤ C2e
−C3

√
k

log(k+2) .

Методы исследований. В работе применяются общие методы ком-

плексного и гармонического анализа. Важную роль играет метод Лапласа

для получения асимптотических оценок.

Основные результаты. В диссертации получены следующие результа-

ты:

(1) Найдено ограничение на возможную скорость убывания аналитичной в

единичном круге функции, при определённых условиях на редкость её нену-

левых тэйлоровских коэффициентов.

(2) Найдено ограничение на возможную скорость убывания аналитичной в

единичном круге функции, при определенных условиях на скорость убыва-

ния её тэйлоровских коэффициентов

Научная новизна. Все основные результаты диссертации являются но-

выми.

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит теоретиче-

ский характер. Её методы могут использоваться в других задачах, связан-

ных с возможной скоростью убывания функций при определённых условиях,

наложенных на её тейлоровские коэффициенты (на редкость ненулевых ко-

эффициентов или на скорость их убывания)

Апробация работы. Результаты работы докладывались на семинаре по

теории операторов и комплексному анализу в ПОМИ РАН в 2010 году.

Публикации. По теме диссертации опубликованы 3 работы, 2 из которых

в журналах входящих в список ВАК.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения

и двух глав, разбитых на 6 параграфов, изложена на 67 страницах. Список

литературы включает 11 названий.
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Содержание работы

В главе I рассматривается случай, когда функция f(z) =
∞∑
k=0

akz
nk, f 6≡ 0,

аналитична в единичном круге D , а последовательность {nk} достаточно

редка, и исследуется зависимость между редкостью последовательности {nk}

и максимально возможной скоростью убывания f(z) при x→ 1− 0.

Поскольку доказательство теорем в данной работе содержит много техни-

ческих деталей, опишем предварительно общие идеи, на которые опирается

доказательство. Если функция f убывает на радиусе слишком быстро, то

используя стандартные методы вычисления асимптотик интегралов, можно

получить утверждение о достаточно быстром убывании преобразования Ла-

пласа на полуоси. При этом метод Лапласа для асимптотических оценок даёт

точные постоянные в окончательных формулах.

С другой стороны, преодолев некоторые технические сложности, можно

обнаружить, что преобразование Лапласа в нашей ситуации является меро-

морфной функцией с полюсами, соответствующими степеням z в исходной

задаче. Эта мероморфная функция быстро убывает на оси, откуда следует

густое расположением её полюсов на плоскости. В нашей ситуации соответ-

ствующие оценки могут быть получены из оценок специального бесконечного

произведения, при построении которого существенно учитываются требова-

ния, предъявляемые к встречающимся в исходной задаче степеням z. Прове-

дя оценки, связанные с распределением полюсов мероморфной функции, и

сравнив их с полученной заранее скоростью убывания, получим, что недоста-

точное количество полюсов не может обеспечить слишком высокую скорость

убывания на луче, что и приводит к непосредственному вычислению кон-

стант, указанных в теореме 1.

Перейдем к формальному изложению результатов первой главы.

В параграфе 1 ставится задача в полной формулировке, доказывает-

ся лемма 1, вводятся вспомогательные функции F (σ) = f(e−σ), ϕ(z) =
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∫ ∞
0

F (σ)eσzdσ, Re z < 0, ϕδ(z) =

∫ ∞
0

F (σ + δ)eσzdσ, δ > 0, и доказывает-

ся, что порядок функции ϕδ(z) <
1

2
. Вводятся функции ψ(z) =

∞∏
k=2

(1− z

nk
),

ω(z) = ϕδ(z)ψ(z).

В параграфе 2 вводится функция

ψ0(z) =
∞∏
k=2

(
1− z

A0kp (log k)b

)
и доказывается

Лемма 2. Пусть n0
k = Akp(log k)b, k ≥ 2,

ψ0(z) =
∞∏
k=2

(
1− z

n0
k

)
Тогда

log |ψ0(−x)| = (1 + o(1))
(
pb

A

) 1
p

x
1
p (log x)−

b
p π

sin π
p
,

x > 0, x→ +∞

В параграфе 3 формулируется и доказывается

Теорема 1. Пусть функция f(x) =
∞∑
k=0

akx
nk, f 6≡ 0 и последовательность

{nk} удовлетворяют соотношениям

nk ≥ A0(k + 2)p log(k + 2)b,

|f(x)| ≤ C ′e−C0(1−x)−s(log 1
1−x )b̃,

1

e
< x < 1

Тогда

(a)
s

s+ 1
≤ 1

p
;
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если

(b) s = s0,
s0

s0 + 1
=

1

p
, то

b̃

s0 + 1
≥ −b

p
;

если

(c) b̃ = b̃0,
b̃0

s0 + 1
= −b

p
, то

C
1

s0+1

0 (s0 + 1)
s0+1−b̃0
s0+1 s

− s0
s0+1

0 ≤
(
pb

A

) 1
p π

sin π
p

.

В главе II рассматривается случай, когда функция f(z) =
∞∑
n=0

anz
n, f 6≡ 0,

аналитична в единичном круге D, |an| ≤ C2 exp

(
−C3

√
n

log(n+ 2)

)
, n ≥ 0

(ограничение на рост коэффициентов Тейлора функции f(z)) и исследуется

зависимость между ограничением на рост коэффициентов Тейлора f(z) и ее

максимально возможной скоростью убывания на луче (0,1) при x→ 1− 0.

Доказательство теоремы 2 формально состоит из комбинации техниче-

ских приёмов, поэтому сначала мы приведём неформальное описание. Как и

при доказательстве теоремы 1, скорость убывания функции на радиусе по-

сле применения преобразования Лапласа и использования метода Лапласа

оценки асимптотического поведения интеграла даёт определённую скорость

убывания этого преобразования на луче. Вновь преобразование Лапласа ока-

зывается мероморфной функцией с простыми полюсами, которые на этот раз

совпадают с целыми неотрицательными числами. Если предполагать быстрое

убывание коэффициентов Тейлора в исходной задаче, то вне круга фиксиро-

ванного радиуса мероморфную функцию – преобразование Лапласа – удаётся

очень хорошо приблизить частичной суммой из простейших дробей.

При этом оказывается, что применение теоремы Адамара о трёх кругах

улучшает первоначальные оценки для указанной частичной суммы. Теорему
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Адамара о трёх кругах нельзя применять к преобразованию Лапласа, по-

этому для дальнейших действий требуется выбирать приближающие частич-

ные суммы специальным образом. Всякий раз применение теоремы Адамара

о трёх кругах улучшает предыдущую оценку и после третьей итерации на

границе полуоси, содержащей внутри целые неотрицательные точки, удаётся

получить оценку сверху для преобразования Лапласа, которое противоречит

варианту теоремы единственности для соответствующей области, что и за-

канчивает доказательство теоремы 2.

Перейдём теперь к формальному изложению результатов второй главы.

В параграфе 0 формулируется

Теорема 2. Пусть функция f(z) =
∞∑
n=0

anz
n аналитична в круге D. Предпо-

ложим, что существуют такие постоянные λ > 1, C0, C1, C2, C3 > 0, что

выполняются условия

|f(x)| ≤ C0 exp
(
−C1 |log(1− x)|λ

)
,

1

2
< x < 1,

|an| ≤ C2 exp

(
−C3

√
n

log(n+ 2)

)
, n ≥ 0.

Тогда f(x) ≡ 0.

В параграфе 1 вводится функции F (s) = f
(
e−s
)
, ϕ(ζ) =

∫ ∞
0

F (s)esζds,

Re ζ < 0, множество T = [−1− i,−1+ i]∪ [−1− i,+∞+ i]∪ [−1+ i,+∞+ i],

hN(ζ) =
N∑
n=0

an
n− ζ

и производится первая итерация процесса доказательства:

При µ =
1

2
− 1

2λ
доказывается оценка

|hN(ζ)| ≤ C9e
−C19

Nµ

log(N+2) , (∗′)

справедливая при |ζ| ≥ 4N.

В параграфе 2 неравенства, аналогичные (∗′), усиливаются и рассматри-

ваются для hρN(1)
и hρN(2)

, выбираемых соответствующим образом, что завер-
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шает доказательство теоремы.
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