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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Òåîðèÿ ìàëûõ óêëîíåíèé ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ
â ðàçëè÷íûõ íîðìàõ èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû (ñì., íà-
ïðèìåð, îáçîðû [12] è [13], ïðàêòè÷åñêè ïîëíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïî ìàëûì
óêëîíåíèÿì ïðåäñòàâëåíà â [14]). Ýòîìó ðàçâèòèþ ñïîñîáñòâîâàëî îáíà-
ðóæåíèå ñâÿçåé ìàëûõ óêëîíåíèé ñ äðóãèìè âàæíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè
çàäà÷àìè, òàêèìè êàê îöåíêà òî÷íîñòè äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ, âû÷èñëåíèå ìåòðè÷åñêîé ýíòðîïèè ôóíêöèîíàëüíûõ ìíî-
æåñòâ, çàêîí ïîâòîðíîãî ëîãàðèôìà â ôîðìå ×æóíà è â ôîðìå Âè÷óðû,
íàõîæäåíèå ñêîðîñòè óõîäà íà áåñêîíå÷íîñòü áåñêîíå÷íîìåðíîãî âèíåðîâ-
ñêîãî ïðîöåññà. Íåäàâíî áûëà òàêæå óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìàëûõ óêëîíåíèé ñ
çàäà÷àìè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè: ôóíêöèîíàëüíûì àíàëèçîì äàííûõ
[10] è íåïàðàìåòðè÷åñêèì áàéåñîâñêèì îöåíèâàíèåì [1], [18].

Çàäà÷à î ìàëûõ óêëîíåíèÿõ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X â íîðìå ‖ · ‖ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ïðè ε → 0 âåðîÿòíîñòè P{‖X‖ 6 ε}.
Ðåçóëüòàò, ïîäîáíûé

P{‖X‖ 6 ε} ∼ Cεβ exp(−dε−α), ε→ 0,

ñ íåêîòîðûìè âåùåñòâåííûìè êîíñòàíòàìè C, β, d è α íàçûâàåòñÿ òî÷íîé
àñèìïòîòèêîé. Åñëè æå äîêàçàíî ìåíüøå, à èìåííî

lnP{‖X‖ 6 ε} ∼ −dε−α, ε→ 0,

òî òàêîé ðåçóëüòàò íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé àñèìïòîòèêîé.
Â èçâåñòíîé ìîíîãðàôèè Ì. À. Ëèôøèöà [2, �18] îòìå÷àåòñÿ: �Ïîâåäå-

íèå ìàëûõ óêëîíåíèé, â îòëè÷èå îò áîëüøèõ, íåëüçÿ îïèñàòü åäèíîîáðàçíî
äëÿ âñåãî êëàññà ãàóññîâñêèõ ìåð äàæå íà ëîãàðèôìè÷åñêîì óðîâíå. Ôîð-
ìàëèçì îöåíèâàíèÿ çíà÷åíèé ìàëûõ óêëîíåíèé, ñðàâíèìûé ïî ïðîñòîòå ñ
ïðèìåíåíèåì ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ äëÿ áîëüøèõ óêëîíåíèé, åùå íå íàé-
äåí. Èçâåñòíû ëèøü ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ íåñêîëüêèõ âàæíûõ ñïåöè-
àëüíûõ ñèòóàöèé...�

Êàê ïðàâèëî, â ðàáîòàõ ïî ìàëûì óêëîíåíèÿì ðå÷ü øëà î íèæíèõ è
âåðõíèõ îöåíêàõ âåðîÿòíîñòåé P{‖X‖ 6 ε}, à òî÷íóþ è äàæå ëîãàðèôìè-
÷åñêóþ àñèìïòîòèêó ñ ÿâíî âûïèñûâàåìûìè êîíñòàíòàìè óäàâàëîñü íàéòè
ëèøü äëÿ î÷åíü íåáîëüøîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ [12], [6].
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Öåëü ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àñèìïòîòèêè ìàëûõ
óêëîíåíèé ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé â L2-íîðìå. Íàøà îñíîâíàÿ
öåëü � ïîëó÷åíèå òî÷íîé àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòåé ìàëûõ óêëîíåíèé
âïëîòü äî êîíñòàíòû äëÿ ðÿäà êîíêðåòíûõ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ. Îñîáîå
âíèìàíèå ìû óäåëÿåì âåñîâîé íîðìå â L2 äëÿ ðÿäà ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-
ñîâ, ñâÿçàííûõ ñ áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì, ãäå òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà ìàëûõ
óêëîíåíèé áûëà ðàíåå èçâåñòíà ëèøü äëÿ íåìíîãèõ ïðîñòåéøèõ âåñîâ.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû
òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷, ñïåêòðàëüíîé òåîðèè
îïåðàòîðîâ è òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Âàæíóþ ðîëü èã-
ðàåò ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ À. È. Íàçàðîâà è ß. Þ. Íèêèòèíà
[17, 3, 16] è ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü òî÷íóþ àñèìïòîòèêó ìàëûõ óêëîíåíèé
â L2-íîðìå äëÿ ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ, êîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèÿ êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà ñàìîñîïðÿæåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðà-
òîðà èç øèðîêîãî êëàññà.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.
1. Íàéäåíà àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòåé ìàëûõ óêëîíåíèé â L2-íîðìå ñ òî÷-
íîñòüþ äî êîíñòàíòû äëÿ øèðîêîãî êëàññà âçâåøåííûõ ãàóññîâñêèõ ïðî-
öåññîâ.
2. Âû÷èñëåíà òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà ìàëûõ óêëîíåíèé äëÿ ðÿäà êîíêðåòíûõ
ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ â âåñîâîé L2-íîðìå, â òîì ÷èñëå äëÿ ïðî-
öåññà Áîãîëþáîâà è ñåìåéñòâà ïðîöåññîâ Ìàòåðíà.
3. Ïîëó÷åíà ëîãàðèôìè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà ìàëûõ óêëîíåíèé â L2-íîðìå
äëÿ ðÿäà ñëó÷àéíûõ ïîëåé.
4. Íàéäåíà òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà ìàëûõ óêëîíåíèé äëÿ ðÿäà áðîóíîâñêèõ
ôóíêöèîíàëîâ, â òîì ÷èñëå äëÿ âåñîâîé L2-íîðìû áðîóíîâñêîé ýêñêóðñèè
è áðîóíîâñêîãî ìåàíäðà.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íî-
âûìè. Â íåé âïåðâûå ïîëó÷åíû îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû î òî÷íîé àñèìï-
òîòèêå ìàëûõ óêëîíåíèé â ãèëüáåðòîâîé íîðìå äëÿ ðÿäà èçâåñòíûõ è óïî-
òðåáèòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ íîñèò òåîðå-
òè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðàçðàáîòàííûå â íåé ìåòîäû è ïîäõîäû ìîãóò èñïîëüçî-
âàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ áëèçêèõ çàäà÷ òåîðèè ìàëûõ óêëîíåíèé. Â ïåðñïåêòèâå
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äðóãèõ ðàçäåëàõ òåîðèè
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âåðîÿòíîñòåéèìàòåìàòè÷åñêîéñòàòèñòèêè,àòàêæåñòàòèñòè÷åñêîéôèçèêè.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà
ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Âåðîÿòíîñòè ìàëûõ óêëîíåíèé è ñìåæíûå
âîïðîñû� (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 12�19 ñåíòÿáðÿ 2005 ã.), íà ñåìèíàðå Èíñòèòó-
òà ìàòåìàòè÷åñêîé ñòîõàñòèêè Ãåòòèíãåíñêîãî óíèâåðñèòåòà ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ïðîô.Ì.Äåíêåðà (âèþíå2007ã.), íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå Áèëåôåëüäñêîãî óíèâåðñèòåòà ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ïðîô.Ô. Ã�åòöå (â èþëå 2008 ã.), íà Ïåðâîì Ñåâåðíîì òðåõñòîðîííåì
(ôèíñêî-øâåäñêî-ðîññèéñêîì) ñåìèíàðå (Ýñïîî, 9�11 ìàðòà 2009 ã.), íà 16-
é Âñåðîññèéñêîé øêîëå-êîëëîêâèóìå ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì (Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, 19�24 ìàÿ 2009 ã.), íà 33-é Êîíôåðåíöèè ïî ñëó÷àéíûì ïðîöåñ-
ñàì è èõ ïðèëîæåíèÿì (Áåðëèí, 27�31 èþëÿ 2009 ã.), íà 10-é Ìåæäóíàðîä-
íîé âèëüíþññêîé êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêå (Âèëüíþñ, 28 èþíÿ � 2 èþëÿ 2010 ã.) è íà ñàíêò-ïåòåðáóðãñêîì
ãîðîäñêîì ñåìèíàðå ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå
ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ È. À. Èáðàãèìîâà (â îêòÿáðå 2010 ã.).
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ
[Ï1]�[Ï8].Èçíèõïÿòüðàáîò [Ï1]�[Ï5]îïóáëèêîâàíûâæóðíàëàõ,ðåêîìåíäî-
âàííûõÂÀÊ(ðàáîòà [Ï5] îïóáëèêîâàíàâæóðíàëå, óäîâëåòâîðÿþùåìäîñòà-
òî÷íîìóóñëîâèþâêëþ÷åíèÿâïåðå÷åíüÂÀÊ:åãîïåðåâîäíàÿâåðñèÿ �Journal
of Mathematical Sciences� âõîäèò â ñèñòåìó öèòèðîâàíèÿ SCOPUS). Ðàáîòû
[Ï5]�[Ï7] íàïèñàíû â ñîàâòîðñòâå. Â ðàáîòå [Ï5] íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
À.È.Íàçàðîâóïðèíàäëåæèòïîñòàíîâêàçàäà÷èèîáùååðóêîâîäñòâîðàáîòîé,
àäèññåðòàíòó�äîêàçàòåëüñòâîîñíîâíûõòåîðåì.Ðàáîòû [Ï6,Ï7]�ýòîòåçè-
ñû ñîâìåñòíûõ äîêëàäîâ íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ íà îáùóþ òåìó,
ãäå ïðåäñòàâëåíûêàê ðåçóëüòàòû àâòîðà, òàê è åãî íàó÷íûõðóêîâîäèòåëåé.
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç âîñüìè ïà-
ðàãðàôîâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 102 íàèìåíîâàíèÿ. Îáùèé
îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 101 ñòðàíèöó.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè (ïàðàãðàô 1) èçëàãàåòñÿ èñòîðèÿ âîïðîñà, îïèñûâàåòñÿ
ñòðóêòóðà è ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.
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Â ïàðàãðàôå 2 ðåøàåòñÿ âîïðîñ î íàõîæäåíèè àñèìïòîòèêè ìàëûõ
óêëîíåíèé äëÿ âçâåøåííûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Äëÿ ïðîöåññîâ, êîâàðèà-
öèîííàÿ ôóíêöèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà èç äîâîëüíî øèðîêîãî êëàññà, è äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ íåâûðîæ-
äåííûõ âåñîâûõ ôóíêöèé ÿâíî âûïèñûâàåòñÿ àñèìïòîòèêà ìàëûõ óêëî-
íåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Óñëîâèÿì îñíîâíîé òåîðåìû �2 óäîâëå-
òâîðÿþò ìíîãèå èçâåñòíûå ïðîöåññû, íàïðèìåð, âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, áðî-
óíîâñêèé ìîñò, ïðîöåññ Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà, èõ ìíîãîêðàòíî ïðîèíòåãðè-
ðîâàííûå àíàëîãè. Â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ îáñóæäàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà
âîçìîæíî ïðîâåñòè äî êîíöà âñå âû÷èñëåíèÿ è ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå
äëÿ âñåõ êîíñòàíò, âõîäÿùèõ â àñèìïòîòèêó.

Â ïàðàãðàôå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ ãàóññîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, ó
êîòîðûõ ñîáñòâåííûå ôóíêöèè êîâàðèàöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ W(u)(t) ≡W (t)−utW (1) ïðè 0 6 t 6 1,
u 6 1. Ýòî ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîâàðèàöèîííîé
ôóíêöèåé GW(u)(t, s) = s∧t−(2u−u2)st, òî åñòü ïðè u ∈ (0, 1] ïðîöåññW(u)

ñîâïàäàåò ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñ ðàññìàòðèâàåìûì íà îòðåçêå [0, 1] áðîóíîâ-
ñêèì ìîñòîì èç íóëÿ â íóëü äëèíû (2u − u2)−1. Ïðè u = 1 ýòîò ïðîöåññ
ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì áðîóíîâñêèì ìîñòîì, à ïðè u = 0 ñî ñòàíäàðò-
íûì âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì. Àñèìïòîòèêà ìàëûõ óêëîíåíèé äëÿ ïðîöåññà
W(u) ñî ñòåïåííûì è ýêñïîíåíöèàëüíûì âåñîì èçó÷àëàñü â ðàáîòå [3], ÷à-
ñòè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà è áðîóíîâñêîãî ìîñòà ñî
ñòåïåííûì âåñîì áûëè íåçàâèñèìî ïîëó÷åíû â [9].

Â ïàðàãðàôå 3 âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà ìàëûõ óêëîíåíèé
ïðîöåññà W(u) ñ ÷åòûðüìÿ êîíêðåòíûìè äðîáíî-ðàöèîíàëüíûìè âåñàìè:
ψ(t) = (a2 + t2)−2 ïðè a > 0, ψ(t) = (a2 − t2)−2 ïðè a > 1, ψ(t) = (t+ a)−2

ïðè a > 0 è ψ(t) = (t+ a)−4 ïðè a > 0.
Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü a > 0.

1. Äëÿ ñòàíäàðòíîãî áðîóíîâñêîãî ìîñòà W(1) = B ïðè ε→ 0 èìååì

P

{∫ 1

0

B2(t)
(t+ a)4

dt 6 ε2
}
∼ 2

√
2√
π

exp
(
− (a(a+ 1))−2

8
ε−2

)
.
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2. Ïóñòü u < 1. Òîãäà äëÿ �óêîðî÷åííîãî� áðîóíîâñêîãî ìîñòà W(u) ïðè
ε→ 0 èìååì

P

{∫ 1

0

W 2
(u)(t)

(t+ a)4
dt 6 ε2

}
∼ 4a1/2(a+ 1)3/2

(1− u)π1/2
·ε·exp

(
− (a(a+ 1))−2

8
ε−2

)
.

Â ïàðàãðàôàõ 4 è 5 ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññû, ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
êîòîðûõ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ.

Â ïàðàãðàôå 4 âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà äëÿ ðÿäà ïðîöåñ-
ñîâ, ïîðîæäàþùèõ êðàåâûå çàäà÷è âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå
ðåçóëüòàòû äëÿ äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà U(α) è
ïðîöåññà Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà Ů(α), âûõîäÿùåãî èç íóëÿ, íà îòðåçêå è íà
ïîëóîñè ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì âåñîì:
Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü α ∈ R è q 6= 0. Òîãäà ïðè ε→ 0 èìååì

P

{∫ 1

0

e2qtŮ2
(α)(t) dt 6 ε2

}
∼ eα/2

eq/4
4q√

π(eq − 1)
· ε · exp

(
− (eq − 1)2

8q2
ε−2

)
.

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü α > 0 è q 6= 0. Òîãäà ïðè ε→ 0 èìååì

P

{∫ 1

0

e2qtU2
(α)(t) dt 6 ε2

}
∼

∼ 8
√
α

π

eα/2

eq/4

(
q

eq − 1

)3/2

· ε2 · exp
(
− (eq − 1)2

8q2
ε−2

)
.

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü q > 0.

1. Ïóñòü α ∈ R. Òîãäà ïðè ε→ 0 èìååì

P

{∫ ∞

0

Ů2
(α)(t)e

−2qt dt 6 ε2
}
∼

∼ 2

π
1
4 Γ

1
2

(
1 + |α|

q

) · (2qε)
1
2−

|α|
q · exp

(
−1

8
(qε)−2

)
.

2. Ïóñòü α > 0. Òîãäà ïðè ε→ 0 èìååì

P

{∫ ∞

0

U2
(α)(t)e

−2qt dt 6 ε2
}
∼

∼
2

(
α
q

) 1
2

π
1
4 Γ

1
2

(
1 + α

q

) · (2qε)
3
2−

α
q · exp

(
−1

8
(qε)−2

)
.
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Òàêæå â ïàðàãðàôå 4 ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà äëÿ áðîóíîâñêîãî ìîñòà
ñî ñòåïåííûì âåñîì è äëÿ òàê íàçûâàåìîãî îíëàéí-öåíòðèðîâàííîãî âèíå-
ðîâñêîãî ïðîöåññà W (t)− t−1

∫ t
0
W (s) ds ñî ñòåïåííûì âåñîì.

Â ïàðàãðàôå 5 âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà ìàëûõ óêëîíåíèé
äëÿ ïðîöåññîâ, ïîðîæäàþùèõ êðàåâûå çàäà÷è ÷åòâåðòîãî è áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà. Äëÿ ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà X(t), t ∈ [0, 1], ðàññìîòðèì åãî m ðàç
ïðîèíòåãðèðîâàííûé àíàëîã X [β1,...,βm]

m (t),

X [β1,...,βm]
m (t) = (−1)β1+...+βm

∫ t

βm

. . .

∫ t1

β1

X(s) ds dt1 . . . dtm−1.

Çäåñü βj , j = 1, . . . ,m, ðàâíû 0 èëè 1.
Ïîëîæèì ïðè n > 1

εn =
(
ε

√
n sin

π

2n

) 1
2n−1

, Dn =
2n− 1

2n sin π
2n

z = exp
(
iπ

n

)
,

÷åðåç V (. . .) îáîçíà÷èì ìàòðèöó Âàíäåðìîíäà.
Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ ðàçëè÷íûõ ìíîãîêðàòíî ïðîèí-

òåãðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñî ñòåïåííûì âåñîì:
Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü u < 1. Òîãäà ïðè ε→ 0 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

P

{∫ 1

0

t−n
(
W

[0,0,...,0]
(u),n−1 (t)

)2

dt 6 ε2
}
∼

∼ 2n/2 · π(n−2)/4 · n(n+2)/4

(0!1!2! . . . (n− 1)! · |detV (1, z, . . . , zn−1)|)1/2
×

× ε
1−n2

2
n

(1− u)
√
Dn

· exp
(
−Dn
ε2n

)
.

Òåîðåìà 5.4. Ïðè ε→ 0 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

P

{∫ 1

0

t−n
(
B

[0,0,...,0]
n−1 (t)

)2

dt 6 ε2
}
∼

∼ 2n/2 · π(n−2)/4 · n(n+2)/4

(1!1!2! . . . (n− 1)! · |detV (z−1, z, . . . , zn−1)|)1/2
×

× ε
−n2

2
n√
Dn

exp
(
−Dn
ε2n

)
.
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Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ïðîöåññà W
[1,1,...,1]
(u),n−1 , �óñëîâíîãî�

ïðîèíòåãðèðîâàííîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà (òàê íàçûâàåìîãî ïðîöåññà
Ëàøàëÿ) Bm,

Bm(t) =
(
W [0,0,...,0]
m (t)

∣∣∣ W [0,0,...,0]
j (1) = 0, 0 6 j 6 m

)
,

è ìíîãîêðàòíî ïðîèíòåãðèðîâàííîãî öåíòðèðîâàííîãî âèíåðîâñêîãî ïðî-
öåññàW (t) ≡W (t)−

∫ 1

0
W (s) ds. Íàéäåíà òàêæå òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà ìàëûõ

óêëîíåíèé äëÿ îäíîêðàòíî ïðîèíòåãðèðîâàííîãî îíëàéí-öåíòðèðîâàííîãî
âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñ êâàäðàòè÷íûì âåñîì.

Â ïàðàãðàôàõ 6 è 7 èçó÷àþòñÿ ìàëûå óêëîíåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-
ñîâ, èìåþùèõ âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ôèçè÷åñêèõ è ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðèëî-
æåíèé.

Îïðåäåëèì ïðîöåññ Áîãîëþáîâà Y (t), t ∈ [0, 1], êàê ãàóññîâñêèé ïðîöåññ
ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

EY (t)Y (s) =
1

2ω sh(ω/2)
ch

(
ω|t− s| − ω

2

)
, t, s ∈ [0, 1], ω > 0.

Ìåðîé Áîãîëþáîâà µB íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà Y (t) â ïðîñòðàí-
ñòâå C0[0, 1], ñíàáæåííîì ðàâíîìåðíîé ìåòðèêîé.

Ìåðà Áîãîëþáîâà áûëà äåòàëüíî ðàññìîòðåíà â [4, 5]. Îíà èãðàåò âàæ-
íóþ ðîëü â òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì. Ìåðà
Áîãîëþáîâà âîçíèêàåò â ïðåäñòàâëåíèè ãèááñîâñêèõ ðàâíîâåñíûõ ñðåäíèõ
îò áîçå-îïåðàòîðîâ â âèäå ôóíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
T -ïðîèçâåäåíèé Áîãîëþáîâà. Câîéñòâà ìåðû Áîãîëþáîâà, ôóíêöèîíàëü-
íûõ èíòåãðàëîâ ïî ýòîé ìåðå è òðàåêòîðèé ïðîöåññà Áîãîëþáîâà èçó÷àëèñü
â ïîñëåäíèå ãîäû â ðàáîòàõ Ä. Ï. Ñàíêîâè÷à è Â. Ð. Ôàòàëîâà.

Â ïàðàãðàôå 6 âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà äëÿ ïðîöåññîâ Áîãî-
ëþáîâà ñ åäèíè÷íûì è ýêñïîíåíöèàëüíûì âåñîì:
Òåîðåìà 6.2. Ïðè ε→ 0 âåðíî ñîîòíîøåíèå

P{‖Y ‖ 6 ε} ≡ µB

{
x :

∫ 1

0

x2(t)dt 6 ε2
}
∼ 4

√
2 sh(ω/2)√

π
ε exp

(
−1

8
ε−2

)
.

Òåîðåìà 6.3. Ïðè q 6= 0 è ε→ 0 âåðíî ñîîòíîøåíèå

P

{∫ 1

0

Y 2(t)e2qtdt 6 ε2
}
∼ 4

√
2 sh(ω/2)q√

π ch(q/2)(eq − 1)
ε exp

(
− (eq − 1)2

8q2
ε−2

)
.
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Êðîìå òîãî, â ïàðàãðàôå 6 ïîëó÷åíà òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà äëÿ ìíîãî-
êðàòíî ïðîèíòåãðèðîâàííûõ ïðîöåññîâ Áîãîëþáîâà.

Äëÿ ν > 1/2 îïðåäåëèì ïðîöåññ Ìàòåðíà Z(ν)(t), t ∈ [0, 1], êàê ãàóññîâ-
ñêèé ïðîöåññ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

GZ(ν)(s, t) =
23/2−ν

Γ(ν − 1/2)
|s− t|ν−1/2Kν−1/2(|s− t|), s, t ∈ [0, 1],

ãäåKα � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ñ èíäåêñîì α. Ýòè ïðîöåññû
áûëè, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ðàññìîòðåíû èçâåñòíûì øâåäñêèì ñòàòèñòè-
êîì Á. Ìàòåðíîì â çàäà÷àõ ãåîñòàòèñòèêè [15]. Îíè ïîÿâëÿþòñÿ âî ìíîãèõ
ïðèêëàäíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëÿõ ñòàòèñòè÷åñêîé ãèäðîìåõàíèêè, òåî-
ðèè ýëåêòðè÷åñêèõ øóìîâ, ñì., íàïðèìåð, [7]. Ïðîöåññû Ìàòåðíà òàêæå
ñâÿçàíû ñ îäíèì êëàññîì äðîáíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé, íåäàâíî èçó÷åííûì
â ðàáîòå [11].

Â ïàðàãðàôå 7 âû÷èñëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà ìàëûõ
óêëîíåíèé ñ ïðîèçâîëüíûì ñóììèðóåìûì âåñîì äëÿ ïðîöåññà Ìàòåðíà ñ
ëþáûì èíäåêñîì è òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà äëÿ ïðîöåññîâ Ìàòåðíà ñ ïðîèç-
âîëüíûì íàòóðàëüíûì èíäåêñîì:
Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü ψ � ñóììèðóåìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà

[0, 1]. Ïîëîæèì Jh =
1∫
0

ψ(t)1/hdt. Òîãäà

lim
ε→0

ε2/(2ν−1) · lnP{‖Z(ν)‖ψ 6 ε} =

= −
(

2Γ(ν)
π2ν−1/2Γ(ν − 1/2)

)1/(2ν−1)

· 2ν − 1
2

·
(

πJ2ν

2ν sin π
2ν

)2ν/(2ν−1)

.

Òåîðåìà 7.4. Ïóñòü n ∈ N. Ïðè ε→ 0 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

P{‖Z(n)‖ 6 ε} ∼ 2(n2+n+1)/2n(n+1)/2en/2

|detV (1, z, . . . , zn−1)|
εn

2+1
n√
πDn

exp
(
−Dn

2ε2n

)
.

Çäåñü

εn =
(
ε

√
2n
cn

sin
π

2n

)1/(2n−1)

, Dn =
2n− 1

2n sin π
2n

,

z = exp
(
iπ

n

)
, cn =

2
√
πΓ(n)

Γ(n− 1/2)
,
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à V (. . .) îáîçíà÷àåò ìàòðèöó Âàíäåðìîíäà.

Äàëåå â ïàðàãðàôå 7 ïîëó÷åíà ëîãàðèôìè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà äëÿ ïî-
ëåé Ìàòåðíà, ò.å. òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé ïðîöåññîâ Ìàòåðíà.

Â ïàðàãðàôå 8 èçó÷àþòñÿ ìàëûå óêëîíåíèÿ ãèëüáåðòîâîé íîðìû áðî-
óíîâñêîé ýêñêóðñèè, áðîóíîâñêîãî ìåàíäðà íà îòðåçêå [0, 1] è ðÿäà äðó-
ãèõ áðîóíîâñêèõ ôóíêöèîíàëîâ â òåñíîé ñâÿçè ñ ìàëûìè óêëîíåíèÿìè
áðîóíîâñêîãî ëîêàëüíîãî âðåìåíè è áåññåëåâñêèìè ïðîöåññàìè. Êëþ÷åâóþ
ðîëü â íàõîæäåíèè àñèìïòîòèêè ìàëûõ óêëîíåíèé óïîìÿíóòûõ ïðîöåññîâ
èãðàåò èõ ñâÿçü ñ íåêîòîðûìè õîðîøî èçó÷åííûìè ãàóññîâñêèìè ïðîöåññà-
ìè.

Îïèðàÿñü íà òîæäåñòâî Óèëüÿìñà, ñâÿçûâàþùåå áðîóíîâñêóþ ýêñêóð-
ñèþ ñ òðåõìåðíûì áåññåëåâñêèì ìîñòîì, ìû íàõîäèì òî÷íóþ àñèìïòîòèêó
ìàëûõ óêëîíåíèé äëÿ áðîóíîâñêîé ýêñêóðñèè e â L2-íîðìå ñ ðàçëè÷íûìè
âåñàìè:

Òåîðåìà 8.3. Ïðè ε→ 0 âåðíî ñîîòíîøåíèå

P

{∫ 1

0

e2(t) dt 6 ε2
}
∼ 2

√
6√
π
ε−2 exp

(
−9

8
ε−2

)
.

Òåîðåìà 8.4. Ïóñòü θ > −2. Òîãäà ïðè ε→ 0 âåðíî ñîîòíîøåíèå

P

{∫ 1

0

tθe2(t) dt 6 ε2
}
∼ 4π1/4

3(θ−4)/(4(θ+2))Γ3/2
(
θ+3
θ+2

)×
× ((θ + 2)ε)−

θ+8
2(θ+2) exp

(
−9

2
((θ + 2)ε)−2

)
.

Êðîìå òîãî, âû÷èñëåíà àñèìïòîòèêà ìàëûõ óêëîíåíèé áðîóíîâñêîé ýêñ-
êóðñèè ñ âåñàìè Àíäåðñîíà�Äàðëèíãà ψ(t) = (t(1 − t))−1 è Ðîäðèãåñà�
Âèîëëàñà ψ(t) = (t(2− t))−1.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ìàëûõ óêëîíåíèé áðîóíîâñêîãî
ìåàíäðà m ñ ðàçëè÷íûìè âåñàìè:

Òåîðåìà 8.10. Ïðè ε→ 0 ñïðàâåäëèâà òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà

P{‖m‖2 6 ε2} ∼ 4

√
2
3π

exp
(
−9

8
ε−2

)
.
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Òåîðåìà 8.11. Ïóñòü θ > −2. Òîãäà ïðè ε→ 0 âåðíî ñîîòíîøåíèå

P

{∫ 1

0

tθm2(t)dt 6 ε2
}
∼ 22+ θ

2(θ+2)π
1
2

3
1
2+ 3θ

4(θ+2) Γ
(

1
θ+2

)
Γ1/2

(
θ+3
θ+2

)×
× ((θ + 2)ε)

3θ
2(θ+2) exp

(
−9

4
((θ + 2)ε)−2

)
.

Òàêæå íàéäåíà òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà ìàëûõ óêëîíåíèé áðîóíîâñêîãî ìå-
àíäðà mz ñ êîíöîì â òî÷êå z > 0:
Òåîðåìà 8.9. Ïðè ε → 0 è ôèêñèðîâàííîì z > 0 ñïðàâåäëèâà àñèìïòî-
òèêà:

P{‖mz‖ 6 ε} ∼
2
√

2(z2 + 3)√
π

ε−2 exp
(
− (z2 + 3)2

8
ε−2 +

z2

2

)
.

Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè ôóíêöèîíàëîâ îò ëîêàëüíîãî
âðåìåíè áðîóíîâñêîãî ìîñòà Lxt (B) è ôóíêöèîíàëîâ îò áðîóíîâñêîé ýêñ-
êóðñèè, ìû ïîëó÷àåì òî÷íóþ àñèìïòîòèêó ìàëûõ óêëîíåíèé äëÿ íåêîòî-
ðûõ ôóíêöèîíàëîâ îò ïðîöåññà Lx1(B) çà âðåìÿ 1 â òî÷êå x:
Òåîðåìà 8.7. Ïðè ε→ 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

P

{∫ ∞

−∞
(Lx1(B))3dx 6 ε

}
∼ 8

√
6√
π
ε−1 exp

(
−9

2
ε−1

)
,

Òåîðåìà 8.8. Ïðè ε→ 0

P

{∫ ∞

−∞
(Lx1(B))2 dx 6 ε

}
∼ 8

3
a
3/2
1 ε−2 exp

(
− 8a3

1

27ε2

)
,

ãäå a1 ≈ 2.3381 � àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ïåðâîãî íóëÿ ôóíêöèè Ýéðè.
Ýòè ðåçóëüòàòû óòî÷íÿþò ïîëó÷åííóþ â ðàáîòå [8] ëîãàðèôìè÷åñêóþ

àñèìïòîòèêó ìàëûõ óêëîíåíèé ðàññìîòðåííûõ ôóíêöèîíàëîâ îò ëîêàëü-
íîãî âðåìåíè áðîóíîâñêîãî ìîñòà.

Òàêæå â ïàðàãðàôå 8 íàéäåíà òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà ìàëûõ óêëîíåíèé
äëÿ ñóïðåìóìà áðîóíîâñêîé ýêñêóðñèè m(e) = sup06u61 e(u) è äëÿ èíòå-
ãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà

h(e) =
∫ 1

0

ds/e(s).
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Òåîðåìà 8.12. Ïðè ε→ 0 ñïðàâåäëèâà òî÷íàÿ àñèìïòîòèêà

P{m(e) 6 ε} ∼ π2
√

2π
ε3

exp
(
−π

2

2
ε−2

)
.

Ñëåäñòâèå 8.13. Ïðè ε→ 0 ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà

P{h(e) 6 ε} ∼ 8π2
√

2π
ε3

exp
(
−2π2

ε2

)
.
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