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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ è íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Èñ-
ñëåäóåòñÿ ñâîéñòâî BMO-ðåãóëÿðíîñòè ðåø¼òîê, ñâîéñòâî A1-ðåãóëÿðíîñòè ðåø¼òîê,
îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðîâ â ðåø¼òêàõ è ôîðìóëû äëÿ âåùåñòâåííîé èíòåðïîëÿöèè
ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæä¼ííûõ êâàçèðåãóëÿðíûì ïðîåêòîðîì, à òàêæå ïðîñòðàíñòâ òèïà
Õàðäè.

1. Ñâîéñòâà ñàìîäâîéñòâåííîñòè, äåëèìîñòè, è õàðàêòåðèçàöèÿ BMO-ðåãóëÿðíîñòè
ðåø¼òîê â òåðìèíàõ îãðàíè÷åííîñòè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ èìå-
þò ÷èñòî âåùåñòâåííûå äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå ðàáîòàþò è â îáùåì ñëó÷àå
ïðîñòðàíñòâ îäíîðîäíîãî òèïà âðîäå Rn, à íå òîëüêî íà îêðóæíîñòè T. BMO-
ðåãóëÿðíîñòü äëÿ ïàð ðåø¼òîê íà ïðîñòðàíñòâå îäíîðîäíîãî òèïà òàêæå îáëàäàåò
ñâîéñòâàìè ñàìîäâîéñòâåííîñòè è äåëèìîñòè.

2. Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå Êè Ôàíà�Êàêóòàíè � ìîùíûé èíñòðóìåíò, êîòî-
ðûé ìîæíî ïðèìåíÿòü â òàêèõ âîïðîñàõ àíàëèçà, êàê ïåðåõîä îò ðàçðåøèìîñòè
Hp çàäà÷è î êîðîíå ê ðàçðåøèìîñòè H∞ çàäà÷è î êîðîíå, ïðîâåðêà ñàìîäâîé-
ñòâåííîñòè è äåëèìîñòè ñâîéñòâà BMO-ðåãóëÿðíîñòè, è ïðîâåðêà êðèòåðèÿ BMO-
ðåãóëÿðíîñòè ðåø¼òêè â òåðìèíàõ AK-óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðîé ïàðû ðåø¼òîê ñ
äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèè. Â ýòîé ðàáîòå àâòîð ñòàâèò ïåðåä ñîáîé öåëü ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàòü è ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî äîêàçàòü íîâûå çàêîíîìåðíîñòè, ïîçâîëÿþùèå
ëó÷øå ïîíÿòü âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó òàêèõ âàæíûõ èíñòðóìåíòîâ ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà, êîìïëåêñíîãî àíàëèçà è òåîðèè ôóíêöèé, êàê òåîðèÿ èíòåðïîëÿöèè, ñèíãó-
ëÿðíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, ðåø¼òêè èçìåðèìûõ ôóíêöèé, òåîðåìà î êîðîíå, à
òàêæå ñâÿçàííûõ ñ íèìè ïîíÿòèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î BMO-ðåãóëÿðíîñòè ïîëó÷åíû ñ ïî-
ìîùüþ òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå, ìåòîäîâ òåîðèè áàíàõîâûõ ðåø¼òîê (âêëþ÷àÿ
èçâåñòíóþ òåîðåìó Ã. ß. Ëîçàíîâñêîãî î ôàêòîðèçàöèè è òåîðåìó À. Â. Áóõâàëîâà è
Ã. ß. Ëîçàíîâñêîãî î òîì, ÷òî ìíîæåñòâà, çàìêíóòûå ïî ìåðå, âî ìíîãèõ îòíîøåíè-
ÿõ âåäóò ñåáÿ êàê êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà), âåñîâûõ êëàññîâ Ìàêåíõàóïòà, è îäíîãî
èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà, îïèðàþùåãîñÿ íà òåîðåìó Ãðîòåíäèêà. Ðåçóëüòàòû î õîðîøåé
èíòåðïîëÿöèè A1-ðåãóëÿðíûõ ðåø¼òîê ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âåñîâûõ îöåíîê
è òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Êàëüäåðîíà�Çèãìóíäà.

Äîñòîâåðíîñòü íàó÷íûõ ïîëîæåíèé. Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ÿâ-
ëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè äîñòîâåðíûìè ôàêòàìè. Îíè áûëè îïóáëèêîâàíû â ðåöåíçèðó-
åìûõ æóðíàëàõ, à èõ äîêàçàòåëüñòâà íåîäíîêðàòíî ïðîâåðÿëèñü ñïåöèàëèñòàìè â òîé
îáëàñòè, ê êîòîðîé ýòè ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ (èìååòñÿ â âèäó ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç
è òåîðèÿ èíòåðïîëÿöèè).

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
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Àêòóàëüíîñòü, ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü è îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.
Âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè êîíêðåòíûõ îïåðàòîðîâ â êîíêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ çà-
íèìàåò âàæíîå ìåñòî â àíàëèçå è àêòèâíî èññëåäîâàëñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå ñ òåõ ïîð,
êàê ïîíÿòèå îïåðàòîðà è ëèíåéíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ðàñïðîñòðàíèëîñü
â ìàòåìàòèêå, ò. å. ñî ñòàíîâëåíèåì è ðàçâèòèåì ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Íîâûå
ñâåäåíèÿ, ìåòîäû è çàêîíîìåðíîñòè, îïèñàííûå â ýòîé äèññåðòàöèè, ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè èëè â áëèçêèõ ê íåé,
òàêèõ êàê âîïðîñû òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è ò. ä.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà îáùåãî-
ðîäñêîì ñåìèíàðå ïî ëèíåéíîìó è êîìïëåêñíîìó àíàëèçó â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãå (2 äî-
êëàäà â 2010 ãîäó è 1 äîêëàä â 2011 ãîäó).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [39], [40],
[41] è ïðåïðèíòå [42]. Âñå òðè ñòàòüè [39], [40] è [41] íàïå÷àòàíû â æóðíàëàõ èç ñïèñêà
ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ è ïÿòè ãëàâ, ðàç-
áèòûõ â îáùåé ñëîæíîñòè íà 28 ïàðàãðàôîâ è çàíèìàåò 182 ñòðàíèöû. Áèáëèîãðàôèÿ
ñîäåðæèò 65 íàèìåíîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Èíòåðïîëÿöèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü X è Y � êâàçèáàíàõîâû ðåø¼òêè èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè T ñ
ìåðîé Ëåáåãà. Â íèõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà
XA è YA, XA = X ∩ N+ è YA = Y ∩ N+, ñîñòîÿùèå èç ñóæåíèé íà ãðàíèöó àíàëèòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé èç êëàññà Ñìèðíîâà, êîòîðûå ëåæàò òàêæå â X è Y ñîîòâåòñòâåííî.
Íàïðèìåð, àíàëèòè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ êëàññîâ Ëåáåãà Lp � ýòî ïðîñòî êëàñ-
ñû Õàðäè (Lp)A = Hp. Êàê óñòðîåíû èíòåðïîëÿöèîííûå ïðîñòðàíñòâà ìåæäó XA è
YA? Ðàçóìååòñÿ, äëÿ âñÿêîãî èíòåðïîëÿöèîííîãî ôóíêòîðà F â êàòåãîðèè áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâ âåðíî ñîîòíîøåíèå F ((XA, YA)) ⊂ (F ((X, Y )))A . Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå,
ò. å. ðàâåíñòâî F ((XA, YA)) = (F ((X, Y )))A , ìû áóäåì íàçûâàòü �ïðàâèëüíîé�, èëè
�õîðîøåé� èíòåðïîëÿöèåé äëÿ ïàðû (XA, YA) ïî ïîíÿòíûì ïðè÷èíàì; ýòî ÿâëåíèå åù¼
íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòüþ èíòåðïîëÿöèè F äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ (XA, YA). Äëÿ
ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà Lp (âåùåñòâåííàÿ è êîìïëåêñíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ êîòîðûõ, êàê õî-
ðîøî èçâåñòíî, â ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå ñëó÷àÿõ ñíîâà äà¼ò ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà) ýòè
ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âåùåñòâåííîé èíòåðïîëÿöèè (ïðè åñòåñòâåííîì âûáîðå ïîêàçàòåëÿ r)
ïðèíèìàþò âèä

(Hp,Hq)r,θ = Hr,
1

r
=

1− θ
p

+
θ

q
; (1)
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äëÿ êîìïëåêñíîé èíòåðïîëÿöèè, ñîîòâåòñòâåííî,

(Hp,Hq)θ = Hr,
1

r
=

1− θ
p

+
θ

q
. (2)

Õîðîøàÿ èíòåðïîëÿöèÿ (ñ ïðîèçâîëüíûì ìåòîäîì F) äëÿ ïàðû (XA, YA) ëåãêî ïî-
ëó÷àåòñÿ, åñëè ýòà ïàðà ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ïàðû (X, Y ) â êàòåãîðèè ïàð áàíàõî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ, ò. å. åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ïðîåêòîð
P : X+Y 7→ XA+YA, îäíîâðåìåííî ïðîåêòèðóþùèé X íà XA è Y íà YA, ò. å. åñëè ïðî-
ñòðàíñòâà XA è YA äîïîëíÿåìû â X è Y ñîîòâåòñòâåííî, ñ îäíèì è òåì æå ïðîåêòîðîì.
Ðàçóìååòñÿ, âî ìíîãèõ èíòåðåñíûõ ñëó÷àÿõ ýòî íå âûïîëíåíî; íàïðèìåð, êàê õîðîøî
èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [4]), ïðîñòðàíñòâà Hp íå äîïîëíÿåìû â Lp ïðè p ∈ {1,∞}.
Ïîñêîëüêó ïðîåêòîð Ðèññà P ïðîåêòèðóåò ïðîñòðàíñòâà Lp íà Hp ïðè 1 < p <∞, ïðè
1 < p, q < ∞ ïàðà (Hp,Hq) ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ïàðû (Lp,Lq), è ïîýòîìó íà íåé ëþ-
áîé èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä óñòîé÷èâ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè 1 < p, q < ∞ ñîîòíîøåíèÿ
(1) è (2) àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíû. Íî íåðåäêî áûâàþò èíòåðåñíû êàê ðàç êðàéíèå
çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé. Ï. Äæîíñ åù¼ â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïîêàçàë
(ñì. [9], [8] è [6]), ÷òî õîðîøàÿ èíòåðïîëÿöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ îáû÷íûõ ïðîñòðàíñòâ
Õàðäè Hp, 1 6 p 6∞, è âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî ìåòîäîâ èíòåðïîëÿöèè � ò. å.
â èíòåðïîëÿöèîííîì ñìûñëå øêàëà ïðîñòðàíñòâ Hp ïðè 1 6 p 6∞ âåä¼ò ñåáÿ òàê æå,
êàê è øêàëà ïðîñòðàíñòâ Lp.

Èíòåðåñ ê âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ èíòåðïîëÿöèåé àíàëèòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, óñè-
ëèâøèéñÿ ê êîíöó 80-õ, îáóñëîâëåí, â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàíèÿìè ñâîéñòâ äèñê-àëãåáðû
CA è êëàññîâ Õàðäè Hp êàê áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ; ñì. îáçîðû [35] è [7, Chapter 16].
Óïîìÿíåì ðàáîòó Æ. Áóðãåéíà [10] 1984 ã., ãäå, â ÷àñòíîñòè, äëÿ äèñê-àëãåáðû CA

áûë óñòàíîâëåí àíàëîã òåîðåìû Ãðîòåíäèêà î òîì, ÷òî âñÿêèé îãðàíè÷åííûé îïåðà-
òîð èç CA â L1 ÿâëÿåòñÿ 2-ñóììèðóþùèì. Ñ. Â. Êèñëÿêîâ â ðàáîòå [15] 1989 ã. íàø¼ë
ïðîñòûå äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, ôàêòè÷åñêè îñíîâûâàþùèåñÿ íà èíòåð-
ïîëÿöèè äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Hp. Â òî æå âðåìÿ Ê. Øó (èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå
èäåè Æ. Ïèçüå) â [29] ïðèâ¼ë ïðîñòûå äîêàçàòåëüñòâà óïîìÿíóòûõ òåîðåì Ï. Äæîíñà
î ïðàâèëüíîé èíòåðïîëÿöèè â øêàëå Hp.

Ïðèìåðíî â ýòî âðåìÿ ñòàëî ïîíÿòíî (ïåðâûì ýòî çàìåòèë, ïî-âèäèìîìó, Æ. Ïèçüå
â ðàáîòå [23]), ÷òî åñòåñòâåííûì ïîäõîäîì ê ïîäîáíûì âîïðîñàì äëÿ âåùåñòâåííîé
èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå K-çàìêíóòîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðû. Âåùå-
ñòâåííûå èíòåðïîëÿöèîííûå ïðîñòðàíñòâà îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ K-ôóíêöèîíàëà
K(t, f ;X, Y ) = inf {‖g‖X + t‖h‖Y | f = g+h}, çàäàííîãî äëÿ t > 0 è f ∈ X+Y . Ïîäïà-
ðà (E,F ) ïàðû (X, Y ) áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ K-çàìêíóòîé â (X, Y ), åñëè
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå K(t, f ;E,F ) 6 CK(t, f ;X, Y ) äëÿ âñåõ t > 0 è f ∈ E + F ñ
íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C, íå çàâèñÿùåé îò t è f . Ñâîéñòâî K-çàìêíóòîñòè äîïóñêàåò
ïðîñòûå ïåðåôîðìóëèðîâêè (ñì., íàïðèìåð, [5]), èç êîòîðûõ íàèáîëåå ïîëåçíà ñëåäóþ-
ùàÿ: äëÿ âñÿêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f ∈ E+F â ñóììó f = g0 +h0, g0 ∈ X, h0 ∈ Y ,
íàéä¼òñÿ ðàçëîæåíèå â ñóììó f = g + h, g ∈ E, h ∈ F , òàêîå, ÷òî ‖g‖X 6 C‖g0‖X
è ‖h‖Y 6 C‖h0‖Y ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C, íå çàâèñÿùåé îò f , g0, h0. Åñòåñòâåííî,
èç K-çàìêíóòîñòè ïàðû (XA, YA) â ïàðå (X, Y ), êîòîðóþ ìû, ñëåäóÿ ñòàòüå [17], áóäåì
íàçûâàòü AK-óñòîé÷èâîñòüþ (àíàëèòè÷åñêîé K-óñòîé÷èâîñòüþ) ïàðû (X, Y ), âûòåêà-
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åò õîðîøàÿ âåùåñòâåííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ äëÿ ýòîé ïàðû. Îòìåòèì åù¼ îäíî èíòåðåñíîå
ñâîéñòâî. Ïîäïàðà (E,F ) ïàðû (X, Y ) íàçûâàåòñÿ ðåòðàêòíîé ïîäïàðîé ïàðû (X, Y ),
åñëè äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà f ∈ E+F ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð T : X+Y → E+F ,
òàêîé, ÷òî ‖T‖X→E 6 C, ‖T‖Y→F 6 C è Tf = f , äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C, íå çà-
âèñÿùåé îò f . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ïàðà (E,F ) ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòíîé ïîäïàðîé ïàðû
(X, Y ), òî ïàðà (E,F ) K-çàìêíóòà â (X, Y ), íî íåÿñíî, âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå
â îáùåì ñëó÷àå. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ õîðîøåé èíòåðïîëÿöèè (ëþáûì èíòåð-
ïîëÿöèîííûì ìåòîäîì) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïàðà (XA, YA) áûëà ðåòðàêòíîé ïîäïàðîé
ïàðû (X, Y ) (ñì., íàïðèìåð, [12, Corollary 2.1]).

Æ. Ïèçüå (ñì. [22], [23], [24]) ïîêàçàë â 1991 ã., ÷òî äëÿ êëàññîâ Õàðäè AK-
óñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî, à òàêæå ïîëó÷èë íåêîòîðûå âåêòîðíîçíà÷íûå è íåêîì-
ìóòàòèâíûå îáîáùåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû òàêæå îõâàòûâàþò ñëó÷àé
ïîêàçàòåëåé, ìåíüøèõ åäèíèöû. Ïðèìåðíî â òî æå âðåìÿ Ê. Øó â [31] òàêæå ïîëó-
÷èë íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ õîðîøåé âåùåñòâåííîé èíòåðïîëÿöèè âåêòîðíîçíà÷íûõ
êëàññîâ Hp. Äàëåå, Ê. Øó ïîêàçàë â [30], ÷òî äëÿ ïåðåñòàíîâî÷íî èíâàðèàíòíûõ áà-
íàõîâûõ ðåø¼òîê X è Y ïàðà (XA, YA) ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòíîé ïîäïàðîé ïàðû (X, Y ),
è, òàêèì îáðàçîì, äëÿ òàêèõ ðåø¼òîê, è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïàð êëàññîâ Õàðäè Hp ïðè
1 6 p 6 ∞, èìååòñÿ õîðîøàÿ èíòåðïîëÿöèÿ. Ï. Ìþëëåð â [20] (ñì. òàêæå [19]) ïîëó-
÷èë õîðîøóþ êîìïëåêñíóþ èíòåðïîëÿöèþ ìåæäó H1 è H∞ ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíûõ
ìàðòèíãàëîâ Í. Âàðîïóëîñà. Ñ. Â. Êèñëÿêîâ è Ê. Øó â [37] ïîêàçàëè, â ÷àñòíîñòè,
êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ðåòðàêòíîñòü ïàðû (H1,H∞) â ïàðå (L1,L∞) òîëüêî èç óñèëåííîé
íåêîòîðûì îáðàçîì AK-óñòîé÷èâîñòè ïàðû (L1,L∞) (à èìåííî, èç AK-óñòîé÷èâîñòè
ïàðû

(
L1 (l∞) ,L∞

(
l∞λ
))
; íèæå ìû ïîäðîáíåå ðàññìîòðèì ïàðû òàêîãî âèäà).

À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Õàðäè? Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà Õàðäè Hp (w) ñ âåñîì logw ∈ L1; òîãäà èõ ìîæíî îïðå-
äåëèòü òàê: Hp (w) = W−1Hp =

{
W−1g | g ∈ Hp

}
, ãäå W � âíåøíÿÿ ôóíêöèÿ, òà-

êàÿ, ÷òî |W | = w ïî÷òè âñþäó. Îíè åñòåñòâåííî îáðàçóþòñÿ èç âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ
Ëåáåãà Lp (w) =

{
f | w−1f ∈ Lp

}
ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êâàçèíîðìîé. Â 1990 ã. Ì. Öâè-

êåëü, Äæ. Å. Ìàêêàðòè è Ò. Âîëüô ïîêàçàëè â [2], ÷òî ïðîñòðàíñòâî Hp

(
w1−θ

0 wθ
1

)
,

0 < θ < 1, 1 6 p 6 ∞, ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì ñòåïåíè θ äëÿ ïà-
ðû (Hp (w0) ,Hp (w1)) (êàê ñòàëî ÿñíî íåñêîëüêî ïîçæå, äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Õàðäè
ýòî ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíî õîðîøåé âåùåñòâåííîé èëè êîìïëåêñíîé èíòåðïîëÿöèè ñî-
îòâåòñòâóþùèõ âåñîâûõ êëàññîâ Hp (w), ò. å. ñîîòíîøåíèÿì âèäà (1) èëè (2)) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå log w0

w1
∈ BMO. Äàëåå, Ñ. Â. Êèñëÿêîâ è Ê. Øó

ïîêàçàëè â [13], ÷òî òî æå ñàìîå óñëîâèå log w0
w1

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
äëÿ õîðîøåé âåùåñòâåííîé èëè êîìïëåêñíîé èíòåðïîëÿöèè äëÿ ïàðû (Hp (w0) ,Hq (w1))
è ïðè ðàçíûõ ïîêàçàòåëÿõ 1 6 p, q 6∞, à òàêæå ïîëó÷èëè íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ
âåêòîðíîçíà÷íûõ êëàññîâ Õàðäè.

BMO-ðåãóëÿðíîñòü � îòíîñèòåëüíî íîâîå ïîíÿòèå, êîòîðîå â ÿâíîì âèäå áûëî ââå-
äåíî Í. Êàëüòîíîì â [11] â ñâÿçè ñ ðàññìàòðèâàåìûì âîïðîñîì (â áîëåå îáùåé ïîñòà-
íîâêå), õîòÿ, êàê ñòàëî ÿñíî ïîçäíåå, îíî íåÿâíî èãðàëî ðîëü è â áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ.
Ðåø¼òêà X (ïîêà, ïî-ïðåæíåìó, ðå÷ü èä¼ò îá èçìåðèìûõ ôóíêöèÿõ íà îêðóæíîñòè)
íàçûâàåòñÿ BMO-ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f 6= 0 íàéä¼òñÿ ìàæîðàíòà
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g ∈ X, g > |f |, òàêàÿ, ÷òî ‖g‖X 6 m‖f‖X è log g ∈ BMO, ‖ log g‖BMO 6 C, ãäå êîí-
ñòàíòû m è C íå çàâèñÿò îò f . Í. Êàëüòîí, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàë (ñì. [11, Theorem
5.12]), ÷òî åñëè ðåø¼òêè X è Y ñóïåððåôëåêñèâíû è ðåø¼òêà X BMO-ðåãóëÿðíà, òî
õîðîøàÿ êîìïëåêñíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ äëÿ ïàðû (XA, YA), ò. å. ñîîòíîøåíèå

(XA, YA)θ = ((X, Y )θ)A , (3)

èìååò ìåñòî ïðè íåêîòîðîì (ýêâèâàëåíòíî, ïðè âñåõ) 0 < θ < 1 òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ðåø¼òêà Y òàêæå BMO-ðåãóëÿðíà. Êðîìå òîãî, ïðè òåõ æå îãðàíè÷åíèÿõ
íà ðåø¼òêó X å¼ BMO-ðåãóëÿðíîñòü ýêâèâàëåíòíà îãðàíè÷åííîñòè ïðîåêòîðà Ðèññà P
â ïðîñòðàíñòâå X

α
L2

1−α
ïðè íåêîòîðîì 0 < α < 1. Îòñþäà âèäíî, ÷òî óñëîâèå BMO-

ðåãóëÿðíîñòè âñòðå÷àåòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî. Òàêæå â [11] ïðèâåäåíû íåêîòîðûå îáîáùå-
íèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà âåêòîðíîçíà÷íûé ñëó÷àé. Òàêèì îáðàçîì, BMO-ðåãóëÿðíîñòü
îêàçàëàñü òåñíî ñâÿçàííîé ñ õîðîøåé êîìïëåêñíîé èíòåðïîëÿöèåé. Îäíàêî, íåñìîò-
ðÿ íà âñþ îáùíîñòü ðåçóëüòàòîâ Í. Êàëüòîíà, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñóïåððåôëåê-
ñèâíîñòü � òÿæ¼ëîå óñëîâèå, êîòîðîå èñêëþ÷àåò èç ðàññìîòðåíèÿ åäâà ëè íå ñàìûå
èíòåðåñíûå ñëó÷àè ðåø¼òîê L1 è L∞. Ñíÿòü ýòè îãðàíè÷åíèÿ â õàðàêòåðèçàöèè ñî-
îòíîøåíèÿ (3) ïîêà íå óäàëîñü. Îäíàêî, î ÷¼ì ïîéä¼ò ðå÷ü íèæå, äëÿ ðåçóëüòàòà î
ñâÿçè BMO-ðåãóëÿðíîñòè ðåø¼òêè X ñ îãðàíè÷åííîñòüþ ïðîåêòîðà Ðèññà P â ïðî-

ñòðàíñòâå X
α
L2

1−α
ïðè íåêîòîðîì 0 < α < 1 äîñòàòî÷íî ëèøü ñâîéñòâà Ôàòó, è ñàì

ýòîò ðåçóëüòàò â äåéñòâèòåëüíîñòè óñòàíàâëèâàåòñÿ âåùåñòâåííûìè ìåòîäàìè è èìååò
ìåñòî äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ âìåñòî P íà îáùèõ
ïðîñòðàíñòâàõ îäíîðîäíîãî òèïà âìåñòî T.

×òîáû îõâàòèòü ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ âåêòîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, åñòåñòâåííî ðàáî-
òàòü ñ êâàçèáàíàõîâûìè ðåø¼òêàìè èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå
(T,m) × (Ω, µ), ãäå σ-êîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî (Ω, µ) èãðàåò ðîëü ïðîñòðàíñòâà �ïîáî÷-
íûõ� ïåðåìåííûõ. Òîãäà óñëîâèå ‖ log g‖BMO 6 C â îïðåäåëåíèè BMO-ðåãóëÿðíîñòè
ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ðàâíîìåðíîå óñëîâèå ïî âòîðîé ïåðåìåííîé, ò. å.

ess sup
ω∈Ω

‖ log g(·, ω)‖BMO 6 C.

Åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü BMO-ðåãóëÿðíîñòü äëÿ ïàðû ðåø¼òîê ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïàðà ðåø¼òîê (X, Y ) èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå T × Ω íàçû-
âàåòñÿ BMO-ðåãóëÿðíîé ñ êîíñòàíòàìè (C,m), åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ôóíêöèé (f, g),
f ∈ X, g ∈ Y , îòëè÷íûõ îò íóëÿ, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà ôóíêöèé (u, v), u ∈ X, v ∈ Y ,
íàçûâàþùàÿñÿ BMO-ìàæîðàíòîé äëÿ ïàðû (f, g), ÷òî ‖u‖X 6 m‖f‖X , ‖v‖Y 6 m‖g‖Y
è ess supω∈Ω ‖ log(u(·, ω)/v(·, ω))‖BMO 6 C. Ñ. Â. Êèñëÿêîâ â îáçîðå [12] ïîêàçàë, ÷òî
BMO-ðåãóëÿðíîñòü ïàðû ðåø¼òîê ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ AK-óñòîé÷è-
âîñòè è õîðîøåé âåùåñòâåííîé è (ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ � çíà÷èòåëüíî ìå-
íåå òÿæ¼ëûõ, ÷åì ó Í. Êàëüòîíà â [11]) êîìïëåêñíîé èíòåðïîëÿöèè àíàëèòè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè íàëè÷èè BMO-ðåãóëÿðíîñòè âîïðîñ îá AK-
óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðîé ïàðû î÷åíü ïðîñòî ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá AK-óñòîé÷èâîñòè
âåñîâîé ïàðû (L∞ (u) ,L∞ (v)), ãäå â ðîëè âåñîâ âûñòóïàþò ñîîòâåòñòâóþùèå BMO-
ìàæîðàíòû. Íà ïîñëåäíèé âîïðîñ îòâåò, êàê óæå ãîâîðèëîñü, èçâåñòåí.

Ðàíåå â 1997 ã. C. Â. Êèñëÿêîâ ïîêàçàë, ÷òî ïðè óñëîâèè (4) (è òîëüêî ïðè ýòîì
óñëîâèè) ïàðà (Hp (u) ,Hq (v)), 1 < p, q <∞, ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ïàðû (Lp (u) ,Lq (v)),
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ïðè÷åì äëÿ ôèêñèðîâàííûõ âåñîâ ñîîòâåòñòâóþùèé îáùèé ïðîåêòîð, íàçûâàþùèéñÿ
ïðîåêòîðîì Áóðãåéíà, äåéñòâóåò ñðàçó ïðè âñåõ p è q. Äàëåå, Ñ. Â. Êèñëÿêîâ è Ê.
Øó ïîêàçàëè â ðàáîòàõ [12] è [14], ÷òî óñëîâèå (4) íà âåñà u è v íåîáõîäèìî (è, ðàçó-
ìååòñÿ, äîñòàòî÷íî) äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðà (Hp (u) ,Hq (v)) áûëà ðåòðàêòíîé ïîäïàðîé
ïàðû (Lp (u) ,Lq (v)) ïðè âñåõ 1 6 p, q 6∞ (ïðè êðàéíèõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëåé íàñòî-
ÿùåé ðåòðàêöèè, ðàçóìååòñÿ, íåò). Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðåçóëüòàòà (ðàñïðîñòðàí¼ííîãî
íà ñëó÷àé òð¼õ ðåø¼òîê) ìîæíî î÷åíü ïðîñòî ïîëó÷èòü óñòîé÷èâîñòü êîìïëåêñíîé
èíòåðïîëÿöèè äëÿ BMO-ðåãóëÿðíîé ïàðû ðåø¼òîê (X, Y ), ò. å. ôîðìóëó (3), ëèøü â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðåø¼òêà X1−θY θ îáëàäàåò ïîðÿäêîâî íåïðåðûâíîé íîðìîé (ñì.
[14, Corollary 2]).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðà (Lp (u) ,Lq (v)) BMO-ðåãóëÿðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ âåñîâ u è v âûïîëíåíî óñëîâèå (4); òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïàð âåñîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ Ëåáåãà AK-óñòîé÷èâîñòü ðàâíîñèëüíà BMO-ðåãóëÿðíîñòè. Âåðíî ëè ýòî äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ïàðû êâàçèáàíàõîâûõ ðåø¼òîê � ïîêà îñòà¼òñÿ îòêðûòûì âîïðîñîì, äëÿ
êîòîðîãî, âïðî÷åì, åñòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ÷àñòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Â 2001 ã. Ñ. Â. Êèñëÿêîâ ïîëó÷èë â [33] ñëåäóþùèé êðèòåðèé. Ñâîéñòâî Ôàòó ðåø¼ò-
êè X îçíà÷àåò çàìêíóòîñòü åäèíè÷íîãî øàðà BX = {f ∈ X | ‖f‖X 6 1} ïî ìåðå, ò.
å. îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè ïî ìåðå íà ìíîæåñòâàõ êîíå÷íîé ìåðû, ÷òî ýêâèâàëåíò-
íî ñëåäóþùåìó åñòåñòâåííîìó ñâîéñòâó: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ∈ X òàêîâà, ÷òî
fn → f ïî÷òè âñþäó è ‖fn‖X 6 1, òî f ∈ X è ‖f‖X 6 1. Ñâîéñòâî (∗) òàêæå äîâîëüíî
åñòåñòâåííî � îíî îáåñïå÷èâàåò, ñðåäè ïðî÷åãî, íåâûðîæäåííîñòü ïðîñòðàíñòâà XA è
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ X, f 6= 0, íàéä¼òñÿ ìàæîðàíòà g ∈ X, g > |f |,
òàêàÿ, ÷òî log g(·, ω) ∈ L1 ïðè ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω. Îáîçíà÷èì ÷åðåç lpλ = lp(λj) ðåø¼òêó
lp ñ âåñîì j 7→ λj .

Òåîðåìà C. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî (Ω, µ) äèñêðåòíî (ò. å. ìåðà µ ñîñòîèò èç íå áîëåå
÷åì ñ÷¼òíîãî ÷èñëà àòîìîâ) è áàíàõîâà ðåø¼òêà X íà T×Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(∗). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Ðåø¼òêà X BMO-ðåãóëÿðíà.

2. Äëÿ íåêîòîðîãî (ýêâèâàëåíòíî, äëÿ âñåõ ) r ∈ [1,∞) è λ > 1 ïàðà

(XA (lr) ,H∞ (l∞λ ))

K-çàìêíóòà â ïàðå
(X (lr) ,L∞ (l∞λ ))

(ò. å. ïàðà
(
X (lr) ,L∞

(
l∞λ
))

AK-óñòîé÷èâà).

Ðåçóëüòàòû òàêîãî âèäà åñòåñòâåííî íàçûâàòü êðèòåðèÿìè BMO-ðåãóëÿðíîñòè â
òåðìèíàõ AK-óñòîé÷èâîñòè ñ äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Íàèáîëåå èíòåðåñíûì ñëåä-
ñòâèåì èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîñòü BMO-ðåãóëÿðíîñòè, ò. å. òî,
÷òî â óñëîâèÿõ ýòîé òåîðåìû ðåø¼òêè X è X ′ BMO-ðåãóëÿðíû ëèøü îäíîâðåìåííî. Ðå-
ø¼òêà X ′, ïîðÿäêîâî ñîïðÿæ¼ííàÿ ñ ðåø¼òêîé X, ñîñòîèò ïî îïðåäåëåíèþ èç òàêèõ èç-
ìåðèìûõ ôóíêöèé g, ÷òî

∫
T |fg| <∞ ïðè âñåõ f èç X. Èñïîëüçóÿ ñàìîäâîéñòâåííîñòü

BMO-ðåãóëÿðíîñòè, Ñ. Â. Êèñëÿêîâ ïîëó÷èë â [33] õàðàêòåðèçàöèþ BMO-ðåãóëÿðíîñòè
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ðåø¼òêè X â òåðìèíàõ îãðàíè÷åííîñòè ïðîåêòîðà Ðèññà (èëè îïåðàòîðà ãàðìîíè÷å-

ñêîãî ñîïðÿæåíèÿ) â ðåø¼òêå X
α
L2

1−α
ïðè íåêîòîðîì (ýêâèâàëåíòíî, ïðè âñåõ äîñòà-

òî÷íî ìàëûõ) 0 < α < 1. Ïî ñðàâíåíèþ ñ óïîìèíàâøèìñÿ ðåçóëüòàòîì Í. Êàëüòîíà
[11] ñóïåððåôëåêñèâíîñòü íå íóæíà è äîñòàòî÷íî ëèøü óñëîâèÿ Ôàòó. Äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû C (à òî÷íåå, ïåðåõîäà îò 2 ê 1 â íåé) ïîòðåáîâàëî ïðèâëå÷åíèÿ òåîðåìû î
íåïîäâèæíîé òî÷êå è íåòðèâèàëüíîé òåõíèêè ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðîãî àíàëèòè÷åñêîãî
ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû. Äàëåå, â [34] Ñ. Â. Êèñëÿêîâ ïîêàçàë, ÷òî óñëîâèå K-çàìêíóòîñòè
â ýòîé òåîðåìå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ çàìêíóòîñòè ïðîñòðàíñòâà XA (lr) + H∞

(
l∞λ
)
â

ïðîñòðàíñòâå X (lr) + L∞
(
l∞λ
)
ïðè âñåõ r > 0 (òàêèì îáðàçîì, è â òåîðåìå C ìîæíî

áðàòü ëþáûå ïîêàçàòåëè 0 < r <∞), à â [17] îí æå ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðåçóëüòàòà äîêà-
çàë (ñíîâà â ïðåäïîëîæåíèè äèñêðåòíîñòè ïðîñòðàíñòâà Ω), ÷òî AK-óñòîé÷èâîñòü âû-
òåêàåò èç íåêîòîðîãî îñëàáëåíèÿ òðåáîâàíèÿ BMO-ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ïàðû (ýòî íîâîå
ñâîéñòâî ïîëó÷èëî íàçâàíèå ñëàáîé BMO-ðåãóëÿðíîñòè), à òàêæå ïðèâ¼ë íåêîòîðûå
îáîáùåíèÿ òåîðåìû C. Â ðàáîòå [17] òàêæå ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, êàê ñàìîäâîéñòâåí-
íîñòü ñâîéñòâà BMO-ðåãóëÿðíîñòè äëÿ áàíàõîâûõ ðåø¼òîê âëå÷¼ò òàê íàçûâàåìóþ
äåëèìîñòü ýòîãî ñâîéñòâà (ò. å. òî, ÷òî èç BMO-ðåãóëÿðíîñòè ðåø¼òîê XY è Y ñëåäóåò
BMO-ðåãóëÿðíîñòü ðåø¼òêè X). Óïîìÿíóòàÿ ñëàáàÿ BMO-ðåãóëÿðíîñòü äëÿ ïàð áàíà-
õîâûõ ðåø¼òîê (X, Y ) ââîäèòñÿ òàê: òðåáóåòñÿ, ÷òîáû äëÿ íåêîòîðîé BMO-ðåãóëÿðíîé
ïàðû (E,F ) è ÷èñëà α > 0 ïàðà (XαE, Y αF ) áûëà BMO-ðåãóëÿðíà. Â óñëîâèÿõ òåî-
ðåìû C íà ðåø¼òêè X è Y ýòî ñâîéñòâî ýêâèâàëåíòíî ëþáîìó èç ñëåäóþùèõ äâóõ
óñëîâèé.

• Ïàðà (XL1, Y L1) BMO-ðåãóëÿðíà.

• Ðåø¼òêà XY ′ BMO-ðåãóëÿðíà.

Òàì æå (â [17]) äîêàçàíî, ÷òî ïðè òåõ æå îãðàíè÷åíèÿõ íà èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî
Ω ñëàáàÿ BMO-ðåãóëÿðíîñòü äëÿ ïàð îáëàäàåò ñàìîäâîéñòâåííîñòüþ è äåëèìîñòüþ, à
òàêæå äîñòàòî÷íà äëÿ õîðîøåé àíàëèòè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè, è âûñêàçàíà ãèïîòåçà î
òîì, ÷òî ñëàáàÿ BMO-ðåãóëÿðíîñòü äëÿ ïàð ýêâèâàëåíòíà îáû÷íîé.

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ðåø¼òîê èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè (â äåéñòâè-
òåëüíîñòè íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå T×Ω, íî ðîëü ïðîñòðàíñòâà Ω â ýòèõ âîïðîñàõ
â êàêîé-òî ìåðå âñïîìîãàòåëüíàÿ) èìååòñÿ ðàçâèòàÿ òåîðèÿ, â êîòîðîé ïåðåïëåòåíû èí-
òåðïîëÿöèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ òèïà Õàðäè è ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà
ðåø¼òîê, ïîðîäèâøèõ ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà, öåíòðàëüíîå ìåñòî ñðåäè êîòîðûõ çàíè-
ìàþò ðàçëè÷íûå âàðèàíòû BMO-ðåãóëÿðíîñòè. Â ÷àñòè ýòîé ðàáîòû ìû ðàçâèâàåì è
äîïîëíÿåì óïîìÿíóòóþ òåîðèþ, íå ïîêèäàÿ îêðóæíîñòè. Ìû äîêàæåì ãèïîòåçó, óïî-
ìÿíóòóþ â ïðåäûäóùåì àáçàöå (è äàæå áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ
ìåðîé îäíîðîäíîãî òèïà, î êîòîðîì íàïèñàíî íèæå). Êðîìå òîãî, ìû îáîáùèì òåîðåìó
C íà ñëó÷àé r = ∞ è íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî σ-êîíå÷íîãî (íå îáÿçàòåëüíî äèñêðåò-
íîãî) èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω, µ) (÷òî òðåáóåò ëèøü èçìåíåíèÿ îäíîé òåõíè÷å-
ñêîé äåòàëè â îðèãèíàëüíîì äîêàçàòåëüñòâå â ðàáîòå [33]; ýòî èçìåíåíèå, âïðî÷åì,
íå ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè). Ïðè ýòîì ìû íåñêîëüêî ðàçîâü¼ì òåõíèêó ðàáîòû ñ AK-
óñòîé÷èâîñòüþ è BMO-ðåãóëÿðíîñòüþ èç ðàáîò [33] è [17] è äîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ
òåîðåìû C (áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î äèñêðåòíîñòè ïðîñòðàíñòâà Ω) BMO-ðåãóëÿðíîñòü
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ðåø¼òêè X òàêæå ýêâèâàëåíòíà AK-óñòîé÷èâîñòè ïàðû
(
X(l1),L∞ (l∞)

)
. Ìû òàêæå

ïðèâåä¼ì ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî Ñ. Â. Êèñëÿêîâà äëÿ ñëó÷àÿ r = ∞ â òåîðåìå Ñ. Èç
ýòîãî ñëó÷àÿ ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå: åñëè ïðè íåêîòîðûõ
äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïàðà (XA, YA) ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì (X, Y ) â êàòåãî-
ðèè ïàð áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ò. å. ïðîñòðàíñòâà XA è YA äîïîëíÿåìû â ðåø¼òêàõ X
è Y ñîîòâåòñòâåííî îäíèì è òåì æå ïðîåêòîðîì, òî ïàðà (X, Y ) BMO-ðåãóëÿðíà. Ýòî
íåìíîãî íàïîìèíàåò ìåòîäû ðàáîòû [11], ãäå òàêæå èñïîëüçîâàëàñü äîïîëíÿåìîñòü äëÿ
ïåðåõîäà ê BMO-ðåãóëÿðíîñòè.

Ìû ïðèâåä¼ì ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðîâàííîãî â [12] óòâåðæäåíèÿ î òîì,
÷òî õîðîøàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ñòåïåíè 0 < θ < 1 ïàðû âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Hp íà èçìå-
ðèìîì ïðîñòðàíñòâå T×Ω âëå÷¼ò BMO-ðåãóëÿðíîñòü ýòîé ïàðû. Äî ýòîãî îíî èìåëîñü
â [13] ëèøü â ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé, ò. å. êîãäà èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî Ω ñîñòî-
èò èç îäíîé òî÷êè. Îáîáùåíèå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷àåòñÿ åñòåñòâåííûì, íî íå
âïîëíå òðèâèàëüíûì îáðàçîì. Íàêîíåö, ìû ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå AK-óñòîé÷èâîñòè
ïàðû

(
Lp(·),L∞

)
, â êîòîðîé ôèãóðèðóåò ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà Lp(·) ñ ïåðåìåííûì ïî-

êàçàòåëåì p(·), âëå÷¼ò íåêîòîðûå ñëàáûå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè òèïà ëîãàðèôìè÷åñêîãî
óñëîâèÿ Ã¼ëüäåðà äëÿ ïîêàçàòåëÿ p(·); â ÷àñòíîñòè, èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êóñî÷íî-
ëîãàðèôìè÷åñêè-ã¼ëüäåðîâûõ ïîêàçàòåëåé p(·), 0 < ess inf p(·) < ess sup p(·) < ∞ (íà-
ïðèìåð, äëÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ïîêàçàòåëåé p(·)), ðàññìàòðèâàåìàÿ AK-óñòîé÷èâîñòü
ïàðû

(
Lp(·),L∞

)
ýêâèâàëåíòíà îòñóòñòâèþ ðàçðûâîâ ó ïîêàçàòåëÿ p(·), à çíà÷èò, BMO-

ðåãóëÿðíîñòè ðåø¼òêè Lp(·). Ìû òàêæå ïðèâîäèì íîâûå äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ
èçâåñòíûõ óòâåðæäåíèé. Ê ñîæàëåíèþ, íà âîïðîñ î íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ BMO-
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ðåãóëÿðíîñòè äëÿ õîðîøåé âåùåñòâåííîé èíòåðïîëÿöèè â îáùåì ñëó÷àå ïîêà îòâåò
ïîëó÷èòü íå óäàëîñü, îäíàêî ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû òàêæå èíòåðåñíû â ñâÿçè ñ íåêîòî-
ðûìè äðóãèìè ïðèëîæåíèÿìè. Îäíàêî, ãëàâíûå, íà âçãëÿä àâòîðà, ðåçóëüòàòû ðàáîòû
ñîñòîÿò â òîì, ÷òî, êàê îêàçàëîñü, ìîæíî ïîêèíóòü îêðóæíîñòü è ðàçâèòü ñîäåðæà-
òåëüíóþ òåîðèþ BMO-ðåãóëÿðíûõ ðåø¼òîê èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâàõ ñ
ìåðîé îäíîðîäíîãî òèïà (íàïðèìåð, íà Rn). Ïðèñòóïèì ê îïèñàíèþ ýòîé ÷àñòè ðàáîòû.

BMO-ðåãóëÿðíîñòü â ðåø¼òêàõ íà ïðîñòðàíñòâàõ îäíîðîäíîãî òèïà

Öåííîñòü óïîìÿíóòûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðåçóëüòàòîâ ñîñòîèò åù¼ è â òîì, ÷òî
BMO-ðåãóëÿðíûå ðåø¼òêè (ïîêà ïî-ïðåæíåìó íà îêðóæíîñòè, òî÷íåå, íà èçìåðèìîì
ïðîñòðàíñòâå T×Ω) âñòðå÷àþòñÿ óäèâèòåëüíî ÷àñòî. Ñôîðìóëèðóåì îäíî îáùåå óòâåð-
æäåíèå (êîòîðîå óïîìèíàëîñü ðàíåå), ïîäòâåðæäàþùåå ýòî, è â òî æå âðåìÿ äàþùåå
ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàê ñòðîèòü ðåø¼òêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ BMO-ðåãóëÿðíûìè (äëÿ
ýòîãî óäîáíåå âñåãî äîáèâàòüñÿ íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ 3 íèæå). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåø¼ò-
êà X áàíàõîâà è îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ôàòó. Ïóñòü åù¼ çàôèêñèðîâàíî ÷èñëî 0 < β < 1.

Òåîðåìà A. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Ðåø¼òêà X BMO-ðåãóëÿðíà.

2. Ðåø¼òêà X ′ BMO-ðåãóëÿðíà.

3. Äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ÷èñåë α, 0 < α < 1, îïåðàòîð ãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿ-

æåíèÿ îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå
(
X
α
L1

1−α
)β

.

Â ñëó÷àå ðåø¼òîê íà T × Ω, ðàçóìååòñÿ, îïåðàòîð ãàðìîíè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ
äåéñòâóåò çäåñü ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé. Òåì ñàìûì âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî óñëîâèå BMO-
ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ðåø¼òêè X òåñíî ñâÿçàíî ñ õîðîøèì ïîâåäåíèåì îïåðàòîðà ãàðìî-
íè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ íà íåêîòîðûõ ðåø¼òêàõ, ïðîèçâîäíûõ îò X, ÷òî äåëàåò êëàññ
BMO-ðåãóëÿðíûõ ðåø¼òîê èíòåðåñíûì è âíå ñâÿçè ñ èíòåðïîëÿöèåé ïðîñòðàíñòâ òèïà
Õàðäè.

Òåîðåìà A � ãëóáîêèé ðåçóëüòàò. Âïåðâûå îí áûë äîêàçàí â [33], ïðè÷¼ì îäíèì èç
îñíîâíûõ ìîìåíòîâ â ðàññóæäåíèè áûëà òåîðåìà Êè Ôàíà�Êàêóòàíè î íåïîäâèæíîé
òî÷êå äëÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Äðóãèì, êàê êàçàëîñü, ñóùåñòâåííûì ìîìåí-
òîì áûë êîìïëåêñíûé àíàëèç: õîòÿ ïðîñòðàíñòâà âèäà XA íå âõîäÿò â ôîðìóëèðîâêó,
â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàëàñü ñôîðìóëèðîâàííàÿ ðàíåå òåîðåìà C. Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ìû, ñðåäè ïðî÷åãî, äîêàæåì òåîðåìó A ÷èñòî âåùåñòâåííûìè ìåòîäàìè. Àâ-
òîð íàø¼ë ýòîò ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà, ðåøàÿ (è ðåøèâ) óïîìÿíóòûé ðàíåå âîïðîñ î
ñâÿçè ìåæäó ñëàáîé BMO-ðåãóëÿðíîñòüþ è îáû÷íîé. Ñàìîå âàæíîå, îäíàêî, ñîñòîèò
â òîì, ÷òî âåùåñòâåííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïîêèíóòü îêðóæíîñòü è äîêàçàòü ðåçóëü-
òàò äëÿ äðóãèõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé � òàêèõ, íà êîòîðûõ åñòåñòâåííî ââîäèòñÿ êëàññ
BMO. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïî àíàëîãèè ñ
îêðóæíîñòüþ, íàçîâ¼ì êâàçèáàíàõîâó ðåø¼òêó X èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà Rn BMO-
ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè 0 6= f ∈ X íàéä¼òñÿ òàêàÿ ìàæîðàíòà g > |f |,
÷òî ‖g‖X 6 C‖f‖X è ‖ log g‖BMO 6 C. Ìû ïî-ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåø¼òêà
X îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ôàòó; ïóñòü, êàê è ðàíüøå, çàäàíî ÷èñëî 0 < β < 1.
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Òåîðåìà B. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Ðåø¼òêà X BMO-ðåãóëÿðíà.

2. Ðåø¼òêà X ′ BMO-ðåãóëÿðíà.

3. Â ïðîñòðàíñòâå
(
X
α
L1

1−α
)β

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà α,

0 < α < 1, îãðàíè÷åí ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð Õàðäè�Ëèòëâóäà M

4. Âñå ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû Êàëüäåðîíà�Çèãìóíäà îãðàíè÷åíû â

ïðîñòðàíñòâå
(
X
α
L1

1−α
)β

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ α, 0 < α < 1.

5. Îäíî èç ïðåîáðàçîâàíèé Ðèññà

Rjf(x)
def
= v. p.

∫
Rn

cn(tj − xj)
|t− x|n+1

f(t)dt

îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå
(
X
α
L1

1−α
)β

õîòÿ áû ïðè îäíîì çíà÷åíèè ÷èñëà α,

0 < α < 1.

Õîòÿ â ñëó÷àå Rn ïîêà íå âèäíî, ñâÿçàíî ëè êàê-íèáóäü óñëîâèå BMO-ðåãóëÿðíîñòè
ñ èíòåðïîëÿöèåé, òåîðåìà B ïîêàçûâàåò, ÷òî îíî â ïðîñòûõ òåðìèíàõ âûðàæàåò íåêîå
ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî ðåø¼òêè X è ÷òî åãî ñòîèò èçó÷àòü. ×òî êàñàåòñÿ äîêàçà-
òåëüñòâà, òî òåîðåìà Êè Ôàíà�Êàêóòàíè â í¼ì ïî-ïðåæíåìó ó÷àñòâóåò. Îäíàêî ïðè
ïðîâåðêå ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé 5 è 1 ïðèõîäèòñÿ ïðèâëåêàòü åù¼ è íåðàâåíñòâî
Ãðîòåíäèêà. Âïðî÷åì, ïîëüçà îò íåãî â ýòèõ âîïðîñàõ áûëà èçâåñòíà äàâíî � âïåðâûå
â áëèçêîì êîíòåêñòå åãî ïðèìåíèë åù¼ Ðóáèî äå Ôðàíñèà â [26]. Îòìåòèì, ÷òî â [33]
êîìïëåêñíûå ìåòîäû ïîçâîëèëè èçáåæàòü íåðàâåíñòâà Ãðîòåíäèêà, íî â èõ îòñóòñòâèè
ê íåìó ïðèä¼òñÿ âåðíóòüñÿ.

Èíòåðïîëÿöèÿ ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæä¼ííûõ êâàçèðåãóëÿðíûì ïðîåêòîðîì

Îñòàíîâèìñÿ íà îäíîì âàæíîì ñåìåéñòâå ïîäïðîñòðàíñòâ â ðåø¼òêàõ èçìåðèìûõ
ôóíêöèé. Àíàëèòè÷åñêèå êëàññû Õàðäè, îáñóæäàâøèåñÿ ðàíåå, òîæå ìîæíî âïèñàòü
â ýòîò áîëåå îáùèé êîíòåêñò. Íàñ ñíîâà áóäåò èíòåðåñîâàòü èíòåðïîëÿöèÿ � îäíàêî â
îáùåì ñëó÷àå óäà¼òñÿ ñêàçàòü ïðî íå¼ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ïðî ïðîñòðàíñòâà XA

â ðåø¼òêàõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè. Ãëàâíàÿ ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
àíàëèòè÷íîñòü íå ðàçðóøàåòñÿ ïðè ïåðåìíîæåíèè ôóíêöèé, è ýòî äîñòàâëÿåò äîïîë-
íèòåëüíûé ðåñóðñ ïðè ðàáîòå ñ ïðîñòðàíñòâàìè âèäà XA.

Ïóñòü Q � ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Êàëüäåðîíà�Çèãìóíäà (íå îáÿ-
çàòåëüíî ñêàëÿðíûé), èñõîäíî çàäàííûé íà ìíîæåñòâå D0 îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ñ
îãðàíè÷åííûì íîñèòåëåì íà ïðîñòðàíñòâå îäíîðîäíîãî òèïà Ω = Rn èëè Ω = Tn ñ
ìåðîé Ëåáåãà, ïðîäîëæàþùèéñÿ äî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà íà Lp(Q) äëÿ íåêîòîðîãî

ïîêàçàòåëÿ p(Q) > 1, è ÿâëÿþùèéñÿ ïðîåêòîðîì, ò. å. ñîîòíîøåíèå Q2 = Q âûïîë-
íåíî ïî êðàéíåé ìåðå íà ìíîæåñòâå D0. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ðåø¼òêè èçìåðèìûõ
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ôóíêöèé íà Ω. Åñëè ìíîæåñòâî D0 ∩ X ïëîòíî â ðåø¼òêå X (÷òî ýêâèâàëåíòíî òî-
ìó, ÷òî ðåø¼òêà X îáëàäàåò ïîðÿäêîâî íåïðåðûâíîé íîðìîé; íàïðèìåð, X = Lp ïðè
1 6 p <∞) òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî XQ, ïîðîæä¼ííîå ïðîåêòîðîì Q, ìîæíî
çàäàòü êàê êàê çàìûêàíèå ìíîæåñòâà

{f ∈ X | Qf = f} (4)

â ïðîñòðàíñòâå X. Äëÿ âåñîâîé ðåø¼òêè L∞ (ω) ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî
çàäàòü ÷åðåç äâîéñòâåííîñòü êàê

LQ∞ (ω) =
(

LI−Q
∗

1

(
ω−1
))⊥

; (5)

â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ëèøü òîãî, ÷òîáû îïåðàòîð Q∗ áûë îïåðàòîðîì Êàëüäåðîíà�
Çèãìóíäà. Ïðè ýòîì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèé f ∈ LQ∞ (ω)∩L1 ñîîòíîøåíèå
Qf = f áóäåò âûïîëíåíî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ XQ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà X. Ìíîãèå èíòåðåñíûå ïðîñòðàíñòâà óêëàäûâàþòñÿ â
ýòó êîíñòðóêöèþ (ñì. [12]). Ñåé÷àñ ìû ïðèâåä¼ì îñíîâíûå ïðèìåðû (ñì. òàêæå [5]).

• Êîìïëåêñíûå êëàññû Õàðäè íà îêðóæíîñòè Hp è âîîáùå ïðîñòðàíñòâà XA (åñëè
ìíîæåñòâî D0 ïëîòíî â X) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå XA = XP, ãäå P � ïðîåêòîð
Ðèññà.

• Àíàëîãè÷íî, ïðîñòðàíñòâà Õàðäè Hp (Bn) íà åäèíè÷íîì øàðå Bn ïðîñòðàíñòâà
Cn, ïîíèìàåìûå â ñìûñëå èõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé íà ñôåðå Sn = ∂Bn, èìåþò âèä
(4), ãäå â ðîëè Q âûñòóïàåò ïðîåêòîð Êîøè.

• Òåñíî ñâÿçàííûå ñ ïðîñòðàíñòâàìè Ñîáîëåâà W
(l)
p (Tn) ìíîæåñòâà

Xp =
{{

f (k)
}
|k|=l | f ∈W

(l)
p (Tn)

}
òàêæå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå (4) èëè (5), ïîñêîëüêó ìîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî ïðè p = 2 ñîîòâåòñòâóþùèé îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïðîñòðàíñòâî X2 â
L2 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Êàëüäåðîíà�Çèãìóíäà.

• Ïðîñòðàíñòâà âèäà

X ∩ T−1
1 X ∩ . . . ∩ T−1

N X = {f ∈ X | T1f ∈ X, . . . , TNf ∈ X},

ãäå T = {Tj}Nj=1 � íåêîòîðûé êîíå÷íûé íàáîð îïåðàòîðîâ Êàëüäåðîíà-Çèãìóíäà,

ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïåðâîé êîîðäèíàòû îò XQ
(
Rn+1

)
äëÿ ïðîåêòîðà

Q(f, x1, . . . , xn) = (f, T1f, . . . , TNf) .

• Âåùåñòâåííûé êëàññ Õàðäè H1 (Rn) èìååò èìåííî òàêîé âèä äëÿ T = {Rj}nj=1, ãäå
Rj � ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðèññà.

Íàñ èíòåðåñóåò ñëåäóþùèé âîïðîñ: äëÿ êàêèõ ïàð ðåø¼òîê (X, Y ) è ïðîåêòîðîâ Q
ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà èìååò ìåñòî õîðîøàÿ âåùåñòâåííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ äëÿ ïàðû
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(
XQ, Y Q

)
, ò. å. ôîðìóëà

(
XQ, Y Q

)
θ,p

=
[
(X, Y )θ,p

]Q
? Åñòåñòâåííûì ïîäõîäîì ÿâëÿåò-

ñÿ ñâåäåíèå ê âîïðîñó î K-çàìêíóòîñòè ïàðû
(
XQ, Y Q

)
â ïàðå (X, Y ), êîòîðûé, êàê

îáñóæäàëîñü ðàíåå, èíòåðåñåí è ñàì ïî ñåáå (êñòàòè, îäèí ðîäñòâåííûé âîïðîñ ðàñ-
ñìàòðèâàëñÿ òàêæå â [36]). Ñëó÷àé êëàññîâ Ëåáåãà X = Lp ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøèé
èíòåðåñ. Â 1996 ã. â ðàáîòå [37] Ñ. Â. Êèñëÿêîâ è Ê.Øó ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà K. 1. Åñëè ïðîåêòîð Q ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Êàëüäåðîíà-Çèãìóíäà, òî

ïàðà
(

LQs ,L
Q
t

)
K-çàìêíóòà â ïàðå (Ls,Lt) ïðè âñåõ 1 6 s, t 6 p(Q).

2. Åñëè ïðîåêòîð Q∗ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Êàëüäåðîíà�Çèãìóíäà, òî ïàðà
(

LQs ,L
Q
t

)
K-çàìêíóòà â ïàðå (Ls,Lt) ïðè âñåõ p(Q∗)′ 6 s, t 6∞.

3. Åñëè îáà ïðîåêòîðà Q è Q∗ ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè Êàëüäåðîíà-Çèãìóíäà, òî

ïàðà
(

LQs ,L
Q
t

)
K-çàìêíóòà â ïàðå (Ls,Lt) ïðè âñåõ 1 6 s, t 6∞.

Ýòîò ðåçóëüòàò òàêæå èìååòñÿ â îáçîðå [12].

À ÷òî ñ èíòåðïîëÿöèåé âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ LQp (w)? Ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëèòè÷å-
ñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè íà îêðóæíîñòè, âîïðîñ î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ õîðîøåé
âåùåñòâåííîé èíòåðïîëÿöèè ïàðû âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ LQp (w), ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåò-
ñÿ äîâîëüíî òðóäíîé ïðîáëåìîé èç-çà íåñîâåðøåíñòâà èìåþùèõñÿ ìåòîäîâ, êîòîðûå,
íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó, ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òî áûëî èñïîëüçîâàíî â òåîðåìå K. Òåì
íå ìåíåå, êîå-÷òî ýòè ìåòîäû äàþò. Â 2004 ã. Ä. Àíèñèìîâ è Ñ. Â. Êèñëÿêîâ â ðàáîòå
[32] ïîëó÷èëè àíàëîã ðàçëîæåíèÿ Êàëüäåðîíà�Çèãìóíäà äëÿ îêàéìë¼ííîãî îïåðàòî-
ðà Qug = u−1Q[ug] ñ âåñîì a, ò. å. â ïðîñòðàíñòâå L1

(
a−1
)
, åñëè âåñà a è w = a

u
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì a

u ∈ A1 è a ∈ A∞. Îêàéìëåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâà-
íèþ f = ug â ïàðå, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïëîòíîñòè ïîëó÷èòü àíàëîã

ïåðâûõ äâóõ óòâåðæäåíèé òåîðåìû K äëÿ âåñîâûõ ïàð
(

LQ1
(
w−1

)
,LQt

(
a1− 1

tw−1
))

è(
LQs

(
wa−

1
s

)
,LQ∞ (w)

)
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ t > 1 è áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

s <∞ ñîîòâåòñòâåííî.
Â äèññåðòàöèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñêëåéêè èíòåðâàëîâ ïîëó÷åí âåñîâîé àíàëîã

óòâåðæäåíèÿ 3 òåîðåìû K äëÿ âåñîâîé ïàðû
(

LQ1
(
w−1

0

)
,LQ∞ (w1)

)
, åñëè w0,w1 ∈ A1

è w0w1 ∈ A∞ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêîé íà êîíñòàíòó K-çàìêíóòîñòè â òåðìèíàõ
êîíñòàíò âåñîâ w0, w1 è w0w1. Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ ëþáîé A1-ðåãóëÿðíîé
ðåø¼òêè X (ò. å. òàêîé, â êîòîðîé îãðàíè÷åííî äåéñòâóåò ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð

Õàðäè�Ëèòëâóäà M) ïàðà
(

LQ1 , X
Q
)
K-çàìêíóòà â ïàðå (L1, X). Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà

ïîëó÷àåòñÿ õîðîøàÿ âåùåñòâåííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ äëÿ âåùåñòâåííûõ êëàññîâ Õàðäè è
äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà íà òîðå äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà X = Lp(·) ñ ïåðåìåííûì ïî-
êàçàòåëåì p(·) (ïðè �ñòàíäàðòíûõ� óñëîâèÿõ íà ýòîò ïîêàçàòåëü, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò
A1-ðåãóëÿðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Lp(·)). Íàïðèìåð, òàê ïîëó÷àåòñÿ õîðîøàÿ âåùåñòâåííàÿ

èíòåðïîëÿöèÿ ïàðû
(
H1,Lp(·)

)
ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîðM îãðàíè÷åí

â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(·) è Lp′(·). Îòìåòèì, ÷òî õîðîøàÿ êîìïëåêñíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ äëÿ

ïàðû
(
H1,Lp(·)

)
áûëà ïîëó÷åíà â 2009 ã. Ò. Êîïàëèàíè â ðàáîòå [18] ïðè óñëîâèè, ÷òî
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ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå Lp(·). Êîìïëåêñíûå èíòåðïîëÿöè-
îííûå ïðîñòðàíñòâà äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà Lp(·) ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì p(·)
âû÷èñëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ïîêàçàòåëÿ p(·) (ò. å. äëÿ íèõ ñïðà-
âåäëèâ àíàëîã èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìû Ðèññà�Òîðèíà; ñì., íàïðèìåð, [3]), îäíàêî
íà ìîìåíò íàïèñàíèÿ ýòîé ðàáîòû âåùåñòâåííûå èíòåðïîëÿöèîííûå ïðîñòðàíñòâà èëè
àíàëîã èíòåðïîëÿöèîííîé òåîðåìû Ìàðöèíêåâè÷à äëÿ òàêîé ïàðû íåèçâåñòíû.

Ìû òàêæå îáñóäèì, êàê ìîæíî çàäàâàòü ïðîñòðàíñòâà XQ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A1-
ðåãóëÿðíûõ ðåø¼òîê èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Ýòà ïðîöåäóðà äà¼ò òî æå, ÷òî è åñòåñòâåí-
íûé ñïîñîá, óêàçàííûé ðàíåå, êîãäà îí ïðèìåíèì, à òàêæå îáåñïå÷èâàåò íåêîòîðûå
ðåçóëüòàòû òèïà K-çàìêíóòîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð. Îíà áûëà ïðåäëîæåíà àâ-
òîðó Ñ. Â. Êèñëÿêîâûì.

Òåîðåìà î êîðîíå è àíàëèòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû

Ïîñëåäíèé ñþæåò, î êîòîðîì ìû óïîìÿíåì, ñíîâà îòíîñèòñÿ ê ãðàíè÷íûì ïðîñòðàí-
ñòâàì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè. Ñ ïîìîùüþ �êëàññè÷åñêîé� òåîðåìû î
êîðîíå Ë. Êàðëåñîíà [1] â óïîìÿíóòîé ðàíåå ðàáîòå [2] áûëà âïåðâûå ïîëó÷åíà õîðî-
øàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ñòåïåíè θ äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Õàðäè Hp (w) (ñ
îäèíàêîâûì p). Òî÷íî òàê æå ïîëó÷àåòñÿ è AK-óñòîé÷èâîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðû;
ýòî äîêàçàòåëüñòâî äîâîëüíî êîðîòêî. Â ðàáîòå [16] Ñ. Â. Êèñëÿêîâ ïîëó÷èë õàðàê-
òåðèçàöèþ óñëîâèÿ logw ∈ BMO â òåðìèíàõ àíàëèòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû
{ϕn}n∈Z, ñîãëàñîâàííîãî ñ âåñîì w . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn}n∈Z íàçûâàåòñÿ àíàëèòè-
÷åñêèì ðàçëîæåíèåì åäèíèöû äëÿ êîíñòàíò ε > 0, λ > 1 è C, ñîãëàñîâàííûì ñ âåñîì
w , åñëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

∑
j∈Z |ϕj |

ε 6 C è |ϕj |εw 6 Cλj ïî÷òè âñþäó ïðè âñåõ

j ∈ Z, à òàæå
∑

j∈Z |ϕj |
ελj 6 Cw ïî÷òè âñþäó è

∑
j∈Z ϕj = 1. Ýòî � àíàëèòè÷åñêèé

àíàëîã åñòåñòâåííîãî ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû en = χ{2n6w<2n+1}, ò. å. ôóíêöèè ϕn àíà-
ëèòè÷íû, îáðàçóþò ðàçëîæåíèå åäèíèöû è âåäóò ñåáÿ ïðèìåðíî êàê en. Îáà ïåðåõîäà
� îò óñëîâèÿ logw ∈ BMO ê àíàëèòè÷åñêîìó ðàçëîæåíèþ åäèíèöû, ñîãëàñîâàííîìó ñ
âåñîì w , è îáðàòíî � äîâîëüíî íåòðèâèàëüíû.

Â ãëàâå 2 äèññåðòàöèè ìû ïîêàæåì, êàê ýòó õàðàêòåðèçàöèþ ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî
ïîëó÷èòü èç âåêòîðíîçíà÷íîé òåîðåìû î êîðîíå. Ïðè ýòîì íàì íå ïîíàäîáèòñÿ íèêà-
êîé íîâîé òåõíèêè, ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ñ÷èòàòü íåñêîëüêî áîëåå ïðîçðà÷íûì (è
êîðîòêèì) âàðèàíòîì òîé æå ñàìîé êîíñòðóêöèè èç [16]. Êàê ñëåäñòâèå, ìû ïîëó÷àåì
êîìïàêòíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî BMO-ðåãóëÿðíîñòü âëå÷¼ò AK-óòîé÷èâîñòü, èñ-
ïîëüçóþùåå òåîðåìó î êîðîíå, íî íå îïèðàþùååñÿ ÿâíî íà AK-óñòîé÷èâîñòü âåñîâûõ
êëàññîâ Õàðäè. Êîíå÷íî, ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî AK-óñòîé÷èâîñòü âåñîâûõ êëàññîâ
Õàðäè ïîëó÷àåòñÿ âïîëíå ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè (ñì. [12]), â òî âðåìÿ êàê òåîðåìà
î êîðîíå � äîâîëüíî ñëîæíûé è ãëóáîêèé ðåçóëüòàò. Ñòîèò åù¼ îòìåòèòü, ÷òî ñàìà
ïîñòàíîâêà çàäà÷è î êîðîíå äà¼òñÿ â òåðìèíàõ ïîâåäåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íà
âñ¼ì åäèíè÷íîì êðóãå D, è íå èçâåñòíî å¼ äîêàçàòåëüñòâ, èçáåãàþùèõ âûõîäà â êðóã.
Â òî æå âðåìÿ AK-óñòîé÷èâîñòü ìîæíî èçó÷àòü, íå ïîêèäàÿ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
(ñì. [12] è äðóãèå èñòî÷íèêè, öèòèðîâàííûå ðàíåå). Ïîýòîìó �óïðîùåíèå�, îñíîâàííîå
íà èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû î êîðîíå, íîñèò, ñêîðåå, ïñèõîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð.

Âìåñòå ñ ýòèì ìû îáñóäèì âåêòîðíîçíà÷íóþ òåîðåìó î êîðîíå â áîëåå îáùåì âèäå,
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â êîòîðîì ôèãóðèðóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ls ïðè ëþáîì 0 < s 6∞, à íå òîëüêî l2.
À èìåííî, ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå

∑
j fjgj = 1 îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {gj} ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå D, êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î êîðîíå,
è èññëåäóåì âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ îöåíêàìè â òåðìèíàõ íîðìû
H∞ (lr), 0 < r 6 ∞, â ïðåäïîëîæåíèÿõ 0 < p, q 6 ∞, f ∈ H∞ (l q) è |f(z)|p > δ ïðè
âñåõ z ∈ D. Èñõîäíîå (è ñëîæíîå) äîêàçàòåëüñòâî Ë. Êàðëåñîíà ãîäèëîñü òîëüêî äëÿ
êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèé. Äîêàçàòåëüñòâî Ò. Âîëüôà, ïîÿâèâøååñÿ â 1979 ã., äîâîëüíî
áûñòðî ïðèâåëî ê âåêòîðíîçíà÷íîìó îáîáùåíèþ ïðè p = q = r = 2 â 1980 ã. îäíîâðå-
ìåííî è íåçàâèñèìî Â. À. Òîëîêîííèêîâûì â [38] è Ì. Ðîçåíáëþìîì â [25] (è äàëåå
îöåíêè â ýòîì ðåçóëüòàòå óëó÷øàëèñü ðÿäîì àâòîðîâ âïëîòü äî ðàáîòû [27]); â òî æå
âðåìÿ À. Ó÷èÿìà â ðàáîòå [28] ïîêàçàë, êàê èñõîäíîå äîêàçàòåëüñòâî Ë. Êàðëåñîíà
îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ñ÷¼òíîãî ÷èñëà ôóíêöèé ïðè p = q =∞ è r = 1. Â. À. Òîëîêîí-
íèêîâ òàêæå ïîëó÷èë ðàçðåøèìîñòü â ñëó÷àå 2 < p = q < ∞, r = p′, íî ïðè ýòîì p
äîëæíî áûëî áûòü öåëûì ÷¼òíûì (åãî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, âèäèìî, íå
áûëî îïóáëèêîâàíî). Ñâåäåíèÿ, èìåþùèåñÿ íà ìîìåíò íàïèñàíèÿ ýòîé ðàáîòû îòíîñè-
òåëüíî ðàçðåøèìîñòè âåêòîðíîçíà÷íîé çàäà÷è î êîðîíå â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêå
ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëåé p, q è r, íåïîëíû, è, â ÷àñòíîñòè, ïîêà íè÷åãî íå
èçâåñòíî ïðî ðàçðåøèìîñòü ïðè p = q < 2.

Êðîìå îáû÷íîé çàäà÷è î êîðîíå, ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå å¼ áîëåå ñëàáûé âàðèàíò,
íàçûâàþùèéñÿ Hp çàäà÷åé î êîðîíå: ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ

∑
j fjgj = h äëÿ h ∈ Hp

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé {gj} ∈ Hp (lr) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îöåíêàìè íà íîðìó ðåøåíèÿ.
Ïîä òåîðåìîé î ðàçðåøèìîñòè ìû ïîíèìàåì äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
ïðè åñòåñòâåííîì íåîáõîäèìîì óñëîâèè supz∈D |{fj(z)}|r′ > δ > 0. Ïðè p = r = 2 ñîîò-
âåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò òåñíî ñâÿçàí ñ òàê íàçûâàåìîé ò¼ïëèöåâîé òåîðåìîé î êîðîíå,
è îáû÷íàÿ H∞ òåîðåìà î êîðîíå ïîëó÷àåòñÿ èç íå¼ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ïîäú¼ìå êîì-
ìóòàíòà (ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó, íàïðèìåð, [21, Appendix 3]). Åñòåñòâåííî, ðàçðåøèìîñòü
H∞ çàäà÷è î êîðîíå âëå÷¼ò ðàçðåøèìîñòü Hp çàäà÷è î êîðîíå. Ïîýòîìó êàæåòñÿ, ÷òî
Hp çàäà÷à î êîðîíå äîëæíà áûòü ïðîùå. Â ýòîé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, ÷òî òàê îíî è åñòü:
äîêàçàòåëüñòâî Ò. Âîëüôà ðàçðåøèìîñòè H∞ çàäà÷è î êîðîíå ìîæíî àäàïòèðîâàòü ê
H2 çàäà÷å î êîðîíå, è ïðè ýòîì îíî çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòñÿ: â í¼ì íå ïîíàäîáèòñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü íè ïîñòðîåíèå âíåøíèõ ôóíêöèé, íè îöåíêè ñ ìåðàìè Êàðëåñîíà â êàêîì-
ëèáî âèäå, à âñå îöåíêè âûãëÿäÿò ïðîñòî è åñòåñòâåííî. Ïðàâäà, ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ
äîâîëüíî ãðóáàÿ îöåíêà íà êîíñòàíòó ðàçðåøèìîñòè. Âåðîÿòíî, ýòî ðàññóæäåíèå áû-
ëî èçâåñòíî è ðàíåå, îäíàêî ãîòîâûõ ññûëîê íàéòè íå óäàëîñü. Ñì., âïðî÷åì, [27], ãäå
íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷åíà íàèëó÷øàÿ èç èçâåñòíûõ â íàñòîÿùèé ìîìåíò îöåíêà â H2

çàäà÷å î êîðîíå, ÷òî, âèäèìî, íåñîâìåñòèìî ñ óïîìÿíóòûìè óïðîùåíèÿìè.
Â ýòîé ðàáîòå ìû òàêæå ïîêàæåì, ÷òî ðàçðåøèìîñòü âåêòîðíîçíà÷íîé Hp çàäà÷è î

êîðîíå (äàæå, ïî ñóùåñòâó, â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå, ÷åì áûëî óêàçàíî âûøå) âëå÷¼ò
ðàçðåøèìîñòü H∞ çàäà÷è î êîðîíå ñ òîé æå êîíñòàíòîé, è áîëåå òîãî, äëÿ øèðîêî-
ãî êëàññà ðåø¼òîê X ðàçðåøèìîñòü âåêòîðíîçíà÷íîé XA çàäà÷è î êîðîíå (ò. å. åñëè
ïðîñòðàíñòâî Hp âåçäå çàìåíèòü íà XA) òî÷íî òàê æå âëå÷¼ò ðàçðåøèìîñòü H∞ çàäà-
÷è î êîðîíå. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé èëëþñòðàöèåé ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû î
íåïîäâèæíîé òî÷êå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì èíãðèäèåíòîì â îñíîâíûõ ðåçóëüòà-
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òàõ ýòîé ðàáîòû. Ïîêà, âïðî÷åì, íåÿñíî, èìåþòñÿ ëè ó ýòîãî ðåçóëüòàòà êàêèå-íèáóäü
èíòåðåñíûå ïðèìåíåíèÿ (âåäü, êàê óæå óïîìèíàëîñü, â ñòàíäàðòíîì ñëó÷àå ýêâèâà-
ëåíòíîñòü H2 è H∞ çàäà÷ î êîðîíå ìîæíî óñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ïîäú¼ìå
êîììóòàíòà).Íîâûì íà äàííûé ìîìåíò, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ òîëüêî òî, ÷òî êîíñòàí-
òû â Hp è H∞ âåêòîðíîçíà÷íûõ çàäà÷àõ î êîðîíå ñîâïàäàþò ïðè âñåõ p, è ÷òî âìåñòî
Hp ìîæíî èñïîëüçîâàòü î÷åíü øèðîêèé êëàññ ðåø¼òîê äëÿ ïîïûòîê óëó÷øåíèÿ ýòîé
êîíñòàíòû. Ñ. Â. Êèñëÿêîâ âí¼ñ çíà÷èòåëüíûå óëó÷øåíèÿ â èñõîäíîå äîêàçàòåëüñòâî
àâòîðà.

Ñâîäêà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Â ýòîò ðàçäåë âûíåñåíû òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé ðàáî-
òû ñî ññûëêàìè íà ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ â òåêñòå äèññåðòàöèè. Çäåñü ìû
ëèøü âêðàòöå îáúÿñíÿåì ñóòü äåëà; îïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåìûõ ïîíÿòèé è ïîäðîáíûå
îáñóæäåíèÿ, âêëþ÷àÿ èõ ñâÿçü ñ èìåâøèìèñÿ äî ýòîãî ðåçóëüòàòàìè, äàþòñÿ â ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ðàçäåëàõ äèññåðòàöèè.

Èíòåðïîëÿöèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ ÷èñëà λ > 0 ÷åðåç lpλ = lp(λj)
îáîçíà÷àåòñÿ ðåø¼òêà lp ñ âåñîì j 7→ λj . Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äà¼ò õàðàêòåðèçàöèþ
BMO-ðåãóëÿðíîñòè ïàð ðåø¼òîê â òåðìèíàõ AK-óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðûõ ïàð ñ äîïîë-
íèòåëüíîé ïåðåìåííîé.

Òåîðåìà. (5.5.1) Ïóñòü (X, Y ) � ïàðà ðåø¼òîê èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà èçìåðèìîì
ïðîñòðàíñòâå (T×Ω,m× µ), îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì Ôàòó è ñâîéñòâîì (∗), ïðè÷¼ì
XY ′ ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâîé ðåø¼òêîé. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Ïàðà (X, Y ) BMO-ðåãóëÿðíà.

2. Ïàðà (X(lpλ), Y (l q)) AK-óñòîé÷èâà ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ 1 6 q 6 p 6 ∞ è
λ > 1.

3. Ïàðà (X(lpλ),Y (l q)) AK-óñòîé÷èâà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ λ > 1 è 1 6 q 6 p 6∞.

4. Ïàðà (X(l∞), Y (l1)) AK-óñòîé÷èâà.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â [17] è [33], íîâîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ äî-
ñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ 2 ïðè p = q, äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ 4 è òî, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì
ïðîèçâîëüíîå σ-êîíå÷íîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî Ω (â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ îíî ïðåä-
ïîëàãàëîñü äèñêðåòíûì).

Ñëåäóåò îòìåòèòü èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå ýòîãî ðåçóëüòàòà.

Ïðåäëîæåíèå. (5.5.6) Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ðåø¼òêè èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà
íåêîòîðîì èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (T × Ω,m × µ), îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì Ôàòó
è ñâîéñòâîì (∗), ïðè÷¼ì ðåø¼òêà XY ′ áàíàõîâà. Ïóñòü ïàðà (XA, YA) ÿâëÿåòñÿ ðå-
òðàêòîì ïàðû (X, Y ), ò. å. íåêîòîðûé ïðîåêòîð Q : X + Y → XA + YA ïåðåâîäèò X

â XA, Y â YA, è îãðàíè÷åí â ðåø¼òêàõ X è Y . Òîãäà ïàðà (X, Y ) BMO-ðåãóëÿðíà.
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Êðîìå òîãî, â äèññåðòàöèè ïðèâåä¼í ñëåäóþùèé íåñëîæíûé ðåçóëüòàò î ñâîéñòâàõ,
êîòîðûìè äîëæåí îáëàäàòü ïîêàçàòåëü p(·) â ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà Lp(·) ñ ïåðåìåííûì

ïîêàçàòåëåì, ÷òîáû ïàðà
(
Lp(·),L∞

)
áûëà AK-óñòîé÷èâà. Äëÿ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ

E ⊂ T ïîëîæèòåëüíîé ìåðû ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå ñëåäóþùèå åñòåñòâåííûå îáî-
çíà÷åíèÿ: p+(E) = ess supE p(·), p−(E) = ess infE p(·), p± = p±(T).

Ïðåäëîæåíèå. (5.7.2) Ïóñòü p : T → (0,∞) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî
0 < p− 6 p+ < ∞ è ïàðà

(
Lp(·),L∞

)
AK-óñòîé÷èâà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ

c2, äëÿ êîòîðîé ïðè âñåõ π
2 > ε > 0 è θ ∈ R âûïîëíåíî óñëîâèå

1

p+(Eε,θ)
− 1

p−(Fε,θ)
6

c2
− log ε

, (6)

ãäå Eε,θ = {eiα | α ∈ (θ, θ + ε)}, Fε,θ = {eiα | α ∈ (θ − ε, θ − ε
2)}, è òåì æå ñâîéñòâîì

îáëàäàåò ôóíêöèÿ p̃(eiθ) = p(e−iθ).

Óñëîâèå (6) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èçâåñòíîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî óñëîâèÿ Ã¼ëüäåðà

α = 1
p(·) , |α(x) − α(y)| 6 c1

[
log
(
e+ 1

|x−y|

)]−1

, êîòîðîå äîñòàòî÷íî (íî, âèäèìî,

íå íåîáõîäèìî) äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåø¼òêà Lp(·) áûëà BMO-ðåãóëÿðíîé. Ïîêà íåÿñíî,
êàê ñâÿçàíû AK-óñòîé÷èâîñòü è BMO-ðåãóëÿðíîñòü â îáùåì ñëó÷àå è â ñëó÷àå ðå-
ø¼òîê Lp(·), îäíàêî ïðåäëîæåíèå 5.7.2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû ïî
êðàéíåé ìåðå äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà êóñî÷íî-ëîãàðèôìè÷åñêè-ã¼ëüäåðîâûõ
ïîêàçàòåëåé.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü çàäàíà èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ p : T → (0,∞), 0 < p− 6 p+ < ∞, è
îêðóæíîñòü T ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî äóã In, íà âíóòðåííîñòè êàæäîé èç êî-
òîðûõ ôóíêöèÿ 1

p(·) óäîâëåòâîðÿåò ëîãàðèôìè÷åñêîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà è ìîíîòîííà

âáëèçè êîíöîâ ýòèõ äóã. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Ïàðà
(
Lp(·),L∞

)
AK-óñòîé÷èâà.

2. Ôóíêöèÿ 1
p(·) óäîâëåòâîðÿåò ëîãàðèôìè÷åñêîìó óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà.

3. Ðåø¼òêà Lp(·) BMO-ðåãóëÿðíà.

BMO-ðåãóëÿðíîñòü â ðåø¼òêàõ íà ïðîñòðàíñòâàõ îäíîðîäíîãî òèïà. Ïóñòü
(S, ν) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíîãî òèïà (íàïðèìåð, S = Rn èëè S = Tn ñ
ìåðîé Ëåáåãà). Ap-ðåãóëÿðíîñòü ðåø¼òêè X èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà èçìåðèìîì ïðî-
ñòðàíñòâå (S ×Ω, ν × µ) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ X íàéä¼òñÿ íåêîòîðàÿ
ìàæîðàíòà g > |f |, òàêàÿ, ÷òî ‖g‖X 6 c‖f‖X è g ∈ Ap (ðàâíîìåðíî ïî âòîðîé ïåðåìåí-
íîé) ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C, ïðè÷¼ì âåëè÷èíû c è C íå çàâèñÿò îò ôóíêöèè f . Ïîä
Ap ïîíèìàåòñÿ èçâåñòíîå óñëîâèå Ìàêåíõàóïòà, à òàêæå êëàññ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ ýòîìó óñëîâèþ. Ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì ñâîéñòâà
äåëèìîñòè BMO-ðåãóëÿðíîñòè, îáñóæäàåìîãî íèæå.

Òåîðåìà. (3.3.1) Ïóñòü X � áàíàõîâà ðåø¼òêà èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà èçìåðèìîì
ïðîñòðàíñòâå (S×Ω, ν×µ), îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì Ôàòó, à ðåø¼òêà XLq, 1 < q <∞,
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òàêæå ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâîé è Ap-ðåãóëÿðíà ïðè íåêîòîðîì 1 6 p <∞. Òîãäà ðåø¼òêà
X Ap+1-ðåãóëÿðíà.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êå.
BMO-ðåãóëÿðíîñòü ðåø¼òêè X îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîé íåíóëåâîé ôóíêöèè f èç

ðåø¼òêè X íàéä¼òñÿ íåêîòîðàÿ ìàæîðàíòà g > |f |, òàêàÿ, ÷òî ‖g‖X 6 c‖f‖X è
log g ∈ BMO (ðàâíîìåðíî ïî âòîðîé ïåðåìåííîé) ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C, ïðè÷¼ì
âåëè÷èíû c è C íå çàâèñÿò îò ôóíêöèè f . Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâîé-
ñòâî BMO-ðåãóëÿðíîñòè ñàìîäâîéñòâåííî äëÿ ðåø¼òîê, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì Ôàòó,
è âûÿâëÿåò ñâÿçü ýòîãî ñâîéñòâà ñ îãðàíè÷åííîñòüþ ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà Õàðäè�
Ëèòëâóäà M .

Òåîðåìà. (3.4.1) Ïóñòü X � áàíàõîâà ðåø¼òêà èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà èçìåðèìîì
ïðîñòðàíñòâå (S ×Ω, ν × µ), îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì Ôàòó. Ïóñòü 0 < β < 1. Ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Ðåø¼òêà X BMO-ðåãóëÿðíà.

2. Ðåø¼òêà XLq BMO-ðåãóëÿðíà ïðè íåêîòîðîì 0 < q <∞.

3. Ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð Õàðäè�Ëèòëâóäà M îãðàíè÷åí â ðåø¼òêå
(
X
α
L1

1−α
)β

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ 0 < α 6 1.

4. Îïåðàòîð M îãðàíè÷åí â ðåø¼òêå
(
X
α
L1

1−α
)β

ïðè íåêîòîðîì 0 < α 6 1.

5. Ðåø¼òêà X ′ BMO-ðåãóëÿðíà.

Äîâîëüíî ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ýòîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ äåëèìîñòü ñâîéñòâà BMO-
ðåãóëÿðíîñòè. Äëÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèõ âåñîâ w âåñîâàÿ ðåø¼òêà Y (w) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà wf , f ∈ Y , ñ íîðìîé ‖g‖Y (w) = ‖gw−1‖Y .

Ïðåäëîæåíèå. (3.4.3) Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ðåø¼òêè èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà
íåêîòîðîì èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (S × Ω, ν × µ), îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì Ôàòó.
Åñëè ðåø¼òêè XY è Y BMO-ðåãóëÿðíû, òî ðåø¼òêà X òàêæå BMO-ðåãóëÿðíà. Â
÷àñòíîñòè, åñëè ðåø¼òêà Y è âåñîâàÿ ðåø¼òêà Y (w) BMO-ðåãóëÿðíû äëÿ íåêîòîðîãî
âåñà w , òî logw ∈ BMO ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C, ò. å. ‖ logw(·, ω)‖BMO 6 C ïðè
ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, â ÷àñòíîñòè, âûÿâëÿåò ñâÿçü ìåæäó ñâîéñòâîì BMO-ðåãóëÿð-
íîñòè è îãðàíè÷åííîñòüþ îïåðàòîðîâ Êàëüäåðîíà�Çèãìóíäà â íåêîòîðûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ. Ìû ôîðìóëèðóåì åãî â íåñêîëüêî àáñòðàêòíûõ òåðìèíàõ, ÷òîáû íå ñóæàòü åãî
åñòåñòâåííóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ. Îòîáðàæåíèå T íàçûâàåòñÿ A2-îãðàíè÷åííûì, åñ-
ëè äëÿ íåãî èìåþòñÿ âåñîâûå îöåíêè â ïðîñòðàíñòâå L2 ñ âåñàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè
óñëîâèþ Ìàêåíõàóïòà A2 è ñîîòâåòñòâóþùèìè îöåíêàìè êîíñòàíò. Îòîáðàæåíèå T íà-
çûâàåòñÿ ñëàáî A2-îãðàíè÷åííûì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå âåñîâûå îöåíêè âûïîëíåíû
ñ âåñàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ Ìàêåíõàóïòà A1 è ñîîòâåòñòâóþùèìè îöåíêà-
ìè êîíñòàíò. Îòîáðàæåíèå T íàçûâàåòñÿ BMO-íåâûðîæäåííûì, åñëè èç íàëè÷èÿ äëÿ
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íåãî âåñîâîé L2 îöåíêè ñ âåñîì w âûòåêàåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå logw ∈ BMO ñ
ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêîé êîíñòàíòû.

Òåîðåìà. (3.6.3) Ïóñòü X � áàíàõîâà ðåø¼òêà èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà èçìåðèìîì
ïðîñòðàíñòâå (S×Ω, ν×µ), îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì Ôàòó. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâè-
âàëåíòíû.

1. Ðåø¼òêà X BMO-ðåãóëÿðíà.

2. Íåêîòîðûé ñëàáî A2-îãðàíè÷åííûé è BMO-íåâûðîæäåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð

T îãðàíè÷åííî äåéñòâóåò â ðåø¼òêå
(
X
α
L1

1−α
) 1

2
ïðè íåêîòîðîì 0 < α < 1.

3. Âñå ñëàáî A2-îãðàíè÷åííûå îòîáðàæåíèÿ T îãðàíè÷åíû â ðåø¼òêå
(
X
α
L1

1−α
) 1

2

ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ 0 < α < 1.

Â ÷àñòíîñòè, â ïóíêòå 2 â êà÷åñòâå îïåðàòîðà T ìîæíî âçÿòü ëþáîå ïðåîáðàçîâà-
íèå Ðèññà Rj , à â ïóíêòå 3 � âñå îïåðàòîðû Êàëüäåðîíà�Çèãìóíäà (ñî ñòàíäàðòíûìè
óñëîâèÿìè íà ãëàäêîñòü ÿäðà).

BMO-ðåãóëÿðíîñòü ïàðû ðåø¼òîê (X, Y ) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêèõ íåíóëåâûõ ôóíê-
öèé f ∈ X è g ∈ Y íàéäóòñÿ íåêîòîðûå ìàæîðàíòû u > |f | è v > |g|, òàêèå, ÷òî
‖u‖X 6 c‖f‖X , ‖v‖Y 6 c‖g‖Y è log u

v ∈ BMO ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C, ïðè÷¼ì
âåëè÷èíû c è C íå çàâèñÿò îò ôóíêöèé f è g. Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû äàþò õàðàêòåðè-
çàöèþ BMO-ðåãóëÿðíîñòè ïàðû (X, Y ) â òåðìèíàõ BMO-ðåãóëÿðíîñòè ðåø¼òêè XY ′

è ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî ñâîéñòâî òàêæå îáëàäàåò ñàìîäâîéñòâåííîñòüþ è äåëèìîñòüþ.

Òåîðåìà. (3.8.8) Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ðåø¼òêè èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà èçìå-
ðèìîì ïðîñòðàíñòâå (S×Ω, ν×µ), îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì Ôàòó. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû.

1. Ïàðà (X, Y ) BMO-ðåãóëÿðíà.

2. Ïàðà (XLq, Y Lq) BMO-ðåãóëÿðíà ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè (ýêâèâàëåíòíî, ïðè
âñåõ çíà÷åíèÿõ ) 0 < q 6∞.

3. Ïàðà (X ′, Y ′) BMO-ðåãóëÿðíà.

4. Ðåø¼òêà XY ′ BMO-ðåãóëÿðíà.

Ïðåäëîæåíèå. (3.8.9) Ïóñòü X, Y , E è F � áàíàõîâû ðåø¼òêè èçìåðèìûõ ôóíê-
öèé íà íåêîòîðîì èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (S × Ω, ν × µ), îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì
Ôàòó. Åñëè ïàðû (XE, Y F ) è (E,F ) BMO-ðåãóëÿðíû, òî ïàðà (X, Y ) òàêæå BMO-
ðåãóëÿðíà.

Èíòåðïîëÿöèÿ ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæä¼ííûõ êâàçèðåãóëÿðíûì ïðîåêòîðîì.
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ðåø¼òêè X èçìåðèìûõ ôóíêöèé è ïðîåêòîðà Q (âîîáùå ãîâîðÿ,
ðàçðûâíîãî íà X) ÷åðåç XQ ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî òåõ ôóíêöèé f èç ðåø¼òêè X,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå Qf = f â íåêîòîðîì ñìûñëå.
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Òåîðåìà. (4.2.4) Ïóñòü X � A1-ðåãóëÿðíàÿ ðåø¼òêà èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà èç-
ìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå S = Rn èëè S = Tn ñ ìåðîé Ëåáåãà, ïðè÷¼ì ìíîæåñòâî
X ∩L1 ïëîòíî â X, à Q � îïåðàòîð Êàëüäåðîíà�Çèãìóíäà, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîåêòîðîì.

Òîãäà ïàðà
(

LQ1 , X
Q
)

K-çàìêíóòà â ïàðå (L1, X) ñ êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé ëèøü îò

êîíñòàíòû A1-ðåãóëÿðíîñòè ðåø¼òêè X è ñâîéñòâ ïðîåêòîðà Q.

Òåîðåìà î êîðîíå. Ïóñòü E è E∗ � ðåø¼òêè èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà èçìåðè-
ìûõ ïðîñòðàíñòâàõ (Ω, µ) è (Ω∗, µ∗) ñîîòâåòñòâåííî. Çàäà÷åé î êîðîíå ñ äàííûìè
F ∈ H∞ (E → E∗) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå Fg = f îòíîñèòåëüíî àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèè g ñî çíà÷åíèÿìè â E. Ýòà çàäà÷à íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé â ðåø¼òêå XA, åñëè äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè f ∈ XA(E) íàéä¼òñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ g ∈ XA(E∗), òàêàÿ,
÷òî Fg = f è èìååò ìåñòî îöåíêà ‖g‖X(E) 6 C‖f‖X(E∗) ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C, íå
çàâèñÿùåé îò f .

Òåîðåìà. (2.3.4) Ïóñòü áàíàõîâà ðåø¼òêà èçìåðèìûõ ôóíêöèé X íà èçìåðèìîì
ïðîñòðàíñòâå T ñ ìåðîé Ëåáåãà îáëàäàåò ñâîéñòâîì (∗) è ñâîéñòâîì Ôàòó. Ïóñòü
áàíàõîâà ðåø¼òêà E êîíå÷íîìåðíà. Ïóñòü F ∈ H∞ (E → E∗) � ôèêñèðîâàííûå äàí-
íûå çàäà÷è î êîðîíå. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû ñ ðàâåíñòâîì êîíñòàíò.

1. XA çàäà÷à î êîðîíå ñ äàííûìè F ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîé ðåø¼òêè X, îáëàäàþùåé
óñëîâèåì (∗).

2. XA çàäà÷à î êîðîíå ñ äàííûìè F ðàçðåøèìà äëÿ íåêîòîðîé ðåø¼òêè X, îáëàäà-
þùåé óñëîâèåì (∗) è ñâîéñòâîì Ôàòó.

3. H1 çàäà÷à î êîðîíå ñ äàííûìè F ðàçðåøèìà.

4. H∞ çàäà÷à î êîðîíå ñ äàííûìè F ðàçðåøèìà.

Îïèñàíèå äèññåðòàöèè ïî ãëàâàì è ïàðàãðàôàì

Ìû óïîìèíàåì â ýòîì îïèñàíèè òîëüêî îñíîâíûå ìîìåíòû ðàáîòû, íå îñòàíàâëè-
âàÿñü íà áîëüøèíñòâå âñïîìîãàòåëüíûõ ðàçäåëîâ è âòîðîñòåïåííûõ ìîìåíòîâ.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè îïèñûâàþòñÿ îáùèå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû, èñïîëüçóþùè-
åñÿ â ðàáîòå, êîòîðûå óäîáíî èçëîæèòü îòäåëüíî: ðåø¼òêè èçìåðèìûõ ôóíêöèé, ïðî-
ñòðàíñòâà îäíîðîäíîãî òèïà, ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû òèïà Êàëüäåðîíà�
Çèãìóíäà, êëàññ BMO, âåñà Ìàêåíõàóïòà, òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå, òåîðåìà Ãðî-
òåíäèêà, êëàññû òèïà Õàðäè, AK-óñòîé÷èâîñòü. Ïðèâîäèòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ðå-
çóëüòàòîâ îáùåãî õàðàêòåðà.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âåêòîðíîçíà÷íîé çàäà÷å î êîðîíå, å¼ ïðèëîæåíèþ ê õà-
ðàêòåðèçàöèè âåñîâ ñ ëîãàðèôìîì â BMO è ñâÿçè ìåæäó XA (â ÷àñòíîñòè, Hp) è H∞
çàäà÷àìè î êîðîíå.

Â �2.1 îáñóæäàåòñÿ âåêòîðíîçíà÷íàÿ çàäà÷à î êîðîíå ñ lr-îöåíêàìè íà íîðìó ðåøå-
íèÿ. Îáñóæäàåòñÿ, ÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü â ýòîì íàïðàâëåíèè âïîëíå ýëåìåíòàðíûìè
ìåòîäàìè èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Â �2.2 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àíàëèòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû, ñîãëàñîâàííîãî ñ
çàäàííûì âåñîì w , è ïîêàçûâàåòñÿ, êàê ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîçíà÷íîé òåîðåìû î êîðîíå
ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷èòü èçâåñòíûé ðåçóëüòàò î òîì, ÷òî óñëîâèå logw ∈ BMO
âëå÷¼ò ñóùåñòâîâàíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû, ñîãëàñîâàííîãî ñ âåñîì w .

Â �2.3 îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó XA è H∞ (ò. å. îáû÷íîé) âåêòîðíîçíà÷íûìè çà-
äà÷àìè î êîðîíå. Ïîêàçûâàåòñÿ, êàê èç ðàçðåøèìîñòè XA çàäà÷è î êîðîíå ñëåäóåò
ðàçðåøèìîñòü H1 çàäà÷è î êîðîíå. Äàëåå, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷-
êå èç íå¼ ïîëó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü H∞ çàäà÷è î êîðîíå ñ ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêîé
êîíñòàíòû ðàçðåøèìîñòè ÷åðåç êîíñòàíòó ðàçðåøèìîñòè XA çàäà÷è î êîðîíå.

Â �2.4 ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî Ò. Âîëüôà ðàçðåøèìîñòè ñòàíäàðòíîé âåêòîð-
íîçíà÷íîé çàäà÷è î êîðîíå, àäàïòèðîâàííîå ê ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóþùåé H2 çàäà÷è î
êîðîíå è çíà÷èòåëüíî óïðîù¼ííîå. Ýòèì ñïîñîáîì ìû ïîëó÷àåì çíà÷èòåëüíî áîëåå
ãðóáóþ îöåíêó íà íîðìó ðåøåíèÿ, èìåþùóþ ïîðÿäîê 1

δ5
, çàòî âñå ðàññóæäåíèÿ âïîëíå

ýëåìåíòàðíû.
Â òðåòüåé ãëàâå èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î BMO-ðåãóëÿðíîñòè íà îáùèõ

ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé îäíîðîäíîãî òèïà, âêëþ÷àÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñëàáîé è îáû÷íîé
BMO-ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ïàð ðåø¼òîê.

Â �3.1 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå BMO-ðåãóëÿðíîñòè è åãî óòî÷íåíèå � ïîíÿòèå Ap-ðåãóëÿð-
íîñòè. Èçëàãàþòñÿ ïðîñòûå ñâîéñòâà ýòèõ ïîíÿòèé, â òîì ÷èñëå ýêâèâàëåíòíîñòü A1-
ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åííîñòè ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà, à òàêæå òî, ÷òî äîñòàòî÷íî
õîðîøèå ïåðåñòàíîâî÷íî èíâàðèàíòíûå (ñèììåòðè÷íûå) ðåø¼òêè BMO-ðåãóëÿðíû.

Äàëåå, â �3.3 ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà 3.3.1 î òîì, ÷òî ïðè íàëè÷èè
ñâîéñòâà Ôàòó ó ðåø¼òêè X Ap-ðåãóëÿðíîñòü ðåø¼òêè XLp, åñëè îíà áàíàõîâà, âëå÷¼ò
Ap+1-ðåãóëÿðíîñòü ðåø¼òêè X.

Â �3.4 ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû ïðîâåðÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîñòü è äåëèìîñòü ñâîé-
ñòâà BMO-ðåãóëÿðíîñòè äëÿ áàíàõîâûõ ðåø¼òîê, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì Ôàòó, è îá-
ñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå ïðîñòûå ñëåäñòâèÿ, âêëþ÷àÿ êðèòåðèé BMO-ðåãóëÿðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâ Ëåáåãà Lp(·) ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì p(·).

Â �3.5 ïðèâîäèòñÿ, ñ íåáîëüøèìè óòî÷íåíèÿìè, äîêàçàòåëüñòâî èç [12] èçâåñòíî-
ãî ðåçóëüòàòà î òîì, ÷òî åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð T îãðàíè÷åí â áàíàõîâîé ðåø¼òêå
Y

1
2 ñ ïîðÿäêîâî íåïðåðûâíîé íîðìîé, òî ó ôóíêöèé f èç ðåø¼òêè Y ′ èìåþòñÿ ìàæî-

ðàíòû w ∈ Y ′ ñîèçìåðèìîé íîðìû, òàêèå, ÷òî îïåðàòîð T îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå

L2

(
w−

1
2

)
, ïðè÷¼ì îöåíêà äëÿ íîðìû îïåðàòîðà T â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íå çàâèñèò îò

f .
Â �3.6 èññëåäóþåòñÿ ñâÿçü ìåæäó BMO-ðåãóëÿðíîñòüþ è îãðàíè÷åííîñòüþ íåêîòî-

ðûõ îòîáðàæåíèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåø¼òêàõ. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè
áàíàõîâà ðåø¼òêà X BMO-ðåãóëÿðíà è îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ôàòó, à îòîáðàæåíèå T
ñëàáî Ap-îãðàíè÷åíî, òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé 0 < α < 1 îòîáðàæåíèå

T îãðàíè÷åíî â ðåø¼òêå
(
X
α
L1

1−α
) 1

p
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ BMO-íåâûðîæäåííûõ

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
Â �3.7 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè êâàçèíîðìèðîâàííàÿ ðåø¼òêà X BMO-ðåãóëÿðíà, òî

ðåø¼òêà X (l q) òàêæå BMO-ðåãóëÿðíà. ×àñòè÷íî èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îá Ap-ðåãóëÿðíî-
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ñòè ðåø¼òîê âèäà L∞ (l q).
Â �3.8 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâîéñòâî BMO-ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ïàð ðåø¼òîê, ïðèâîäÿòñÿ

ïðîñòåéøèå óòâåðæäåíèÿ î í¼ì, ïðîâåðÿåòñÿ åãî ñàìîäâîéñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü
îòíîñèòåëüíî äåëèìîñòè, è ñ åãî ïîìîùüþ ïîëó÷àåòñÿ àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 3.3.1.

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå ïîêàçûâàåòñÿ, êàê A1-ðåãóëÿðíîñòü ìîæíî ïðèìåíèòü ê èíòåð-
ïîëÿöèè ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæä¼ííûõ êâàçèðåãóëÿðíûì ïðîåêòîðîì.

Â �4.1 îïðåäåëÿåòñÿ âåñîâîå ðàçëîæåíèå òèïà Êàëüäåðîíà�Çèãìóíäà è ïîêàçûâà-
åòñÿ, êàê èç íåãî ñëåäóåò ñòàíäàðòíûé âåñîâîé ñëàáûé òèï (1 − 1) è õîðîøàÿ âåùå-
ñòâåííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ (ìåòîä Áóðãåéíà). Äàëåå, âûâîäèòñÿ âåñîâîå ðàçëîæåíèå òèïà
Êàëüäåðîíà�Çèãìóíäà äëÿ �îêàéìë¼ííîãî� îïåðàòîðà Êàëüäåðîíà�Çèãìóíäà â ñîîò-
âåòñòâèè ñ [32] (íî â íåñêîëüêî áîëåå îáùåì âèäå).

Â �4.2, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Áóðãåéíà è òåîðåìû òèïà Âîëüôà, ïîëó÷àþò-

ñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î K-çàìêíóòîñòè âåñîâîé ïàðû
(

LQ1
(
w−1

0

)
,LQ∞ (w1)

)
â ïà-

ðå
(
L1

(
w−1

0

)
,L∞ (w1)

)
ñ äëÿ âåñîâ w0 è w1, òàêèõ, ÷òî w0,w1 ∈ A1 è w0w1 ∈ A∞,

è ïðèâîäèòñÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò � K-çàìêíóòîñòü ïàðû
(

LQ1 , X
Q
)
â ïàðå (L1, X)

äëÿ A1-ðåãóëÿðíûõ ðåø¼òîê X, à òàêæå ïðîñòîå ñëåäñòâèå äëÿ K-çàìêíóòîñòè ïà-

ðû
(

LQ∞, [X
∗]Q
)
â ïàðå (L∞, X

∗). Êîðîòêî ðàññìàòðèâàåòñÿ åù¼ îäèí ñïîñîá çàäàíèÿ

ïðîñòðàíñòâ XQ äëÿ A1-ðåãóëÿðíûõ ðåø¼òîê X, äëÿ êîòîðîãî òàêæå ïîëó÷àåòñÿ K-

çàìêíóòîñòü ïàðû
(

LQt , X
Q
)
â ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðå ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî-

êàçàòåëÿõ 1 6 t <∞.
Â ïÿòîé ãëàâå ìû âîçâðàùàåìñÿ íà îêðóæíîñòü. Èçëàãàþòñÿ íåêîòîðûå íîâûå ðå-

çóëüòàòû è íîâûå äîêàçàòåëüñòâà, îòíîñÿùèåñÿ ê âåùåñòâåííîé èíòåðïîëÿöèè àíàëè-
òè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ òèïà Õàðäè.

Â �5.1 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îãðàíè÷åííîé AK-óñòîé÷èâîñòè � åù¼ îäíî åñòåñòâåííîå
óñèëåíèå ñâîéñòâà AK-óñòîé÷èâîñòè, êîãäà â ñâîéñòâå àíàëèòè÷åñêîé K-óñòîé÷èâîñòè
äëÿ ïàðû ôóíêöèé (f, g) ìîæíî áðàòü ðàçáèåíèå âèäà (f + g)U + (f + g)(1−U), ãäå U
� îãðàíè÷åííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Îãðàíè÷åííàÿ AK-óñòîé÷èâîñòü òîæå ñëå-
äóåò èç BMO-ðåãóëÿðíîñòè. Åñëè ïàðà ðåø¼òîê (X, Y ) îãðàíè÷åííî AK-óñòîé÷èâà,
òî ïàðà (Xδ, Y δ) òàêæå îãðàíè÷åííî AK-óñòîé÷èâà ïðè âñåõ 0 < δ 6 1. Îãðàíè÷åí-
íàÿ AK-óñòîé÷èâîñòü äëÿ ïàðû, êàê è îáû÷íàÿ, âûäåðæèâàåò óìíîæåíèå íà ðåø¼ò-
êó. Äëÿ ïàðû ðåø¼òîê (X,L∞) ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ îãðàíè÷åí-
íàÿ AK-óñòîé÷èâîñòü ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé, ÷òî äà¼ò óäîáíóþ õàðàêòåðèçàöèþ AK-
óñòîé÷èâîñòè ðåø¼òêè X. Íàêîíåö, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè íàëè÷èè ñâîéñòâà Ôàòó è
ñâîéñòâà (∗) AK-óñòîé÷èâîñòü ïàðû áàíàõîâûõ ðåø¼òîê (X, Y ) âëå÷¼ò îãðàíè÷åííóþ
AK-óñòîé÷èâîñòü ïàðû (XL1, Y L1).

Â êîðîòêîì �5.2 ïîêàçûâàåòñÿ, êàê AK-óñòîé÷èâîñòü BMO-ðåãóëÿðíîé ðåø¼òêè
ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç àíàëèòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû, ñîãëàñî-
âàííîãî ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè BMO-ìàæîðàíòàìè.

Â �5.3 äëÿ ïàð âåñîâûõ êëàññîâ Õàðäè Hp (T× Ω,m× µ) äà¼òñÿ ðåçóëüòàò î õà-
ðàêòåðèçàöèè õîðîøåé èíòåðïîëÿöèè ñòåïåíè θ â òåðìèíàõ èõ BMO-ðåãóëÿðíîñòè,
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è ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ïåðåõîäà îò õîðîøåé èíòåðïîëÿöèè ñòåïåíè θ ê BMO-
ðåãóëÿðíîñòè â îáùåì ñëó÷àå, êîòîðîå ðàíåå â ëèòåðàòóðå ïðèñóòñòâîâàëî ëèøü â
ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé, ò. å. â ñëó÷àå êëàññîâ Õàðäè íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå T.

Â �5.4 ïðèâîäÿòñÿ èçâåñòíûå êðèòåðèè BMO-ðåãóëÿðíîñòè áàíàõîâîé ðåø¼òêèX èç-
ìåðèìûõ ôóíêöèé íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (T× Ω,m× µ), îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì
Ôàòó è ñâîéñòâîì (∗), â òåðìèíàõ AK-óñòîé÷èâîñòè ïàðû

(
X(ls),L∞

(
l∞λ
))
, ãäå l∞λ �

ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l∞ ñ âåñîì j 7→ λj . Ýòîò êðèòåðèé ðàñïðîñòðàíÿ-
åòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî (à íå òîëüêî äèñêðåòíîãî) èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà Ω
ïóò¼ì èñïðàâëåíèÿ îäíîé äåòàëè â äîêàçàòåëüñòâå èç ðàáîòû [33], à òàêæå ïðèâîäèòñÿ
íåïîñðåäñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî êðèòåðèÿ äëÿ ñëó÷àÿ s =∞, ïðåäîñòàâëåííîå
Ñ. Â. Êèñëÿêîâûì.

Â �5.5 ðåçóëüòàò èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà �5.4 íåñêîëüêî îáîáùàåòñÿ ïðè ïîìîùè
íåêîòîðûõ êîíñòðóêöèé, êîòîðûå âûÿâëÿþò îïðåäåë¼ííóþ ñâÿçü ìåæäó âåñîâîé è âåê-
òîðíîçíà÷íîé AK-óñòîé÷èâîñòüþ. À èìåííî, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èç AK-óñòîé÷èâîñòè
ðåø¼òêè X

(
l∞λ
)
(ò. å. AK-óñòîé÷èâîñòè ïàðû

(
X
(
l∞λ
)
,L∞

)
) ñëåäóåò, ÷òî ðåø¼òêà

X(w) òàêæå AK-óñòîé÷èâà ñ íàäëåæàùèìè îöåíêàìè äëÿ ëþáîãî âåñà w , òàêîãî, ÷òî
logw ∈ BMO. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ðåø¼òêà XF òàêæå áóäåò AK-
óñòîé÷èâîé äëÿ ëþáîé BMO-ðåãóëÿðíîé ðåø¼òêè F . Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ îñíîâíîãî
ðåçóëüòàòà ýòîãî ðàçäåëà ìû ïîëó÷èì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà ðåø¼òêè X è Y
èç òîãî, ÷òî ïàðà (XA, YA) ÿâëÿåòñÿ ðåòðàêòîì ïàðû (X, Y ), ñëåäóåò, ÷òî ïàðà (X, Y )
BMO-ðåãóëÿðíà.

Â �5.6 ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåø¼òêè, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ñóììèðîâà-

íèÿ: åñëè ‖fj‖ 6
∑

k λ
−|j−k|‖gk‖, òî

∥∥∥∨j |fj |
∥∥∥ 6 C

∥∥∥∑j |gj |
∥∥∥ (÷èñëî λ > 1 ôèêñèðî-

âàíî). Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ðåø¼òêà X AK-óñòîé÷èâà è îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì
ñóììèðîâàíèÿ, òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
ðåø¼òêà XF òàêæå AK-óñòîé÷èâà äëÿ ëþáîé BMO-ðåãóëÿðíîé ðåø¼òêè F , ò. å. äëÿ òà-
êèõ ðåø¼òîê AK-óñòîé÷èâîñòü âûäåðæèâàåò óìíîæåíèå íà BMO-ðåãóëÿðíûå ðåø¼òêè.
Ýòî ñâîéñòâî (ò. å. ñîõðàíåíèå AK-óñòîé÷èâîñòè ïðè óìíîæåíèè íà BMO-ðåãóëÿðíûå
ðåø¼òêè) èíòåðåñíî, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî åñëè îíî âûïîëíåíî äëÿ ðåø¼òêè X(l∞), à
ðåø¼òêà X AK-óñòîé÷èâà, òî ïî ðåçóëüòàòàì �5.5 îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ðåø¼òêà X
BMO-ðåãóëÿðíà. Ê ñîæàëåíèþ, îñòàëîñü íåâûÿñíåííûì, îáëàäàþò ëè ýòèì ñâîéñòâîì
ñóììèðîâàíèÿ êàêèå-ëèáî ðåø¼òêè, êðîìå âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Lp.

Íàêîíåö, â �5.7 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàêèå óñëîâèÿ íà ïîêàçàòåëü p(·)
íàëàãàåò AK-óñòîé÷èâîñòü ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà Lp(·) ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì p(·).
Ïîëüçóÿñü òîëüêî ñâîéñòâîì îãðàíè÷åííîé AK-óñòîé÷èâîñòè è òåîðåìîé åäèíñòâåííî-
ñòè äëÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ïðè íåêîòî-
ðûõ àïðèîðíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîêàçàòåëü p(·) äëÿ íåãî áóäåò âûïîëíåí íåêîòîðûé
ñëàáûé àíàëîã ëîãàðèôìè÷åñêîãî óñëîâèÿ Ã¼ëüäåðà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì äî-
ñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ îãðàíè÷åííîñòè ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà Õàðäè�Ëèòëâóäà
â ðåø¼òêå Lp(·) (à çíà÷èò, è äëÿ BMO-ðåãóëÿðíîñòè ýòîé ðåø¼òêè). Â ÷àñòíîñòè, èç
ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðåø¼òêà Lp(·) ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì ïîêàçàòåëåì p(·) AK-
óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p(·) = const.
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