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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Теория случайных матриц – активно развивающая-

ся в последние десятилетия область математики. В начале 50-х годов про-

шлого столетия Вигнер предложил использовать матрицы большой раз-

мерности, элементы которых суть гауссовские случайные величины, для

описания дискретной части спектра гамильтониана взаимодействия эле-

ментарных частиц тяжелых атомов. В дальнейшем теория случайных мат-

риц нашла применения к физике, химии, информатике, генетике и другим

наукам, а исследования спектра случайных матриц продолжили многие

другие ученые, в том числе Марченко, Пастур, Гирко, Бай, Синай, Сош-

ников, Гётце, Тихомиров, Тао, Ву [2, 1, 3, 6, 11, 12]. Значительный прогресс

в изучении асимптотики поведения спектра случайных матриц был достиг-

нут буквально в последние годы.

Спектральная теория случайных матриц изучает распределение соб-

ственных чисел случайных матриц, размер которых стремится к беско-

нечности. Пусть Wn – некоторая последовательность случайных матриц,

имеющих размер n× n, и λ1, λ2, . . . , λn – собственные числа матрицы Wn.

Тогда эмпирическим спектральным распределением матрицы Wn называ-

ют меру на множестве комплексных чисел

µn(A) =
1

n
#{i : λi ∈ A, i ∈ {1, . . . , n}}.

В случае, когда спектр вещественный, говорят об эмпирической спектраль-

ной функции распределения. Эмпирической спектральной функцией рас-

пределения называется функция вещественной переменной x

Fn(x) =
1

n
#{i : λi < x, i ∈ {1, . . . , n}}.

Если рассматривать эрмитовы случайные матрицы, то все их собствен-

ные числа вещественные, и эмпирическое спектральное распределение со-

средоточено на вещественной прямой. Если при n, стремящемся к беско-

нечности, эмпирическое спектральное распределение имеет предел в смыс-

ле сходимости почти наверное, то предельное распределение называют

асимптотическим спектральным распределением.

Мы рассматриваем в качестве матрицы Wn произведение

Wn = X
(1)

X
(2) · · ·X(m)(X(1)

X
(2) · · ·X(m))∗,
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где матрицы X
(k) – независимые прямоугольные случайные матрицы раз-

мера nk−1 × nk с независимыми элементами, удовлетворяющие некоторым

естественным условиям. В этом случае в диссертации доказано, что ма-

тематическое ожидание эмпирического спектрального распределения сла-

бо сходится к пределу. Этот результат является обобщением результата

Марченко–Пастура [2] о спектре выборочных ковариационных матриц. В

частных случаях плотность предельного распределения была изучена фи-

зиками Жичковским, Пенсоном и другими [17, 10].

Цель работы. Диссертация посвящена изучению асимптотического спек-

трального распределения случайных матриц. Основная цель — изучение

спектра произведений фиксированного числа независимых прямоугольных

случайных матриц и степеней квадратных случайных матриц.

Методы исследований. В диссертационной работе применяются метод

моментов и метод преобразования Стилтьеса. В исследовании моментов ис-

пользуются методы комбинаторики и комбинаторной топологии. Заметим,

что метод моментов был применен еще в работе Вигнера [15]. Технику, свя-

занную с преобразованием Стилтьеса, в спектральной теории случайных

матриц впервые применили Марченко и Пастур [2].

Основные результаты.
1. Найден предел математического ожидания эмпирического спектрально-

го распределения для произведения фиксированного числа прямоугольных

случайных матриц. Получено описание моментов предельного распределе-

ния в терминах m-арных деревьев.

2. Доказано, что производящая функция для последовательности m-арных

деревьев удовлетворяет алгебраическому уравнению m-ой степени.

3. Доказано, что эмпирическое спектральное распределение степеней квад-

ратной случайной матрицы сходится к распределению Фусса–Каталана по-

чти наверное.

Научная новизна. Все основные результаты диссертации являются но-

выми. В ней впервые получены предельные распределения сингулярных

чисел степеней и произведений случайных матриц.

Теоретическая и практическая ценность. Диссертация носит теоре-

тический характер. Разработанные в ней методы и подходы могут использо-
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ваться для решения близких задач теории случайныхматриц.В перспективе

полученныерезультатымогутбытьиспользованывдругихразделахматема-

тики, таких как алгебраическая геометрия и комбинаторная топология.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на четырех

конференциях: на Первом Северном трехстороннем семинаре (9–11 марта

2009 г., Хельсинки, Финляндия), на конференции по свободной теории ве-

роятностей и случайным комбинаторным структурам (7–9 декабря 2009

г., Билефельд, Германия), на Третьем Северном трехстороннем семинаре

(11–13 апреля 2011 г., Институт Эйлера, Санкт-Петербург), на конферен-

ции
”
Случайные матрицы, операторные алгебры и аспекты математиче-

ской физики“ (11–21 апреля 2011 г., международный институт матема-

тической физики им. Эрвина Шредингера, Вена, Австрия). Кроме того,

работа обсуждалась в Санкт-Петербурге на городском семинаре по теории

вероятностей и математической статистике под руководством академика

И.А. Ибрагимова (апрель 2011 г. и апрель 2012 г.) и на семинаре "Теория

Вероятностей"лаборатории им. П.Л. Чебышева (март и май 2011 г.)

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в работах

[П1]–[П5]. Работы [П1–П3] опубликованы в журналах, рекомендованных

ВАК(работа [П3]опубликованавжурнале,удовлетворяющемдостаточному

условиювключенияв переченьВАК:входитв системуцитированияSpringer).

Публикации [П4,П5]— этотезисыдокладовнамеждународныхконференци-

ях.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из четырех па-

раграфов, заключения и списка литературы. Общий объем диссертации –

81 страница, список литературы содержит 61 наименование.

Содержание работы

Во введении (параграф 1) излагается история вопроса, описывается

структура и содержание диссертации.

В параграфе 2 приводятся комбинаторные теоремы. Для всех рас-

смотренных ансамблей случайных матриц моменты предельных спек-

тральных распределений имеют комбинаторные интерпретации. Так, k-ым
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моментом распределения Марченко–Пастура с параметром y = 1 является

k-ое число Каталана

Cat(k) =
1

k + 1

(

2k

k

)

.

Кроме того, k-ый момент распределения Марченко–Пастура с произволь-

ным параметром y задается формулой

k
∑

r=1

N(k, r)yr−1,

где N(k, r) – числа Нараяна. Наконец, k-ый момент m-го распределения

Фусса–Каталана есть число Фусса–Каталана

FC(m, k) =
1

mk + 1

(

mk + k

k

)

.

Все эти числа имеют многочисленные комбинаторные интерпретации и

удовлетворяют некоторым комбинаторным тождествам. При доказатель-

стве предельных теорем методом моментов комбинаторные интерпретации

играют ключевую роль, а комбинаторные тождества позволяют исследо-

вать свойства предельных распределений. Одним из важных утверждений,

доказанных в параграфе 2, является следующая теорема:

Теорема 1. Пусть T (k0, k1, . . . , km) – количество (m + 1)-арных дере-

вьев, у которых число вершин i-го типа есть ki для всех 0 ≤ i ≤
m. Пусть f(x0, x1, . . . , xm) – производящая функция последовательности

T (k0, k1, . . . , km):

f(x0, x1, x2 . . . , xm) =

∞
∑

ki=0

T (k0, k1, k2, . . . , km)xk0

0 xk1

1 xk2

2 · · ·xkm

m .

Тогда функция f(x0, x1, . . . , xm) удовлетворяет функциональному уравне-

нию:

f(x0, x1, x2, . . . , xm) =

m
∏

i=0

(1 + xif(x0, x1, x2 . . . , xm)).

В параграфе 3 рассматривается распределение сингулярных чисел

произведения независимых прямоугольных случайных матриц. Основным

результатом этого параграфа является обобщение классического резуль-

тата Марченко–Пастура о предельном спектральном распределении выбо-

рочной ковариационной матрицы XX
∗. Мы рассматриваем произведение
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нескольких матриц

W = X
(1)

X
(2) · · ·X(m)(X(1)

X
(2) · · ·X(m))∗.

Оказывается, что спектральное распределение слабо сходится к предель-

ному. Доказана следующая теорема:

Теорема 2. Пусть n = n0, n1, . . . , nm – последовательности натуральных

чисел, такие, что для каждого k ∈ {0, 1, . . . ,m} существует ненулевой

конечный предел

yk = lim
n→∞

n

nk(n)
.

Пусть X
(1),X(2), . . . ,X(m) – семейство последовательностей прямоуголь-

ных независимых случайных матриц. Матрица X
(k) имеет размер nk−1×

nk, элементы этой матрицы имеют вид n
−1/2
k x

(k)
ij , где x

(k)
ij суть незави-

симые случайные величины, удовлетворяющие моментному условию

Ex
(k)
ij = 0, E

∣

∣

∣
x
(k)
ij

∣

∣

∣

2

= 1. (1)

и условию Линдеберга: ∀α > 0

Ln(α) = max
k

n−2
∑

1≤i,j≤n

E |x(k)
ij |2I{|x(k)

ij | > α
√
n} → 0, n → ∞. (2)

.

Обозначим через λ1, λ2, . . . , λn собственные числа случайной матрицы

W = X
(1)

X
(2) · · ·X(m)(X(1)

X
(2) · · ·X(m))∗,

и через Fn(x) – математическое ожидание эмпирической спектральной

функции распределения

Fn(x) = E
1

n
#{λi ≤ x, i ∈ 1, . . . , n}.

Тогда Fn(x) сходится равномерно по x к некоторой функции распреде-

ления G(x) при n → ∞.

Предельная функция распределения G(x) имеет все моменты Mp =
∫

R
xpdG(x), p = 1, 2, ... и однозначно определяется ими. Числа Mp имеют

простой комбинаторный смысл

Mp =
∑

p0+p1+···+pm=p−1

T (p0, p1, . . . , pm)yp1

1 y
p2

2 · · · ypm

m , (3)

7



где сумма берется по всевозможным наборам натуральных чисел pi, удо-

влетворяющим равенству

p0 + p1 + · · ·+ pm = p− 1,

а T (p0, p1, . . . , pm) – количество (m+ 1)-арных деревьев, у которых число

вершин i-го типа равно pi.

Кроме описания предельного распределения в терминах моментов, су-

ществует описание в терминах преобразования Стилтьеса.

Следствие 1. Преобразование Стилтьеса

s(z) =

∫

R

1

x− z
dG(x)

предельного распределения G(x) удовлетворяет функциональному уравне-

нию

1 + zs(z)− s(z)

m
∏

k=1

(1− yk − ykzs(z)) = 0. (4)

Уравнение (4) позволяет исследовать носитель распределения G(x), а в

некоторых случаях находить плотность распределения G(x). Так, при m =

2, y1 = y2 = 1 плотность ρ2(x) распределения G(x) может быть выписана

(см., например, [17]):

ρ2(x) =
3
√
2
√
3

12π

3
√
2
(

27 + 3
√
81− 12x

)2/3 − 6 3
√
x

x2/3
(

27 + 3
√
81− 12x

)1/3
I(0,27/4](x). (5)

В параграфе 4 рассматривается распределение сингулярных чисел

степеней квадратных случайных матриц. Доказана следующая теорема:

Теорема 3. Пусть X(n) – последовательность случайных матриц. Мат-

рица X(n) имеет размер n × n, элементы этой матрицы имеют вид

n−1/2xij, где xij удовлетворяют условию

Exij = 0,E |xij |2 = 1 и E |xij |4 ≤ B < ∞. (6)

Обозначим через λ1, λ2, . . . , λn собственные числа случайной матрицы

Wm(n) = X(n)mX(n)m∗,

8



и пусть Fn(x) – эмпирическая спектральная функция распределения

Fn(x) =
1

n
#{λi ≤ x, i ∈ 1, . . . , n}.

Тогда Fn(x) = EFn(x) сходится к функции распределения Фусса–

Каталана G(x) при n → ∞. Предельная функция распределения G(x) име-

ет моменты Mp =
∫

R
xpdG(x) всех натуральных порядков p и однозначно

ими определяется. Числа Mp являются числами Фусса–Каталана

Mp =
1

mp+ 1

(

mp+ p

p

)

. (7)

Более того, если случайные величины xij (ненормированные элементы

матрицы X(n)) имеют все моменты, т.е. удовлетворяют условию

E |xij |p ≤ Cp < ∞, (8)

то имеет место равномерная по x сходимость эмпирической спектраль-

ной функции распределения Fn(x) к предельной функции G(x) почти на-

верное.

Распределения Фусса–Каталана активно изучаются в последние годы,

в частности в работах [7, 8, 9, 10, 17].

Как показано в параграфе 4, распределение Фусса–Каталана явля-

ется предельным не только для эмпирического спектрального распределе-

ния степени случайной матрицы, но и для более широкого класса матриц.

Именно, верно следующее замечание:

Замечание 4. Как следует из теоремы 2 и теоремы 3, предельные спек-

тральные распределения совпадают в случаях произведения m независи-

мых квадратных матриц (случай y1 = y2 = · · · = ym = 1) и степени

m квадратных матриц. Распределение Фусса–Каталана является предель-

ным в общем случае. Именно, пусть X1,X2, . . . ,Xk – независимые квадрат-

ные случайные матрицы с независимыми элементами, удовлетворяющими

условиям теоремы 2. Пусть натуральные числа m1,m2, . . . ,mk таковы, что

m1 +m2 + · · · +mk = m. Тогда математическое ожидание эмпирического

спектрального распределения матрицы

W := X
m1

1 X
m2

2 · · ·Xmk

k (Xm1

1 X
m2

2 · · ·Xmk

k )
∗

сходится к распределению Фусса–Каталана с параметром m.
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