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Общая характеристика работы

Объект исследования и научные положения, выноси-
мые на защиту. Основные объекты исследования — интер-
поляционные неравенства для производных и их обобщения,
а также максимальные операторы, измеряющие гладкость.
Первый результат, выносимый на защиту, — аналог неравен-
ства Гальярдо–Ниренберга в терминах максимальных функ-
ций, измеряющих гладкость. Второй результат, который вы-
носится на защиту, — явные контрпримеры функций, ясно
демонстрирующие разницу между двумя основными макси-
мальными операторами M ♯

s,p и M ♭
s,p. Третий результат, подле-

жащий защите, — интерполяционные неравенства для макси-
мальных функций M ♯

s,pf и M ♭
s,pf одного порядка гладкости.

Цели и задачи диссертации. В этой работе автор ставит
перед собой цель продемонстрировать и математически стро-
го обосновать новый подход к вопросам, связанным с интер-
поляционными неравенствами для производных, и теоремам
вложения для различных функциональных пространств.

Методы исследования. Основные результаты диссерта-
ции получены методами теории максимальных функций, из-
меряющих гладкость.

Достоверность научных положений. Все результаты,
которые выносятся на защиту, являются математически до-
стоверными фактами. Они были опубликованы в рецензиру-
емых журналах, а их доказательства неоднократно проверя-
лись специалистами в той области, к которой эти результаты
относятся.
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Научная новизна. Все результаты, выносимые на защиту,
являются новыми.

Актуальность, практическая ценность и область при-
менения результатов. Новые сведения и закономерности,
описанные в этой диссертации, могут быть использованы для
получения новых результатов в этой области или в близких к
ней, таких как теория функциональных пространств, теоремы
вложения и т.д.

Апробация работы. Результаты диссертации докладыва-
лись на общегородском семинаре по линейному и комплексно-
му анализу в Санкт-Петербурге, а также на семинаре по тео-
рии функций многих действительных переменных и ее прило-
жениям к задачам математической физики в Москве.

Публикации. Результаты, выносимые на защиту, опубли-
кованы в работах [Lh, Lh1, Lh2]. Все три статьи напечатаны
в журналах из списка ВАК.

Структура и обьем работы. Диссертация состоит из вве-
дения и пяти параграфов, разбитых в общей сложности на 16
пунктов и занимает 74 страницы. Библиография содержит 38
наименований.

Содержание работы

Мультипликативные интерполяционные неравенства для про-
изводных широко известны в анализе и его приложениях к
различным задачам математической физики. Речь здесь идет
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о неравенствах, позволяющих оценивать норму функции или
ее производной выражением, в котором участвуют норма са-
мой функции и норма старшей производной. Классический
пример неравенства такого рода — знаменитое неравенство
Ландау–Колмогорова:

||f (s)||L∞(I) ≤ Ck,s||f ||
1− s

k
L∞(I)||f

(k)||
s
k
L∞(I), 1 ≤ s < k. (1)

Это неравенство, верное для всех функций f из класса C(k)(I),
для k = 2, где I = R или I = R+, было получено в 1913 го-
ду Эдмундом Ландау [La]. Им также были установлены оп-
тимальные константы —

√
2 и 2 соответственно. В 1939 го-

ду Колмогоров (см. [Kol]) доказал точный вариант неравен-
ства (1) для всех значений параметров k и l (1 ≤ l < k), когда
I = R. Другое, не менее известное, неравенство Гальярдо–
Ниренберга позволяет оценивать уже не равномерную норму,
как в случае неравенства Ландау–Колмогорова, а средние от
производных (их лебеговы нормы). Оно выглядит так:

||∇sf ||Lq(Rn) ≤ Cs,k,n||f ||
1− s

k
Lr(Rn)||∇

kf ||
s
k
Lp(Rn), (2)

где 0 ≤ s < k, 1
q = (1− s

k)
1
r+

s
k
1
p, 1 ≤ r, p ≤ ∞. Последние нера-

венство предполагает, что f ∈ Ẇ k
p ∩Lr, где Ẇ k

p — однородное
пространство Соболева. Это неравенство было независимо по-
лучено в 1959 году Гальярдо [G] и Ниренбергом [N]. Позднее
было опубликовано много работ, содержащих различные обоб-
щения неравенства (2) и его аналоги. Прежде чем перейти к
обзору соответствующих результатов, стоит сказать несколь-
ко слов о поточечных мультипликативных неравенствах.

Возвращаясь к неравенству Гальярдо–Ниренберга,
отметим, что в явном виде его поточечный аналог уже не бу-
дет иметь места. Имеется в виду следующее неравенство:

∇sf (x) ≤ Cs,k,nf (x)
1− s

k∇kf (x)
s
k . (3)
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Для того, чтобы убедиться в том (для примера, когда k = 2),
что это неравенство оказывается несостоятельным, достаточ-
но рассмотреть любую финитную и гладкую функцию, кото-
рая линейна на некотором отрезке I, а ее производная не об-
ращается на I в ноль. Для такой функции правая часть нера-
венства (3) обратится в ноль на всем отрезке, в то время как
левая часть будет отлична от нуля. В связи с этим возникает
вопрос: можно ли все же ожидать найти какое-то поточеч-
ное неравенство, включающее в себя классическое неравен-
ство (2)? Оказывается, ответ на этот вопрос положительный.
Здесь стоит вспомнить о другом объекте — сингулярных ин-
тегральных операторах Кальдерона–Зигмунда. Такие опера-
торы ограничены в Lp, 1 < p < ∞, однако поточечной оценки
вида

|Tf (x)| ≤ C|f (x)| (4)

нет, кроме вырожденных случаев. Однако, можно получить
поточечное неравенство (см., например, [GR]), если перейти к
максимальным функциям:

(Tf )♯(x) ≤ C(M |f |p)
1
p(x), 1 < p < ∞. (5)

Здесь M — максимальный оператор Харди–Литтлвуда:

Mf (x) = sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|f |, (6)

а через f ♯ мы обозначаем функцию Феффермана–Стейна

f ♯(x) = sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|f − fQ|, (7)

где fQ — среднее значение функции f по кубу Q. В этих опре-
делениях супремум берется по всем кубам Q, содержащим
точку x ∈ Rn. Здесь и далее мы будем рассматривать только
те кубы, у которых стороны параллельны осям координат.
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Поточечное неравенство (5) (которое само по себе не очень
трудно) сводит оценки сингулярных интегральных операто-
ров на идеальных пространствах к оценкам максимальных
функций. Эти соображения в свое время были применены к
выводу ограниченности сингулярных операторов в простран-
ствах Lr(ω), где 1 < r < ∞, а вес ω удовлетворяет известному
условию Макенхаупта Ar (см. [GR]).

Теперь обратимся к неравенству (2). По-видимому, стоит
ожидать и здесь наличия оценок, похожих на (5), в которых
будут фигурировать некоторые максимальные операторы.

Действительно, в 1994 году в своей работе [K] Агнешка Ка-
ламайска получила подобное неравенство:

M(∇sf )(x) ≤ C(M(f − P )(x))1−
s
k (M(∇kf )(x))

s
k . (8)

Здесь 0 < s < k — целые неотрицательные числа, а P — неко-
торый полином степени не более k (он зависит от функции
f). Последнее неравенство верно для всех функций f (кон-
станта C от выбора функции не зависит), которые локально
принадлежат классу Соболева W k

1 и для которых выполнено
условие:

lim
R→∞

1

Rs

1

|B(xR, rR)|

∫
B(xR,rR)

|f | = 0. (9)

Через B(x, r) мы обозначаем шар в пространстве Rn с центром
в точке x и радиусом r.

Немного позднее, очень похожее на (8) неравенство было
получено в работе В. Мазьи и Т. Шапошниковой в 1999 г. (см.
[MzSh]):

|∇sf (x)| ≤ C(M(∇lf )(x))
k−s
k−l (M(∇kf )(x))

s−l
k−l , (10)

где 0 < l < s < k.
Для доказательства этого неравенства они использовали
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следующую формулу интегрального представления функции
из класса Соболева (см. [MzPo, §1.5.1]):

g(0) =
∑

|β|<k−s

t−n

∫
Bt

(−y)β

β!
Dβg(y)η

(y
t

)
dy+

+(−1)k−s(k − s)
∑

|α|=k−s

∫
Bt

yα

α!
Dαg(y)

∫ ∞

|y|/t
η

(
ρ
y

|y|

)
ρn−1dρ

dy

|y|n
.

Это равенство применяется к функции g = Dγf , где |γ| = s.
Затем оценка соответствующих слагаемых дает (10).

В заключение обзора поточечных оценок типа Гальярдо–
Ниренберга, отметим так же работу Мазьи и Куфнера [MzKu],
где подробно рассмотрены поточечные аналоги неравенства
Колмогорова.

Помимо упомянутых поточечных модификаций
неравенства Гальярдо–Ниренберга, существуют также и иные
неравенства, близкие по идеологии. В классическое неравен-
ство входят нормы в соответствующих пространствах Лебега,
однако можно пытаться получить похожие мультипликатив-
ные оценки для норм в других пространствах, таких как, на-
пример, пространство Липшица или BMO. В 1994 году Куф-
нер и Ваннебо [KV] получили обобщение неравенства (2) на
случай, где в правой части вместо Lp-нормы использована
гёльдерова норма. А именно, ими было доказано неравенство

||∇sf ||q ≤ C||∇kf ||ap[f ]1−a
λ (11)

для соответствующих значений параметров k, s, a, λ, 0 < λ <

1, где

[f ]λ = sup
x̸=y

|f (x)− f (y)|
|y − x|λ

.

Их рассуждение (в одномерном случае) основано на следую-
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щем неравенстве: ∫
I

|f (s)(t)|qdt ≤ (12)

K|I|(k−s)q+1−q
p

(∫
I

|f (k)(t)|pdt
)q

p

+K|I|1+(λ−s)q[f ]qλ.

Это неравенство, вообще говоря, не мультипликативное, но
при соответствующих условиях на параметры s, k, λ, p и q из
него удается получить мультипликативную оценку (11) (и тут
существенно то, что неравенство выполнено для произвольно-
го отрезка I). Вывод неравенства (11) из оценки (12) основан
на оригинальной идее Ниренберга и довольно изящен, однако
не видно, применимы ли схожие соображения в других ситу-
ациях.

Другой вариант неравенства Гальярдо–Ниренберга был
найден в 2003 году Мейером и Ривери в их совместной работе
[MR], где было доказано, что

||∇f ||2L4(Ω) ≤ C||f ||BMO||f ||W 2
4 (Ω)

. (13)

Их доказательство опирается на разложение
Литтлвуда–Пэли, а также на связь пространства BMO с
однородным пространством Бесова Ḃ−1,∞

∞ (если f = ∂jg и
g ∈ BMO, то f ∈ Ḃ−1,∞

∞ ). Похожее неравенство в одномер-
ном случае было найдено в работе [KMi, стр. 240] в 1994 году.
Позднее, в 2005 году Стрелецки (см. [Strz]) получил более об-
щий вариант последнего неравенства:

||∇sf ||
L
k
s p(Rn)

≤ C||f ||1−
s
k

BMO||f ||
s
k

W k
p (Rn)

, 1 < p < ∞. (14)

Неравенство (14) предполагает, что функция f принадлежит
пространству W k

p . В своем доказательстве, автор работы ис-
пользует двойственность пространства Харди H1(Rn) и про-
странства BMO, а именно тот факт, что BMO = (H1)

∗. На-
помним определения этих пространств (см. [F], [FS] и [S]).
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Пространство Харди H1(Rn) определяется как множество
всех функций f из пространства L1(Rn), для которых

f∗ := sup
ϵ>0

|f ∗ φϵ| ∈ L1.

Здесь φϵ = ϵ−nφ(x/ϵ), где неотрицательная функция φ при-
надлежит классу C∞

0 (B(0, 1)) и такова, что
∫
φ = 1. В свою

очередь, пространство BMO состоит из тех функций f ∈
L1
loc(Rn), для которых

||f ||BMO = sup
Q

1

|Q|

∫
Q

|f − fQ| < ∞

(иными словами, f ♯ ∈ L∞).
Нужно сказать, что несмотря на очевидное сходство при-

роды упомянутых неравенств, их доказательства имеют мало
общего между собой, что явно указывает на несоответствие и
неприспособленнось использованных технических инструмен-
тов к рассматриваемому кругу задач.

В связи с этим возникает вопрос о возможном едином под-
ходе к этим и им подобным неравенствам. Такой подход пред-
ложен автором в этой работе. Он заключается в следую-
щем: вместо того, чтобы рассматривать производные и до-
казывать неравенства для них, оказывается более удобным
рассматривать определенные максимальные операторы, спе-
циально приспособленные для измерения гладкости, и уже
для них единообразно проверять мультипликативные нера-
веснтва. Такие объекты не новы, в 1972 году в работе Каль-
дерона (см. [Ca]) были введены подобные максимальные опе-
раторы и установлена их связь с дифференциальными свой-
ствами функции. Определение, данное Кальдероном, выгля-
дит следующим образом. Для произвольных вещественных
чисел s > 0 и 1 ≤ q ≤ ∞ рассмотрим функцию f ∈ Lq

loc(Rn)
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и определим

N s
q f (x) := sup

r>0

1

rs

(
1

rn

∫
B(x,r)

|f (y)− Px(y)|q
)1

q

, (15)

где Px — некоторый полином степени, строго меньшей, чем s.
Это равенство нужно понимать так: если для заданной точ-
ки x ∈ Rn найдется полином Px степени, строго меньшей,
чем s (он не зависит от радиуса шара), для которого супре-
мум в определении (15) конечен, то мы определяем величину
N s

q f (x) по формуле (15), в противном случае мы считаем, что
N s

q f (x) = +∞. Можно показать (см. [Ca]), что если такой по-
лином Px существует, то он единственен. В той работе, поми-
мо прочего, было доказано, что если функция N s

q f локально-
суммируема (s — целое), то f ∈ W s

1,loc и справедлива оценка
|∇sf | ≤ CN s

q f.

Чуть позднее, в 1978 году вышла совместная работа Кальде-
рона и Скотта (см. [CaSc]), где были доказаны неравенства
типа Соболева для максимальных операторов N s

q . Вслед за
этой работой, в 1984 вышла книга Девора и Шарпли [DvSh],
посвященная максимальным функциям, измеряющим глад-
кость. Девор и Шарпли рассматривают максимальные опе-
раторы, похожие на (15), определяемые в терминах локаль-
ных полиномиальных приближений: для заданной функции
f ∈ Lp

loc, где 1 ≤ p ≤ ∞, положим

E
(p)
k (f, A) := inf

π∈Pk−1

(∫
A

|f − π|p
)1

p

. (16)

Здесь A — ограниченное измеримое множество, а через Pk

мы обозначаем множество всех полиномов степени не более
k. В дальнейшем условимся считать, что P−1 = {0}. В рай-
оне 1984 года свойства функционала E

(p)
k (f,A) были уже хо-

рошо известны (также как и функциональные пространства,
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определяемые в терминах локальных полиномиальных при-
ближений; см. работы Ю. Брудного [B], [B1], [B2]). Таким об-
разом, достаточно естественно, что Девор и Шарпли опреде-
ляют максимальные операторы, используя конструкцию (16):

Mk,p,sf (x) := sup
Q∋x

inf
π∈Pk

1

|Q| sn

(
1

|Q|

∫
Q

|f − π|p
)1

p

. (17)

Максимальные операторы (17) интересны прежде всего тем,
что с их помощью удается единообразно описать классиче-
ские пространства “гладких” функций: однородные простран-
ства Соболева Ẇ s

q и однородные пространства Липшица Lipα,
где α > 0 (см. изложение в монографиях [KK], [DvSh]).
Именно эти максимальные операторы, как оказалось, пред-
ставляют собой естественный инструмент для доказательства
различных интерполяционных неравенств. В работе автора
[Lh] был получен поточечный аналог неравенства Гальярдо–
Ниренберга в терминах максимальных операторов Mk,p,s. Бла-
годаря свойствам этих максимальных операторов, доказанное
неравенство естественным образом включает в себя все пе-
речисленные ранее результаты. Кроме того, это неравенство
оказывается справедливым в классе функций, существенно
более широком, чем классы Соболева.

Среди максимальных операторов вида (17) можно выделить
два наиболее естественных оператора (в случае целого s):

M ♭
s,p = Ms−1,p,s и M ♯

s,p = Ms,p,s.

Для s = 0 мы получим максимальный оператор Харди–
Литтлвуда M и “шарп” функцию Феффермана–Стейна f#.
Хорошо известно (теорема Феффермана–Стейна, см. [FS]),
что Lp-нормы функций Mf и f# сравнимы, когда f ∈ Lp

и p > 1. Однако, в случае положительной гладкости ситуа-
ция иная. Операторы M ♭

s,p и M ♯
s,p, отвечающие одному и то-

10



му же порядку гладкости, оказываются количественно очень
разными: функция M ♯

s,pf может быть существенно меньше,
чем функция M ♭

s,pf . Автором (см. [Lh1]) в общем случае при-
водится явный пример финитной и непрерывной функции f ,
для которой Lq-норма функции M ♯

s,pf конечна, в то время как
||M ♭

s,pf ||q = ∞.
Важная особенность всех неравенств, полученных автором,

в том, что они позволяют оценивать “большую” максималь-
ную функцию M ♭

s,p через “меньшую” M ♯
k,pf (однако другого

порядка гладкости).
Отдельный вопрос — наличие оценок для функций M ♭

s,pf

и M ♯
s,pf (здесь рассматриваются операторы одного порядка

гладкости, которые в явном виде не сравнимы между собой,
см. [Lh1]). Оказалось (см. [Lh2]), что при некоторых допол-
нительных ограничениях на функцию f неравенства такого
плана получить удается. Этому вопросу посвящен §4 настоя-
щей диссертации.

Описание диссертации по главам и параграфам. Пер-
вый параграф настоящей работы содержит основные сведе-
ния, относящиеся к теории максимальных функций, измеря-
ющих гладкость.

В пункте 1.1 мы дадим два похожих определения макси-
мальных операторов Mk,p,s и докажем их эквивалентность.
Первое определение использует конструкцию наилучшего по-
линомиального приближения, а второе — конструкцию проек-
тора, дающего многочлен “почти” наилучшего приближения.
Будут введены максимальные операторы M ♯

s,p и M ♭
s,p, играю-

щие ключевую роль в последующем изложении. Кроме этого,
в пункте 1.1 мы обсудим важные свойства рассматриваемых
максимальных операторов и докажем оценку (утверждение
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1.1.4), связывающаю L∞-норму оператора M ♯
s,p с нормой со-

ответствующей производной в пространстве BMO.
Пункт 1.2 посвящен редукционной теореме, играющей клю-

чевую роль во многих вопросах, связанных с максимальными
функциями, измеряющими гладкость. Эта теорема показыва-
ет, что для фиксированного порядка гладкости s ≥ 0 значения
параметра k, строго большие [s], будут давать сравнимые с
M ♯

s,p максимальные операторы (также мы рассмотрим случай
k < [s], который приводит к вырождению).

Во втором параграфе мы докажем первый важный резуль-
тат — неравенство Гальярдо–Ниренберга в терминах макси-
мальных функций M ♯

s,p и M ♭
s,p:

Теорема 1. Если α < s < σ, то

M ♭
s,pf (x) ≤ C

(
M ♯

α,pf (x)
) σ−s
σ−α

(
M ♯

σ,pf (x)
) s−α
σ−α .

Неравенство справедливо для всех функций f из простран-
ства Lp

loc(Rn) (p ≥ 1), удовлетворяющих условию

lim
|Q|→∞

1

|Q| sn

(
1

|Q|

∫
Q

|f − P
(s)
Q f |p

)1
p

= 0.

Замечание. Важно отметить, что параметры α, σ и s мо-
гут быть и не целыми.

Пункт 2.1 посвящен обсуждению теоремы 1 и ее следствий.
В пункте 2.2 содержится доказательство основной леммы, ко-
торая используется для доказательства теоремы 1. Эта лемма
дает контроль над изменением (относительно множества Q)
величины M ♭

s,p,Qf из определения функции M ♭
s,pf с помощью

“меньшей” функции M ♯
s,pf . В пункте 2.3 мы докажем ряд дру-

гих необходимых технических утверждений. Непосредствен-
ное доказательство теоремы 1 содержится в п. 2.4.
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В начале §3 мы докажем вторую важную теорему, которая
неоднократно будет использована в дальнейшем.
Теорема 2. Пусть f ∈ Lq, q ≥ 1. Тогда для любого веще-
ственного s > 0 справедлива оценка

(Mf )(x)1+
qs
n ≤ C||f ||

qs
n
Lq(M

♯
s,pf )(x).

Остальная часть §3 посвящена доказательству следующей
теоремы вложения и ее следствий.
Теорема 3. Пусть M ♯

s,pf ∈ Lr, где 1 ≤ r < ∞. Тогда най-
дется полином πf степени не более s, для которого

1) если rs > n, то

||M ♯
α,p(f − πf)||∞ ≤ C||M ♯

s,pf ||r, α =
rs− n

r
;

в частности, если s ∈ (0, 1], то

sup
x̸=y

|f (y)− πf(y)− f (x) + πf(x)|
|y − x|rs−n

r

≤ C||M ♯
s,pf ||q;

2) если rs < n и f ∈ Lq при некотором q ≥ 1, то f ∈ L
rn

n−rs

и при этом справедлива оценка для нормы

||f || rn
n−rs

≤ C||M ♯
s,pf ||q;

3) если rs = n, то f − πf ∈ BMO и, кроме того,

||f − πf ||BMO ≤ C||M ♯
s,pf ||q.

Из утверждения этой теоремы можно сразу получить клас-
сические результаты о вложениях соболевских пространств
W s

p , когда p > 1. Однако, важно отметить, что теорема верна
для пространств, более широких, нежели пространства Со-
болева. Это обстоятельство связано с качественной разницей
между операторами M ♯

s,p и M ♭
s,pf (этот вопрос подробно об-

суждается в §5). Когда p = 1, доказательство теоремы 3 мож-
но найти в книге [DvSh].
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Следствие 1. Пусть f ∈ Lq(Rn) и M ♯
s,pf ∈ Lr(Rn), где rs >

n и 1 ≤ r, q < ∞. Тогда для любого числа θ из интервала
(0, 1) справедлива оценка

||f ||∞ ≤ C||f ||
(1−θ)

(
1+qθα

n

)−1

BMO ||f ||
qθα
n

(
1+qθα

n

)−1

q ||M ♯
s,pf ||

θ
(
1+qθα

n

)−1

r ,

где α = rs−n
r .

Следствие 2. Пусть rk > n. Предположим, что f ∈ Lq(Rn)

и M ♯
k,pf ∈ Lr(Rn), тогда

||f ||∞ ≤ C||f ||
q
r(

n
rk−n+

q
r)

−1

q ||M ♯
k,pf ||

n
rk−n(

n
rk−n+

q
r)

−1

r .

Следствие 3. Пусть rk > n. Предположим, что f ∈ Lq(Rn)

и M ♯
k,pf ∈ Lr(Rn), тогда для любого 0 < α ≤ rk−n

r функция f

принадлежит однородному пространству Липшица Lipα и,
кроме того, справедлива оценка

||f ||Lipα ≤

C||f ||
q
r(

n
rk−n+

q
r)

−1
(1− αr

rk−n)
q ||M ♯

k,pf ||
n

rk−n(
n

rk−n+
q
r)

−1
(1− αr

rk−n)+
αr

rk−n
r

В §4 мы докажем три теоремы для максимальных функ-
ций M ♯

s,pf и M ♭
s,pf одного порядка гладкости. Далее следует

основной результат §4:

Теорема 4. Пусть 0 ≤ s < σ (не обязательно целые) и p ≥ 1.
Предположим, что функция M ♯

s,pf принадлежит простран-
ству Lq(Rn), тогда для любого 1 ≤ τ < ∞ справедлива оценка

||M ♭
s,p(f − π)||ττ ≤ Cσ||M ♯

s,pf ||ττ + Cσ

(
||M ♯

s,pf ||qq
)σ−s

n
τ
γ ||M ♯

σ,pf ||
τ
γ
τ
γ
,

где γ = 1 + qσ−s
n , а π — некоторый многочлен степени не

более s, который зависит от функции f и не зависит от
параметров τ и σ.
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Ключевая особенность доказанных в §4 оценок в том, что
в этих неравенствах слева и справа участвуют “несравнимые”
максимальные функции M ♭

s,pf и M ♯
s,pf .

В §5 мы обсудим вопрос о связи функций M ♭
s,pf и M ♯

s,pf .
Для всех возможных значений параметров мы явно сконстру-
ируем финитную и непрерывную функцию f , для которой
M ♯

s,pf ∈ L∞ ∩ Lq, в то время как ||M ♭
s,pf ||q = ∞ (слабые

производные порядка s у функции f просто не существуют).
Мы начнем со случая, когда гладкость и размерность рав-
ны единице (п. 5.1). Тогда пример оказывается абсолютно на-
глядным. Затем (в п. 5.2) на его основе построим одномерный
контрпример, отвечающий случаю произвольной гладкости.
Это, в свою очередь, позволит нам разобрать общую ситуацию
произвольных гладкости и размерности (см. п. 5.3). Основной
результат §5 содержится в приводимой далее теореме.

Теорема 5. Пусть s > 0. Тогда для любых p ≥ 1 и q > p
sp+n

существует финитная и непрерывная функция, для которой

M ♯
s,pf ∈ Lq и ||M ♭

s,pf ||Lq = ∞.
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