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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç áûëà ñî-

çäàíà Þ. Íåéìàíîì è Ý. Ïèðñîíîì îêîëî 80 ëåò íàçàä, è ñ òåõ ïîð ïîñòðî-

åíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ è èçó÷åíèå èõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ

ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè. Â íà-

ñòîÿùèé ìîìåíò ñóùåñòâóåò îãðîìíîå ìíîæåñòâî êðèòåðèåâ äëÿ ïðîâåðêè

ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Áîëüøîå ìíîãîîáðàçèå êðèòåðèåâ îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè

ñëîæíûõ ãèïîòåç äàæå â êëàññè÷åñêèõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ëèøü â

ðåäêèõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ ïîñòðîèòü êðèòåðèé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷-

øèì, îïòèìàëüíûì (ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûì) êðèòåðèåì. Ïîýòîìó

ìíîãèå òåñòû ïðåäëàãàþòñÿ èõ àâòîðàìè èç ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé,

ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü çíàìåíèòûå êðèòåðèè õè-êâàäðàò, Êîëìîãîðîâà

è îìåãà-êâàäðàò.

Ïðè ïðîâåðêå íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïîòåç ÷èñëî âîçìîæíûõ êðèòåðèåâ

óâåëè÷èâàåòñÿ åùå áîëüøå. Ïîýòîìó âîçíèêàåò èíòåðåñ ê âûðàáîòêå åäè-

íîé ìåðû ñðàâíåíèÿ êðèòåðèåâ, ÷òîáû ñèñòåìàòèçèðîâàòü èõ è äàòü êî-

ëè÷åñòâåííóþ îöåíêó èõ ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ âûðàáîòêè ðåêîìåíäàöèé

ïî èõ èñïîëüçîâàíèþ íà ïðàêòèêå. Òàêîé ìåðîé â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ

ñëóæèò èõ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü (ÀÎÝ).

Â íà÷àëå 50-õ ãîäîâ XX âåêà Þ.Â. Ëèííèê ïðåäëîæèë îáùèé ïðèíöèï

ïîñòðîåíèÿ íîâûõ êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ íà îñíîâå õàðàêòåðèçàöèîííûõ òåî-

ðåì äëÿ ñåìåéñòâ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ñâÿçàííûõ ñî ñâîéñòâîì

ðàâíîðàñïðåäåëåííîñòè ñòàòèñòèê. Òàêèõ òåîðåì ñóùåñòâóåò ñðàâíèòåëüíî

íåìíîãî, è ïðèñïîñîáèòü èõ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç íåëåãêî, ââèäó ìíîãî-

÷èñëåííûõ òðóäíîñòåé òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Âîçìîæíî, ïîýòîìó êðè-

òåðèåâ ñîãëàñèÿ ¾õàðàêòåðèçàöèîííîãî¿ òèïà ðàçðàáîòàíî î÷åíü ìàëî, à

ëèòåðàòóðà â ýòîé îáëàñòè âåñüìà íåâåëèêà. Çäåñü ìîæíî óïîìÿíóòü ðàáî-

òû Ë. Áàðèíãõàóçà, Â.Â. Ëèòâèíîâîé, Ñ. Ìåéíòàíèñà, Ï. Ìóëüåðå, ß.Þ.

Íèêèòèíà è Í. Õåíöå, îïóáëèêîâàííûå â ïîñëåäíèå 15 ëåò.

Îäíàêî ýòîò ïîäõîä äàëåêî íå èñ÷åðïàë ñâîè âîçìîæíîñòè è ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ àêòóàëüíûì è ïåðñïåêòèâíûì äëÿ èññëåäîâàíèé, ÷òî äåìîíñòðèðó-

åòñÿ â íàøåé ðàáîòå. Â íåé ñòðîÿòñÿ íîâûå êðèòåðèè ñîãëàñèÿ, îñíîâàííûå

íà õàðàêòåðèçàöèÿõ ðàñïðåäåëåíèé ñâîéñòâîì ðàâíîðàñïðåäåëåííîñòè ñòà-
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òèñòèê, èçó÷àþòñÿ èõ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà, à òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ èõ

áàõàäóðîâñêàÿ ÀÎÝ äëÿ ðÿäà àëüòåðíàòèâ.

Öåëü ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ ðÿäà

íîâûõ êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ, îñíîâàííûõ íà õàðàêòåðèçàöèÿõ ðàñïðåäåëå-

íèé, äëÿ ïðîâåðêè ýêñïîíåíöèàëüíîñòè, íîðìàëüíîñòè, äëÿ ïðîâåðêè ñî-

ãëàñèÿ ñî ñòåïåííûì çàêîíîì è çàêîíîì àðêñèíóñà, à òàêæå âû÷èñëåíèþ

èõ àñèìïòîòè÷åñêîé îòíîñèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ

ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèåâ íà îñíîâå õàðàêòåðèçàöèîííûõ ñâîéñòâ ðàñïðåäå-

ëåíèé. Êðèòåðèàëüíûå ñòàòèñòèêè èçó÷àþòñÿ ìåòîäàìè òåîðèè ýìïèðè-

÷åñêèõ ïðîöåññîâ è òåîðèè U - è V -ñòàòèñòèê, èñïîëüçóþòñÿ ïðåäåëüíûå

òåîðåìû äëÿ U - è V -ñòàòèñòèê, òåîðèÿ áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ U - è V -

ñòàòèñòèê è ôóíêöèîíàëîâ îò U -ýìïèðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé, à òàêæå

òåîðèÿ áàõàäóðîâñêîé àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Ïîñòðîåíû îñíîâàííûå íà õàðàêòåðèçàöèÿõ íîâûå êðèòåðèè ñîãëàñèÿ

äëÿ òàêèõ ñåìåéñòâ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé êàê ýêñïîíåíöèàëüíîå,

íîðìàëüíîå, ñòåïåííîå ðàñïðåäåëåíèÿ, à òàêæå ðàñïðåäåëåíèå àðêñèíóñà.

2. Îïèñàíû ïðåäåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé

ïîñòðîåííûõ ñòàòèñòèê ïðè îñíîâíîé ãèïîòåçå.

3. Âû÷èñëåíà ëîêàëüíàÿ áàõàäóðîâñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü íîâûõ êðèòåðèåâ

äëÿ ðÿäà àëüòåðíàòèâ, èçó÷åíû óñëîâèÿ èõ ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé

îïòèìàëüíîñòè è äàíû ðåêîìåíäàöèè ïî èñïîëüçîâàíèþ íà ïðàêòèêå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâû-

ìè. Â íåé ïîñòðîåíî 14 íîâûõ êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ ñ íîðìàëüíûì, ýêñïîíåí-

öèàëüíûì, ñòåïåííûì çàêîíàìè è çàêîíîì àðêñèíóñà, èçó÷åíû èõ àñèìïòî-

òè÷åñêèå ñâîéñòâà. Òàêæå âïåðâûå ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ëîêàëüíîé áàõàäó-

ðîâñêîé ýôôåêòèâíîñòè íîâûõ êðèòåðèåâ äëÿ ðÿäà åñòåñòâåííûõ àëüòåð-

íàòèâ è èçó÷åíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìàëüíîñòè ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ êðèòåðèåâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Äèññåðòàöèÿ íîñèò â îñ-

íîâíîì òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Â íåé ðàçðàáîòàíû è èññëåäîâàíû íîâûå

ñòàòèñòè÷åñêèå êðèòåðèè. Ýôôåêòèâíîñòè íîâûõ ñòàòèñòèê äëÿ ïðîâåðêè

ýêñïîíåíöèàëüíîñòè, íîðìàëüíîñòè, ñîãëàñèÿ ñî ñòåïåííûì çàêîíîì è çà-

êîíîì àðêñèíóñà ïðåâûøàþò ýôôåêòèâíîñòè ìíîãèõ èçâåñòíûõ ñòàòèñòèê

4



è ïîýòîìó ìîãóò ñîñòàâèòü êîíêóðåíöèþ ïðè ðàçíîîáðàçíûõ ïðèìåíåíèÿõ

ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç â ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ. Ïîëó÷åííûå ðå-

çóëüòàòû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòàòèñòèêàìè-ïðàêòèêàìè äëÿ îáîñíîâàí-

íîãî âûáîðà ñòàòèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ïðîâåðêè

ãèïîòåç.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà Øåñò-

íàäöàòîé Âñåðîññèéñêîé øêîëå-êîëëîêâèóìå ïî ñòîõàñòè÷åñêèì ìåòîäàì

(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 19�24 ìàÿ 2009 ã.), íà Øåñòîì ìåæäóíàðîäíîì ñèìïî-

çèóìå ïî ìîäåëèðîâàíèþ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 28 èþíÿ�4 èþëÿ 2009 ã.), íà

Âòîðîì ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ïî âû÷èñëåíèÿì è ñòàòèñòèêå ERCIM

Working Group (Ëèìàññîë, Êèïð, 29�31 îêòÿáðÿ 2009 ã.), íà Âòîðîì Ñåâåð-

íîì òðåõñòîðîííåì (ôèíñêî-øâåäñêî-ðîññèéñêîì) ñåìèíàðå (Ñòîêãîëüì,

15�17 ìàðòà 2010 ã.), íà Äåñÿòîé ìåæäóíàðîäíîé âèëüíþññêîé êîíôåðåí-

öèè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå (Âèëüíþñ, 28

èþíÿ�2 èþëÿ 2010 ã.), íà Âòîðîì ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå ïî îáðàòíûì

çàäà÷àì, àíàëèçó äàííûõ, ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå è ýêîëîãèè (Õåëü-

ñèíêè, 25�27 àâãóñòà 2010 ã.), íà ñàíêò-ïåòåðáóðãñêîì ãîðîäñêîì ñåìèíàðå

ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ïîä ðóêîâîäñòâîì

àêàäåìèêà ÐÀÍ È.À. Èáðàãèìîâà (â ñåíòÿáðå 2011 ã.) è íà ìåæäóíàðîäíîé

êîíôåðåíöèè "Analytical Methods in Statistics" (Amistat 2011, Ïðàãà, 28�30

îêòÿáðÿ 2011 ã.)

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ

[Ï1]�[Ï9]. Èç íèõ ÷åòûðå ðàáîòû [Ï1]�[Ï4] îïóáëèêîâàíû âæóðíàëàõ, ðåêî-

ìåíäîâàííûõÂÀÊ (ðàáîòà [Ï1] îïóáëèêîâàíà âæóðíàëå, óäîâëåòâîðÿþùåì

äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ âêëþ÷åíèÿ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ: åãî ïåðåâîäíàÿ âåðñèÿ

�Journal of Mathematical Sciences� âõîäèò â ñèñòåìó öèòèðîâàíèÿ SCOPUS).

Ðàáîòû [Ï5]�[Ï9] � ýòî òåçèñû ñîâìåñòíûõäîêëàäîâíàìåæäóíàðîäíûõêîí-

ôåðåíöèÿõíàîáùóþòåìó, ãäåïðåäñòàâëåíûêàêðåçóëüòàòûàâòîðà,òàêèåãî

íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 91 íàèìåíîâà-

íèå. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 144 ñòðàíèöû.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ èç òåî-

ðèè U - è V -ñòàòèñòèê, îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû òåîðèè áîëüøèõ

óêëîíåíèé è òåîðèè Áàõàäóðà.

Â êà÷åñòâå ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ ÀÎÝ êðèòåðèåâ íàìè âûáðàí ïîäõîä

Áàõàäóðà ïî ñëåäóþùèì ñîîáðàæåíèÿì [3]:

� ñòàòèñòèêà êîëìîãîðîâñêîãî òèïà Dn íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè

íîðìàëüíîé, ïîýòîìó ïîäõîä Ïèòìåíà ê íåé íå ïðèìåíèì. Â ñëó-

÷àå àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ ñòàòèñòèê òèïà In,

ëîêàëüíàÿ ÀÎÝ ïî Áàõàäóðó è ïèòìåíîâñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ñîâïà-

äàþò.

� ÀÎÝ ïî Áàõàäóðó ðàçëè÷àåò ñòàòèñòèêè, èìåþùèå îäèíàêîâóþ ïèò-

ìåíîâñêóþ ýôôåêòèâíîcòü.

� ïðè èñïîëüçîâàíèè ýôôåêòèâíîñòè ïî Õîäæåñó�Ëåìàíó, âñå äâóñòî-

ðîííèå êðèòåðèè îêàçûâàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè, à â

ñëó÷àå îäíîñòîðîííèõ êðèòåðèåâ ÀÎÝ ïî Õîäæåñó�Ëåìàíó ëîêàëüíî

ñîâïàäàåò ñ ÀÎÝ ïî Áàõàäóðó. Òåì ñàìûì ÀÎÝ ïî Õîäæåñó�Ëåìàíó

îêàçûâàåòñÿ ìåíåå óäîáíûì è ñîäåðæàòåëüíûì ñðåäñòâîì ñðàâíåíèÿ

êðèòåðèåâ, ÷åì áàõàäóðîâñêàÿ ÀÎÝ.

� ðàçâèòèå òåîðèè áîëüøèõ óêëîíåíèé, â ÷àñòíîñòè ðàáîòû [4] è [15]

ïîçâîëÿþò ïðåîäîëåòü òðóäíîñòè ïî âû÷èñëåíèþ àñèìïòîòèêè áîëü-

øèõ óêëîíåíèé U -ñòàòèñòèê è ôóíêöèîíàëîâ îò U -ýìïèðè÷åñêèõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è àíàëèçó êðèòåðèåâ äëÿ ïðîâåð-

êè ýêñïîíåíöèàëüíîñòè. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðîâåðêè ýêñïîíåíöè-

àëüíîñòè âûãëÿäèò òàê: ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (í.î.ð.ñ.â.), èìåþùèå íåïðåðûâíóþ ôóíê-

öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (ô.ð.) F . Ðàññìîòðèì ïðîâåðêó ñëîæíîé ãèïîòåçû ýêñ-

ïîíåíöèàëüíîñòè H0 : F (x) � ô.ð. ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàêîíà ñ ïëîòíîñòüþ
f(x) = λe−λx, x ≥ 0, ãäå λ > 0 � íåêîòîðûé íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð.

Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ õàðàêòåðèçàöèé ìû èñ-

ïîëüçóåì ñòàíäàðòíûå àëüòåðíàòèâû ê ãèïîòåçå ýêñïîíåíöèàëüíîñòè:
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i) àëüòåðíàòèâó Âåéáóëëà ñ ïëîòíîñòüþ

(1 + θ)xθ exp(−x1+θ), θ ≥ 0, x ≥ 0;

ii) àëüòåðíàòèâó Ìàêåãàìà ñ ïëîòíîñòüþ

(1 + θ(1− e−x)) exp(−x− θ(e−x − 1 + x)), θ ≥ 0, x ≥ 0;

iii) àëüòåðíàòèâó ëèíåéíîñòè ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ ñ ïëîò-

íîñòüþ

(1 + θx)e−x− 1
2 θx2

, θ ≥ 0, x ≥ 0;

iv) ãàììà-àëüòåðíàòèâó ñ ïëîòíîñòüþ

xθ

Γ(θ + 1)
e−x, θ ≥ 0, x ≥ 0.

Ìû ðàññìîòðèì êðèòåðèè ýêñïîíåíöèàëüíîñòè, îñíîâàííûå íà ñëåäóþ-

ùèõ õàðàêòåðèçàöèÿõ:

1. Õàðàêòåðèçàöèÿ Ðîññáåðãà [17, 18].

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Xs,n s-þ ïîðÿäêîâóþ ñòàòèñòèêó, 1 ≤ s ≤ n, â

âûáîðêå X1, . . . , Xn.

Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåîòðèöàòåëüíûå í.î.ð.ñ.â. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî j

ñòàòèñòèêè Xj+s,n −Xj,n è Xs,n−j îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, òî âûáîðêà

èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé õàðàêòåðèçàöèè ïðè n = 3, s = 1
è j = 1. Òîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ïðèìåò âèä: åñëè ñòà-

òèñòèêè X2,3 − X1,3 è min(X1, X2) îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, òî âûáîðêà

èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé õàðàêòåðèçàöèåé ñòðîÿòñÿ äâå U -ýìïèðè÷åñêèå

ô.p.

HR
n (t) =

(
n

3

)−1 ∑
1≤i<j<k≤n

1{X2,{i,j,k} −X1,{i,j,k} < t}, t ≥ 0,

GR
n (t) =

(
n

2

)−1 ∑
1≤i<j≤n

1{min(Xi, Xj) < t}, t ≥ 0,

çäåñü è äàëåå ïîä âûðàæåíèåì Xs,{i,j,k}, s = 1, 2, ïîíèìàåòñÿ s-ÿ ïîðÿäêî-

âàÿ ñòàòèñòèêà âûáîðêè Xi, Xj , Xk.
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Íà îñíîâå ýòèõ ôóíêöèé ñòðîÿòñÿ èíâàðèàíòíûå ê ïàðàìåòðó ìàñøòàáà

λ ñòàòèñòèêè:

IR
n =

∫ ∞

0

(
HR

n (t)−GR
n (t)

)
dFn(t),

DR
n = sup

t≥0
| HR

n (t)−GR
n (t) | .

Ñòàòèñòèêà IR
n èíòåãðàëüíîãî òèïà, ïðîñòåéøèå ñòàòèñòèêè òàêîãî âèäà

óæå èçó÷àëèñü â [2]. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíà èìååò â ïðåäåëå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå, à èìåííî: ïðè n →∞

√
nIR

n
d−→ N

(
0,

52
1125

)
.

Âòîðàÿ ñòàòèñòèêà ïðèíàäëåæèò ê êîëìîãîðîâñêîìó òèïó. ßâíîå ïðå-

äåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè DR
n íåèçâåñòíî. Îïèðàÿñü íà ìåòîäû

ðàáîòû [22], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî U -ýìïèðè÷åñêèé ïðîöåññ

ηn(t) =
√

n
(
HR

n (t)−GR
n (t)

)
, t ≥ 0,

ñëàáî ñõîäèòñÿ ïðè n → ∞ ê íåêîòîðîìó öåíòðèðîâàííîìó ãàóññîâñêîìó

ïðîöåññó η(t) ñî ñëîæíîé, íî ÿâíî âûïèñûâàåìîé êîâàðèàöèåé. Òîãäà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàòèñòèê
√

nDR
n ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê âåëè÷èíå

supt≥0 |η(t)|, íàéòè ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé â ÿâíîì âèäå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ

âîçìîæíûì. Ïîýòîìó êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ äëÿ ñòàòèñòèê DR
n öåëåñîîá-

ðàçíî èñêàòü ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðîâàíèÿ èõ âûáîðî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äàëåå äëÿ ñòàòèñòèê IR
n è DR

n èçó÷àþòñÿ âåðîÿòíîñòè èõ áîëüøèõ óêëî-

íåíèé ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå, âû÷èñëÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ áàõàäóðîâñêàÿ ÀÎÝ.

ÀÎÝ äëÿ ñòàòèñòèê DR
n èññëåäóåòñÿ âïåðâûå, ïîñêîëüêó ìåòîä èçó÷åíèÿ èõ

áîëüøèõ óêëîíåíèé áûë ðàçðàáîòàí ëèøü â ðàáîòå [15] 2010 ã., âïðî÷åì,

àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü áîëåå ïðîñòûõ ñòàòèñòèê êîëìîãîðîâñêî-

ãî òèïà óæå èçó÷àëàñü â ëèòåðàòóðå, ñì. [9], [13], [3].

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ñòàòèñòèêè èíòåãðàëüíîãî òèïà, êàê ïðàâèëî,

èìåþò áîëåå âûñîêóþ ÀÎÝ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàòèñòèêàìè êîëìîãîðîâñêî-

ãî òèïà, çàòî ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè ïðîòèâ ëþáûõ àëüòåð-

íàòèâ.
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2. Õàðàêòåðèçàöèÿ Àõñàíóëëàõà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ô.ð. F ïðèíàäëåæèò êëàññó ðàñïðåäåëåíèé F , óäî-
âëåòâîðÿþùåìó ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: F ñòðîãî ìîíîòîííà, à ôóíêöèÿ èí-

òåíñèâíîñòè îòêàçîâ f(t)/(1−F (t)) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò äëÿ
âñåõ t ≥ 0.

Àõñàíóëëàõ äîêàçàë â [5] ñëåäóþùóþ õàðàêòåðèçàöèþ ñâîéñòâàìè ïî-

ðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê â ïðåäåëàõ êëàññà F :
Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåîòðèöàòåëüíûå í.î.ð.ñ.â. ñ ô.ð. èç êëàññà F . Åñ-

ëè äëÿ íåêîòîðûõ i è j ñòàòèñòèêè (k−i)(Xi+1,k−Xi,k) è (k−j)(Xj+1,k−
Xj,k) îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû äëÿ 1 ≤ i < j < k, òî âûáîðêà èìååò ýêñïî-

íåíöèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ.

Çàäà÷è ïðîâåðêè ýêñïîíåíöèàëüíîñòè â êëàññå F åùå íàçûâàþò ïðî-

âåðêîé îòñóòñòâèÿ ñòàðåíèÿ ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû, ÷òî íàáëþäàåòñÿ ïî-

ëîæèòåëüíîå (îòðèöàòåëüíîå) ñòàðåíèå. Òàêèå çàäà÷è âàæíû äëÿ òåîðèè

íàäåæíîñòè, è äàííàÿ îáëàñòü ñåé÷àñ àêòèâíî èññëåäóåòñÿ.

Ìû ðàññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ õàðàêòåðèçàöèè:

à) Ñëó÷àé k = 2, i = 0 è j = 1. Õàðàêòåðèçàöèÿ ïðèìåò âèä:
Ïóñòü X è Y � íåîòðèöàòåëüíûå í.î.ð.ñ.â. ñ ô.ð. èç êëàññà F . Åñëè

ñòàòèñòèêè |X − Y | è 2 min(X, Y ) îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, òî X èìååò

ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì êðèòåðèè äëÿ ïðîâåðêè ýêñïîíåíöèàëüíîñòè, èñïîëüçóþ-

ùèå äàííóþ õàðàêòåðèçàöèþ, ïðîòèâ àëüòåðíàòèâ èç êëàññà F .

Ñòðîÿòñÿ äâå V -ñòàòèñòè÷åñêèå ô.p.

HAh1
n (t) =

1
n2

n∑
i,j=1

1{|Xi −Xj | < t}, t ≥ 0,

GAh1
n (t) =

1
n2

n∑
i,j=1

1{2 min(Xi, Xj) < t}, t ≥ 0.

Êðèòåðèè äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû ýêñïîíåíöèàëüíîñòè îñíîâûâàþòñÿ

íà èíâàðèàíòíûõ ê ïàðàìåòðó ìàñøòàáà λ ñòàòèñòèêàõ:

IAh1
n =

∫ ∞

0

(
HAh

n (t)−GAh
n (t)

)
dFn(t),

DAh1
n = sup

t≥0
| HAh

n (t)−GAh
n (t) | .
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Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè IAh1
n íîðìàëüíî, à èìåííî ïðè

n →∞
√

nIAh1
n

d−→ N
(

0,
647
4725

)
,

à ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè DAh1
n íåèçâåñòíî.

á) Ïðè k = 3, i = 1 è j = 2 õàðàêòåðèçàöèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:

Ïóñòü X1, X2 è X3 íåîòðèöàòåëüíûå í.î.ð.ñ.â. ñ ô.ð. èç êëàññà F . Åñ-

ëè ñòàòèñòèêè X3,3 − X2,3 è 2(X2,3 − X1,3) îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, òî

âûáîðêà èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñíîâà â ñîîòâåòñòâèè ñ õàðàêòåðèçàöèåé ïîñòðîèì äâå V -

ñòàòèñòè÷åñêèå ô.p.

HAh2
n (t) =

1
n3

n∑
i,j,k=1

1{X3,{i,j,k} −X2,{i,j,k} < t}, t ≥ 0,

GAh2
n (t) =

1
n3

n∑
i,j,k=1

1{2(X2,{i,j,k} −X1,{i,j,k}) < t}, t ≥ 0.

Ìû ïðåäëàãàåì îñíîâûâàòü êðèòåðèè ïðîòèâ àëüòåðíàòèâ èç êëàññà F
íà ñëåäóþùèõ èíâàðèàíòíûõ ê ïàðàìåòðó ìàñøòàáà λ ñòàòèñòèêàõ:

IAh2
n =

∫ ∞

0

(
HAh2

n (t)−GAh2
n (t)

)
dFn(t),

DAh2
n = sup

t≥0
| HAh2

n (t)−GAh2
n (t) | .

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòàòèñòèêà IAh1
n èìååò â ïðåäåëå íîðìàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå, à èìåííî ïðè n →∞

√
nIAh2

n
d−→ N

(
0,

38
525

)
,

à ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè DAh2
n , êàê áûëî îïèñàíî ðàíåå, íåèçâåñòíî.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ìû ïðåäëàãàåì èñêàòü êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ

ñòàòèñòèê DAh1
n è DAh2

n ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

3. Õàðàêòåðèçàöèÿ Øèìèäçó.

Îäíà èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ õàðàêòåðèçàöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïðèíàäëåæèò Äåçó [10]: Ïóñòü X è Y � íåîòðèöàòåëüíûå

í.î.ð.ñ.â. ñ ô.ð. F . Òîãäà X è 2 min(X, Y ) îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû òîãäà è
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òîëüêî òîãäà, êîãäà âûáîðêà èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëå-

íèÿ. Êðèòåðèè ýêñïîíåíöèàëüíîñòè, îñíîâàííûå íà õàðàêòåðèçàöèè Äåçó,

èçó÷àëèñü â [2] è [15].

Ìû ðàññìîòðèì êðèòåðèè äëÿ ïðîâåðêè ýêñïîíåíöèàëüíîñòè, îñíîâàí-

íûå íà îáîáùåíèè õàðàêòåðèçàöèè Äåçó. Â ëèòåðàòóðå íåò óñòîÿâøåãîñÿ

íàçâàíèÿ äàííîé õàðàêòåðèçàöèè, îäíàêî â áîëåå îáùåì âèäå îíà áûëà

ñôîðìóëèðîâàíà Øèìèäçó [21], ñì. òàêæå [11], [1], [19]:

Ïóñòü X1, . . . , Xn - íåîòðèöàòåëüíûå í.î.ð.ñ.â. è ïóñòü íàòóðàëü-

íûå k è m òàêîâû, ÷òî ÷èñëî log k
log m èððàöèîíàëüíî. Òîãäà ñòàòèñòè-

êè k min(X1, . . . , Xk) è m min(X1, . . . , Xm) îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûáîðêà èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäå-

ëåíèÿ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé õàðàêòåðèçàöèåé ñòðîÿòñÿ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî l ≥ 1 V -ýìïèðè÷åñêàÿ ô.p. Gl(t) è U -ýìïèðè÷åñêàÿ ô.p. Hl(t).

GSz
l (t) = n−l

n∑
i1,...,il=1

1{l min(Xi1 , . . . , Xil
) < t}, t ≥ 0,

HSz
l (t) =

(
n

l

)−1 ∑
1≤i1<...<il≤n

1{l min(Xi1 , . . . , Xil
) < t}, t ≥ 0.

Êðèòåðèè äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû ýêñïîíåíöèàëüíîñòè ìîãóò áûòü îñ-

íîâàíû íà èíâàðèàíòíûõ ê ïàðàìåòðó ìàñøòàáà λ ñòàòèñòèêàõ:

ISz
k,m =

∫ ∞

0

(
GSz

k (t)−GSz
m (t)

)
dFn(t),

DSz
k,m = sup

t≥0
| HSz

k (t)−HSz
m (t) | .

Ïîñòðîåííûå ñòàòèñòèêè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ñòàòèñòèê, ðàññìîòðåí-

íûõ â [2] è [15].

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ñòàòèñòèêè ISz
k,m âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ ñõîäè-

ìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïðè n →∞:

√
nISz

k,m
d−→ N (0, (m + 1)2∆2

Sz(k,m)),

ãäå

∆2
Sz(k, m) =

(m− k)2(8mk − 2k − 2m + 1)
4(2k + 2m− 1)(4m− 1)(4k − 1)(m + 1)2

.
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Êàê è ïðåæäå, ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè DSz
k,m íåèçâåñòíî, íî

â ïðèíöèïå ìîæåò áûòü íàéäåíî íà îñíîâå ìåòîäîâ ðàáîòû [22].

Äëÿ âñåõ ïîñòðîåííûõ âî âòîðîé ãëàâå ñòàòèñòèê íàéäåíû âåðîÿòíî-

ñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå, âû÷èñëåíà èõ ëîêàëüíàÿ

áàõàäóðîâñêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðè óêàçàííûõ àëüòåðíàòèâàõ.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííûõ íàìè êðèòåðèåâ

ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ñòàòèñòèêè ISz
k,m çíà÷åíèå

ëîêàëüíîé áàõàäóðîâñêîé ýôôåêòèâíîñòè äëÿ ñòàíäàðòíûõ àëüòåðíàòèâ

áóäåò íàèëó÷øèì äëÿ ñëó÷àÿ, ðàññìîòðåííîãî Äåçó (k = 1 è m = 2), òàê
÷òî èñïîëüçîâàíèå äðóãèõ k è m âðÿä ëè îïðàâäàíî. Äëÿ ñòàòèñòèê DSz

k,m

ìû ìîæåì óëó÷øàòü çíà÷åíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïóòåì âûáîðà ïîäõîäÿùèõ

k è m.

Òàáëèöà 1: Çíà÷åíèÿ ëîêàëüíîé ÀÎÝ ïî Áàõàäóðó äëÿ ðàçëè÷íûõ ñòàòè-

ñòèê

Ñòàòèñòèêà Ïëîòíîñòü Ïëîòíîñòü Ïëîòíîñòü Ãàììà

Âåéáóëëà Ìàêåãàìà Ëèí. èíò. îòê. Ïëîòíîñòü

Ñòàòèñòèêè èíòåãðàëüíîãî òèïà

IR
n 0.650 0.450 0.119 0.757

IAh1
n 0.795 0.692 0.257 0.819

IAh2
n 0.445 0.737 0.486 0.277

ISz
1,2 0.697 0.509 0.149 0.790

Ñòàòèñòèêè êîëìîãîðîâñêîãî òèïà

DR
n 0.320 0.207 0.047 0.414

DAh1
n 0.450 0.470 0.187 0.482

DAh2
n 0.280 0.513 0.362 0.174

maxk,m DSz
k,m 0.261 0.218 0.073 0.366

Êðîìå òîãî, èçó÷åíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìàëüíî-

ñòè ïîñòðîåííûõ ñòàòèñòèê, òî åñòü îïèñàíû ñåìåéñòâà àëüòåðíàòèâ, äëÿ

êîòîðûõ èçó÷àåìàÿ ñòàòèñòèêà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî íàèëó÷øåé â áàõàäóðîâ-

ñêîì ñìûñëå.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ êðèòåðèè äëÿ ïðîâåðêè íîðìàëü-

íîñòè, îñíîâàííûå íà õàðàêòåðèçàöèè ñâîéñòâîì Øåïïà. Â 1964 ã. Øåïï
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ïîêàçàë [20], ÷òî åñëè X è Y � äâå íåçàâèñèìûå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû ñî ñðåäíèì íóëü è íåêîòîðîé äèñïåðñèåé τ2 > 0, òî è ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà 2XY/
√

X2 + Y 2 èìååò ñíîâà ðàñïðåäåëåíèå N (0, τ2). Ýòî óòâåð-
æäåíèå îáû÷íî íàçûâàþò ñâîéñòâîì Øåïïà. Â 2003 ã. áûëî äîêàçàíî [12],

÷òî ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì ñâÿçàíà õàðàêòåðèçàöèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà â

øèðîêîì êëàññå ðàñïðåäåëåíèé.

Ðàññìîòðèì ô.ð. F èç êëàññà F, îïðåäåëÿåìîãî óñëîâèÿìè 0 < F (0) < 1
è òåì, ÷òî F (x)−F (−x) ðåãóëÿðíî ìåíÿåòñÿ â íóëå ñ ïîêàçàòåëåì 1. Â [12]

äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü X è Y íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû ñ îáùåé ô.ð. F èç êëàññà F. Òîãäà ðàâåíñòâî ïî ðàñïðåäåëåíèþ

2XY/
√

X2 + Y 2 d= X

èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà X ∈ N (0, τ2) äëÿ íåêî-

òîðîé äèñïåðñèè τ2 > 0. Ýòà õàðàêòåðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò íàì ïîñòðîèòü

íîâûå êðèòåðèè íîðìàëüíîñòè, îñíîâàííûå íà ñâîéñòâå Øåïïà.

Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå íàáëþäåíèÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è ô.ð.

F, à Fn � îáû÷íàÿ ýìïèðè÷åñêàÿ ô.ð., ïîñòðîåííàÿ ïî ýòèì íàáëþäåíèÿì.

Íàñ èíòåðåñóåò ïðîâåðêà ñëîæíîé ãèïîòåçû H0 : F ∈ N (0, τ2) ïðè íåêîòî-
ðîé íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè τ2 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâûH1, ïðè êîòîðîé F ∈ F,

íî ãèïîòåçà H0 íåâåðíà. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè k(x, y) = 2xy/
√

x2 + y2

è ïîñòðîèì V -ýìïèðè÷åñêóþ ô.ð. GSh
n è U -ýìïèðè÷åñêóþ ô.ð. HSh

n ñ ïî-

ìîùüþ ôîðìóë

HSh
n (t) =

(
n

2

)−1 ∑
1≤i<j≤n

1{k(Xi, Xj) < t}, t ∈ R1,

GSh
n (t) =

1
n2

n∑
i,j=1

1{k(Xi, Xj) < t}, t ∈ R1.

Ñòðîÿòñÿ íîâûå èíâàðèàíòíûå ê ïàðàìåòðó ìàñøòàáà τ ñòàòèñòèêè äëÿ

ïðîâåðêè ãèïîòåçû íîðìàëüíîñòè:

ISh
n =

∫
R1

(GSh
n (t)− Fn(t))dFn(t),

DSh
n = sup

t∈R1
| HSh

n (t)− Fn(t) | .
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Äëÿ ñòàòèñòèêè ISh
n ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè n →∞ íîðìàëüíî

√
nISh

n
d−→ N

(
0,

1
12

)
.

Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè DSh
n íåèçâåñòíî, íî êðèòè÷åñêèå

òî÷êè ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðîâàíèÿ.

Çàòåì îïèñûâàþòñÿ âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ

ñòàòèñòèê ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå, âû÷èñëÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ áàõàäóðîâñêàÿ

ÀÎÝ äëÿ ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ àëüòåðíàòèâ ïðè θ ≥ 0 è x ∈ R1 :

� àëüòåðíàòèâû ñäâèãà ñ ô.ð. F (x− θ);

� ñêîøåííîé àëüòåðíàòèâû Àççàëèíè [8] ñ ïëîòíîñòüþ 2f(x)F (θx);

� àëüòåðíàòèâû çàãðÿçíåíèÿ ñ ô.ð. (1− θ)F (x) + θF 2(x).

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýô-

ôåêòèâíîñòè îáåèõ ñòàòèñòèê äîâîëüíî âûñîêè.

Òàáëèöà 2: Çíà÷åíèÿ ëîêàëüíîé ÀÎÝ ïî Áàõàäóðó äëÿ ñòàòèñòèê ISh
n è

DSh
n

Ñòàòèñòèêà Àëüòåðíàòèâà Àëüòåðíàòèâà Àëüòåðíàòèâà

ñäâèãà Àççàëèíè çàãðÿçíåíèÿ

ISh
n 0.955 0.955 0.417

DSh
n 0.637 0.637 0.313

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ñòðîÿòñÿ êðèòåðèè ñîãëàñèÿ äëÿ ïðîâåðêè ñëîæíîé

ãèïîòåçû H0 : F � ô.ð. ñòåïåííîãî çàêîíà ñ ïëîòíîñòüþ f(x) = µxµ−1, x ∈
(0, 1] ñ íåèçâåñòíûì ïîêàçàòåëåì µ > 0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû, ñîñòîÿùåé â

òîì, ÷òî F � ô.ð. íå ñòåïåííîãî çàêîíà. Â îòëè÷èå îò ýêñïîíåíöèàëüíîãî è

íîðìàëüíîãî ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé, ãäå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî êðèòåðè-

åâ ñîãëàñèÿ, êðèòåðèè ñîãëàñèÿ äëÿ ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè ñòåïåííîìó

ñåìåéñòâó âåñüìà íåìíîãî÷èñëåííû, åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ

ðàáîòà [14], ïðè÷åì êðèòåðèè ñîãëàñèÿ äëÿ ñòåïåííîãî çàêîíà, îñíîâàííûå

íà õàðàêòåðèçàöèîííûõ ñâîéñòâàõ, â ëèòåðàòóðå íåèçâåñòíû.

Ðàññìîòðèì êðèòåðèé ñîãëàñèÿ ñî ñòåïåííûì çàêîíîì, îñíîâàííûé íà

ñëåäóþùåé õàðàêòåðèçàöèè Ïóðè è Ðóáèíà [16]: Ïóñòü X è Y � íåçàâèñè-

ìûå íåîòðèöàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ô.ð. F. Òîãäà ðàâåíñòâî ïî

14



ðàñïðåäåëåíèþ X è min(X
Y , Y

X ) èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà X èìååò ñòåïåííîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ô.ð. F (x) = xµ, x ∈ (0, 1], µ > 0.

Ñòðîèòñÿ U -ýìïèðè÷åñêàÿ ô.p.

HPR
n (t) =

(
n

2

)−1 ∑
1≤i<j≤n

1
{

min
(

Xi

Xj
,
Xj

Xi

)
< t

}
, t ∈ (0, 1],

è íîâûå ñòàòèñòèêè äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû ñîãëàñèÿ ñî ñòåïåííûì çàêî-

íîì:

IPR
n =

∫ 1

0

(Hn(t)− Fn(t)) dFn(t),

DPR
n = sup

t∈(0,1]

| Hn(t)− Fn(t) | .

Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðàìåòðè÷åñêèå

àëüòåðíàòèâû äëÿ x ∈ (0, 1] :

� àëüòåðíàòèâó çàãðÿçíåíèÿ ñ ô.ð. (1− θ)F (x) + θF r(x), θ ≥ 0, r > 1;

� âòîðóþ àëüòåðíàòèâó ñ ô.ð. F (x) − θ sin(πF (x))eF (x), − 1
eπ < θ <

1
e
√

π2+1
;

� òðåòüþ àëüòåðíàòèâó ñ ô.ð. 1
1+θ/2 (F (x) + θ

2F 2(x)), θ ≥ 0.

Äëÿ ïîñòðîåííûõ ñòàòèñòèê ìû îïèñûâàåì ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

è âåðîÿòíîñòè èõ áîëüøèõ óêëîíåíèé ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå, âû÷èñëÿåì ëî-

êàëüíóþ áàõàäóðîâñêóþ ÀÎÝ è èçó÷àåì óñëîâèÿ èõ ëîêàëüíîé àñèìïòîòè-

÷åñêîé îïòèìàëüíîñòè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýôôåêòèâíîñòè îáåèõ ñòàòèñòèê

äîâîëüíî âûñîêè.

Òàáëèöà 3: Çíà÷åíèÿ ëîêàëüíîé ÀÎÝ ïî Áàõàäóðó äëÿ ñòàòèñòèê IPR
n è

DPR
n

Ñòàòèñòèêà Àëüòåðíàòèâà Àëüòåðíàòèâà Àëüòåðíàòèâà

çàãðÿçíåíèÿ âòîðàÿ òðåòüÿ

IPR
n 0.968 0.968 0.800

DPR
n 0.635 0.649 0.473

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ïÿòîé ãëàâå ìû ñòðîèì êðèòåðèè ñîãëàñèÿ äëÿ çà-

êîíà àðêñèíóñà. Íàñ èíòåðåñóåò ïðîâåðêà ïðîñòîé ãèïîòåçû H0 : F � ô.ð.
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çàêîíà àðêñèíóñà ñ ïëîòíîñòüþ f(x) = 1
π
√

1−x2 ,−1 ≤ x ≤ 1, ïðîòèâ îáùåé
àëüòåðíàòèâû, ñîñòîÿùåé â òîì, ÷òî F � ô.ð. èìååò èíîé çàêîí ðàñïðåäå-

ëåíèÿ.

Ïðîâåðÿåìàÿ íàìè ãèïîòåçà � ïðîñòàÿ, è ïîòîìó ìîæåò ïðîâåðÿòüñÿ ñ

ïîìîùüþ äðóãèõ êðèòåðèåâ, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ õè-êâàäðàò

èëè êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà. Îäíàêî íàì êàæåòñÿ èíòåðåñíûì èññëåäîâàòü

âîçìîæíîñòè U -ýìïèðè÷åñêèõ êðèòåðèåâ, îñíîâàííûõ íà õàðàêòåðèçàöèÿõ,

ïðèìåíèòåëüíî ê ýòîé çàäà÷å, ïîñêîëüêó â ëèòåðàòóðå îòñóòñòâóþò êàêèå-

ëèáî êðèòåðèè ñîãëàñèÿ, îñíîâàííûå íà õàðàêòåðèçàöèÿõ àðêñèíóñà (ê òî-

ìó æå, òàêèå õàðàêòåðèçàöèè âîîáùå êðàéíå íåìíîãî÷èñëåííû).

Ðàññìîòðèì êðèòåðèé ñîãëàñèÿ ñ çàêîíîì àðêñèíóñà, îñíîâàííûé íà

ñëåäóþùåé õàðàêòåðèçàöèè Àðíîëüäà�Ãðîíåâåëüäà [7]: Ïóñòü X � ñèì-

ìåòðè÷íàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ô.ð. F. Òîãäà ðàâåíñòâî ïî ðàñïðåäåëå-

íèþ X2 è 1+X
2 èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà X èìååò

ðàñïðåäåëåíèå àðêñèíóñà ñ ô.ð. F (x) = 1
2 + arcsin x

π , x ∈ [−1, 1].
Â ñîîòâåòñòâèè ñ õàðàêòåðèçàöèåé ïîñòðîèì äâå ýìïèðè÷åñêèå ô.p.

HAG
n (t) = n−1

n∑
i=1

1{X2
i < t}, t ∈ [0, 1],

GAG
n (t) = n−1

n∑
i=1

1{1 + Xi

2
< t}, t ∈ [0, 1].

Ìû ïðåäëàãàåì îñíîâûâàòü êðèòåðèè äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû ñîãëàñèÿ

ñ çàêîíîì àðêñèíóñà íà ñëåäóþùèõ ñòàòèñòèêàõ:

IAG
n =

∫ 1

0

(Hn(t)−Gn(t)) dFn(t), DAG
n = sup

t∈[0,1]

| Hn(t)−Gn(t) | .

Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâ ðàññìîòðèì ñêîøåííóþ àëüòåðíàòèâó, àëüòåð-

íàòèâó çàãðÿçíåíèÿ, à òàêæå àëüòåðíàòèâó Ëåìàíà ñ ô.ð. F 1+θ(x), θ ≥ 0,
x ∈ [−1, 1].

Äëÿ ðàññìîòðåííûõ ñòàòèñòèê ñíîâà îïèñûâàåòñÿ ïðåäåëüíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå è èçó÷àþòñÿ âåðîÿòíîñòè èõ áîëüøèõ óêëîíåíèé ïðè ñïðàâåäëèâîñòè

íóëåâîé ãèïîòåçå, âû÷èñëÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ áàõàäóðîâñêàÿ ÀÎÝ ïðè óêàçàí-

íûõ àëüòåðíàòèâàõ è èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ èõ ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé

îïòèìàëüíîñòè.
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Ïðåäñòàâëåíèå îá àñèìïòîòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè êðèòåðèåâ ñîãëà-

ñèÿ, îñíîâàííûõ íà ïðåäëàãàåìûõ ñòàòèñòèêàõ, äàåò ñëåäóþùàÿ òàáëèöà.

Òàáëèöà 4: Çíà÷åíèÿ ëîêàëüíîé ÀÎÝ ïî Áàõàäóðó äëÿ ñòàòèñòèê IAG
n è

DAG
n

Ñòàòèñòèêà Àëüòåðíàòèâà Àëüòåðíàòèâà Àëüòåðíàòèâà

Àççàëèíè Ëåìàíà çàãðÿçíåíèÿ

IAG
n 0.575 0.776 0.578

DAG
n 0.304 0.347 0.281

Â çàêëþ÷åíèè ïîäâåäåíû èòîãè ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé, îáñóæäà-

þòñÿ äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè ïîñòðîåííûõ êðèòåðèåâ, à òàêæå èõ àñèìï-

òîòè÷åñêèå ýôôåêòèâíîñòè, äàþòñÿ ðåêîìåíäàöèè ïî èñïîëüçîâàíèþ ïðåä-

ëàãàåìûõ êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ íà ïðàêòèêå.
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