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Ïîíòðÿãèíà-Òîìà. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíî

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àäàìñà îá èíâàðèàíòå Õîïôà äëÿ

âñåõ ðàçìåðíîñòåé, èñêëþ÷àÿ 15, 31. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè n > 31
â ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïå ñôåð Πn íå ñóùåñòâóåò

ýëåìåíòà ñ èíâàðèàíòîì Õîïôà 1. Íîâîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî

íà ìåòîäàõ ãåîìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè. Èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà

Ïîíòðÿãèíà-Òîìà â ôîðìå Óîëëåñà î ïðåäñòàâëåíèè ñòàáèëüíûõ

ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï limk→+∞ πk+n(Σk(RP∞)) âåùåñòâåííîãî

ïðîåêòèâíîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (êîòîðûå ïî

òåîðåìå Êàíà-Ïðèääè ýïèìîðôíî îòîáðàæàþòñÿ íà 2-êîìïîíåíòû

ñòàáèëüíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï ñôåð) êëàññàìè êîáîðäèçìà

ïîãðóæåíèé (âîîáùå ãîâîðÿ, íåîðèåíòèðóåìûõ) n − 1�ìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé â êîðàçìåðíîñòè 1. Èíâàðèàíò Õîïôà âûðàæàåñÿ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì n − 1�ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

äâóêðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåííîãî n�ìåðíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî çàäàííûé ýëåìåíò â ñòàáèëüíîé

ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïå Πn.

Ââåäåíèå

Ïóñòü πn+m(Sm) � ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû ñôåð. Ïðè óñëîâèè m ≥
n + 2 ýòà ãðóïïà íå çàâèñèò îò m è îáîçíà÷àåòñÿ Πn. Îíà íàçûâàåòñÿ

∗Ðàáîòà àâòîðà ïîääåðæåíà ãðàíòàìè INTAS 00-0259, ÐÔÔÈ 08-01-00663-à.
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ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïîé ñôåð â ðàçìåðíîñòè n. Ïðîáëåìà
âû÷èñëåíèÿ ñòàáèëüíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
îñíîâíûõ íåðåøåííûõ ïðîáëåì â òîïîëîãèè. Ýòà ïðîáëåìà èìååò âàæíîå
ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå ïðè èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâà âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé
(ñì. [Â], ãë.3) è ïðè èçó÷åíèè çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè îòîáðàæåíèé
âëîæåíèÿìè [Ìå2].

Ïðè âû÷èñëåíèè ýëåìåíòîâ ñòàáèëüíîé ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïû
ñôåð èçó÷àþò òå àëãåáðàè÷åñêèå èíâàðèàíòû, îïðåäåëåíèå êîòîðûõ
äàåòñÿ ñðàçó äëÿ âñåõ ðàçìåðíîñòåé (èëè äëÿ íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçìåðíîñòåé). Òåì íå ìåíåå, ýòè èíâàðèàíòû,
êàê ïðàâèëî, îêàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíûìè è íå âûðîæäàþòñÿ ëèøü â
èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, ïîäðîáíåå ñì. [M].

Îñíîâíûì àëãåáðàè÷åñêèì èíâàðèàíòîì íà ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïïàõ
ñôåð ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûé èíâàðèàíò Õîïôà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ãîìîìîðôèçì

h : Π2k−1 → Z/2,

è êîòîðûé íàçûâàåòñÿ òàêæå èíâàðèàíòîì Ñòèíðîäà-Õîïôà, ñì.,
íàïðèìåð, [M-T] ïî ïîâîäó îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûõ ñâîéñòâ. Ñòàáèëüíûé
èíâàðèàíò Õîïôà èçó÷àåòñÿ â ðàáîòå.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû áûëî ïîëó÷åíî Àäàìñîì â [A].

Òåîðåìà. Àäàìñ [A]
Ñòàáèëüíûé èíâàðèàíò Õîïôà h : Πn → Z/2, n ≡ 1 (mod 2),

ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n 6= 1, 3, 7.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà Àäàìñà â ïðîñòîì ñëó÷àå n 6= 2k−1 áûëà äîêàçàíà
Àäåìîì [Ad]. Cëó÷àé n = 15 áûë äîêàçàí Òîäîé (ñì. [M-T] ãë.18).

Âïîñëåäñòâèè Àäàìñ è Àòüÿ ïðåäëîæèëè àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê
èçó÷åíèþ èíâàðèàíòîâ Õîïôà, îñíîâàííûé íà ðåçóëüòàòàõ èç K-òåîðèè
è íà òåîðåìå Áîòòà î ïåðèîäè÷íîñòè ñì. [A-A]. Â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ
ýòîò ïîäõîä òàêæå áûë îáîáùåí. Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû
Àäàìñà, áëèçêîå ê äîêàçàòåëüñòâó Àäàìñà-Àòüè, áûëî ïðåäëîæåíî
Â.Ì.Áóõøòàáåðîì â [B].

Îïðåäåëåíèå ñòàáèëüíîãî èíâàðèàíòà Õîïôà ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ íà
ÿçûêå ãðóïï êîáîðäèçìîâ ïîãðóæåííûõ ìíîãîîáðàçèé. Â îñíîâå ýòîãî
ìåòîäà ëåæàò ðåçóëüòàòû ðàáîò [E1, K2, K-S1, K-S2, La]. Ñòàáèëüíûé
èíâàðèàíò Õîïôà ðàâåí õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó ìíîãîîáðàçèÿ
äâóêðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ èñõîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ïðåäñòàâëÿþùåãî ýëåìåíò â èñõîäíîé ãðóïïå êîáîðäèçìà ïîãðóæåíèé.
Ýòî, íàïðèìåð, ÿâíî ñôîðìóëèðîâàíî â ðàáîòå [E1], Ëåììà 3.1.
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Ôîðìóëèðîâêà óêàçàííîé ëåììû ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ïåðåâîäèòñÿ íà
ÿçûê òåîðèè ïîãðóæåíèé ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè Ïîíòðÿãèíà-Òîìà.

Â ñëó÷àå n 6≡ 3 (mod 4) äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Àäàìñà,
èñïîëüçóþùåå òåîðèþ ïîãðóæåíèé, áûëî ïîëó÷åíî À.Ñþ÷åì â ðàáîòå
[Sz]. Ñëåäóþùèé ïî ñëîæíîñòè ñëó÷àé (òåîðåìà Àäåìà) âîçíèêàåò
ïðè n 6= 2l − 1. Òåîðåìà Àäàìñà â ýòîì ñëó÷àå áûëà ïåðåäîêàçàíà
ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè â ñîâìåñòíîé ðàáîòå àâòîðà ñ À. Ñþ÷åì [A-
Sz].

Äàëåå â ðàáîòå âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî n = 2l − 1. Îñíîâíîé
ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû îáîáùàåò ïðåäûäóùèé è ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì.

Îñíîâíàÿ Òåîðåìà

Ïóñòü g : M
3n+3

4
+7 # Rn� ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå ïîãðóæåíèå çàìêíóòîãî,

âîîáùå ãîâîðÿ, íåñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M , dim(M) = 3n+3
4

+ 7, ïðè÷åì
íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ν(g) ïîãðóæåíèÿ g èçîìîðôíî ñóììå Óèòíè
(n+1

4
− 8) ýêçåìïëÿðîâ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ κ íàä M , ò.å. ν(g) =

(n+1
4
−8)κ (â ÷àñòíîñòè, w1(M) = 0, ïîñêîëüêó êîðàçìåðíîñòü ïîãóæåíèÿ

g ÷åòíà è w1(M) = (n+1
4
− 8)w1(κ) = 0). Òîãäà â ïðåäïîëîæåíèè n ≥ 63

(ò.å. ïðè l ≥ 6) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 〈w1(κ)
dim(M); [M ]〉 = 0, ãäå w1 �

ïåðâûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ Øòèôåëÿ-Óèòíè.

Íîâîå â äîêàçàòåëüñòâå Îñíîâíîé Òåîðåìû ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè
ïðèíöèïà ãåîìåòðè÷åñêîãî êîíòðîëÿ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò â
êëàññå êîáîðäèçìà ïîãðóæåíèÿ íàõîäèòü ïîãðóæåíèå, ó êîòîðîãî
ïîäìíîãîîáðàçèå êðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ èìååò áîëåå
ïðîñòóþ ñòðóêòóðíóþ ãðóïïó íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Íàïîìíþ,
÷òî ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê ìíîãîîáðàçèþ
êðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòâå÷àåò çà ïåðåñòàíîâêó ëèñòîâ
èñõîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è èçìåíåíèå âåêòîðîâ ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ
ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîìó ïóòè íà ìíîãîîáðàçèè êðàòíûõ òî÷åê.

Ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíûõ ðàññóæäåíèé òåîðèè ïîãðóæåíèé èç
Îñíîâíîé Òåîðåìû ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå.

Îñíîâíîå Ñëåäñòâèå

Ïóñòü g : Mn−1 # Rn � ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå ïîãðóæåíèå çàìêíóòîãî
ìíîãîîáðàçèÿ Mn−1 (êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, îðèåíòèðóåìûì è ñâÿçíûì

3



íå ïðåäïîëàãàåòñÿ). Òîãäà â ïðåäïîëîæåíèè n = 2l − 1, n ≥ 63 (ò.å. ïðè
l ≥ 6), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 〈w1(M)n−1; [M ]〉 = 0.

Çàìå÷àíèå. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû
Àäàìñà (ïðè l ≥ 4) äîêàçàíà â [E1,La].

Îòìåòèì, ÷òî â òîïîëîãèè ñóùåñòâóþò òåîðåìû, áëèçêèå ïî
ôîðìóëèðîâêå ê Òåîðåìå Àäàìñà. Êàê ïðàâèëî, ýòè òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ
ñëåäñòâèÿìè Òåîðåìû Àäàìñà. Èíîãäà ñàìè ýòè òåîðåìû ìîãóò
áûòü äîêàçàíû àëüòåðíàòèâíûìè è áîëåå ïðîñòûìè ìåòîäàìè. Êàê
çàìå÷àåò Ñ.Ï.Íîâèêîâ â îáçîðå [N], ê òàêèì òåîðåìàì îòíîñèòñÿ
Òåîðåìà Ìèëíîðà-Áîòòà î òîì, ÷òî êàñàòåëüíîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå ê
ñòàíäàðòíîé ñôåðå Sn òðèâèàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 1, 3, 7.
Ýòî òåîðåìà áûëà îòêðûòà â ðàáîòå [B-M]. Ýëåãàíòíàÿ ìîäèôèêàöèÿ
èçâåñòíîãî äîêàçàòåëüñòâà áûëà íåäàâíî ïîëó÷åíà â [F].

Îñòàíîâèìñÿ íà ñòðóêòóðå ðàáîòû. Â ðàçäåëå 1 íàïîìèíàþòñÿ
îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è êîíñòðóêöèè òåîðèè ïîãðóæåíèé.
Ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ôîðìàëüíî ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, íî ëåãêî
ïîëó÷àþòñÿ èçâåñòíûìè ìåòîäàìè. Â ðàçäåëå 2 Îñíîâíàÿ Òåîðåìà
ïåðåôîðìóëèðîâàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèé èç ðàçäåëà 1
(Òåîðåìà 5) è ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ýòàïû åå äîêàçàòåëüñòâà.
Â ðàçäåëå 3 ïðîâîäèòñÿ îñíîâíîé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà, à èìåííî,
äîêàçûâàåòñÿ ïåðâàÿ Îñíîâíàÿ Ëåììà 24, êîòîðàÿ áûëà âûñêàçàíà
Ñ.À.Ìåëèõîâûì êàê ãèïîòåçà è îáñóæäàëàñü íà ñåìèíàðå ïðîô.
Î.Ñàåêè â 2006 ãîäó, à òàêæå àíàëîãè÷íàÿ åé âòîðàÿ Îñíîâíàÿ Ëåììà
25.

Ðàáîòà áûëà íàïèñàíà ïðè íåîäíîêðàòíûõ îáñóæäåíèÿõ íà ñåìèíàðå
ïî àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Ì.Ì.Ïîñòíèêîâà.
Â íàñòîÿùåé âåðñèè ðàáîòû èñïðàâëåíà îøèáêà â ôîðìóëèðîâêå
Îñíîâíîé Ëåììû 3 èç [Akh], êîòîðàÿ ïðèâîäèëàñü áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Àâòîð áëàãîäàðèò çà ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ ïðîô.
Â.Ì.Áóõøòàáåðà, ïðîô. Â.À.Âàñèëüåâà, ïðîô. Ï. Ëàíäâåáåðà,
ïðîô. À.Ñ.Ìèùåíêî, ïðîô. Î.Ñàåêè, ïðîô. À.Á.Ñêîïåíêîâà,
ïðîô. Þ.Ï.Ñîëîâü¼âà, ïðîô. À.Â.×åðíàâñêîãî, ïðîô. Å.Â.Ùåïèíà,
ïðîô. Ï.Äæ.Ýêêëçà, Í.Áðîäñêîãî, Ñ.À.Ìåëèõîâà, Ð.Ð.Ñàäûêîâà,
Ì.Á.Ñêîïåíêîâà.
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1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåäóêöèè

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ ãðóïï êîáîðäèçìà îñíàùåííûõ ïîãðóæåíèé â
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè áîëåå
îáùåé êîíñòðóêöèè, èçëîæåííîé â êíèãå [K1] íà ñòð. 55 è â ðàçäåëå 10.
Ñâÿçü ñ êîíñòðóêöèåé Ïîíòðÿãèíà-Òîìà îáúÿñíÿåòñÿ â [A-E].

Ïóñòü f : Mn−1 # Rn� ãëàäêîå ïîãðóæåíèå, ïðè÷åì (n − 1)-ìåðíîå
ìíîãîîáðàçèå Mn−1 çàìêíóòî íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîðèåíòèðîâàíî
è íåñâÿçíî. Íà ïðîñòðàíñòâå òàêèõ ïîãðóæåíèé ââåäåì îòíîøåíèå
êîáîðäàíòíîñòè. Ñêàæåì, ÷òî äâà ïîãðóæåíèÿ f0, f1 ñâÿçàíû
êîáîðäèçìîì, f0 ∼ f1, åñëè ñóùåñòâóåò ïîãðóæåíèå Φ : (W n, ∂W =
Mn−1

0 ∪Mn−1
1 ) # (Rn× [0; 1]; Rn×{0, 1}) òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ fi = Φ|Mn−1
i

: Mn−1
i # Rn×{i}, i = 0, 1 è, êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ,

÷òîáû ïîãðóæåíèå Φ áûëî îðòîãîíàëüíî ê R× {0, 1}.
Ìíîæåñòâî êëàññîâ êîáîðäàíòíîñòè ïîãðóæåíèé îáðàçóåò àáåëåâó

ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïîãðóæåíèé.
Íàïðèìåð, íóëåâîé ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïóñòûì
ïîãðóæåíèåì, à ýëåìåíò, îáðàòíûé ê äàííîìó ïîãðóæåíèþ f0

ïðåäñòàâëåí êîìïîçèöèåé S ◦ f0, ãäå S�çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ
ïðîñòðàíñòâà Rn. Ýòó ãðóïïó îáîçíà÷èì ÷åðåç Immsf (n − 1, 1).
Ïî òåîðåìå Óîëëåñà [Wa] óêàçàííàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà ñòàáèëüíîé
ãîìîòîïè÷åñêîé ãðóïïå limk→∞ πk+n(ΣkRP∞).

Ïîãðóæåíèå f îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ
ìíîãîîáðàçèÿ Mn−1 è îðèåíòèðóþùåãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ κ, ò.å.
èçîìîðôèçì D(f) : T (Mn−1) ⊕ κ = nε, ãäå ε�òðèâèàëüíîå ëèíåéíîå
ðàññëîåíèå íàä Mn−1. Â ïîõîæèõ êîíñòðóêöèÿõ òåîðèè õèðóðãèè
ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé âñåãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàáèëüíûé èçîìîðôèçì
íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mn−1 è îðèåíòèðóþùåãî
ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ κ, ò.å. èçîìîðôèçì T (Mn−1) ⊕ κ ⊕ Nε = (n +
N)ε, ãäå N >> n. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Õèðøà, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
åñëè äâóì ïîãðóæåíèÿì f1, f2 îòâå÷àþò èçîìîðôèçìû D(f1), D(f2),
êîòîðûå ïðè ñòàáèëèçàöèè ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó (ñòàáèëüíîãî)
èçîìîðôèçìà, òî ðàññìàòðèâàåìûå ïîãðóæåíèÿ f1, f2 îêàçûâàþòñÿ
ðåãóëÿðíî êîáîðäàíòíûìè è äàæå ðåãóëÿðíî êîíêîðäàíòíûìè (íî,
âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò îêàçàòüñÿ íå ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíûìè).

Íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå ãðóïïà Immsf (n−k, k). Ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû
ïðåäñòàâëåí òðîéêîé (f, κ,Ξ), ãäå f : Mn−k # Rn � ïîãðóæåíèå
çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ, κ : E(κ) → Mn−k ëèíåéíîå ðàññëîåíèå
(äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáîçíà÷åíèé äàëåå ëèíåéíîå (îäíîìåðíîå) ðàññëîåíèå
è åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ â H1(Mn−k; Z/2) ìû îáîçíà÷àåì òîé æå
áóêâîé), Ξ ñêîøåííîå îñíàùåíèå íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ

5



ïðè ïîìîùè ðàññëîåíèÿ κ, ò.å. èçîìîðôèçì íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ
ïîãðóæåíèÿ f è ðàññëîåíèÿ kκ. Òðîéêà (f, κ,Ξ) áóäåò íàçûâàòüñÿ
ñêîøåííî-îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì. Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî k ëèíåéíîå
ðàññëîåíèå κ îêàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóþùèì íàä Mn−k, è îáÿçàòåëüíî
κ = w1(M

n−k).
Äâà ýëåìåíòà ãðóïïû êîáîðäèçìà, ïðåäñòàâëåííûå òðîéêàìè

(f1, κ1,Ξ1) (f2, κ2,Ξ2), ðàâíû, åñëè ïîãðóæåíèÿ f1, f2 êîáîðäàíòíû,
ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîãðóæåíèå êîáîðäèçìà áûëî ñêîøåííî-
îñíàùåíî è òðåáóåòñÿ ñîãëàñîâàíèå ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ íà êîáîðäèçìå
ñ çàäàííûìè ñêîøåííûìè îñíàùåíèÿìè íà êîìïîíåíòàõ ãðàíèöû.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè k = 1 íîâîå îïðåäåëåíèå ãðóïï Immsf (n − k, k)
ñîâïàäàåò ñ ïåðâîíà÷àëüíûì.

Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì:

Jsf : Immsf (n− 1, 1)→ Immsf (n− k, k),

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ïåðåõîäà â êîðàçìåðíîñòü k.
Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå M ′n−1, ïîãðóæåíèå êîòîðîãî f : M ′n−1 # Rn

ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò ïåðâîé ãðóïïû, è ðàññìîòðèì êëàññèôèöèðóþùåå
îòîáðàæåíèå κ′ : M ′n−1 → RPa â âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå
ïðîñòðàíñòâî âûñîêîé ðàçìåðíîñòè (a = n äîñòàòî÷íî), ïðåäñòàâëÿþùåå
êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ w1(M

′n−1). Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî RPa−k+1 ⊂ RPa êîðàçìåðíîñòè k − 1. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî îòîáðàæåíèå κ′ òðàíñâåðñàëüíî âäîëü âûáðàííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
è îïðåäåëèì ïîäìíîãîîáðàçèå Mn−k ⊂ M ′n−1 êàê ïîëíûé ïðîîáðàç
ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïðè íàøåì îòîáðàæåíèè, Mn−k = κ′−1(RPa−k+1).
Îïðåäåëèì ïîãðóæåíèå f : Mn−k # Rn êàê îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ f ′

íà çàäàííîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Çàìåòèì, ÷òî ïîãðóæåíèå f : Mn−k # Rn

äîïóñêàåò åñòåñòâåííîå ñêîøåííîå îñíàùåíèå. Äåéñòâèòåëüíî,
íîðìàëüíîå ðàññëîåíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Mn−k ⊂ M ′n−1 åñòåñòâåííî
èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ (k − 1)κ, ãäå κ = κ′|M (çäåñü è äàëåå, åñëè
îáîçíà÷åíèå ìíîãîîáðàçèÿ èñïîëüçóåòñÿ â íèæíåì èíäåêñå, òî
âåðõíèé èíäåêñ ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ îïóñêàåòñÿ). Óêàçàííûé
èçîìîðôèçì Ξ îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñêîøåííûì îñíàùåíèåì
íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê ïîäìíîãîîáðàçèþ RPa−k+1 â ìíîãîîáðàçèè
RPa, êîòîðîå ïåðåíîñèòñÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèå Mn−k ⊂M ′n−1, ïîñêîëüêó
ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî κ′ ðåãóëÿðíî âäîëü RPa−k+1. Åùå îäíî ïðÿìîå
ñëàãàåìîå â ñêîøåííîì îñíàùåíèè Ξ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ
ïîãðóæåíèÿ f ñîîòâåòñòâóåò íîðìàëüíîìó îäíîìåðíîìó ðàññëîåíèþ
ïîãðóæåíèÿ f ′. Ýòî ðàññëîåíèå ñëóæèò îðèåíòèðóþùèì ðàññëîåíèåì äëÿ
M ′n−1, ïîýòîìó åãî îãðàíè÷åíèå íà Mn−k ñîâïàäàåò ñ κ. Ãîìîìîðôèçì
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Jsf ïåðåâîäèò ýëåìåíò, ïðåäñòàâëåííûé ïîãðóæåíèåì f ′ â ýëåìåíò,
ïðåäñòàâëåííûé òðîéêîé (f, κ,Ξ). Èç ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
ñîîáðàæåíèé, èñïîëüçóþùèõ ëèøü ïîíÿòèå òðàíñâåðñàëüíîñòè âûòåêàåò,
÷òî ãîìîìîðôèçì Jsf êîððåêòíî îïðåäåëåí, ïîñêîëüêó ïðîèçâîë â åãî
êîíñòðóêöèè ïðèâîäèò ê òðîéêå èç òîãî æå êëàññà íîðìàëüíîãî
êîáîðäèçìà.

Ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîãðóæåíèå f : Mn−k # Rn îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
ïîäìíîæåñòâî â Rn òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç ∆ = ∆(f), dim(∆) = n − 2k. Ýòî ïîäìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå:

∆ = {x ∈ Rn : ∃x1, x2 ∈Mn−k, x1 6= x2, f(x1) = f(x2) = x}, (1)

îíî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Îïðåäåëèì ∆̄ ⊂Mn−k ïî ôîðìóëå ∆̄ = f−1(∆).
Íàïîìíèì ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ äâóêðàòíûõ

òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äàííîãî ïîãðóæåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ è
ïàðàìåòðèçóþùåãî ïîãðóæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ äâóêðàòíûõ òî÷åê
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Ïðîñòðàíñòâî N îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

N = {[(x1, x2)] ∈ (Mn−k ×Mn−k)/T ′ : x1 6= x2, f(x1) = f(x2)} (2)

(T ′ � èíâîëþöèÿ, ïåðåñòàâëÿþùàÿ êîîðäèíàòû ñîìíîæèòåëåé), à åãî
êàíîíè÷åñêîå íàêðûâàþùåå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

N̄ = {(x1, x2) ∈Mn−k ×Mn−k : x1 6= x2, f(x1) = f(x2)}. (3)

Â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ïîãðóæåíèå f îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
ïðîñòðàíñòâîN ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè dim(N) =
n− 2k. Ýòî ìíîãîîáðàçèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Nn−2k.

Ïîãðóæåíèå ḡ : N̄n−2k # Mn−k, ïàðàìåòðèçóþùåå ∆̄, îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé ḡ = π|N̄ , ãäå π : Mn−k × Mn−k → Mn−k � ñòàíäàðòíàÿ
ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü. Ïîãðóæåíèå g : Nn−2k # Rn,
ïàðàìåòðèçóþùåå ∆, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé g([x1, x2]) = f(x1).
Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðèçóþùèå ïîãðóæåíèÿ g, ḡ íå ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå
ãîâîðÿ, ïîãðóæåíèÿìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå
íàêðûòèå p : N̄n−2k → Nn−2k, ïðè ýòîì g◦p = f ◦ḡ. Ýòî íàêðûòèå íàçîâåì
êàíîíè÷åñêèì íàêðûòèåì íàä ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü (f, κ,Ξ) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò èç Immsf (n −
k, k). Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì:

hk : Immsf (n− k, k)→ Z/2,

íàçûâàåìûé èíâàðèàíòîì Õîïôà, ïî ôîðìóëå:

hk([f, κ,Ξ]) = 〈κn−k; [M̄n−k]〉.
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Îïðåäåëåíèÿ ñòàáèëüíîãî èíâàðèàíòà Õîïôà (â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ
1) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ k ñîãëàñîâàíû ìåæäó ñîáîé. Ñôîðìóëèðóåì
ýòî â âèäå îòäåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðè ãîìîìîðôèçìå Jsf : Immsf (n−1, 1)→ Immsf (n−
k, k) ñòàáèëüíûé èíâàðèàíò Õîïôà ñîõðàíÿåòñÿ, ò.å. èíâàðèàíò h1 :
Immsf (n− 1, 1)→ Z/2 è èíâàðèàíò hk : Immsf (n− k, k)→ Z/2 ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé ïî ôîðìóëå:

h1 = hk ◦ Jsf . (4)

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 2

Ïóñòü f : Mn−k # Rn � ïîãðóæåíèå ñî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì Ξ
è c õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì κ ∈ H1(Mn−k; Z/2), ïðåäñòàâëÿþùåå
ýëåìåíò èç Immsf (n − k, k), ïðè÷åì Jsf ([f ′]) = [f, κ,Ξ] äëÿ íåêîòîðîãî
ýëåìåíòà [f ′] ∈ Immsf (n − 1, 1). Ïî îïðåäåëåíèþ hk([f, κ,Ξ]) =
〈κn−k; [Mn−k]〉.

C äðóãîé ñòîðîíû, Mn−k ⊂ M ′n−1 ïðåäñòàâëÿåò öèêë, äâîéñòâåííûé
â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó κ′k−1 ∈ Hk−1(M ′n−1; Z/2). Ôîðìóëà 4
ñïðàâåäëèâà, ïîñêîëüêó 〈κ′n−1; [M ′n−1]〉 = 〈κn−k; [Mn−k]〉. Äåéñòâèòåëüíî,
îáðàç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ κ′ : M ′n−1 → RP∞ (κ : Mn−k →
RP∞), íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ëåæèò â îñòîâå êëàññèôèöèðóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n − 1 (n − k). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî
〈κ′n−1; [M ′n−1]〉 (〈κn−k; [Mn−k]〉) ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ deg(κ′) (deg(κ))
êëàññèôèöèðóþùåãî îòîáðàæåíèÿ κ′ : M ′n−1 → RPn−1 (κ : Mn−k →
RPn−k), êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî ìîäóëþ 2 è îïðåäåëÿåòñÿ êàê
÷åòíîñòü ÷èñëà ïðîîáðàçîâ ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ. Ïðè
ýòîì çíà÷åíèå deg(κ′) (deg(κ)) íå çàâèñèò îò âûáîðà îòîáðàæåíèÿ
κ′ (κ) â óêàçàííûé îñòîâ. (Íàïîìíþ, ÷òî êëàññû êîãîìîëîãèé è èõ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ îáîçíà÷àþòñÿ îäèíàêîâî.) Ñòåïåíè
deg(κ′) è deg(κ) ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó ðåãóëÿðíîå çíà÷åíèå ìîæíî
âûáðàòü îáùèì äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îòîáðàæåíèé. Ïðåäëîæåíèå 2
äîêàçàíî.

Ñôîðìóëèðóåì äðóãîå (ýêâèâàëåíòíîå) îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòà
Õîïôà (â ïðåäïîëîæåíèè n− 2k > 0).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü (f, κ,Ξ) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò èç Immsf (n −
k, k), n − 2k > 0. Ïóñòü Nn−2k � ìíîãîîáðàçèå äâóêðàòíûõ òî÷åê
ïîãðóæåíèÿ f : Mn−k # Rn, N̄�êàíîíè÷åñêîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå íàä
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N , κN̄ ∈ H1(N̄ ; Z/2) èíäóöèðîâàí èç κ ∈ H1(Mn−k; Z/2) ïîãðóæåíèåì
ḡ : N̄n−2k # Mn−k.

Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ãîìîìîðôèçìà hk : Immsf (n − k, k) → Z/2 ïî
ôîðìóëå:

hk([f, κ,Ξ]) = 〈κn−2k
N̄

; [N̄n−2k]〉.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü
Îïðåäåëåíèé 1 è 3.

Ïðåäëîæåíèå 4. Â óñëîâèÿõ Îïðåäåëåíèÿ 3 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

〈κn−2k
N̄

; [N̄n−2k]〉 = 〈κn−k; [Mn−k]〉. (5)

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 4

Ïóñòü f : Mn−k # Rn � ïîãðóæåíèå ñî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì Ξ è
c õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì κ ∈ H1(Mn−k; Z/2), ïðåäñòàâëÿþùåå
ýëåìåíò èç Immsf (n − k, k). Ïóñòü Nn−2k�ìíîãîîáðàçèå äâóêðàòíûõ
òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f , g : Nn−2k # Rn�
ïàðàìåòðèçóþùåå ïîãðóæåíèå, N̄n−2k → Nn−2k�êàíîíè÷åñêîå
äâóëèñòíîå íàêðûòèå. Ðàññìîòðèì îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà
ḡ∗([N̄

n−2k]) ∈ Hn−2k(M
n−k; Z/2) ïðè ïîãðóæåíèè ḡ : N̄n−2k # Mn−k

è îáîçíà÷èì ÷åðåç m ∈ Hk(Mn−k; Z/2)�êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ,
äâîéñòâåííûé â ñìûñëå Ïóàíêàðå êëàññó ãîìîëîãèé ḡ∗([N̄

n−2k]).
Ðàññìîòðèì òàêæå êîãîìîëîãè÷åñêèé ýéëåðîâ êëàññ íîðìàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ f , êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç e ∈ Hk(Mn−k; Z/2).

Ïî Òåîðåìå Ãåðáåðòà (ñì. [E-G], Òåîðåìà 1.1) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

e = m. (6)

Ïîñêîëüêó ýéëåðîâ êëàññ e íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ kκ ïîãðóæåíèÿ f
ðàâåí κk (êëàññû êîãîìîëîãèé è ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ
îáîçíà÷àþòñÿ îäèíàêîâî), òî öèêë ḡ∗([N̄ ]) ∈ Hn−2k(M

n−k; Z/2),
äâîéñòâåíåí â ñìûñëå Ïóàíêàðå êîöèêëó κk ∈ Hk(Mn−k; Z/2). Ïîýòîìó
ôîðìóëà (5) è Ïðåäëîæåíèå 4 äîêàçàíî.

Áîëåå óäîáíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü Ïðåäëîæåíèå 4 (â íåñêîëüêî
áîëåå îáùåé ôîðìå) íà ÿçûêå êîììóòàòèâíûõ äèàãðàìì. Ïðèñòóïèì ê
ôîðìóëèðîâêå ñîîòâåòñòâóþùèõ îïðåäåëåíèé.

9



Ïóñòü g : Nn−2 # Rn� ïîãðóæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ òî÷åê
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f : Mn−1 # Rn êîðàçìåðíîñòè 1.
Îïðåäåëåíî íîðìàëüíîå äâóìåðíîå ðàññëîåíèå ïîãðóæåíèÿ g, êîòîðîå
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç νN : E(νN) → Nn−2. (Ïðîñòðàíñòâî
äèñêîâîãî ðàññëîåíèÿ, àññîöèèðîâàííîãî ñ âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì
νN , äèôôåîìîðôíî ðåãóëÿðíîé çàìêíóòîé òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè
ïîãðóæåííèÿ g.)

Ýòî ðàññëîåíèå ñíàáæåíî äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé ïî ñðàâíåíèþ
ñ ïðîèçâîëüíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì, à èìåííî, åãî ñòðóêòóðíàÿ
ãðóïïà êàê O(2)-ðàññëîåíèÿ äîïóñêàåò ðåäóêöèþ ê äèñêðåòíîé ãðóïïå
äèýäðà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç D4. Ýòî ãðóïïà âîñüìîãî ïîðÿäêà,
îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðóïïà ïåðåìåùåíèé ïëîñêîñòè, êîòîðûå ïåðåâîäÿò
ñòàíäàðòíóþ ïàðó êîîðäèíàòíûõ îñåé â ñåáÿ (âîçìîæíî, ñ èçìåíåíèåì
îðèåíòàöèè è ïîðÿäêà).

Â ñòàíäàðòíîì êîïðåäñòàâëåíèè ãðóïïà D4 çàäàåòñÿ äâóìÿ
îáðàçóþùèìè a, b, êîòîðûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè {a4 =
b2 = 1, [a; b] = a2}. Îáðàçóþùàÿ a ïðåäñòàâëåíà ïîâîðîòîì ïëîñêîñòè
íà óãîë π

2
, îáðàçóþùàÿ b ïðåäñòàâëåíà ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî

áèññåêòðèññû ïåðâîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà. Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòó
ba (ïðîèçâåäåíèå áóäåì çàïèñûâàòü ïî ïðàâèëó êîìïîçèöèè b ◦ a
ïðåîáðàçîâàíèé èç O(2)) ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîé
êîîðäèíàòíîé îñè.

Çàìå÷àíèå

Â êíèãå [A-M] îïèñàíà ñòðóêòóðà êîãîìîëîãèé ïî ìîäóëþ 2
êëàññèôèöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ãðóïïû D4 êàê ìîäóëÿ íàä àëãåáðîé
Ñòèíðîäà. Èíâàðèàíò Õîïôà, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íèæå êàê
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî íà ìíîãîîáðàçèè òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ, ýòî âû÷èñëåíèå íå èñïîëüçóåò.

Ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ
òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äëÿ ïîãðóæåíèÿ f : Mn−k # Rn, ïðè k = 1.

Èñïîëüçóåì óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ
f : Mn−1 # Rn. Ïóñòü Nn−2�ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
ïîãðóæåíèÿ f , g : Nn−2 # Rn�ïàðàìåòðèçóþùåå ïîãðóæåíèå.
Â ñëîå E(νN)x íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ νN íàä òî÷êîé x ∈ N
ôèêñèðîâàíà íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ýòè îñè
îáðàçîâàíû êàñàòåëüíûìè ê êðèâûì ïåðåñå÷åíèÿ ñëîÿ E(νN)x ñ äâóìÿ
âëîæåííûìè ëèñòàìè ïîãðóæåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ïåðåñåêàþùèìèñÿ
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òðàíñâåðñàëüíî â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Ïî ïîñòðîåíèþ ðàññëîåíèå
νN èìååò ñòðóêòóðíóþ ãðóïïó D4 ⊂ O(2).

Íàä ïðîñòðàíñòâîì K(D4, 1) îïðåäåëåíî óíèâåðñàëüíîå 2-ìåðíîå D4�
ðàññëîåíèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ : E(ψ) → K(D4, 1). Ñêàæåì,
÷òî îòîáðàæåíèå η : N → K(D4, 1) ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèöèðóþùèì äëÿ
ðàññëîåíèÿ νN , åñëè îïðåäåëåí èçîìîðôèçì Ξ : η∗(ψ) = νN îáðàòíîãî
îáðàçà η∗(ψ) ðàññëîåíèÿ ψ è ðàññëîåíèÿ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ νN

ïîãðóæåíèÿ g. Â äàëüíåéøåì ñàìî ðàññëîåíèå è åãî êëàññèôèöèðóþùåå
îòîáðàæåíèå áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ îäèíàêîâî è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ìîæíî çàïèñàòü η = νN . Èçîìîðôèçì Ξ áóäåì íàçûâàòü D4�îñíàùåíèåì
ïîãðóæåíèÿ g, à îòîáðàæåíèå η áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
êëàññîì D4�îñíàùåíèÿ Ξ.

Çàìå÷àíèå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìû îïèñàëè ëèøü ÷àñòü áîëåå îáùåé
êîíñòðóêöèè. Ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà s-ìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê
ïîäìíîãîîáðàçèþ Ns òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè s ïîãðóæåíèÿ
f äîïóñêàåò ðåäóêöèþ ê ñòðóêòóðíîé ãðóïïå Z/2

∫
Σ(s) � ñïëåòåíèþ

öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Z/2 ñ ãðóïïîé ïîäñòàíîâîê ìíîæåñòâà èç s
ýëåìåíòîâ (ñì., íàïðèìåð, [E1]).

Ïóñòü òðîéêà (f, κ,Ξ), ãäå f : Mn−k # Rn � ïîãðóæåíèå,
Ξ � ñêîøåííîå îñíàùåíèå íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ f c
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì κ ∈ H1(M ; Z/2), ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò
ãðóïïû Immsf (n − k, k). Íàì ïîòðåáóåòñÿ îáîáùåíèå ïðåäûäóùåãî
ïîñòðîåíèÿ, êîòîðîå îòíîñèëîñü ê ñëó÷àþ k = 1. Íàïîìíèì
îïèñàíèå (ñì., íàïðèìåð, [E1], [E-G]) ñòðóêòóðíîé ãðóïïû íîðìàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ νN íàä ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïîãðóæåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè k, k ≤ [n

2
].

Ïðåäëîæåíèå 5. Íîðìàëüíîå 2k-ìåðíîå ðàññëîåíèå νN ïîãðóæåíèÿ g
ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðÿìîé ñóììû k èçîìîðôíûõ êîïèé äâóìåðíîãî
ðàññëîåíèÿ η íàä Nn−2k, ïðè÷åì êàæäîå äâóìåðíîå ðàññëîåíèå èìååò
ñòðóêòóðíóþ ãðóïïó D4 è êëàññèôèöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì η :
Nn−2k → K(D4, 1) (àíàëîãè÷íîå ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî â [Sz2]).

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 5

Ïóñòü x ∈ Nn−2k òî÷êà íà ìíîãîîáðàçèè äâóêðàòíûõ òî÷åê
ïîãðóæåíèÿ f : Mn−k # Rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̄1, x̄2 ∈ N̄n−2k #
Mn−k äâà ïðîîáðàçà ýòîé òî÷êè íà êàíîíè÷åñêîì íàêðûâàþùåì
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ìíîãîîáðàçèè. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå â ïðîñòðàíñòâå T(g(x))(Rn) ê
ïîäïðîñòðàíñòâó g∗(Tx(N

n−2k)) ÿâëÿåòñÿ ñëîåì íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ
E(νN) ïîãðóæåíèÿ g íàä òî÷êîé x ∈ Nn−2k. Ýòîò ñëîé ïðåäñòàâëåí êàê
ïðÿìàÿ ñóììà äâóõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ E(νN)x = Ēx,1 ⊕ Ēx,2, ãäå
ïîäïðîñòðàíñòâî Ēx,i ⊂ E(νN)x ÿâëÿåòñÿ ñëîåì íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ
ïîãðóæåíèÿ f â òî÷êå x̄i.

Ïîäïðîñòðàíñòâî Ēx,i ñëîÿ êàíîíè÷åñêè ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðÿìîé
ñóììû k óïîðÿäî÷åííûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Ē(κx,j,i), j = 1, . . . , k,
i = 1, 2, ïðè÷åì ôèêñèðîâàíî ñåìåéñòâî ïîïàðíûõ èçîìîðôèçìîâ ìåæäó
ýòèìè ïðîñòðàíñòâàìè, ïîñêîëüêó íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîãðóæåíèÿ f
áûëî ñíàáæåíî ñêîøåííûì îñíàùåíèåì â êîðàçìåðíîñòè k. Ñãðóïïèðóåì
ñëîè ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè j â äâóìåðíûé ïîäñëîé ñëîÿ E(νN)x.
Ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå ñëîÿ E(νN)x íàä êàæäîé òî÷êîé x ∈ Nn−2k

â ïðÿìóþ ñóììó k ýêçåìïëÿðîâ ïîïàðíî èçîìîðôíûõ äâóìåðíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ. Ïðîâåäåííàÿ êîíñòðóêöèÿ íåïðåðûâíî çàâèñèò îò
âûáîðà òî÷êè x è ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà îäíîâðåìåííî äëÿ êàæäîé òî÷êè
áàçû Nn−2k. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå ðàññëîåíèÿ
νN â ñóììó Óèòíè íåêîòîðîãî ÷èñëà êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíûõ ìåæäó
ñîáîé äâóìåðíûõ ïîäðàññëîåíèé. Êàæäîå äâóìåðíîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå
êëàññèôèöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì η : N → K(D4, 1), ÷òî äîêàçûâàåò
Ïðåäëîæåíèå 5.

Îïðåäåëåíèå 6. Îïðåäåëèì ãðóïïó êîáîðäèçìà ïîãðóæåíèé
ImmD4(n − 2k, 2k), â ïðåäïîëîæåíèè n > 2k. Ïóñòü (g,Ψ, η)�
òðîéêà, îïðåäåëÿþùàÿ D4�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå â êîðàçìåðíîñòè
2k. Çäåñü g : Nn−2k # Rn � ïîãðóæåíèå, η : Nn−2k → K(D4, 1)�
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ D4�îñíàùåíèÿ Ψ. Îòíîøåíèå êîáîðäèçìà
òðîåê ñòàíäàðòíî.

Ëåììà 7. Â ïðåäïîëîæåíèè k1 < k, 2k < n, îïðåäåëåíà
êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà ãîìîìîðôèçìîâ ãðóïï:

Immsf (n− k1, k1)
Jsf

−→ Immsf (n− k, k) hk−→ Z/2
↓ δk1 ↓ δk ‖

ImmD4(n− 2k1, 2k1)
JD4−→ ImmD4(n− 2k, 2k)

h
D4
k−→ Z/2.

(7)

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 7

Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçìû â äèàãðàììå (7). Ãîìîìîðôèçì

Immsf (n− k1, k1)
Jsf

−→ Immsf (n− k, k)
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îïðåäåëÿåòñÿ äîñëîâíî òàêæå, êàê áûë îïðåäåëåí ãîìîìîðôèçì ïåðåõîäà
â êîðàçìåðíîñòü k äëÿ ñëó÷àÿ k1 = 1. Ãîìîìîðôèçì

Immsf (n− k, k) δk−→ ImmD4(n− 2k, 2k)

ïåðåâîäèò êëàññ êîáîðäèçìà òðîéêè (f, κ,Ξ) â êëàññ êîáîðäèçìà òðîéêè
(g, η,Ψ), ãäå g : Nn−2k # Rn � ïàðàìåòðèçóþùåå ïîãðóæåíèå
ìíîãîîáðàçèÿ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ïîãðóæåíèå f ñàìîïåðåñåêàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî), Ψ�ýòî D4�îñíàùåíèå
íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ g, η�õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññD4�
îñíàùåíèÿ Ψ.

Ïðèñòóïèì ê îïðåäåëåíèþ ãîìîìîðôèçìà

ImmD4(n− 2k, 2k)
h
D4
k−→ Z/2,

êîòîðûé íàçîâåì äèýäðàëüíûì èíâàðèàíòîì Õîïôà. Îïðåäåëèì
ïîäãðóïïó

Ic ⊂ D4, (8)

ïîðîæäåííóþ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùèìè ñîáñòâåííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî êàæäîãî áàçèñíîãî âåêòîðà. Ãðóïïà Ic ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïîé ðàíãà 2. Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì

l[2] : Ic → Z/2, (9)

îòâå÷àþùèé çà ïðåîáðàçîâàíèå â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðâîãî
áàçèñíîãî âåêòîðà. Ïîäãðóïïà (8) èìååò èíäåêñ 2 è îïðåäåëåíî 2-ëèñòíîå
íàêðûòèå:

K(Ic, 1)→ K(D4, 1), (10)

èíäóöèðîâàííîå ýòîé ïîäãðóïïîé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

N̄n−2k → Nn−2k (11)

2-ëèñòíîå íàêðûòèå, èíäóöèðîâàííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì η :
Nn−2k → K(D4, 1) èç íàêðûòèÿ (10). Îïðåäåëåí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
êëàññ:

η̄sf = l ◦ η̄Ic : N̄n−2k → K(Z/2, 1),

ãäå η̄Ic : N̄n−2k → K(Ic, 1)� äâóëèñòíîå íàêðûòèå íàä
êëàññèôèöèðóþùèì îòîáðàæåíèåì η : Nn−2k → K(D4, 1),
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èíäóöèðîâàííîå íàêðûòèÿìè (10), (11) íàä ïðîñòðàíñòâàìè îáàçà
è ïðîîáðàçà îòîáðàæåíèÿ η ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ãîìîìîðôèçìà ImmD4(n − 2k, 2k)
h
D4
k−→ Z/2 ïî

ôîðìóëå:

hD4
k ([g, η,Ψ]) =

〈
(η̄sf )n−2k; [N̄n−2k]

〉
. (12)

Äèàãðàììà (7) îïðåäåëåíà. Êîììóòàòèâíîñòü ïðàâîãî êâàäðàòà
äèàãðàììû âûòåêàåò èç ïðÿìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé.
Êîììóòàòèâíîñòü ïðàâîãî êâàäðàòà äèàãðàììû âûòåêàåò ïðè k1 = 1
èç Ïðåäëîæåíèÿ 5, à ïðè ïðîèçâîëüíîì k1 äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.
Ëåììà 7 äîêàçàíà.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå äèýäðàëüíîãî
èíâàðèàíòà Õîïôà. Ðàññìîòðèì ïîäãðóïïó â ãðóïïå O(4)
ïðåîáðàçîâàíèé, ïåðåâîäÿùèõ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ (e1, e2, e3, e4)
ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â ñåáÿ, áûòü ìîæåò, èçìåíÿÿ íàïðàâëåíèÿ íåêîòîðûõ
âåêòîðîâ è, êðîìå òîãî, ñîõðàíÿþùèõ ïàðó 2-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ,
ïîðîæäåííûõ áàçèñíûìè âåêòîðàìè (e1, e2), (e3, e4). Ïðè ýòîì óêàçàííûå
2-ìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïåðåñòàâëÿòüñÿ ìåæäó
ñîáîé. Îáîçíà÷èì ïîäãðóïïó òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÷åðåç Z/2[3].
Îïðåäåëèì öåïî÷êó ïîäãðóïï èíäåêñà 2:

Hc̄ ⊂ Hc ⊂ Z/2[3]. (13)

Ïîäãðóïïà Hc îïðåäåëåíà êàê ïîäãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, èíâàðèàíòíûõ
íà êàæäîì 2-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîì ïàðàìè âåêòîðîâ
(e1, e2), (e3, e4). Ýòà ïîäãðóïïà èçîìîðôíà ïðÿìîé ñóììå äâóõ
ýêçåìïëÿðîâ ãðóïïû D4, êàæäîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå èíâàðèàíòíî
äåéñòâóåò â ñîîòâåòñòâóþùåì 2-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Ïîäãðóïïà
Hc̄ ⊂ Hc îïðåäåëåíà êàê ïîäãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, èíâàðèàíòíûõ íà
êàæäîì ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííûõ âåêòîðàìè e1, e2.

Ïóñòü (g, η,Ψ) ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò èç ImmD4(n − 2k, 2k) â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî n − 4k > 0 è ÷òî g ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì îáùåãî
ïîëîæåíèÿ. Ïóñòü Ln−4k � ìíîãîîáðàçèå äâóêðàòíûõ òî÷åê ïîãðóæåíèÿ
g : Nn−2k # Rn. Îïðåäåëåíà áàøíÿ 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé:

Ln−4k
Hc̄

→ Ln−4k
Hc

→ Ln−4k (14)

â ðåçóëüòàòå ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Îïðåäåëåíî ïàðàìåòðèçóþùåå
ïîãðóæåíèå h : Ln−4k # Rn. Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ïîãðóæåíèÿ h
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îáîçíà÷èì ÷åðåç νL. Ýòî ðàññëîåíèå êðàññèôèöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì
ζ : Ln−4k → K(Z/3[3], 1). Öåïî÷êà ïîäãðóïï (13) èíäóöèðóåò áàøíþ 2-
ëèñòíûõ íàêðûòèé êëàññèôèöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ:

K(Hc̄, 1) ⊂ K(Hc, 1) ⊂ K(Z/2[3], 1) (15)

íàä ïðîñòðàíñòâîì-îáðàçîì êëàññèôèöèðóþùåãî îòîáðàæåíèÿ ζ è
áàøíþ 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé (14) íàä ïðîñòðàíñòâîì-ïðîîáðàçîì
îòîáðàæåíèÿ ζ. Íàêðûòèå LHc̄ → Ln−4k, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (14),
áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷åñêèì 4-ëèñòíûì íàêðûòèåì íàä ìíîãîîáðàçèåì
òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g.

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå êëàññèôèöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ:

K(Hc̄, 1)→ K(Z/2, 1), (16)

èíäóöèðîâàííîå ãîìîìîðôèçìîì

l[3] : Hc̄ → Z/2, (17)

êîòîðûé îòâå÷àåò çà ïðåîáðàçîâàíèå ëèíåéíîãî ñîáñòâåííîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîðà e1. Îïðåäåëåíû êëàññèôèöèðóþùåå
îòîáðàæåíèå ζ̄Hc̄ : L̄n−4k

Hc̄
→ K(Hc̄, 1) â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê 4-ëèñòíîìó

íàêðûòèþ íàä îòîáðàæåíèåì ζ è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå
ζ̄sf : Ln−4k

Hc̄
→ K(Z/2, 1) â ðåçóëüòàòå êîìïîçèöèè êëàññèôèöèðóþùåãî

îòîáðàæåíèå ζ̄Hc̄ ñ îòîáðàæåíèåì (16).

Ïðåäëîæåíèå 8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D4�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå
(g, η,Ψ), ïðåäñòàâëÿþùåå ýëåìåíò èç ãðóïïû ImmD4(n−2k, 2k), ëåæèò
â îáðàçå ãîìîìîðôèçìà

δk : Immsf (n− k, k)→ ImmD4(n− 2k, 2k).

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

〈(ζ̄sf )n−4k; [L̄n−4k
Hc̄

]〉 = 〈(η̄sf )n−2k; [N̄n−2k]〉. (18)

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 8

Ïóñòü g : Nn−2k # Rn � ïîãðóæåíèå ñ D4�îñíàùåíèåì Ψ è c
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì η : Nn−2k → K(D4, 1), ïðåäñòàâëÿþùåå
ýëåìåíò èç ImmD4(n − 2k, 2k) èç îáðàçà δk. Ïóñòü L

n−4k�ìíîãîîáðàçèå
äâóêðàòíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g, h : Ln−4k # Rn�
ïàðàìåòðèçóþùåå ïîãðóæåíèå, L̄n−4k → Ln−4k�êàíîíè÷åñêîå äâóëèñòíîå
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íàêðûòèå. Ðàññìîòðèì îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà h̄∗([L̄
n−4k]) ∈

Hn−4k(N
n−2k; Z/2) ïðè ïîãðóæåíèè h̄ : L̄n−4k # Nn−2k è îáîçíà÷èì

÷åðåç m ∈ H2k(Nn−2k; Z/2)�êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ, äâîéñòâåííûé
â ñìûñëå Ïóàíêàðå êëàññó ãîìîëîãèé h̄∗([L̄

n−4k]). Ðàññìîòðèì òàêæå
êîãîìîëîãè÷åñêèé ýéëåðîâ êëàññ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîãðóæåíèÿ
g, êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç e ∈ H2k(Nn−2k; Z/2).

Ïî Òåîðåìå Ãåðáåðòà (ñì. [E-G], Òåîðåìà 1.1) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà
(6). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ē ∈ H2k(N̄n−2k

sf ; Z/2), m̄ ∈ H2k(N̄n−2k
sf ; Z/2) � îáðàçû

êîöèêëîâ e, m ñîîòâåòñòâåííî ïðè êàíîíè÷åñêîì äâóëèñòíîì íàêðûòèè
N̄n−2k

sf → Nn−2k. Ñïðàâåäëèâà òàêæå ôîðìóëà:

ē = m̄,

â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

〈(η̄sf )n−4km̄; [N̄n−2k
sf ]〉 = 〈(η̄sf )n−4kē; [N̄n−2k

sf ]〉. (19)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (19) ðàâíà hD4
2k (JD4([g, η,Ψ])). Ýòî

õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàììû (7)
ñîâïàäàåò ñ hD4

k ([g, η,Ψ]) = 〈(η̄sf )n−2k; [N̄n−2k]〉 â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû
(18). Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû ζ̄sf : L̄n−4k

sf → K(Z/2, 1) è

η̄sf |L̄sf
ñîâïàäàþò, ëåâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (19) ðàâíà õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó

÷èñëó 〈(ζ̄sf )n−4k; [L̄n−4k
Hc̄

]〉 èç ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (18). Ïðåäëîæåíèå 8
äîêàçàíî.

2 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû

Ïåðåôîðìóëèðóåì Îñíîâíóþ Òåîðåìó.

Òåîðåìà 9. Ïðè l ≥ 6 ãîìîìîðôèçì h2l−2−8 : Immsf (3·2l−2+7, 2l−2−8)→
Z/2, çàäàííûé Îïðåäåëåíèåì 3, òðèâèàëåí.

Âûâîä Îñíîâíîãî Ñëåäñòâèÿ èç Òåîðåìû 9

Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì Jsf : Immsf (n−1, 1)→ Immsf (3·2l−2+7, 2l−2−
8). Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 4, h1 = h2l−2−8 ◦ Jsf . Ïóñòü ýëåìåíò â ãðóïïå
Immsf (n − 1, 1) ïðåäñòàâëåí ïîãðóæåíèåì f : Mn−1 # Rn, w1(M) = κ.
Çíà÷åíèå hk(J

sf (f)), ãäå k = 2l−2 − 8, ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
÷èñëîì 〈κn−1; [Mn−1]〉. Èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 9, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 9 ïîòðåáóþòñÿ ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå
îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå ïîäãðóïï Id ⊂ Ia ⊂ D4, Ib ⊂ D4

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ia =⊂ D4 öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 4
èíäåêñà 2, ñîäåðæàùóþ íåòðèâèàëüíûå ýëåìåíòû a, a2, a3 ∈ D4 (ò.å.
ïîðîæäåííóþ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîâîðîòà, ìåíÿþùèì êîîðäèíàòíûå îñè).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Id ⊂ Ia � ïîäãðóïïó c íåòðèâèàëüíûì ýëåìåíòîì
a2 ( ïðåîáðàçîâàíèå öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ib ⊂
D4 � ïîäãðóïïó c îáðàçóþùèìè a2, ab (ïðåîáðàçîâàíèå ñèììåòðèè
îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèññû ïåðâîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè).

Îïðåäåëåíû ãîìîìîðôèçìû âêëþ÷åíèÿ ïîäãðóïï: id,a : Id ⊂ Ia

id,b : Id ⊂ Ib. Â ñëó÷àå, åñëè îáðàç ñîâïàäàåò ñî âñåé ãðóïïîé D4

ñîîòâåòñòâóþùèé èíäåêñ ïðè ãîìîìîðôèçìàõ âêëþ÷åíèé îïóñêàåòñÿ:
id : Id ⊂ D4, ia : Ia ⊂ D4, ib : Ib ⊂ D4.

Îïðåäåëåíèå ïîäãðóïïû iQa : Qa ⊂ Z/2[3]

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qa � ãðóïïó êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8. Ýòà ãðóïïà
çàäàíà êîïðåäñòàâëåíèåì {i, j,k|ij = k = −ji, jk = i = −kj,ki =
j = −ik, i2 = j2 = k2 = −1}. Îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå
χ+ : Qa → SO(4). Ïðåäñòàâëåíèå χ+ (ìàòðèöà äåéñòâóåò ñëåâà íà âåêòîð-
ñòîëáåö) ïåðåâîäèò åäèíè÷íûå êâàòåðíèîíû i, j,k â ìàòðèöû

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 , (20)


0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 −1 0 0

 , (21)


0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 . (22)

Óêàçàííîå ïðåäñòàâëåíèå îïðåäåëÿåò ïîäãðóïïó iQa : Qa ⊂ Z/2[3] ⊂ O(4).
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Îïðåäåëåíèå ïîäãðóïï Id ⊂ Ia ⊂ Qa

Îáîçíà÷èì ÷åðåç iId,Qa : Id ⊂ Qa � öåíòðàëüíóþ ïîäãðóïïó â
êâàòåðíèîííîé ãðóïïå, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ òàêæå öåíòðàëüíîé è âî
âñåé ãðóïïå Z/2[3].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç iIa,Qa : Ia ⊂ Qa � ïîäãðóïïó â êâàòåðíèîííîé ãðóïïå,
ïîðîæäåííóþ êîìïëåêñíûì êâàòåðíèîíîì i.

Îïðåäåëåíû òàêæå ãîìîìîðôèçìû âêëþ÷åíèÿ iId
: Id ⊂ Z/2[3], iQa :

Qa ⊂ Z/2[3]

Îïðåäåëåíèå 10. Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå η : Nn−2k → K(D4, 1)
íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé íåêîòîðîãî
îòîáðàæåíèÿ µa : Nn−2k → K(Ia, 1) è âêëþ÷åíèÿ ia : K(Ia, 1) ⊂ K(D4, 1).

Îïðåäåëåíèå 11. Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζ : Ln−4k → K(Z/2[3], 1)
íàçûâàåòñÿ êâàòåðíèîííûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé íåêîòîðîãî
îòîáðàæåíèÿ λa : Ln−4k → K(Qa, 1) è âêëþ÷åíèÿ K(Qa, 1) ⊂ K(Z/2[3], 1).

Íèæå íàì ïîòðåáóåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ïðîñòðàíñòâ Ýéëåíáåðãà-
Ìàêëåéíà K(Ia, 1), K(Qa, 1) è îïèñàíèå êîíå÷íîìåðíûõ îñòîâîâ ýòèõ
ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå ìû íàïîìíèì. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîìåðíóþ
ñôåðó S∞ (ýòî ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ïðÿìîé ïðåäåë áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè âëîæåíèé ñòàíäàðòíûõ ñôåð
íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè,

S∞ = lim
−→

(S1 ⊂ S3 ⊂ · · · ⊂ S2j−1 ⊂ S2j+1 ⊂ . . . ).

Ïðè ýòîì S2j−1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå S2j−1 = {(z1, . . . , zj) ∈
Cj||z1|2 + · · · + |zj|2 = 1}. Ïóñòü i(z1, . . . , zj) = (iz1, . . . , izj). Òåì ñàìûì,
ïðîñòðàíñòâî S2j−1/i ñëóæèò (2j − 1)-ìåðíûì îñòîâîì ïðîñòðàíñòâà
S∞/i, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ (2j − 1)-ìåðíûì ëèíçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
íàä Z/4. Ñàìî ïðîñòðàíñòâî S∞/i ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ýéëåíáåðãà-
Ìàêëåéíà K(Ia, 1).

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K(Qa, 1). Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íîìåðíóþ
ñôåðó S∞ (ýòî ñòÿãèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ïðÿìîé ïðåäåë áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè âëîæåíèé ñòàíäàðòíûõ ñôåð:

S∞ = lim
−→

(S3 ⊂ S7 ⊂ · · · ⊂ S4j−1 ⊂ S4j+3 ⊂ . . . ).

Îïðåäåëåíî ïîêîîðäèíàòíîå äåéñòâèå Qa × (C2)j → (C2)j íà êàæäîì
ïðÿìîì ñëàãàåìîì C2 â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè 20, 21, 22. Òåì ñàìûì,
ïðîñòðàíñòâî S4j−1/Qa ñëóæèò (4j − 1)-ìåðíûì îñòîâîì ïðîñòðàíñòâà
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S∞/Qa è íàçûâàåòñÿ (4j − 1)-ìåðíûì ëèíçîâûì ïðîñòðàíñòâîì íàä
Qa. Ñàìî ïðîñòðàíñòâî S∞/Qa ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ýéëåíáåðãà-
Ìàêëåéíà K(Qa, 1).

Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà hµa,k

Ïóñòü â ïðåäïîëîæåíèè n > 2k íà ìíîãîîáðàçèè òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
Nn−2k ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ îïðåäåëåíî ïðîèçâîëüíîå
îòîáðàæåíèå µa : Nn−2k → K(Ia, 1). Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
÷èñëî hµa,k ïî ôîðìóëå:

hµa,k = 〈µ̄∗ax; [N̄n−2k
a ]〉, (23)

ãäå µ̄a : N̄n−2k
a → K(Id, 1) � äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå íàä

îòîáðàæåíèåì µa : Nn−2k
a → K(Ia, 1), èíäóöèðîâàííîå íàêðûòèåì

K(Id, 1) → K(Ia, 1), x ∈ Hn−2k(K(Id, 1); Z/2) � îáðàçóþùàÿ, [N̄n−2k
a ]

� ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ N̄n−2k
a . (Ìíîãîîáðàçèå N̄n−2k

a

ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì 2-ëèñòíûì íàêðûâàþùèì N̄n−2k, åñëè
ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå η : Nn−2k → K(D4, 1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì.)

Îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà hλa,k

Ïóñòü â ïðåäïîëîæåíèè n > 4k íà ìíîãîîáðàçèè òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
Ln−4k D4�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ îïðåäåëåíî ïðîèçâîëüíîå
îòîáðàæåíèå λa : Ln−4k → K(Qa, 1). Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
÷èñëî hλa,k ïî ôîðìóëå:

hλa,k = 〈λ̄∗ay; [L̄a]〉, (24)

ãäå y ∈ Hn−4k(K(He, 1); Z/2) � îáðàçóþùàÿ, λ̄a : L̄n−4k
a → K(He, 1) � 4-

ëèñòíîå íàêðûòèå íàä îòîáðàæåíèåì λa, èíäóöèðîâàííîå èç íàêðûòèÿ
K(He, 1) → K(Qa, 1), [L̄a]� ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ
L̄n−4k

a . (Ìíîãîîáðàçèå L̄n−4k
a íå ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì 4-ëèñòíûì

íàêðûâàþùèì L̄n−4k, åñëè ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζ íå ÿâëÿåòñÿ
êâàòåðíèîííûì.) ãäå λ̄a : L̄n−4k

a → K(He, 1) � 4-ëèñòíîå íàêðûòèå
íàä îòîáðàæåíèåì λa : Ln−4k

a → K(Qa, 1), èíäóöèðîâàííîå íàêðûòèåì
K(Qe, 1) → K(Qa, 1), y ∈ Hn−4k(K(He, 1); Z/2) � îáðàçóþùàÿ,
[L̄n−4k

a ] � ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèÿ L̄n−4k
a . (Ìíîãîîáðàçèå

L̄n−4k
a ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì 4-ëèñòíûì íàêðûâàþùèì Ln−4k

Hc̄
,

åñëè ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζ : Ln−4k → K(Z/2[3], 1) ÿâëÿåòñÿ
êâàòåðíèîííûì.)
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Ëåììà 12. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ
(f : Mn−k # Rn, κ,Ξ) ñ ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Nn−2k, äëÿ
êîòîðîãî êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå η íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ
îêàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

hk(f, κ,Ξ) = hµa,k,

ãäå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî â ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëåíî äëÿ òàêîãî
îòîáðàæåíèÿ µa, ÷òî η = ia ◦ µa, ia : Ia ⊂ D4.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 12

Ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå µ̄a : N̄n−2k
a → K(Id, 1) íàä

îòîáðàæåíèåì µa : Nn−2k → K(Ia, 1), èíäóöèðîâàííîå äâóëèñòíûì
íàêðûòèåì K(Id, 1) → K(Ia, 1) íàä ïðîñòðàíñòâîì�îáðàçîì
îòîáðàæåíèÿ. Ïîñêîëüêó ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå η ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêèì, ìíîãîîáðàçèå N̄n−2k

a ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì
äâóëèñòíûì íàêðûâàþùèì N̄n−2k íàä ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
Nn−2k ïîãðóæåíèÿ f . Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò èç Ëåììû 7,
ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ µ̄a è η̄ ñîâïàäàþò è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî
hµa,k âû÷èñëÿåòñÿ êàê â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (12).

Ëåììà 13. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî D4�îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (g :
Nn−2k # Rn, η,Ψ) ñ ìíîãîîáðàçèåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Ln−4k, äëÿ
êîòîðîãî êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå ζ íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ
îêàçûâàåòñÿ êâàòåðíèîííûì, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

hk(g, η,Ψ) = hλa,k,

ãäå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî â ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëåíî äëÿ òàêîãî
îòîáðàæåíèÿ λa, ÷òî ζ = ia ◦ λa, ia : Qa ⊂ Z/2[3].

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 13

Ðàññìîòðèì 4-ëèñòíîå íàêðûòèå λ̄a : L̄n−4k
a → K(Hd, 1) íàä

îòîáðàæåíèåì λa : Ln−4k → K(Qa, 1), èíäóöèðîâàííîå 4-ëèñòíûì
íàêðûòèåì K(Qe, 1) → K(Qa, 1) íàä ïðîñòðàíñòâîì�îáðàçîì
îòîáðàæåíèÿ. Ïîñêîëüêó ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζ ÿâëÿåòñÿ
êâàòåðíèîííûì, ìíîãîîáðàçèå L̄n−4k

a ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì 4-
ëèñòíûì íàêðûâàþùèì L̄n−4k

sf íàä ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ

Ln−4k ïîãðóæåíèÿ g. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò èç Ïðåäëîæåíèÿ 8,
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ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ λ̄a è ζ̄
sf ñîâïàäàþò è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî

hλa,k âû÷èñëÿåòñÿ ïî îòîáðàæåíèþ λ̄a êàê â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
(18).

Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü Nn−2k � ìíîãîîáðàçèå äâóêðàòíûõ
òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (f,Ξ, κ)
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî f : Mn−k # Rn � ïîãðóæåíèå îáùåãî
ïîëîæåíèÿ. Ñêàæåì, ÷òî ýòî ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå
äîïóñêàåò öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå
µa : Nn−2k → K(Ia, 1) (ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, êëàññèôèöèðóþùåå
îòîáðàæåíèå η öèêëè÷åñêèì íå ïðåäïîëàãàåòñÿ) òàêîå, ÷òî
hµa,k = hk(f,Ξ, κ).

Ïðèìåð 15. Èç Ëåììû 10 âûòåêàåò, ÷òî åñëè êëàññèôèöèðóþùåå
îòîáðàæåíèå η ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, òî öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ìîæíî
çàäàòü îòîáðàæåíèåì µa : Nn−2k → K(Ia, 1), ãäå ia ◦µa = η, ia : K(Ia, 1) ⊂
K(D4, 1).

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü Ln−4k�ìíîãîîáðàçèå äâóêðàòíûõ òî÷åê
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ D4-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ (g,Ψ, η) â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî g : Nn−2k # Rn�ïîãðóæåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ñêàæåì, ÷òî ýòî
D4�îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå äîïóñêàåò êâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó, åñëè
ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå λa : Ln−4k → K(Qa, 1) (ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ,
êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå ζ öèêëè÷åñêèì íå ïðåäïîëàãàåòñÿ)
òàêîå, ÷òî hλa,k = hk(g,Ψ, η).

Ïðèìåð 17. Èç Ëåììû 11 âûòåêàåò, ÷òî åñëè ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå
ζ ÿâëÿåòñÿ êâàòåðíèîííûì, òî êâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó ìîæíî çàäàòü
îòîáðàæåíèåì λa : Ln−4k → K(Qa, 1), ãäå iQa ◦ λa = ζ, iQa : K(Qa, 1) ⊂
K(Z/2[3], 1).

Íàì ïîòðåáóåòñÿ côîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèå öèêëè÷åñêîé è
êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóð áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ
f : Mn−k → Rn, g : Nn−2k → Rn ÿâëÿþòñÿ ïîãðóæåíèÿìè. Ìû
ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìîå îïðåäåëåíèå â ìèíèìàëüíîé îáùíîñòè
â ïðåäïîëîæåíèè Mn−k = RPn−k, Nn−2k = Sn−2k/i. Èòàê, ïóñòü
d : RPn−k → Rn ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî

(RPn−k × RPn−k \∆RPn−k)/T ′, (25)
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êîòîðîå òàêæå íàçûâàåòñÿ "âçðåçàííûé êâàäðàò" ïðîñòðàíñòâà RPn−k.
Ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëó÷åíî ïóòåì ôàêòîðèçàöèè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ
áåç äèàãîíàëè ïî èíâîëþöèè T ′ : RPn−k × RPn−k → RPn−k × RPn−k,
ïåðåñòàâëÿþùåé êîîðäèíàòû. Ïîñòðîåííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì ìíîãîîáðàçèåì.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Γ̄0 êàê ñôåðè÷åñêîå ðàçäóòèå ïðîñòðàíñòâà
RPn−k × RPn−k \ Σdiag â îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè. Ñôåðè÷åñêèì
ðàçäóòèåì íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, êîòîðîå îïðåäåëåíî â
ðåçóëüòàòå êîìïàêòèôèêàöèè îòêðûòîãî ìíîãîîáðàçèÿ RPn−k × RPn−k \
Σdiag ïîñðåäñòâîì ïîñëîéíîãî âêëåèâàíèÿ ñëîåâ ñôåðèçàöèè STΣdiag

êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TΣdiag â îêðåñòíîñòè íóëåé ñëîåâ íîðìàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ äèàãîíàëè Σdiag ⊂ RPn−k × RPn−k. Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå
âêëþ÷åíèÿ:

RPn−k × RPn−k \ Σdiag ⊂ Γ̄0,

STΣdiag ⊂ Γ̄0.

Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̄0 îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ T̄ ′ :
Γ̄0 → Γ̄0, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà êàê ïðîäîëæåíèå èíâîëþöèè T ′.
Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Γ̄0/T̄

′ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Γ0, à ñîîòâåòñòâóþùåå
äâóëèñòíîå íàêðûòèå ÷åðåç

pΓ0 : Γ̄0/T̄
′ → Γ0.

Ïðîñòðàíñòâî Γ0 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì è îíî íàçûâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì ðàçäóòèÿ êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà (25).
Îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ p∂Γ0 : ∂Γ0 → RPn−k, ýòî îòîáðàæåíèå îòîáðàæåíèå
íàçûâàåòñÿ ðàçðåøåíèåì äèàãîíàëè.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ d îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî N(d)
òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d ïî ôîðìóëå:

N(d) = Cl{([x, y]) ∈ int(Γ0) : y 6= x, d(y) = d(x)}. (26)

Ïî òåîðåìå Ïîðòåóñà [Por] â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî îòîáðàæåíèå d
îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðîñòðàíñòâî N(d) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì
ðàçìåðíîñòè n − 2k. Ýòî ìíîãîîáðàçèå îáîçíà÷èì ÷åðåç Nn−2k(d) è
íàçîâåì ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d. Ïðè ýòîì
ôîðìóëà (26) îïðåäåëÿåò âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì:

iN(d) : (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) ⊂ (Γ0, ∂Γ0).

Êðàé ∂Nn−2k(d) ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2k(d) íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì
ðàçðåøåíèé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ d. Îòîáðàæåíèå p∂Γ0 ◦
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i∂N(d)|∂N(d) : ∂Nn−2k(d) ⊂ ∂Γ̄0 → RPn−k íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì
ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ d, îáîçíà÷èì ýòî îòîáðàæåíèå
÷åðåç resd : ∂N(d) → RPn−k. Îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå äâóëèñòíîå
íàêðûòèå

pN(d) : N̄(d)n−2k → N(d)n−2k, (27)

ðàçâåòâëåííîå íàä êðàåì ∂N(d)n−2k (íàä ýòèì êðàåì íàêðûòèå
ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì). Ïðè ýòîì ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ
êîììóòàòèâíîé:

iN̄(d) : (N̄n−2k(d), ∂Nn−2k(d)) ⊂ (Γ̄0, ∂Γ0)

↓ pN(d) ↓ pΓ0

iN(d) : (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) ⊂ (Γ0, ∂Γ0).

Îïðåäåëåíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηN : Nn−k(d)→ K(D4, 1)

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ηΓ0 : Γ0 → K(D4, 1), êîòîðîå íàçîâåì
ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì "âçðåçàííîãî êâàäðàòà". Çàìåòèì,
÷òî âêëþ÷åíèå Γ̄0 ⊂ RPn−k × RPn−k èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì
ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï, ò.ê. êîðàçìåðíîñòü äèàãîíàëè ∆RPn−k ⊂
RPn−k × RPn−k ðàâíà n− k ≥ 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

π1(Γ̄0) = H1(Γ̄0; Z/2) = Z/2⊕ Z/2. (28)

Ðàññìîòðèì èíäóöèðîâàííûé àâòîìîðôèçì T ′∗ : H1(Γ̄0; Z/2) →
H1(Γ̄0; Z/2). Çàìåòèì, ÷òî ýòîò àâòîìîðôèçì íå ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííûì. Çàôèêñèðóåì èçîìîðôèçì ãðóïï H1(Γ̄0; Z/2) è Ic,
ïðè êîòîðîì îáðàçóþùàÿ ïåðâîãî (ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîãî) ñëàãàåìîãî
ãðóïïû H1(Γ̄0; Z/2) (ñì. (28)) ïåðåõîäèò â îáðàçóþùóþ ab ∈ Ic ⊂ D4

(ñîîòâåòñòâåííî, ba ∈ Ic ⊂ D4), êîòîðàÿ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè
D4 îïðåäåëåíà ïðåîáðàçîâàíèåì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî âòîðîé
(ñîîòâåòñòâåííî, ïåðâîé) êîîðäèíàòíîé îñè.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî àâòîìîðôèçì âíåøíåãî ñîïðÿæåíèÿ ïîäãðóïïû
Ic ⊂ D4 íà ýëåìåíò b ∈ D4 \ Ic (â ýòîé ôîðìóëå ýëåìåíò b ìîæíî âûáðàòü
ïðîèçâîëüíûì), îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé x 7→ bxb−1 ïåðåõîäèò ïðè
ïîñòðîåííîì èçîìîðôèçìå â àâòîìîðôèçì T ′∗. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà
π1(Γ0) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì ãðóïïû π1(Γ̄0) ïîñðåäñòâîì
ýëåìåíòà b, è ýòî ðàñøèðåíèå îäíîçíà÷íî c òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà
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îïðåäåëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì T ′∗. Ïîýòîìó π1(Γ0) ' D4 è, çíà÷èò,
îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ηΓ0 : Γ0 → K(D4, 1).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ηΓ0|∂Γ0 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
â ïîäïðîñòðàíñòâå K(Ib, 1) ⊂ K(D4, 1). Îòîáðàæåíèå ηΓ0 èíäóöèðóåò
îòîáðàæåíèå ηN : (N(d), ∂N(d)) → (K(D4, 1), K(Ib, 1)), êîòîðîå
íàçîâåì ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì. Òàêæå íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ êîìïîçèöèè ∂N(d)

η−→ K(Ib, 1)
pb−→

K(Id, 1) ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì κ ◦ resd :
∂N(d) → RPn−k → K(Id, 1), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ
ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé resd : ∂N(d)n−2k → RPn−k è âëîæåíèÿ îñòîâà
RPn−k ⊂ K(Id, 1) â êëàññèôèöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå öèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðû äëÿ îòîáðàæåíèÿ d :
RPn−k → Rn ñ îñîáåííîñòüþ

Ïóñòü d : RPn−k → Rn� êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî
ïîëîæåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, èìåþùåå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, k ≡ 0
(mod 2). Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå Nn−2k(d), âîîáùå ãîâîðÿ, ñ íåïóñòûì êðàåì
∂Nn−2k(d), ñëóæèò ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ
d. Îòîáðàæåíèå µa,N(d) : (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) → (K(Ia, 1), K(Id, 1))
íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé îòîáðàæåíèÿ d, åñëè µa,N(d)

óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ:

µa,N(d)|∂Nn−2k(d) = (ia ◦ κ)|∂N(d), (29)

ãäå κ : RPn−k → K(Id, 1) � êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå äëÿ
îáðàçóþùåãî êëàññà êîãîìîëîãèé, ia : K(Id, 1) ⊂ K(Ia, 1) � îòîáðàæåíèå
êëàññèôèöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, èíäóöèðîâàííîå âêëþ÷åíèåì
ïîäãðóïï id,a : Id ⊂ Ia, è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå

〈µ∗a,N(d)(t); [N
n−2k(d), ∂Nn−2k(d)]〉 = 1, (30)

ãäå t ∈ Hn−2k(K(Ia, 1), K(Id, 1); Z/2) � ïðîèçâîëüíûé êëàññ
êîãîìîëîãèé, êîòîðûé ïåðåõîäèò â îáðàçóþùèé êëàññ êîãîìîëîãèé
â ãðóïïå Hn−2k(K(Ia, 1); Z/2) ïðè èíäóöèðîâàííîì ãîìîìîðôèçìå
j∗ : Hn−2k(K(Ia, 1), K(Id, 1); Z/2) → Hn−2k(K(Ia, 1); Z/2),
[Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)] � îòíîñèòåëüíûé ôóíäàìåíòàëüíûé öèêë
ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü c : Sn−2k/i → Rn ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì îáùåãî
ïîëîæåíèÿ.
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Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî

(Sn−2k/i× Sn−2k/i \∆Sn−2k)/T ′, (31)

êîòîðîå òàêæå íàçûâàåòñÿ "âçðåçàííûé êâàäðàò" ëèíçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà Sn−2k/i. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëó÷åíî ïóòåì
ôàêòîðèçàöèè ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ áåç äèàãîíàëè ïî èíâîëþöèè
T ′ : Sn−2k/i× Sn−2k/i→ Sn−2k/i× Sn−2k/i, ïåðåñòàâëÿþùåé êîîðäèíàòû.
Ïîñòðîåííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîãîîáðàçèåì.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Γ̄1 êàê ñôåðè÷åñêîå ðàçäóòèå ïðîñòðàíñòâà
Sn−2k/i × Sn−2k/i \ ∆Sn−2k â îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè. Ñôåðè÷åñêèì
ðàçäóòèåì íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, êîòîðîå îïðåäåëåíî â
ðåçóëüòàòå êîìïàêòèôèêàöèè îòêðûòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Sn−2k/i×Sn−2k/i\
Σdiag ïîñðåäñòâîì ïîñëîéíîãî âêëåèâàíèÿ ñëîåâ ñôåðèçàöèè STΣdiag

êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TΣdiag â îêðåñòíîñòè íóëåé ñëîåâ íîðìàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ äèàãîíàëè Σdiag ⊂ Sn−2k × Sn−2k. Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå
âêëþ÷åíèÿ:

Sn−2k × Sn−2k \ Σdiag ⊂ Γ̄1,

STΣdiag ⊂ Γ̄1.

Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̄1 îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ T̄ ′ :
Γ̄1 → Γ̄1, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà êàê ïðîäîëæåíèå èíâîëþöèè T ′.
Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Γ̄1/T̄

′ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Γ1, à ñîîòâåòñòâóþùåå
äâóëèñòíîå íàêðûòèå ÷åðåç

pΓ1 : Γ̄1/T̄
′ → Γ1.

Ïðîñòðàíñòâî Γ1 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì è îíî íàçûâàåòñÿ
ïðîñòðàíñòâîì ðàçäóòèÿ êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà (31).
Îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ p∂Γ1 : ∂Γ1 → Sn−2k/i, ýòî îòîáðàæåíèå
îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ðàçðåøåíèåì äèàãîíàëè.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ c îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî L(c)
òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ c ïî ôîðìóëå:

L(c) = Cl{([x, y]) ∈ int(Γ1) : y 6= x, c(y) = c(x)}. (32)

Ïî òåîðåìå Ïîðòåóñà [Por] â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî îòîáðàæåíèå
c îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðîñòðàíñòâî L(c) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì
ðàçìåðíîñòè n − 4k. Ýòî ìíîãîîáðàçèå îáîçíà÷èì ÷åðåç Ln−4k(c) è
íàçîâåì ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ c. Ïðè ýòîì
ôîðìóëà (32) îïðåäåëÿåò âëîæåíèå ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì:

iL(c) : (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) ⊂ (Γ1, ∂Γ1).
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Êðàé ∂Ln−4k(c) ìíîãîîáðàçèÿ Ln−4k(c) íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì
ðàçðåøåíèé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ c. Îòîáðàæåíèå p∂Γ1 ◦
i∂L(c)|∂L(c) : ∂Ln−4k(c) ⊂ ∂Γ̄1 → Sn−2k/i íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì
ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé îòîáðàæåíèÿ c, îáîçíà÷èì ýòî îòîáðàæåíèå
÷åðåç resL(c) : ∂L(c) → Sn−2k/i. Îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå äâóëèñòíîå
íàêðûòèå

pL(c) : L̄(c)n−4k → L(c)n−4k, (33)

ðàçâåòâëåííîå íàä êðàåì ∂L(c)n−4k; íàä ýòèì êðàåì íàêðûòèå
ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Ïðè ýòîì ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ
êîììóòàòèâíîé:

iL̄(c) : (L̄n−4k(c), ∂Ln−4k(c)) ⊂ (Γ̄1, ∂Γ1)

↓ pL(c) ↓ pΓ1

iL(c) : (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) ⊂ (Γ1, ∂Γ1).

Îïðåäåëåíèå ïîäãðóïïû H ⊂ Z/2[3]

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî R4 c áàçèñîì (e1, e2, e3, e4). Âåêòîðà áàçèñà
óäîáíî îòîæäåñòâèòü ñ áàçèñíûìè åäèíè÷íûìè êâàòåðíèîíàìè (1, i, j,k),
÷òî èíîãäà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ, ò.ê. ïîçâîëèò óïðîñòèòü ôîðìóëû
íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îïðåäåëèì ïîäãðóïïó

H ⊂ Z/2[3] (34)

êàê ïîäãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé, ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþùèõ äâóõ òèïîâ:
� â êàæäîé ïëîñêîñòè (e1 = 1, e2 = i), (e3 = j, e4 = k) äîïóñêàåòñÿ

(âçàèìíî íåçàâèñèìûå) ïðåîáðàçîâàíèÿ, êðàòíûå óìíîæåíèþ íà
êâàòåðíèîí i. Ïîäãðóïïó âñåõ òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç
Hc, ýòî ïîäãðóïïà èçîìîðôíà Z/4⊕ Z/4.

� ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåñòàâëÿþùåå ìåæäó ñîáîé îäíîâðåìåííî ïàðó
áàçèñíûõ âåêòîðîâ e1 = 1 è e3 = j è ïàðó áàçèñíûõ âåêòîðîâ e2 = i è
e4 = k, ñîõðàíÿÿ èõ íàïðàâëåíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÷åðåç
t ∈ Hc.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñàìà ãðóïïà H èìååò ïîðÿäîê 32 è ÿâëÿåòñÿ
ïîäãðóïïîé H ⊂ Z/2[3] èíäåêñà 4.
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Îïðåäåëåíèå ïîäãðóïïû Hb ⊂ H è ìîíîìîðôèçìà iIa,H : Ia ⊂ H.

Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì âêëþ÷åíèÿ iIa,H : Ia ⊂ H, êîòîðûé ïåðåâîäèò
îáðàçóþùóþ ãðóïïû Ia â ïðåîáðàçîâàíèå óìíîæåíèÿ íà êâàòåðíèîí
i, äåéñòâóþùåå îäíîâðåìåííî â êàæäîé ïëîñêîñòè (e1 = 1, e2 = i),
(e3 = j, e4 = k). Îïðåäåëèì ïîäãðóïïó Hb ⊂ H êàê ñóììó ïîäãðóïïû
iIa,H : Ia ⊂ H è ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé îáðàçóþùåé t ∈ H. Ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî ñàìà ãðóïïà Hb èìååò ïîðÿäîê 16 è èçîìîðôíà ãðóïïå
Z/4 ⊕ Z/2. Ïîäãðóïïà Hb ⊂ H èìååò èíäåêñ 2. Îïðåäåëåíû òàêæå
ãîìîìîðôèçì âêëþ÷åíèÿ iIa,Hb

: Ia ⊂ Hb ïîäãðóïï è ãîìîìîðôèçì

ïðîåêöèè pHb,Ia : Hb → Ia, òàêèå, ÷òî ãîìîìîðôèçì êîìïîçèöèè Ia

iIa,Hb−→
Hb

pHa,Ia−→ Ia ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì.

Îïðåäåëåíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ζ : Ln−4k(c)→ K(H, 1)

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ζΓ1 : Γ1 → K(H, 1), êîòîðîå íàçîâåì
ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì "âçðåçàííîãî êâàäðàòà". Çàìåòèì,
÷òî âêëþ÷åíèå Γ̄1 ⊂ Sn−2k/i × Sn−2k/i èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì
ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï, ò.ê. êîðàçìåðíîñòü äèàãîíàëè ∆Sn−2k/i ⊂
Sn−2k/i× Sn−2k/i ðàâíà n− 2k ≥ 3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

π1(Γ̄1) = H1(Γ̄1; Z/4) = Z/4⊕ Z/4. (35)

Ðàññìîòðèì èíäóöèðîâàííûé àâòîìîðôèçì T ′∗ : H1(Γ̄1; Z/4) →
H1(Γ̄1; Z/4). Çàìåòèì, ÷òî ýòîò àâòîìîðôèçì íå ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííûì. Çàôèêñèðóåì ìîíîìîðôèçì ãðóïï H1(Γ̄1; Z/4) â
ãðóïïó Hc, ïðè êîòîðîì îáðàçóþùàÿ ïåðâîãî (ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîãî)
ñëàãàåìîãî ãðóïïû H1(Γ̄1; Z/2) (ñì. (35)) ïåðåõîäèò â îáðàçóþùóþ,
êîòîðàÿ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè ïîäãðóïïû Hc ⊂ H ⊂ Z/2[3]

îïðåäåëåíà óìíîæåíèåì íà êâàòåðíèîí i â äâóìåðíîé ïëîñêîñòè (1, i)
(ñîîòâåòñòâåííî, â ïëîñêîñòè (j,k)) è íåïîäâèæíî â äîïîëíèòåëüíîé
ïëîñêîñòè.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî àâòîìîðôèçì âíåøíåãî ñîïðÿæåíèÿ ïîäãðóïïû
Hc ⊂ H íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò b ∈ H \ Hc, îïðåäåëåííûé
ôîðìóëîé x 7→ bxb−1, ïåðåõîäèò ïðè ïîñòðîåííîì èçîìîðôèçìå
35 â àâòîìîðôèçì T ′∗. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(Γ1) ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì ãðóïïû π1(Γ̄1) ïîñðåäñòâîì ýëåìåíòà b, è
ýòî ðàñøèðåíèå îäíîçíà÷íî c òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà îïðåäåëÿåòñÿ
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àâòîìîðôèçìîì T ′∗. Ïîýòîìó π1(Γ1) ' H è, çíà÷èò, îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå ζΓ1 : Γ1 → K(H, 1).

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ζΓ1|∂Γ1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
â ïîäïðîñòðàíñòâå K(Hb, 1) ⊂ K(H, 1). Îòîáðàæåíèå ζΓ1 èíäóöèðóåò
îòîáðàæåíèå ζ : (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) → (K(H, 1), K(Hb, 1)), êîòîðîå
íàçîâåì ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì. Òàêæå íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ êîìïîçèöèè ∂Ln−4k(c)
ζ−→ K(Hb, 1)

pHb,Id−→ K(Ia, 1)
ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì η ◦ resc : ∂Ln−4k(c) → Sn−2k/i →
K(Ia, 1), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèÿ ðàçðåøåíèÿ
îñîáåííîñòåé resc : ∂L(c)n−2k → Sn−2k/i è âëîæåíèÿ îñòîâà η : Sn−2k/i ⊂
K(Ia, 1) â êëàññèôèöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðû äëÿ îòîáðàæåíèÿ c :
Sn−2k/i→ Rn ñ îñîáåííîñòüþ

Ïóñòü c : Sn−2k/i → Rn� êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî
ïîëîæåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, èìåþùåå êðèòè÷åñêèå òî÷êè, k ≡ 0
(mod 2). Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå Ln−4k(c), âîîáùå ãîâîðÿ, ñ íåïóñòûì êðàåì
∂Ln−4k(c) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ
c. Îòîáðàæåíèå λa,L(c) : (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) → (K(H, 1), K(Hb, 1))
íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé îòîáðàæåíèÿ c, åñëè λa,L(c)

óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ:

λa,L(c)|∂Ln−4k(c) = (iHb,Ia ◦ λa,L(c))|∂Ln−4k(c), (36)

ãäå η : Sn−2k → K(Ia, 1) � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå îáðàçóþùåãî
êëàññà êîãîìîëîãèé (âêëþ÷åíèå îñòîâà â êëàññèôèöèðóþùåå
ïðîñòðàíñòâî), iIa,Hb

: K(Ia, 1) ⊂ K(Hb, 1)� îòîáðàæåíèå
êëàññèôèöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, èíäóöèðîâàííîå ãîìîìîðôèçìîì
âêëþ÷åíèÿ iIa,Hb

: Ia ⊂ Hb è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî óñëîâèå:

〈λ∗a,L(c)(t); [L
n−4k(c), ∂Ln−4k(c)]〉 = 1, (37)

ãäå t ∈ Hn−4k(K(Qa, 1), K(Ia, 1); Z/2) � ïðîèçâîëüíûé êëàññ
êîãîìîëîãèé, êîòîðûé ïåðåõîäèò â îáðàçóþùèé êëàññ êîãîìîëîãèé
â ãðóïïå Hn−4k(K(Qa, 1); Z/2) ïðè èíäóöèðîâàííîì ãîìîìîðôèçìå
j∗ : Hn−4k(K(Qa, 1), K(Ia, 1); Z/2) → Hn−4k(K(Qa, 1); Z/2),
[Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)] � îòíîñèòåëüíûé ôóíäàìåíòàëüíûé öèêë
ìíîãîîáðàçèÿ.

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû íåîáõîäèìû äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè
îïðåäåëåíèé öèêëè÷åñêîé è êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðû.
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Ëåììà 18. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî, îïðåäåëåííîå ëåâîé ÷àñòüþ
ôîðìóëû (30), íå çàâèñèò îò âûáîðà êëàññà êîãîìîëîãèé t ∈
Hn−2k(K(Ia, 1), K(Id, 1); Z/2), äëÿ êîòîðîãî j∗(t) ∈ Hn−2k(K(Ia, 1); Z/2)
ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì êëàññîì.

Ëåììà 19. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî, îïðåäåëåííîå ëåâîé ÷àñòüþ
ôîðìóëû (37), íå çàâèñèò îò âûáîðà êëàññà êîãîìîëîãèé t ∈
Hn−4k(K(Qa, 1), K(Ia, 1); Z/2), äëÿ êîòîðîãî j∗(t) ∈ Hn−4k(K(Qa, 1); Z/2)
ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì êëàññîì.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 18

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äðóãîì âûáîðå t′ ïîëó÷èì, ÷òî t − t′ ∈ Imδ∗ :
Hn−2k−1(K(Id, 1); Z/2) → Hn−2k(K(Ia, 1), K(Id, 1); Z/2)). Ñëåäîâàòåëüíî,
êëàññ µ∗a,N(d)(t) − µ∗a,N(d)(t

′) ∈ Hn−2k(Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d); Z/2))
ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ êîãðàíè÷íîãî ãîìîìîðôèçìà
δ∗ : Hn−2k−1(∂Nn−2k(d); Z/2) → Hn−2k(Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d); Z/2) ê
íåêîòîðîìó ýëåìåíòó x = µ∗a(q), ãäå q ∈ Hn−2k−1(K(Id, 1); Z/2) �
îáðàçóþùèé êëàññ êîãîìîëîãèé. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ãîìîìîðôèçì

(µa,N(d)|∂N(d))
∗ : Hn−2k−1(K(Id, 1); Z/2)→ Hn−2k−1(∂Nn−2k(d); Z/2)

ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå
∂Nn−2k(d) ⊂ RPn−k ïðåäñòàâëÿåò íóëåâîé ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ. Èñõîäÿ
èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ Øòèôåëÿ-
Óèòíè (ñì. [M-S], ïàðàãðàô 12), êëàññ [∂Nn−2k(d)] ∈ Hn−2k−1(RPn−k; Z/2)
äâîéñòâåííåí â ñìûñëå Ïóàíêàðå õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó êëàññó
w̄k+1(RPn−k) Øòèôåëÿ-Óèòíè íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä RPn−k,
ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ãîìîëîãèé, ïðåïÿòñòâóþùèì ê ïîñòðîåíèþ
ðåäóêöèè ñòàáèëüíîãî íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ äî
íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ðàçìåðíîñòè k. Âñïîìíèì, ÷òî n = 2l − 1,
ïîýòîìó ñàìûé ñòàðøèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ w̄∗(RPn−k)
(íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ) èìååò ðàçìåðíîñòü k è w̄k+1(RPn−k) = 0
(Íàïðèìåð, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå n = 4, k = 1 ïîëó÷èì w̄2(RP2) = 0.)
Ëåììà 18 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 19 àíàëîãè÷íî è îïóñêàåòñÿ.

Ïóñòü d : RPn−k → Rn � êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî
ïîëîæåíèÿ, (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) � ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì äâîéíûõ
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òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d. Ïóñòü çàäàííî îòîáðàæåíèå
µa,N(d) : (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) → (K(Ia, 1), K(Id, 1)), óäîâëåòâîðÿþùåå
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (29). Íàì ïîòðåáóåòñÿ êðèòåðèé ïðîâåðêè òîãî, ÷òî
îòîáðàæåíèå µa,N(d) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (30).

Ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå

pa : N̄n−2k
a (d)→ Nn−2k(d), (38)

èíäóöèðîâàííîå èç óíèâåðñàëüíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ

K(Id, 1)→ K(Ia, 1) (39)

êëàññèôèöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ îòîáðàæåíèåì µa,N(d) : Nn−2k(d) →
K(Ia, 1). Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (29), îãðàíè÷åíèå
íàêðûòèÿ (38) íà êðàé ∂Nn−2k(d) îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì äâóëèñòíûì
íàêðûòèåì. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå
η : Nn−2k(d)→ K(D4, 1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, íàêðûòèå (38) ñîâïàäàåò
ñ êàíîíè÷åñêèì äâóëèñòíûì íàêðûòèåì, îïðåäåëåííûì ôîðìóëîé (27).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå µ̄a,N(d) : N̄n−2k(d)a → K(Id, 1)
íàêðûâàþùèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå äâóëèñòíî íàêðûâàåò îòîáðàæåíèå
µa,N(d) : Nn−2k(d) → K(Ia, 1) ïðè äâóëèñòíûõ íàêðûòèÿõ (38), (39)
íàä ïðîîáðàçîì è îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ µa,N(d). Îïðåäåëèì çàìêíóòîå
ìíîãîîáðàçèå R̄n−2k êàê ðåçóëüòàò ïîäêëåéêè ê ìíîãîîáðàçèþ N̄n−2k(d)a

öèëèíäðà Cn−2k äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ ∂N̄n−2k(d)a → ∂Nn−2k(d)
âäîëü îáùåãî êðàÿ ∂N̄n−2k(d)a = ∂Cn−2k. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
µR̄ : R̄n−2k → K(Id, 1) êàê ðåçóëüòàò ñêëåéêè îòîáðàæåíèÿ
µ̄a : N̄n−2k(d)a → K(Id, 1) c îòîáðàæåíèåì

Cn−2k pC−→ ∂N̄n−2k(d)a

µa|∂N̄n−2k(d)a−→ K(Id, 1),

ãäå pC : Cn−2k → ∂Nn−2k(d)a � ïðîåêöèÿ öèëèíäðà íà îñíîâàíèå.
Ôóíäàìåíòàëüíûé öèêë ìíîãîîáðàçèÿ R̄n−2k îáîçíà÷èì ÷åðåç [R̄].

Ëåììà 20. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ µa,N(d) : (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) →
(K(Ia, 1), K(Id, 1)) ðàâåíñòâî (30) ýêâèâàëåíòíî òîìó, êëàññ ãîìîëîãèé

µR̄,∗([R̄
n−2k]) ∈ Hn−2k(K(Id, 1); Z/2)

ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 20

Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (29) âûòåêàåò, ÷òî êëàññ ãîìîëîãèé
µa,N(d);∗([∂N

n−2k(d)]) â ãðóïïå Hn−2k−1(K(Id, 1); Z/2) ðàâåí íóëþ (ñì.
ýêâèâàëåíòíîå óòâåðæäåíèå äëÿ êëàññîâ êîãîìîëîãèé â Ëåììå 18).
Ïóñòü W n−2k ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ∂W n−2k = ∂Nn−2k(d). Îáîçíà÷èì
÷åðåç

ϕ : W n−2k → K(Id, 1) (40)

ñèíãóëÿðíûé îòíîñèòåëüíûé öèêë, îñóùåñòâëÿþùèé ãîìîëîãèþ íóëþ
ñèíãóëÿðíîãî öèêëà ϕ|∂W n−2k = µa,N(d)|∂Nn−2k(d) â ïîäïðîñòðàíñòâå
K(Id, 1) ⊂ K(Ia, 1).

Îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ïðè îòîáðàæåíèè (µa,N(d) ∪∂ ϕ) :
Nn−2k(d) ∪∂ W

n−2k → K(Ia, 1) îáîçíà÷èì ÷åðåç x ∈ Hn−2k(K(Ia, 1); Z/2).
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå îòíîñèòåëüíîãî öèêëà (40) óñëîâèå
(30), ïåðåôîðìóëèðîâàííîå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àáñîëþòíûõ êëàññîâ
ãîìîëîãèé, ñîñòîèò â òîì, ÷òî êëàññ ãîìîëîãèé x ∈ Hn−2k(K(Ia, 1); Z/2)
ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì.

Ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå µ̄a,N(d)∪∂ ϕ̄ : N̄n−2k(d)a∪∂ W̄
n−2k →

K(Id, 1) íàä îòîáðàæåíèåì µa,N(d) ∪∂ ϕ, èíäóöèðîâàííîå èç íàêðûòèÿ
K(Id, 1)→ K(Ia, 1) íàä ïðîñòðàíñòâîì-îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ µa,N(d)∪∂ ϕ.
Îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè îáîçíà÷èì ÷åðåç
x̄ ∈ Hn−2k(K(Id, 1); Z/2). Ýëåìåíò x̄ ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà x ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êëàññ ãîìîëîãèé x̄ ïðåäñòàâëåí îáðàçîì
ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà ïðè îòîáðàæåíèè µR̄ : R̄n−2k → K(Id, 1).
Ëåììà 20 äîêàçàíà.

Ïóñòü c : Sn−2k/i → Rn � êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî
ïîëîæåíèÿ, (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) � ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì äâîéíûõ
òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ c. Ïóñòü çàäàííî îòîáðàæåíèå
λa,L(c) : (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) → (K(Qa, 1), K(Ia, 1)), óäîâëåòâîðÿþùåå
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (36). Íàì ïîòðåáóåòñÿ êðèòåðèé ïðîâåðêè òîãî, ÷òî
îòîáðàæåíèå λa,L(c) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (37).

Ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå íàêðûòèå

pa : L̄n−4k
a (c)→ Ln−4k(c), (41)

èíäóöèðîâàííîå èç óíèâåðñàëüíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ

K(Ia, 1)→ K(Qa, 1) (42)
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êëàññèôèöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ îòîáðàæåíèåì λa,L(c) : Ln−4k(c) →
K(Qa, 1). Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (29), îãðàíè÷åíèå
íàêðûòèÿ (41) íà êðàé ∂Ln−4k(c) îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì äâóëèñòíûì
íàêðûòèåì. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζ :
Ln−4k(c) → K(Z/2[3], 1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, íàêðûòèå (41) ñîâïàäàåò
ñ êàíîíè÷åñêèì äâóëèñòíûì íàêðûòèåì, îïðåäåëåííûì ôîðìóëîé (33).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå λ̄a,L(c) : L̄n−4k(c)a → K(Ia, 1) íàêðûâàþùèõ
ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå äâóëèñòíî íàêðûâàåò îòîáðàæåíèå λa,L(c) :
Ln−4k(c) → K(Qa, 1) ïðè äâóëèñòíûõ íàêðûòèÿõ (41), (42) íàä
ïðîîáðàçîì è îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ λa,L(c). Îïðåäåëèì çàìêíóòîå
ìíîãîîáðàçèå R̄n−4k êàê ðåçóëüòàò ïîäêëåéêè ê ìíîãîîáðàçèþ L̄n−4k(c)a

öèëèíäðà Cn−4k äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ ∂L̄n−4k(c)a → ∂Ln−4k(c) âäîëü
îáùåãî êðàÿ ∂L̄n−4k(c)a = ∂Cn−4k. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå λR̄ : R̄n−4k →
K(Id, 1) êàê ðåçóëüòàò ñêëåéêè îòîáðàæåíèÿ λ̄a,L(c) : L̄n−4k(c)a → K(Ia, 1)
c îòîáðàæåíèåì

Cn−4k pC−→ ∂L̄n−4k(c)a

λa|∂L̄n−4k(c)a−→ K(Ia, 1),

ãäå pC : Cn−4k → ∂Ln−4k(c)a � ïðîåêöèÿ öèëèíäðà íà îñíîâàíèå.
Ôóíäàìåíòàëüíûé öèêë ìíîãîîáðàçèÿ R̄n−4k îáîçíà÷èì ÷åðåç [R̄].

Ëåììà 21. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ λa,L(c) : (Ln−4k(c), ∂Ln−4k(c)) →
(K(Qa, 1), K(Ia, 1)) ðàâåíñòâî (37) ýêâèâàëåíòíî òîìó, êëàññ ãîìîëîãèé

λR̄,∗([R̄]) ∈ Hn−4k(K(Qa, 1); Z/2)

ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 21 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 20 è
îïóñêàåòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 22. Ïðè k ≡ 0 (mod 2), k ≥ 8, ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò ãðóïïû Immsf (n − k, k) ïðåäñòàâëåí ñêîøåííî�îñíàùåííûì
ïîãðóæåíèåì (f, κ,Ξ), äîïóñêàþùèì öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó â ñìûñëå
Îïðåäåëåíèÿ 10.

Ïðåäëîæåíèå 23. Ïðè k ≡ 0 (mod 2), 10k − 1 > n, k ≥ 8,
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû ImmD4(n − 2k, 2k), ëåæàùèé â îáðàçå
ãîìîìîðôèçìà δ : Immsf (n − k, k) → ImmD4(n − 2k, 2k), ïðåäñòàâëåí
D4�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì (g, η,Ψ), äîïóñêàþùèì êâàòåðíèîííóþ
ñòðóêòóðó â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 11.

32



Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèé 22, 23 îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäñòâèè
ñëåäóþùåãî ïðèíöèïà ïëîòíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà ïîãðóæåíèé
â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé
òîïîëîãèåé, ñì. [Gr, ïðåäëîæåíèå 1.2.2 ].

Ïðåäëîæåíèå 24. Ïóñòü f0 : M # N ãëàäêîå ïîãðóæåíèå ìåæäó
çàìêíóòûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, ïðè÷åì ìíîãîîáðàçèå N ñíàáæåíî
ìåòðèêîé b è dim(M) < dim(N). Ïóñòü g : M → N íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå, ãîìîòîïíîå ïîãðóæåíèþ f0. Òîãäà ∀ε > 0 íàéäåòñÿ
ïîãðóæåíèå f : M # N , ðåãóëÿðíî ãîìîòîïíîå ïîãðóæåíèþ f0,
äëÿ êîòîðîãî dist(g; f)C0 < ε â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà îòîáðàæåíèé,
èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé b.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå Ïðåäëîæåíèÿ 24.

Ñëåäñòâèå 25. Ïóñòü (f ′, κ,Ξ′) � ïðîèçâîëüíîå ñêîøåííî-îñíàùåííîå
ïîãðóæåíèå, ãäå f ′ : Mn−k # Rn, ïðåäñòàâëÿþùåå ýëåìåíò [(f ′, κ,Ξ′)] ∈
Immsf (n − k, k) è ïóñòü f1 : Mn−k → Rn � ïðîèçâîëüíîå íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (ñêîëü óãîäíî ìàëîãî) ε > 0
ñóùåñòâóåò ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, κ,Ξ), ãäå f : Mn−k #
Rn � ïîãðóæåíèå òîãî æå ìíîãîîáðàçèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ òîò æå
ýëåìåíò [(f ′, κ,Ξ′)] ∈ Immsf (n− k, k), ïðè÷åì âûïîëíåíî óñëîâèå

dist(f1; f) < ε. (43)

Äîêàçàòåëüñòâî Ñëåäñòâèÿ 25

Ïî ïðåäëîæåíèþ 24 ñóùåñòâóåò ïîãðóæåíèå f , ðåãóëÿðíî-ãîìîòîïíîå
f ′ äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå (43). Ðåãóëÿðíàÿ ãîìîòîïèÿ
ñêîøåííî-îñíàùåííîãî ïîãðóæåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî ðåãóëÿðíîé
ãîìîòîïèè â êëàññå ñêîøåííî-îñíàùåííûõ ïîãðóæåíèé. Ïîýòîìó f
ÿâëÿåòñÿ ñêîøåííî-îñíàùåííûì è ýëåìåíòû [(f ′, κ,Ξ′)], [(f, κ,Ξ)] ðàâíû.
Ñëåäñòâèå 25 äîêàçàíî.

Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà (Îñíîâíàÿ Ëåììà),
äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ â ðàçäåëå 3.

Ëåììà 26. Ïðè k ≡ 0 (mod 2), k ≥ 8, ñóùåñòâóåò êóñî÷íî-ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå d : RPn−k → Rn (ñ îñîáåííîñòüþ) îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
äîïóñêàþùåå öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.
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Âûâîä Ïðåäëîæåíèÿ 22 èç Ëåììû 26

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå d : RPn−k → Rn, ïîñòðîåííîå â Ëåììå
26. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû Immsf (n − k, k),
ïðåäñòàâëåííûé ïîãðóæåíèåì f ′ : Mn−k # Rn ñî ñêîøåííûì
îñíàùåíèåì (κ,Ξ′). Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ κ : Mn−k →
RPn−k ýòîãî ñêîøåííîãî îñíàùåíèÿ è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f1 :
Mn−k → Rn, îïðåäåëåííîå êàê êîìïîçèöèÿ f1 = d ◦ κ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ε ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ìíîãî ìåíüøåå ðàäèóñà íåêîòîðîé
ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè UN(d) ïîëèýäðà N(d) (ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñ
îñîáåííîñòÿìè) òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
gN(d) : N(d) # Rn ïàðàìåòðèçóþùåå ïîãðóæåíèå ïîëèýäðà òî÷åê
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ Ñëåäñòâèåì 25 è îïðåäåëèì ñêîøåííî-
îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå f : Mn−k # Rn, ïðåäñòàâëÿþùåå èñõîäíûé
ýëåìåíò [(f ′, κ,Ξ′)] è ïðè ýòîì òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (43).

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå Nn−2k òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ
f , îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå (2). Îïðåäåëåíî ïîãðóæåíèå g :
Nn−2k # Rn. Ìíîãîîáðàçèå Nn−2k ïðåäñòàâèì â âèäå îáúåäèíåíèÿ
äâóõ ïîäìíîãîîáðàçèé Nn−2k = Nn−2k

cycl ∪ N
n−2k
Ib

ïî îáùåé ÷àñòè ãðàíèöû

∂Nn−2k
cycl = ∂Nn−2k

Ib
. Âñå ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì îïðåäåëèì äàëåå.

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàäèóñ ðåãóëÿðíîé
ïîãðóæåííîé îêðåñòíîñòè ïîãðóæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì Nn−2k(d)
òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d (âäàëè îò êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ò.å. êðàÿ ∂Nn−2k(d)), ðàäèóñ ðåãóëÿðíîé ïîãðóæåííîé
îêðåñòíîñòè ïîãðóæåíèÿ, ïîëó÷åííîãî îãðàíè÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ d âíå
ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è ðàäèóñ ñàìîé ðåãóëÿðíîé
âëîæåííîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ d ðàâíû ε.
Îáîçíà÷èì óêàçàííûå îêðåñòíîñòè ÷åðåç UN(d) Ud, U∂N(d) ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëèì Nn−2k
cycl êàê ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì,

÷òîáû îáðàç g(Nn−2k
cycl ) ëåæàë â ðåãóëÿðíîé ïîãðóæåííîé ε-îêðåñòíîñòè

òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
âëîæåíèå Nn−2k

cycl ⊂ UN(d), êîòîðîå ïðè êîìïîçèöèè ñ ïàðàìåòðèçóþùèì
ïîãðóæåíèåì îêðåñòíîñòè ïåðåõîäèò â îãðàíè÷åíèå ïîãðóæåíèÿ
ìíîãîîáðàçèÿ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íà ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå. Ëåãêî
îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå (Nn−2k

cycl , ∂Nn−2k
cycl ) → (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)),

ïðè êîòîðîì ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè ñîñòîèò èç ïàðû òî÷åê, îáðàçû
êîòîðûõ ïðè îòîáðàæåíèè κ ε-áëèçêè íà RPn−k.

Îïðåäåëèì Nn−2k
Ib

êàê îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ìíîãîîáðàçèÿ Nn−2k, îáðàç
êîòîðîé ïðè îòîáðàæåíèè g ðàñïîëîæåí â îêðåñòíîñòè Ud (ïîãðóæåííîé)
ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ d (âûøå ìû ïðèâåëè
îïðåäåëåíèå äëÿ àíàëîãè÷íîãî ñëó÷àÿ) èëè âî âëîæåííîé îêðåñòíîñòè
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U∂N(d).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîãðóæåíèå g : Nn−2k # Rn òðàíñâåðñàëüíî âäîëü

∂UN(d). Òîãäà îáùàÿ ãðàíèöà ∂Nn−2k
cycl = ∂Nn−2k

Ib
ïîãðóæåíà â ãðàíèöó

ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè U∂N(d).
Ìíîãîîáðàçèå Nn−2k ñíàáæåíî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì

ηN : Nn−2k → K(D4, 1). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
îòîáðàæåíèå ηN , îãðàíè÷åííîå íà ïîäìíîãîîáðàçèå Nn−2k

Ib
⊂ Nn−2k,

ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâî K(Ib, 1) ⊂ K(D4, 1).
Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηN(d) : Nn−2k(d)→ K(D4, 1) ïðîäîëæàåòñÿ

c Nn−2k(d) äî îòîáðàæåíèÿ ηUN(d)
: UN(d → K(D4, 1). Ïðè ýòîì

îãðàíè÷åíèå ηU∂N(d)
: U∂N(d) → K(D4, 1) ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â

ïîäïðîñòðàíñòâî K(Ib, 1) ⊂ K(D4, 1).
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ηN :

Nn−2k → K(D4, 1), îãðàíè÷åííîå íà ïîäìíîãîîáðàçèå Nn−2k
cycl îïðåäåëåíî

êàê îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηUN (d) : UN(d) → K(D4, 1),
ïîñêîëüêó g(Nn−2k

cycl ) ëåæèò â UN(d).
Ïî óñëîâèþ îïðåäåëåíà öèêëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà îòîáðàæåíèÿ d. Ýòà

ñòðóêòóðà îïðåäåëåíà îòîáðàæåíèåì µa,N(d) : (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)) →
(K(Ia, 1), K(Id, 1)). Îòîáðàæåíèå µa,N(d) ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ
µa,UN(d)

: (UN(d), U∂N(d)) → (K(Ia, 1), K(Id, 1)). Ïðè ýòîì èç óñëîâèÿ
(30) âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ µa,UN(d)

|U∂N(d)
è η|U∂N(d)

ãîìîòîïíû.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ηN(f)|Ncycl⊂N(f) : Nn−2k
cycl → K(D4, 1)

èíäóöèðîâàíî ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì ηUN(d)
ïðè âêëþ÷åíèèè

Nn−2k
cycl ⊂ UN(d). Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèÿ µNcycl

è ηNIb
ìîæíî ñêëåèòü

â îäíî îòîáðàæåíèå µa : Nn−2k → K(Ia, 1).
Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå µa îïðåäåëÿåò öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó

äëÿ (f, κ,Ξ) â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 10. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé âêëþ÷åíèÿ
è ïðîåêöèè ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè íà öåíòðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå:

F : (Ncycl, ∂Ncycl)
g
⊂ (UN(d), U∂N(d)) −→ (Nn−2k(d), ∂Nn−2k(d)). Èç

ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé âûòåêàåò, ÷òî ýòà ñòåïåíü
ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàåò ñî ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ κ : Mn−k →
RPn−k ò.å. ñ h(f,Ξ, κ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî
hµa,k, ïîñ÷èòàííîå ïî ôîðìóëå (23), âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñòåïåíü deg(F )
îòîáðàæåíèÿ F . Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç Ëåììû 20 è ðàâåíñòâà (30).

Ïðåäëîæåíèå 22 äîêàçàíî.

Ëåììà 27. Ïðè k ≡ 0 (mod 2), n < 10k − 1, k ≥ 8, ñóùåñòâóåò
êóñî÷íî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå : Sn−2k/i → Rn (ñ îñîáåííîñòüþ)
îáùåãî ïîëîæåíèÿ, äîïóñêàþùåå êâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû (27) àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû (26),
îíî òàêæå ïðîâîäèòñÿ â ðàçäåëå 3.

Âûâîä Ïðåäëîæåíèÿ 23 èç Ëåììû 27

Ðàññìîòðèì ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, κ,Ξ), òàêîå, ÷òî
δ([(f, κ,Ξ)]) = [(g1 : Nn−2k # Rn, η,Ψ)] ïðåäñòàâëÿåò äàííûé ýëåìåíò
èç ãðóïïû ImmD4(n − 2k, 2k). Ïî Ïðåäëîæåíèþ 22, íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîãðóæåíèå f : Mn−k # Rn äîïóñêàåò
öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå c : Sn−2k/i → Rn,
ïîñòðîåííîå â Ëåììå (27) è ðàññìîòðèì ïîãðóæåíèå g : Nn−2k # Rn,
îïðåäåëåííîå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ Ïðåäëîæåíèÿ 22 ê îòîáðàæåíèþ
êîìïîçèöèè c ◦ µa : Nn−2k → Sn−2k/i→ Rn.

Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì Ïðåäëîæåíèÿ 22,
çàêëþ÷àåì, ÷òî îïðåäåëåíà êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà D4�îñíàùåííîãî
ïîãðóæåíèÿ [(g, η,Ψ)]. Ïðåäëîæåíèå 23 äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 9

Ðàññìîòðèì ñêîøåííî-îñíàùåííîå ïîãðóæåíèå (f, κ,Ξ), òàêîå, ÷òî
δ([(f, κ,Ξ)]) = [(g : Nn−2k # Rn, η,Ψ)] ïðåäñòàâëÿåò äàííûé
ýëåìåíò èç ãðóïïû ImmD4(n − 2k, 2k). Âîñïîëüçóåìñÿ Ïðåäëîæåíèåì
23 è ïðåäñòàâèì ýëåìåíò [(g, η,Ψ)] D4�îñíàùåííûì ïîãðóæåíèåì,
äîïóñêàþùèì êâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó.

Âûáåðåì íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå k òàêèì, ÷òî n − 4k = 31, k ≥
8, ÷òî âîçìîæíî â ïðåäïîëîæåíèè n ≥ 63. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L31 �
ìíîãîîáðàçèå ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ g. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
λa : L31 → S31/Qa, êîòîðîå çàäàåò êâàòåðíèîííóþ ñòðóêòóðó äëÿ
(g, η,Ψ) è ïîñòðîåíî â Ïðåäëîæåíèè 23. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λa ÿâëÿåòñÿ
òðàíñâåðñàëüíûì âäîëü ïîäìíîãîîáðàçèÿ S7/Qa ⊂ S31/Qa. Ðàññìîòðèì
â ìíîãîîáðàçèè L31 ïîäìíîãîîáðàçèåK7 ⊂ L31, îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå
K7 = λ−1

a (S7/i). Îïðåäåëèì ϕ = λa|K7 .
Äîêàæåì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå K7 èìååò íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå 6ϕ∗χ+.

Ðàññëîåíèå χ+ íàä K(Qa, 1) èìååò ðàçìåðíîñòü 4 è îïðåäåëåíî â
íà÷àëå ðàçäåëà 4. Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå νL èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ
kζ∗ω, ãäå ω : E(ω) → K(Z/2[3], 1)� êàíîíè÷åñêîå 4-ìåðíîå ðàññëîåíèå,
îïðåäåëåííîå â ðàçäåëå 4 ïåðåä Ïðåäëîæåíèåì 42, ζ : L31 → K(Z/2[3], 1)
� õàðàêòåðèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, êëàññèôèöèðóþùåå íîðìàëüíîå
ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ L31.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî k = n−1
4
− 7 è k ≡ 0 (mod 8). Ïî Ïðåäëîæåíèþ

42 çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàññëîåíèå νN |K òðèâèàëüíî. Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå
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ìíîãîîáðàçèÿ K7 èçîìîðôíî ñóììå Óèòíè ðàññëîåíèé 6ϕ∗χ⊕ νN |K . Èç-
çà òðèâèàëüíîñòè âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïîëó÷èì òðåáóåìûé èçîìîðôèçì
νK = 6ϕ∗χ.

Ïî ðàçìåðíîñòíûì ñîîáðàæåíèÿì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, îáðàç
îòîáðàæåíèÿ λa|K ëåæèò â îñòîâå S7/Qa ⊂ S31/Qa. Ïî Ïðåäëîæåíèþ 41
ñòåïåíü deg(λa|K) ÷åòíà. Ïîñêîëüêó deg(ϕ) = deg(λa|K) = deg(λa) = ha è
ha = h(f, κ,Ξ), ïîëó÷èì h(f, κ,Ξ) = 0. Òåîðåìà 9 äîêàçàíà.

3 Îñíîâíîé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà

Â ýòîì ðàçäåëå âñå îòîáðàæåíèÿ è ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ
êóñî÷íî-ëèíåéíûìè, åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî óñëîâèå ãëàäêîñòè.

Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ d : RPn−k → Rn

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J0 ñòàíäàðòíóþ (n−k)�ìåðíóþ ñôåðó êîðàçìåðíîñòè k,
k ≡ 0 (mod 8), k > 0, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå äæîéíà n−k+1

2
= r0

êîïèé îêðóæíîñòè S1. Îáîçíà÷èì ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå J0 â Rn ÷åðåç
iJ0 : J0 ⊂ Rn.

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå p′ : Sn−k → J0, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â
ðåçóëüòàòå âçÿòèÿ äæîéíà r êîïèé ñòàíäàðòíûõ íàêðûòèé S1 → S1/i.
Ñòàíäàðòíîå äåéñòâèå Z/4× Sn−k → Sn−k êîììóòèðóåò ñ îòîáðàæåíèåì
p′. Òåì ñàìûì, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå p̂ : Sn−k/i → J0 è îòîáðàæåíèå
p : RPn−k → J0 êàê êîìïîçèöèÿ ñòàíäàðòíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ
π : RPn−k → Sn−k/i ñ îòîáðàæåíèåì p̂.

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ iJ0 ◦ p̂ : Sn−k/i → J0 → Rn, êîòîðóþ
ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç ĝ, è ïðèâåäåì ýòî îòîáðàæåíèå â îòîáðàæåíèå d̂
îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìàëîé δ-äåôîðìàöèåé (iJ0 ◦ p̂) → d̂ (êàêóþ èìåííî
äåôîðìàöèþ è íàñêîëüêî ìàëûì ñëåäóåò âûáèðàòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
δ, çàäàùåå êàëèáð ýòîé äåôîðìàöèè, âûÿñíèòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå
Ëåììû 30). Èñêîìîå îòîáðàæåíèå d : RPn−k → Rn îïðåäåëèì êàê
ãëàäêîå îòîáðàæåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå C0�
äåôîðìàöèè êàëèáðà δ′, ãäå δ′ << δ, îòîáðàæåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî
êîìïîçèöèåé ñòàíäàðòíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ π è îòîáðàæåíèÿ d̂.
Â Ëåììå 26 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ d (ñ îñîáåííîñòüþ)
ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà.

Îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ c : Sn−2k/i→ Rn

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J1 (n − 2k)�ìåðíûé ïîëèýäð, k ≡ 0 (mod 8), k >
0, êîòîðûé ïîëó÷åíûé â ðåçóëüòàòå äæîéíà n−2k+1

4
= r1 êîïèé
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êâàòåðíèîííîãî ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâà S3/Qa. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìàññè
[Ma] (ñì. òàêæå [Ìå]) îïðåäåëåíî âëîæåíèå S3/Qa ⊂ R4 êîðàçìåðíîñòè
1 è â ïðåäïîëîæåíèè n ≥ 4r − 1 îïðåäåëåíî ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå J1 â
Rn, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç iJ1 : J1 ⊂ Rn.

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå p′ : Sn−2k → J1, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â
ðåçóëüòàòå âçÿòèÿ äæîéíà r êîïèé ñòàíäàðòíûõ íàêðûòèé S3 → S3/Qa.
Ñòàíäàðòíîå äåéñòâèå Qa×Sn−2k → Sn−2k, îïðåäåëåííîå ïðÿìîé ñóììîé
r ýêçåìïëÿðîâ ñòàíäàðòíîãî äåéñòâèÿ íà S3, çàäàííîãî ôîðìóëàìè
(20), (21), (22), êîììóòèðóåò ñ îòîáðàæåíèåì p′. Òåì ñàìûì, îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèå p̂ : Sn−2k/Qa → J1 è îòîáðàæåíèå p : Sn−2k/i → J1 êàê
êîìïîçèöèÿ ñòàíäàðòíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ π : Sn−2k/i→ Sn−2k/Qa

ñ îòîáðàæåíèåì p̂.
Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ iJ1 ◦ p̂ : Sn−2k/Qa → J1 → Rn, êîòîðóþ

îáîçíà÷èì ÷åðåç ĥ. Ïðèâåäåì ýòî îòîáðàæåíèå â îòîáðàæåíèå ĉ îáùåãî
ïîëîæåíèÿ ìàëîé δ-äåôîðìàöèåé (êàêóþ èìåííî ñëåäóåò âûáðàòü
äåôîðìàöèþ è íàñêîëüêî ìàëûì ñëåäóåò âûáèðàòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
δ, çàäàùåå êàëèáð ýòîé äåôîðìàöèè âûÿñíèòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå
Ëåììû 31). Èñêîìîå îòîáðàæåíèå c : Sn−2k/i → Rn îïðåäåëèì êàê
ãëàäêîå îòîáðàæåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå C0�
äåôîðìàöèè êàëèáðà δ′, ãäå δ′ << δ, îòîáðàæåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî
êîìïîçèöèåé ñòàíäàðòíîãî äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ π è îòîáðàæåíèÿ ĉ.
Â Ëåììå 27 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ c (ñ îñîáåííîñòüþ)
ñóùåñòâóåò êâàòåðíèîííàÿ ñòðóêòóðà.

Ïîäïðîñòðàíñòâà è ôàêòîðïîäïðîñòðàíñòâà ïîïîëíåííîãî
êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ RPn−k

Â ðàçäåëå 2 áûëî îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî Γ0, åãî äâóëèñòíîå íàêðûòèå
Γ̄0 è ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηΓ0 : Γ0 → K(D4, 1). Ïðîñòðàíñòâî
Γ0 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì. Îáîçíà÷èì âíóòðåííîñòü ýòîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ÷åðåç Γ0◦. Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηΓ0 íà
Γ0◦ îáîçíà÷èì ÷åðåç ηΓ0◦ : Γ0◦ → K(D4, 1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ0◦ ⊂ Γ0◦ ïîëèýäð äâóêðàòíûõ îñîáûõ òî÷åê
îòîáðàæåíèÿ p : RPn−k → J0, ïîëó÷åííûé ðàçäóòèåì ïîëèýäðà
{[(x, y)] ∈ Γ0◦, p(x) = p(y), x 6= y}. Ýòîò ïîëèýäð ñíàáæ¼í ñòðóêòóðíûì
îòîáðàæåíèåì ηΣ0◦ : Σ0◦ → K(D4, 1), êîòîðîå èíäóöèðîâàíî
îãðàíè÷åíèåì ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηΓ0◦ íà Σ0◦.

Îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ TRP : RPn−k → RPn−k,
ïåðåñòàâëÿþùàÿ òî÷êè â êàæäîì ñëîå ñòàíäàðòíîãî äâóëèñòíîãî
íàêðûòèÿ RPn−k → Sn−k/i. Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̄0◦ äåéñòâóåò èíâîëþöèÿ
TΓ̄0

: Γ̄0◦ → Γ̄0◦, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà êàê îãðàíè÷åíèå èíâîëþöèè íà
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RPn−k ×RPn−k, ïîñòðîåííîé ïî èíâîëþöèè TRP íà êàæäîì ñîìíîæèòåëå,
íà ïîäïðîñòðàíñòâî Γ̄0◦ ⊂ RPn−k × RPn−k. Íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâå Γ0◦
èíâîëþöèè T ′ îïðåäåëåíà ôàêòîðèíâîëþöèÿ TΓ0◦ : Γ0◦ → Γ0◦.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σantidiag ⊂ Γ0◦ ïîäïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåìîå
àíòèäèàãîíàëüþ, êîòîðîå îáðàçîâàíî âñåìè àíòèïîäàëüíûìè ïàðàìè
{[(x, y)] ∈ Γ0 : x, y ∈ RPn−k, x 6= y, TRP(x) = y}. Çäåñü è äàëåå
â îáîçíà÷åíèè äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ èíäåêñ
0 îïóñêàåòñÿ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî àíòèäèàãîíàëü Σantidiag ⊂
Γ0 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ èíâîëþöèè TΓ0 .
Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå àíòèäèàãîíàëè â Γ0 èçîìîðôíî êàñàòåëüíîìó
ðàññëîåíèþ T (Σantidiag).

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ΓK0◦ íà êîòîðîì èíâîëþöèÿ TΓ0◦ äåéñòâóåò
ñâîáîäíî. Îïðåäåëèì ΓK0◦ = Γ0◦ \ Σantidiag. Îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ
èíâîëþöèÿ TΓK0◦

: ΓK0◦ → ΓK0◦ . Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ΓK0◦/TΓK0◦

îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ̂K0◦ .
Ïîäïîëèýäð Σ0◦ ⊂ Γ0◦ êðàòíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ p ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå îáúåäèíåíèÿ Σ0◦ = Σantidiag ∪K ′
0◦, ãäå K

′
0◦�îòêðûòûé ïîäïîëèýäð,

â êîòîðûé âõîäÿò âñå òî÷êè èç Σ0◦, íå ïîïàâøèå íà àíòèäèàãîíàëü.
Ïîäïîëèýäð K0◦ ⊂ ΓK0◦ èíâàðèàíòåí ïðè èíâîëþöèè TΓK0◦

. Îáîçíà÷èì

TΓK0◦
|K0◦ ÷åðåç TK0◦ . Îáîçíà÷èì ôàêòîðïðîñòðàíñòâîK0◦/TK0◦ ÷åðåç K̂0◦.

Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèå ηΓ0◦ : Γ0◦ → K(D4, 1) íà ΓK0◦ è
K0◦ îáîçíà÷èì ÷åðåç ηΓ0◦ è ηK0◦ ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè, êîòîðîå îïðåäåëåíî
â ðåçóëüòàòå çàìûêàíèÿ îòêðûòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Γ0◦ è ïîëó÷åíî
â ðåçóëüòàòå ïðèñîåäèíåíèÿ ê ýòîìó îòêðûòîìó ìíîãîîáðàçèþ
äèàãîíàëüíîé è àíòèäèàãîíàëüíîé êîìïîíåíò Σdiag è Σantidiag. Îáîçíà÷èì

çàìûêàíèå Cl(K0◦) ïîëèýäðà K0◦ (ñîîòâåòñòâåííî çàìûêàíèå Cl(K̂0◦)
ïîëèýäðà K̂0◦) â ýòîì ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòÿìè ÷åðåç K(0)

(ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç K̂(0)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qantidiag = Σantidiag ∩
K(0), Qdiag = ∂Γdiag ∩ K(0), Qdiag ⊂ K(0), Qantidiag ⊂ K(0). Íàçîâåì
ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà êîìïîíåíòàìè ãðàíèöû ïîëèýäðà K(0). Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëèì Q̂diag, Q̂antidiag êîìïîíåíòû ãðàíèöû ïîëèýäðà K̂(0).
Çàìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηK0◦ ïðîäîëæàåòñÿ ñ K0◦

íà êîìïîíåíòó ãðàíèöû Qantidiag. Îáîçíà÷èì ýòî ïðîäîëæåíèå ÷åðåç
ηQantidiag

: Qantidiag → K(D4, 1). Îòîáðàæåíèå ηQantidiag
ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ ηantidiag : Qantidiag → K(Ia, 1) è
îòîáðàæåíèÿ âêëþ÷åíèÿ iIa,D4 : K(Ia, 1) ⊂ K(D4, 1).

Còðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ηK(0)
íà êîìïîíåíòóQdiag íå ïðîäîëæàåòñÿ.

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ηdiag : Qantidiag → K(Id, 1). Îáîçíà÷èì
÷åðåç U(Qdiag) ⊂ K0◦ ìàëóþ ðåãóëÿðíóþ âçðåçàííóþ îêðåñòíîñòü
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îòêðûòîãî êîíöà, ïðèìûêàþùåãî ê Qdiag. Îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ projdiag :
U(Qdiag) → Qdiag ðåãóëÿðíîé âçðåçàííîé îêðåñòíîñòè íà öåíòàëüíîå
ïîäìíîãîîáðàçèå. Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηK0◦ íà
îêðåñòíîñòü U(Qdiag) ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèÿ ηU(Qdiag) :
U(Qdiag) → K(Ib, 1) è îòîáðàæåíèÿ iIb,D4 : K(Ib, 1) → K(D4, 1).
Ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû îòîáðàæåíèé ηK(0)

è ηU(Qdiag) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì
ηdiag ◦ projdiag = pIb,Id

◦ ηK(0)
.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ìîíîìîðôèçìîâ
ãðóïï, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíà â ãðóïïå O(4):

Ib

↗ ∩
Id ⊂ Ia ⊂ D4 ⊂ E ⊂ H.

↘ ∩
Ic

(44)

Â ýòîé äèàãðàììå ãðóïïà H èìååò ïîðÿäîê 32 è ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
â ãðóïïå O(4) è áûëà ðàíåå îïðåäåëåíà (ñì. (34)) ïðè ïîìîùè
ïðåîáðàçîâàíèé, çàïèñàííûõ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå {e1, e2, e3, e4}.
Ïîäãðóïïà E ⊂ H èìååò ïîðÿäîê 16 è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãðóïïà,
ïîðîæäåííàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç H, ñîõðàíÿþùèìè íåóïîðÿäî÷åííóþ
ïàðó ïëîñêîñòåé (e1, e3), (e2, e4) (íàïèìåð, ýëåìåíò èç H, çàäàííûé
ïðåîáðàçîâàíèåì e1 → e2, e2 → −e1, e3 → e3, e4 → e4, íå ëåæèò
â ïîäãðóïïå E ⊂ H). Âêëþ÷åíèå D4 ⊂ E ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì
êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì ãðóïïû D4 ïîñðåäñòâîì ýëåìåíòà c òàêîãî,
÷òî c2 ñîâïàäàåò ñ îáðàçóþùåé ïîäãðóïïû Id ⊂ D4. Ïîäãðóïïà D4

ïðåäñòàâëåíà äèàãîíàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè O(2) ⊂ O(2) ⊕ O(2) ⊂
O(4) ñòàíäàðòíîãî âèäà â êàæäîé ïàðå ïëîñêîñòåé (e1, e3), (e2, e4).
Îñòàëüíûå ïîäãðóïïû â äèàãðàììå (44) áûëè îïðåäåëåíû ðàíåå.

Îïðåäåëåíû àáåëåâû ïîäãðóïïû Ea,Eb,Ec,Ed â ãðóïïå E, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè ðàñøèðåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäãðóïï
Ia, Ib, Ic, Id â ãðóïïå D4. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëåíî
åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ηK̂0◦

: K̂0◦ → K(E, 1), êîòîðîå èíäóöèðóåò
îòîáðàæåíèå äèàãðàìì 2-ëèñòíûõ íàêðûòèé:

K̄0◦
r̄−→ K̃0◦ K(Ic, 1) −→ K(Ec, 1)

↓ ↓ −→ ↓ ↓
K0◦

r−→ K̂0◦ K(D4, 1) −→ K(E, 1).

(45)

Ãîðèçîíòàëüíûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè
ïðîñòðàíñòâàìè äèàãðàìì ìû ïåðåîáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç
η̄, η̃, η, η̂ ñîîòâåòñòâåííî.
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Âêëþ÷åíèÿ ïîäãðóïï Ib ⊂ Eb, Id ⊂ Ed, Ia ⊂ Ea âõîäÿò â êîììóòàòèâíûå
äèàãðàììû ãîìîìîðôèçìîâ ãðóïï:

Ib −→ Eb

pb,d ↓ ↓
Id

id,a−→ Ia

(46)

Id −→ Ed

id,a ↓ ↓
Ia

id−→ Ia

(47)

Ia −→ Ea

id ↓ ↓
Ia

id−→ Ia

(48)

Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̂K0◦ îïðåäåëåíà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîáîäíàÿ
èíâîëþöèÿ TΓ̂K0◦

: Γ̂K0◦ → Γ̂K0◦ ïî ôîðìóëå TΓ̂0◦
([(x, y)]) = [(T (x), y)].

(Çàìåòèì, ÷òî [(T (x), y)] = [(x, T (y)].) Ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷åííûå èç Γ̂K0◦ ,
K̂0◦, Γ̄K0◦ , K̄0◦ ïîñëå ôàêòîðèçàöèè ïî èíâîëþöèè TΓ̂K0◦

îáîçíà÷èì ÷åðåç

Γ̂↓K0◦
, K̂↓

0◦ Γ̄↓K0◦
, K̄↓

0◦ ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëåíî 2-ëèñòíîå íàêðûòèå

Γ̂K0◦ → Γ̂↓K0◦
, êîòîðîå èíäóöèðóåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå K̂0◦ → K̂↓

0◦. Ïðè
ýòîì îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

Γ̂K0◦ −→ K(E, 1)
↓ ↓

Γ̂↓K0◦
−→ K(H, 1).

(49)

Ïîäïðîñòðàíñòâà è ôàêòîðïîäïðîñòðàíñòâà ïîïîëíåííîãî
êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ Sn−2k/i

Â ðàçäåëå 2 áûëî îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî Γ1, åãî äâóëèñòíîå íàêðûòèå
Γ̄1 è ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζΓ1 : Γ1 → K(H, 1). Ïðîñòðàíñòâî
Γ1 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì. Îáîçíà÷èì âíóòðåííîñòü ýòîãî
ìíîãîîáðàçèÿ ÷åðåç Γ1◦. Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ζΓ1 íà
Γ1◦ îáîçíà÷èì ÷åðåç ζΓ1◦ : Γ1◦ → K(H, 1).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ1◦ ⊂ Γ1◦ ïîëèýäð äâóêðàòíûõ îñîáûõ òî÷åê
îòîáðàæåíèÿ p : Sn−2k/i → J1, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé {[(x, y)] ∈
Γ1◦, p(x) = p(y), x 6= y}. Ýòîò ïîëèýäð ñíàáæ¼í ñòðóêòóðíûì
îòîáðàæåíèåì ζΣ1◦ : Σ1◦ → K(H, 1), êîòîðîå èíäóöèðîâàíî îãðàíè÷åíèåì
ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ζΓ1◦ íà Σ1◦.

Îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ TSn−2k/i : Sn−2k/i → Sn−2k/i,
ïåðåñòàâëÿþùàÿ òî÷êè â êàæäîì ñëîå ñòàíäàðòíîãî äâóëèñòíîãî
íàêðûòèÿ Sn−2k/i→ Sn−2k/i. Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̄1◦ äåéñòâóåò èíâîëþöèÿ
TΓ̄1◦ : Γ̄1◦ → Γ̄1◦, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà êàê îãðàíè÷åíèå èíâîëþöèè
íà Sn−2k × Sn−2k, ïîñòðîåííîé ïî èíâîëþöèè TSn−2k/i íà êàæäîì
ñîìíîæèòåëå, íà ïîäïðîñòðàíñòâî Γ̄1◦ ⊂ Sn−2k/i × Sn−2k/i. Íà
ôàêòîðïðîñòðàíñòâå Γ1◦ èíâîëþöèè T ′ îïðåäåëåíà ôàêòîðèíâîëþöèÿ
TΓ1◦ : Γ1◦ → Γ1◦.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σantidiag ⊂ Γ1◦ ïîäïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåìîå
àíòèäèàãîíàëüþ, êîòîðîå îáðàçîâàíî âñåìè àíòèïîäàëüíûìè ïàðàìè
{[(x, y)] ∈ Γ1◦ : x, y ∈ Sn−2k/i, x 6= y, TSn−2k(x) = y}. Çäåñü è
äàëåå â îáîçíà÷åíèè äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ
èíäåêñ 1 îïóñêàåòñÿ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî àíòèäèàãîíàëü Σantidiag ⊂
Γ1◦ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ èíâîëþöèè TΓ1◦ .
Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå àíòèäèàãîíàëè â Γ1◦ èçîìîðôíî êàñàòåëüíîìó
ðàññëîåíèþ T (Σantidiag).

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî ΓK1◦ íà êîòîðîì èíâîëþöèÿ TΓ1◦ äåéñòâóåò
ñâîáîäíî. Îïðåäåëèì ΓK1◦ = Γ1◦ \ Σantidiag. Îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ
èíâîëþöèÿ TΓK1◦

: ΓK1◦ → ΓK1◦ . Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ΓK1◦/TΓK1◦

îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ̂K1◦ .
Ïîäïîëèýäð Σ1◦ ⊂ Γ1◦ êðàòíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ p ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå îáúåäèíåíèÿ Σ1◦ = Σantidiag ∪K ′
1◦, ãäå K

′
1◦�îòêðûòûé ïîäïîëèýäð,

â êîòîðûé âõîäÿò âñå òî÷êè èç Σ1◦, íå ïîïàâøèå íà àíòèäèàãîíàëü.
Ïîäïîëèýäð K1◦ ⊂ ΓK1◦ èíâàðèàíòåí ïðè èíâîëþöèè TΓK1◦

. Îáîçíà÷èì

TΓK1◦
|K1◦ ÷åðåç TK1◦ . Îáîçíà÷èì ôàêòîðïðîñòðàíñòâîK1◦/TK1◦ ÷åðåç K̂1◦.

Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèå ζΓ1◦ : Γ1◦ → K(H, 1) íà ΓK1◦ è
K1◦ îáîçíà÷èì ÷åðåç ζΓ1◦ è ζK1◦ ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè, êîòîðîå îïðåäåëåíî
â ðåçóëüòàòå çàìûêàíèÿ îòêðûòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Γ1◦ è ïîëó÷åíî
â ðåçóëüòàòå ïðèñîåäèíåíèÿ ê ýòîìó îòêðûòîìó ìíîãîîáðàçèþ
äèàãîíàëüíîé è àíòèäèàãîíàëüíîé êîìïîíåíò Σdiag è Σantidiag. Îáîçíà÷èì

çàìûêàíèå Cl(K1◦) ïîëèýäðà K1◦ (ñîîòâåòñòâåííî çàìûêàíèå Cl(K̂1◦)
ïîëèýäðà K̂1◦) â ýòîì ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòÿìè ÷åðåç K(1)

(ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç K̂(1)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qantidiag = Σantidiag ∩
K(1), Qdiag = ∂Γdiag ∩ K(1), Qdiag ⊂ K(1), Qantidiag ⊂ K(1). Íàçîâåì
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ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà êîìïîíåíòàìè ãðàíèöû ïîëèýäðà K(1). Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëèì Q̂diag, Q̂antidiag êîìïîíåíòû ãðàíèöû ïîëèýäðà K̂(1).
Çàìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζK1◦ ïðîäîëæàåòñÿ ñ K1◦

íà êîìïîíåíòó ãðàíèöû Qantidiag. Îáîçíà÷èì ýòî ïðîäîëæåíèå ÷åðåç
ζQantidiag

: Qantidiag → K(H, 1). Îòîáðàæåíèå ζQantidiag
ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ ζantidiag : Qantidiag → K(Qa, 1) è
îòîáðàæåíèÿ âêëþ÷åíèÿ iQa,H : K(Qa, 1) ⊂ K(D4, 1).

Còðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζK(1)
íà êîìïîíåíòó Qdiag íå ïðîäîëæàåòñÿ.

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå ζdiag : Qantidiag → K(Ia, 1). Îáîçíà÷èì
÷åðåç U(Qdiag) ⊂ K1◦ ìàëóþ ðåãóëÿðíóþ âçðåçàííóþ îêðåñòíîñòü
îòêðûòîãî êîíöà, ïðèìûêàþùåãî ê Qdiag. Îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ projdiag :
U(Qdiag) → Qdiag ðåãóëÿðíîé âçðåçàííîé îêðåñòíîñòè íà öåíòàëüíîå
ïîäìíîãîîáðàçèå. Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ζK1◦ íà
îêðåñòíîñòü U(Qdiag) ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé îòîáðàæåíèÿ ζU(Qdiag) :
U(Qdiag) → K(Ia, 1) è îòîáðàæåíèÿ iIa,H : K(Ia, 1) → K(H, 1).
Ãîìîòîïè÷åñêèå êëàññû îòîáðàæåíèé ζK(1)

è ζU(Qdiag) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì
ηdiag ◦ projdiag = pHb,Ia ◦ ηK(1)

.
Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó ìîíîìîðôèçìîâ

ãðóïï, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíà â ãðóïïå O(8):

Eb

∩
Id ⊂ Ia ⊂ Qa ⊂ H ⊂ G ⊂ G↓.

↘ ∩
Hc

(50)

Â ýòîé äèàãðàììå ãðóïïà G↓ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäãðóïïà ïîðÿäêà
128 â ãðóïïå O(8), êîòîðàÿ ïîðîæäåíà ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé,
çàïèñàííûõ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8}, ñëåäóùåãî
âèäà:

�1 ïðåîáðàçîâàíèå â óïîðÿäî÷åííîé ïàðå ïîäïðîñòðàíñòâ
(e1, e2, e3, e4), (e5, e6, e7, e8) ïðîèçâîëüíîé ïàðîé ýëåìåíòîâ èç ïîäãðóïïû
Qa ⊂ O(4).

�2 ïðåîáðàçîâàíèå îäíîâðåìåííî ïåðåñòàâëÿþùåå ïàðû âåêòîðîâ
(e1, e5), (e2, e6), (e3, e7), (e4, e8).

Ïîäãðóïïà G ⊂ G↓ èìååò ïîðÿäîê 64 è îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç G↓, ñîõðàíÿþùèìè
íåóïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ïîäïðîñòðàíñòâ (e1, e2, e5, e6), (e3, e4, e7, e8)
(íàïèìåð, ýëåìåíò èç G↓, çàäàííûé ïðåîáðàçîâàíèåì j ∈ Qa â
ïîäïðîñòðàíñòâå (e1, e2, e3, e4) è òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì
â ïîäïðîñòðàíñòâå (e5, e6, e7, e8) íå ëåæèò â ïîäãðóïïå G ⊂ G↓).
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Âêëþ÷åíèå H ⊂ G ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì
ãðóïïû H ïîñðåäñòâîì ýëåìåíòà dj òàêîãî, ÷òî d2

j ñîâïàäàåò ñ
îáðàçóþùåé öåíòðà Id ⊂ Qa ⊂ H. Ïîäãðóïïà Qa ïðåäñòàâëåíà
äèàãîíàëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè SO(4) ⊂ SO(4) ⊕ SO(4) ⊂ O(8)
ñòàíäàðòíîãî âèäà â êàæäîé ïàðå ïðîñòðàíñòâ (e1, e2, e5, e6),
(e3, e4, e7, e8). Ïîäãðóïïà Eb ⊂ G ïîðîæäåíà äâóìÿ êîììóòèðóþùèìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååíò ïîðÿäîê 4 è ñîâïàäàåò
ñ ïðåîáðàçîâàíèåì i ∈ Ia ⊂ Qa. Âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò ïîðÿäîê
2, îíî îäíîâðåìåííî ïåðåñòàâëÿþåò ïàðû áàçèñíûõ âåêòîðîâ (e1, e5),
(e2, e6), (e3, e7), (e4, e8).

Ïîäãðóïïà Hc ⊂ G ïîðîæäåíà ñîáñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
â ïàðå ïîäïðîñòðàíñòâ (e1, e2, e3, e4), (e5, e6, e7, e8) íà ïðîèçâîëüíóþ
ïàðó ýëåìåíòîâ èç Qa. Îñòàëüíûå ïîäãðóïïû â äèàãðàììå (50) áûëè
îïðåäåëåíû ðàíåå â ðàçäåëå 2.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ζ̂ :
K̂1◦ → K(G, 1), êîòîðîå èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå äèàãðàìì 2-ëèñòíûõ
íàêðûòèé:

K̄1◦
r̄−→ K̃1◦ K(Hc, 1) −→ K(Gc, 1)

↓ ↓ −→ ↓ ↓
K1◦

r−→ K̂1◦ K(H, 1) −→ K(G, 1),

(51)

ãäå ïîäãðóïïà Gc ⊂ G ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ðàñøèðåíèåì
ãðóïïû Hc. Ãîðèçîíòàëüíûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè
ïðîñòðàíñòâàìè äèàãðàìì ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ̄ , ζ̃, ζ, ζ̂ ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ïðîñòðàíñòâå Γ̂K1◦ îïðåäåëåíà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîáîäíàÿ
èíâîëþöèÿ TΓ̂K1◦

: Γ̂K1◦ → Γ̂K1◦ ïî ôîðìóëå TΓ̂K1◦
([(x, y)]) = [(TS/i(x), y)].

(Çàìåòèì, ÷òî [(TS/i(x), y)] = [(x, TS/i(y)].) Ïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷åííûå

èç Γ̂K1◦ , K̂1◦, Γ̄K1◦ , K̄1◦ ïîñëå ôàêòîðèçàöèè ïî èíâîëþöèè TΓ̂K1◦

îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ̂↓K1◦
, K̂↓

1◦ Γ̄↓K1◦
, K̄↓

1◦ ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëåíî 2-

ëèñòíîå íàêðûòèå Γ̂K1◦ → Γ̂↓K1◦
, êîòîðîå èíäóöèðóåò äâóëèñòíîå

íàêðûòèå K̂1◦ → K̂↓
1◦. Ïðè ýòîì îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

Γ̂K1◦ −→ K(G, 1)
↓ ↓

Γ̂↓K1◦
−→ K(G↓, 1).

(52)
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Ïîëèýäðû K0, K̂0

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

rmin,0 =
n− 7

4
; imax,0 = r0 − rmin,0. (53)

Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî K̂
(i)
0◦ ⊂ K̂0◦ ïî ôîðìóëå:

K̂
(i)
0◦ = p−1

K̂0◦
(J

(i)
0 \ J

(i+1)
0 ),

ãäå pK̂0◦
: K0◦ → J0�åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ îñîáåííîñòè íà ñâîé îáðàç.

Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî K̂[0]◦ ⊂ K0◦ ïî ôîðìóëå:

K̂[0]◦ = p−1

K̂0◦
(J0 \ J

(imax,0)+1
0 ).

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

K̂[0]◦ = ∪i=imax,0

i=0 K̂
(i)
0◦ .

Òîïîëîãèÿ íà ïðîñòðàíñòâå K̂[0]◦ èíäóöèðîâàíà èç òîïîëîãèè ëîêàëüíî-
ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû, ïîëó÷åííîãî
ïðè ñêëåéêå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïðîñòðàíñòâ. Îïðåäåëåíî
äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå K

(i)
0◦ , (ñîîòâåòñòâåííî K[0]◦) íàä ïðîñòðàíñòâîì

K̂
(i)
0◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂[0]◦).

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K0 (ñîîòâåòñòâåííî K̂0) êàê ïðîñòðàíñòâî,
ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì ïðîñòðàíñòâà K[0]◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂[0]◦).

Îïðåäåëèì åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ K̂0 → K̂(0), K0 → K(0). Ýòè
îòîáðàæåíèÿ áóäóò PL�âëîæåíèÿìè âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ïðîîáðàçîâ
äèàãîíàëè è àíòèäèàãîíàëè, ãäå èìåþòñÿ îñîáåííîñòè.

Ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ïîëèýäðà K0

Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,0, ìû ïîñòðîèì ïîëèýäð K
(i)
0 è

ïðîñòðàíñòâî RK
(i)
0 , êîòîðîå íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì, ðàçðåøàþùèì

îñîáåííîñòè ïîëèýäðà K
(i)
0 . Ïàðàìåòð i íàçîâåì ãëóáèíîé. Ïðîñòðàíñòâà

K
(i)
0 , RK

(i)
0 êðîìå òîãî, ÿâëÿþòñÿ íàêðûâàþùèìè ïðîñòðàíñòâàìè ïðè

2-ëèñòíûõ íàêðûòèÿõ r : K
(i)
0 → K̂

(i)
0 , Rr : RK

(i)
0 → RK̂

(i)
0 , ýòè íàêðûòèÿ

âêëþ÷åíû â ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèé:

RK
(i)
0

pr−→ K
(i)
0

φ0 ↙ ↓ Rr ↓ r

K(Ia, 1)
φ̂0←− RK̂

(i)
0

pr̂−→ K̂
(i)
0 .

(54)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ RQ̂
(i)
diag = (pr̂)−1(Q̂

(i)
diag), RQ̂

(i)
antidiag =

(pr̂)−1(Q̂
(i)
antidiag). Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ RQ

(i)
diag, RQ

(i)
antidiag ââåäåì

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóëèñòíûõ íàêðûâàþùèõ. Ðàññìàòðèâàåìûå
ïðîñòðàíñòâà âêëþ÷åíû â ñëåäóþùèå êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû:

RQ
(i)
antidiag

pr−→ Q
(i)
antidiag

φ0 ↘ ↙ ηantidiag

K(Ia, 1),

(55)

RQ
(i)
diag

pr−→ Q
(i)
diag

φ0 ↘ ↙ ηdiag

K(Id, 1),

(56)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàçäåëà íàì ïîòðåáóåòñÿ
ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 28. �1. Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,0, cóùåñòâóåò

ïðîñòðàíñòâî K̂
(i)
0 , åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå K

(i)
0 è áàçà

äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ K̂
(i),↓
0 . Ïðîñòðàíñòâà K̂

(i)
0 , K

(i)
0 , K̂

(i),↓
0 ÿâëÿþòñÿ

ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâ K̂0, K0, K̂↓
0 ñîîòâåòñòâåííî.

Ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî RK̂
(i)
0 è åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå

RK
(i)
0 è áàçà 2-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ RK̂

(i),↓
0 , êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ

â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó (54). Íà äâóëèñòíîì íàêðûâàþùåì
âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåíû äèàãðàììàìè
(55), (56).

�2. Cóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî RK̂0 è åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå
RK0 è áàçà 2-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ RK̂↓

0 , êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ
â íèæåñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó (57), àíàëîãè÷íóþ
äèàãðàììå (54). Íà äâóëèñòíîì íàêðûâàþùåì âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåíû íèæåñëåäóþùèìè äèàãðàììàìè (58), (59),
àíàëîãè÷íûìè äèàãðàììàì (55), (56).

RK0
pr−→ K0

φ0 ↙ ↓ Rr ↓ r

K(Ia, 1)
φ̂0←− RK̂0

pr̂−→ K̂0.

(57)
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RQantidiag
pr−→ Qantidiag

φ0 ↘ ↙ ηantidiag

K(Ia, 1),

(58)

RQdiag
pr−→ Qdiag

φ0 ↘ ↙ ηdiag

K(Id, 1),

(59)

Ïîëèýäðû K1, K̂1

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

rmin,1 =
n− 15

8
; imax,1 = r1 − rmin,1. (60)

Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî K̂
(i)
1◦ ⊂ K̂1◦ ïî ôîðìóëå:

K̂
(i)
1◦ = p−1

K̂1◦
(J

(i)
1 \ J

(i+1)
1 ),

ãäå pK̂1◦
: K1◦ → J1�åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ îñîáåííîñòè íà ñâîé îáðàç.

Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî K̂[1]◦ ⊂ K1◦ ïî ôîðìóëå:

K̂[1]◦ = p−1

K̂1◦
(J1 \ J

(imax,1)+1
1 ).

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

K̂[1]◦ = ∪i=imax,1

i=0 K̂
(i)
1◦ .

Òîïîëîãèÿ íà ïðîñòðàíñòâå K̂[1]◦ èíäóöèðîâàíà èç òîïîëîãèè ëîêàëüíî-
ñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû, ïîëó÷åííîãî
ïðè ñêëåéêå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïðîñòðàíñòâ. Îïðåäåëåíî
äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå K

(i)
1◦ , (ñîîòâåòñòâåííî K[1]◦) íàä ïðîñòðàíñòâîì

K̂
(i)
1◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂[1]◦).

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K1 (ñîîòâåòñòâåííî K̂1) êàê ïðîñòðàíñòâî,
ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì ïðîñòðàíñòâà K[1]◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂[1]◦).

Îïðåäåëèì åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ K̂1 → K̂(1), K1 → K(1). Ýòè
îòîáðàæåíèÿ áóäóò PL�âëîæåíèÿìè âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ïðîîáðàçîâ
äèàãîíàëè è àíòèäèàãîíàëè, ãäå èìåþòñÿ îñîáåííîñòè.
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Ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé ïîëèýäðà K1

Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,1, ìû ïîñòðîèì ïîëèýäð K
(i)
1 è

ïðîñòðàíñòâî RK
(i)
1 , êîòîðîå íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì, ðàçðåøàþùèì

îñîáåííîñòè ïîëèýäðà K
(i)
1 . Ïàðàìåòð i íàçîâåì ãëóáèíîé. Ïðîñòðàíñòâà

K
(i)
1 , RK

(i)
1 êðîìå òîãî, ÿâëÿþòñÿ íàêðûâàþùèìè ïðîñòðàíñòâàìè ïðè

2-ëèñòíûõ íàêðûòèÿõ r : K
(i)
1 → K̂

(i)
1 , Rr : RK

(i)
1 → RK̂

(i)
1 , ýòè íàêðûòèÿ

âêëþ÷åíû â ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèé:

RK
(i)
1

pr−→ K
(i)
1

φ1 ↙ ↓ Rr ↓ r

K(Qa, 1)
φ̂1←− RK̂

(i)
1

pr̂−→ K̂
(i)
1 .

(61)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ RQ̂
(i)
diag = (pr̂)−1(Q̂

(i)
diag), RQ̂

(i)
antidiag =

(pr̂)−1(Q̂
(i)
antidiag). Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ RQ

(i)
diag, RQ

(i)
antidiag ââåäåì

äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóëèñòíûõ íàêðûâàþùèõ. Ðàññìàòðèâàåìûå
ïðîñòðàíñòâà âêëþ÷åíû â ñëåäóþùèå êîììóòàòèâíûå äèàãðàììû:

RQ
(i)
antidiag

pr−→ Q
(i)
antidiag

φ1 ↘ ↙ ηantidiag

K(Qa, 1),

(62)

RQ
(i)
diag

pr−→ Q
(i)
diag

φ1 ↘ ↙ ηdiag

K(Ia, 1),

(63)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàçäåëà íàì ïîòðåáóåòñÿ
ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 29. �1. Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,1, cóùåñòâóåò

ïðîñòðàíñòâî K̂
(i)
1 è åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå K

(i)
1 . Ïðîñòðàíñòâà

K̂
(i)
1 , K

(i)
1 ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâ K̂1, K1

ñîîòâåòñòâåííî. Ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî RK̂
(i)
1 è åãî äâóëèñòíîå

íàêðûâàþùåå RK
(i)
1 , êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ â êîììóòàòèâíóþ

äèàãðàììó (61). Íà äâóëèñòíîì íàêðûâàþùåì âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåíû äèàãðàììàìè (62), (63).
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�2. Cóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî RK̂1 è åãî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå
RK1, êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ â íèæåñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ
äèàãðàììó (64), àíàëîãè÷íóþ äèàãðàììå (61). Íà äâóëèñòíîì
íàêðûâàþùåì âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåíû
íèæåñëåäóþùèìè äèàãðàììàìè (65), (66), êîòîðûå àíàëîãè÷íû
äèàãðàììàì (62), (63).

RK1
pr−→ K1

φ1 ↙ ↓ Rr ↓ r

K(Qa, 1)
φ̂1←− RK̂1

pr̂−→ K̂1.

(64)

RQantidiag
pr−→ Qantidiag

φ1 ↘ ↙ ηantidiag

K(Qa, 1),

(65)

RQdiag
pr−→ Qdiag

φ1 ↘ ↙ ηdiag

K(Ia, 1),

(66)

Ïîëèýäðû K1, K̂1

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

rmin,1 =
n− 15

8
; imax,1 = r1 − rmin,1. (67)

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K̂
(i)
(1) ïî ôîðìóëå:

K̂
(i)
(1) = p−1

K̂(1)
(J

(i)
1 \ J

(i+1)
1 ).

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K̂(1) ïî ôîðìóëå:

K̂(1) = p−1

K̂(1)
(J1 \ J

(imax,1)+1
1 ) = ∪i=imax,1

i=0 K̂
(i)
(1).

Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå K
(i)
(1), (ñîîòâåòñòâåííî K(1)) íàä

ïðîñòðàíñòâîì K̂
(i)
(1) (ñîîòâåòñòâåííî K̂(1)).
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Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,1, íèæå îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K̂
(i)
1 è

ïðîñòðàíñòâî K̂1. Îïðåäåëèì òàêæå åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ K̂
(i)
(1) →

K̂
(i)
1 , K̂(1) → K̂(1). Ýòè îòîáðàæåíèÿ áóäóò PL�ãîìåîìîðôèçìàìè âñþäó,

çà èñêëþ÷åíèåì ó÷àñòêîâ ðàçäóòîé äèàãîíàëè è àíòèäèàãîíàëè, ãäå
èìååòñÿ âûðîæäåíèå. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì äâóëèñòíûå íàêðûâàþùèå
K

(i)
1 è ïðîñòðàíñòâî K1 è åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ K

(i)
(1) → K

(i)
1 , K(1) →

K1.

Íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 26

Ïðè îïðåäåëåíèè îòîáðàæåíèÿ d îïðåäåëÿëîñü òàêæå îòîáðàæåíèå
ĝ : Sn−k/i → Rn, êîòîðîå ïîëó÷åíî ìàëîé PL-äåôîðìàöèåé îáùåãî
ïîëîæåíèÿ êàëèáðà δ èç îòîáðàæåíèÿ iJ0 ◦ p : Sn−k/i → J0 ⊂ Rn. (Ñàìà
ýòà äåôîðìàöèÿ è å¼ êàëèáð δ áóäóò ÿâíî óêàçàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå
Ëåììû 30). Ðàññìîòðèì òàêæå îòîáðàæåíèå g = π◦d̂ : RPn−k → Sn−k/i→
Rn.

Ðàññìîòðèì ïîëèýäð N̂↓
K0

òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ĝ

è äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå íàä ýòèì ïîëèýäðîì N̂K0 , îïðåäåëåííîå
â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâûì íèæíèì ïðîñòðàíñòâîì â äèàãðàììå (45).
×òîáû ïîä÷åðêíóòü àíàëîãèþ ñî ñëó÷àåì ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé,
äàëåå âñå ðàññìàòðèâàåìûå ïîëèýäðû (ðàçäóòèå îñîáåííîñòåé íà
äèàãîíàëè è àíòèäèàãîíàëè â ïîëèýäðàõ íå îïðåäåëÿåòñÿ) òî÷åê
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ áóäåò íàçûâàòüñÿ PL-ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè.
Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè èìåþò îñîáûé êðàé, ñîñòîÿùèé èç
òî÷åê äèàãîíàëè è àíòèäèàãîíàëè. Ïîëèýäðû áåç òî÷åê äèàãîíàëè è
àíòèäèàãîíàëè îáîçíà÷àþòñÿ N̂↓

K0◦, N̂K0◦ ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäûé òàêîé
ïîëèýäð íàçîâåì îòêðûòûì ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè. Îòêðûòîå
ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè N̂K0◦ åñòåñòâåííî âëîæåíî â îòêðûòîå
ìíîãîîáðàçèå Γ̂0◦.

Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè N̂K0 , â ñâîþ î÷åðåäü, ñàìî ñëóæèò
áàçîé äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ r : NK0 → N̂K0 . Íàêðûòèÿ îïðåäåëåíû â
ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè â äèàãðàììå (45). Îïðåäåëåíî îòêðûòîå
ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè NK0◦ c êðàåì, êîòîðîå åñòåñòâåííî
âêëàäûâàåòñÿ âî âçðåçàííûé êâàäðàò Γ0. Ïðè ýòîì âëîæåíèè îáðàç
NK0◦ ëåæèò â ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ïîëèýäðà K(0) è îïðåäåëåíà
êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèé

NK0◦ ⊂ Uε −→ K(D4, 1)
↓ ↓ ↓

N̂K0◦ ⊂ Ûε −→ K(E, 1),
(68)
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â êîòîðîé ÷åðåç Uε, Ûε îáîçíà÷åíû ðåãóëÿðíûå ε-îêðåñòíîñòè
ïîäïîëèýäðîâ K(0) ⊂ Γ0, K̂(0) ⊂ Γ̂0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðàâûå
ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè ýòîé äèàãðàììû ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèÿìè
îòîáðàæåíèé äèàãðàììû (45) íà ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü Uε è íà
ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Ûε ýòîé îêðåñòíîñòè â ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êðàåì Γ0,
Γ̂0 ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè NK0 è îáîçíà÷èì åãî
êîìïîíåíòû êðàÿ ÷åðåç NQ,diag∪NQ,antidiag. Ïåðåîáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå

ñ îñîáåííîñòÿìè NK0 ÷åðåç N
(0)
K0
, à åãî êîìïîíåíòû êðàÿ ÷åðåç N

(0)
Q,diag ∪

N
(0)
Q,antidiag. Íèæå â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 30 îïðåäåëåíà ñòðàòèôèêàöèÿ:

N
imax,0

K0
⊂ · · · ⊂ N0

K0
, (69)

(ýòà ñòðàòèôèêàöèÿ ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêèì äâóëèñòíûì íàêðûòèåì
ñòðàòèôèêàöèè (135)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

W
(i)
K0

= N i
K0
\N i+1

K0
. (70)

îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè, ñîäåðæàùåå êîìïîíåíòû êðàÿ
(ñð. (136)).

Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû åãî êðàÿ N i
Q,diag \ N i+1

Q,diag, N i
Q,antidiag \

N i+1
Q,antidiag ÷åðåçW

i
Q,diag èW

i
Q,antidiag ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì àíàëîãè÷íûå

îáîçíà÷åíèÿ N̂ i
K0
\ N̂ i+1

K0
= Ŵ

(i)
K0
, N̂ i

Q,diag \ N̂ i+1
Q,diag = Ŵ

(i)
Q,diag, N̂

i
Q,antidiag \

N̂ i+1
Q,antidiag = Ŵ

(i)
Q,antidiag. Ïðè âëîæåíèè W

(i)
K0
⊂ Uε ⊂ Γ0 ïîäìíîãîîáðàçèå

ñ îñáåííîñòÿìè W
(i)
Q,diag âêëàäûâàåòñÿ â êîìïîíåíòó êðàÿ Γdiag, à

ïîäìíîãîîáðàçèå c îñîáåííîñòÿìè W
(i)
Q,antidiag âêëàäûâàåòñÿ â Γantidiag.

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ êîìïîíåíò ãðàíèöû Ŵ
(i)
Γ0
.

Äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,0, îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ
äèàãðàììà (71) îòîáðàæåíèé ïîëèýäðîâ ñ âûïèñàííûìè ïîä äèàãðàììîé
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ïðîñòðàíñòâà, ñòîÿùèå â òðåòüåé ñòðîêå ýòîé
äèàãðàììû, îòîáðàæàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâà öåíòðàëüíîé
ñòðîêè êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû (72), êîòîðàÿ òàêæå îïðåäåëåíà äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,0, ñîîòâåòñòâóþùåãî íîìåðó ñòðàòà
ïîëèýäðà òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ â ñòðàòèôèêàöèè (69).
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K(Ia, 1) K(Ia, 1)

↑ φ̂ ↖ φ̂ ↑ φ ↖ φ

RK̂
(i)
0 ⊃ RQ̂

(i)
diag ∪RQ̂

(i)
antidiag RK

(i)
0 ←− RQ

(i)
diag ∪RQ

(i)
antidiag

↓ pr̂ ↓ ↓ pr ↓

K̂
(i)
0 ⊃ Q̂

(i)
diag ∪ Q̂

(i)
antidiag K

(i)
0 ⊃ Q

(i)
diag ∪Q

(i)
antidiag

∪ ∪ ∪ ∪

K̂
(i)
0◦ ⊃ ∅ K

(0)
0◦ ⊃ ∅

↓ η̂ ↓ η

K(E, 1) K(D4, 1).

(71)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (71) íà ïðîñòðàíñòâå Q
(i)
antidiag

çàïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé φ = ia ◦ ηQ
(i)
antidiag

: Q
(i)
antidiag −→ K(Ia, 1)

ia−→

K(D4, 1), íà ïðîñòðàíñòâå Q
(i)
diag çàïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé φ = id,a ◦ pb,d ◦

η
Q

(i)
diag

: Q
(i)
diag −→ K(Ib, 1) −→ K(Id, 1) −→ K(Ia, 1).

K(Ia, 1) K(Ia, 1)

↑ µ̂a ↖ µ̂a ↑ µa ↖ µa

Ŵ
(i)
K0

⊃ Ŵ
(i)
Q,diag ∪ Ŵ

(i)
Q,antidiag W

(i)
K0

⊃ W
(i)
Q,diag ∪W

(i)
Q,antidiag

∪ ∪ ∪ ∪

Ŵ
(i)
K0◦

⊃ ∅ W
(i)
K0◦

⊃ ∅

↓ η̂ ↓ η

K(E, 1) K(D4, 1).

(72)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (72) íà ïðîñòðàíñòâå W
(i)
Q,antidiag
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çàïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé φ = ia ◦ ηW
(i)
Q,antidiag

: W
(i)
Q,antidiag −→ K(Ia, 1)

ia−→

K(D4, 1), íà ïðîñòðàíñòâå W
(i)
Q,diag çàïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé φ = ia ◦ pb ◦

η
W

(i)
Q,diag

: W
(i)
Q,diag −→ K(Ib, 1) −→ K(Id, 1) −→ K(Ia, 1).

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé
ïðîâîäèòñÿ â êîíöå ðàçäåëà.

Ëåììà 30. Ñóùåñòâóåò ìàëàÿ PL-äåôîðìàöèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ
(iJ0 ◦ p̂) 7→ d̂ òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ñòðàòà

W
(i)
K0

ïîëèýäðà N(d) â ñðåäíåé ñòðîêå êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

(72) îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ t̂(i) : W
(i)

K̂0
→ RK̂

(i)
0 , t(i) :

W
(i)
K0
→ RK

(i)
0 , íàçûâàåìûå îòîáðàæåíèÿìè ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé, â

ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà âòîðîé ñòðîêè äèàãðàììû (71). Ïðè

ýòîì îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ µ̂
(i)
a : W

(i)

K̂0
→ K(Ia, 1), µ

(i)
a : W

(i)
K0
→

K(Ia, 1) â äèàãðàììå (72) ïî ôîðìóëàì µ̂
(i)
a = φ̂ ◦ t̂(i), µ(i)

a = φ ◦ t(i).
Ïîñòðîåííûå ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ i â (69)

ñêëåèâàþòñÿ äî îòîáðàæåíèé t̂ : N̂K0 → RK̂0 (ñîîòâåòñòâåííî t :
NK0 → RK0) è îïðåäåëåíû èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ µ̂a = φ̂ ◦ t̂ :
N̂K0 → K(Ia, 1) (ñîîòâåòñòâåííî µa = φ ◦ t : NK0 → K(Ia, 1)). Áîëåå
òîãî, âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå r ◦ µ̂a = µa : NK0 → N̂K0 → K(Ia, 1) è
âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîìïîíåòàõ NQ,diag, NQ,antidiag ãðàíèöû
ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè NK0, êîòîðûå
àíàëîãè÷íû âûïèñàíûì ïîä ôîðìóëîé (72) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ

êîìïîíåíò W
(i)
Q,diag, W

(i)
Q,antidiag ñîîòâåòñòâåííî.

Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 26

Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå µa, îïðåäåëåííîå èç Ëåììû 30 íà
ìíîãîîáðàçèè ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì NK0 , ïðîäîëæàåòñÿ äî
îòîáðàæåíèÿ íà âñåì N(d) è óêàçàííîå ïðîäîëæåíèå îïðåäåëÿåò
öèêëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó äëÿ îòîáðàæåíèÿ d.

Íàïîìíþ, ÷òî N(d) = Nantidiag ∪ NK0 ïî îáùåìó êðàþ NQ,antidiag.

Ïîëèýäð NK0 ÿâëÿåòñÿ áàçîé 2-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ r : NK0 → N̂K0 è
êîððåêòíî îïðåäåëåíà äèàãðàììà (68). Íà êîìïîíåíòå NK0 öèêëè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà îïðåäåëåíà â ðåçóëüòàòå ïðîäîëæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ µa ñ
WK0 . Â ñèëó âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ îòîáðàæåíèÿ φ
íà RQantidiag, RQdiag ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå µa èìååò ïðàâèëüíûå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà NQ,diag è íà NQ,antidiag. Â ÷àñòíîñòè, íà NQ,antidiag

îòîáðàæåíèå µa ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì.
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Ïðîâåðèì óñëîâèå (30) â îïðåäåëåíèè öèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðû äëÿ
îòîáðàæåíèé ñ îñîáåííîñòüþ. Âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 18, ñîãëàñíî
êîòîðîé äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü àáñîëþòíûé öèêë µR̄ : R̄n−k → K(Id, 1)
(íàïîìíþ, ÷òî ýòîò öèêë ïîëó÷åí ïðè çàêëåéêå îòîáðàæåíèÿ µa : N(d)→
K(Ia, 1) âäîëü ãðàíèöû äâóìÿ îäèíàêîâûìè êîïèÿìè îòíîñèòåëüíîãî
öèêëà, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè) è ïðîâåðèòü, ÷òî öèêë
µR̄ îïðåäåëÿåò îáðàçóþùóþ ãðóïïû ãîìîëîãèé Hn−k(K(Id, 1); Z/2).
Îáîçíà÷èì ýòó îáðàçóþùóþ ÷åðåç x ∈ Hn−k(K(Id, 1); Z/2).

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ pc,∗ ◦ η̄∗([N̄(d)]) ∈
Hn−k(K(Id, 1); Z/2), êîòîðûé îïðåäåëåí öèêëîì, ïîëó÷åííûì ïðè
ïîìîùè êîìïîçèöèè êàíîíè÷åñêîãî íàêðûòèÿ η̄ : N̄(d) → K(Ic, 1) íàä
ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì η : N(d) → K(D4, 1) ñ îòîáðàæåíèåì
pc : K(Ic, 1) → K(Id, 1). Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè N̄(d)
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàìêíóòîå, ò.å. êàíîíè÷åñêîå íàêðûòèå áåðåòñÿ
ðàçâåòâëåííûì íàä êðàåì ∂N(d). Îáîçíà÷èì ïîñòðîåííûé êëàññ
ãîìîëîãèé ÷åðåç y ∈ Hn−k(K(Id, 1); Z/2).

Äîêàæåì, ÷òî y ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì êëàññîì ãîìîëîãèé. Äàëåå
ïðîâåðèì, ÷òî x = y. Äåéñòâèòåëüíî, êëàññ êîãîìîëîãèé yop,
äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå êëàññó ãîìîëîãèé y, âû÷èñëÿåòñÿ êàê
íîðìàëüíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ w̄k ∈ Hk(RPn−k; Z/2) =
Hk(K(Id, 1); Z/2). (Ïðè n = 2l − 1 êîãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ w̄k íå ðàâåí
íóëþ.)

Âñïîìíèì, ÷òî N(d) = Nantidiag ∪NQ,antidiag
NK0 . Ïîýòîìó äâóëèñòíîå

íàêðûâàþùåå N̄(d) òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ
äâóëèñòíûõ íàêðûâàþùèõ ïî ôîðìóëå N̄(d) = N̄antidiag ∪N̄Q,antidiag

N̄K0 .

Ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà R̄ = R̄Q,antidiag ∪ R̄K0 . Ïðè
ýòîì R̄Q,antidiag è N̄Q,antidiag PL-ãîìåîìîðôíû êàê ìíîãîîáðàçèÿ c
îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì, à îòîáðàæåíèÿ µ̄a, pc ◦ η̄ íà óêàçàííîé îáùåé
÷àñòè ñîâïàäàþò.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè R̄K0

ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì íàêðûâàþùèì íàä íåêîòîðûì ìíîãîîáðàçèåì
ñ îñîáåííîñòÿìè R̃K0 . Äåéñòâèòåëüíî, ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè
NK0 ñëóæèò äâóëèñòíûì íàêðûâàþùèì äëÿ N̂K0 . Çäåñü è äàëåå
äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ îñîáåííîñòÿìè èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿì ãðóïï â äèàãðàììå (45). Ïðè ýòîì
îòîáðàæåíèå µ̄a|RK0

: RK0 → K(Id, 1) ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç äâóëèñòíîå

íàêðûòèå R̄K0 → R̃K0 , ïîñêîëüêó ñàìî îòîáðàæåíèå µa|NK0
íàêðûâàåò

îòîáðàæåíèå µ̂a|N̂K0
. Òàêæå ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå N̄Γ0

ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì íàêðûâàþùèì íàä N̄↓
K0
, ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå

pc ◦ η̄|N̄K0
ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç äâóëèñòíîå íàêðûòèå N̄K0 → N̄↓

K0
. Ïîýòîìó
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êàæäûé èç öèêëîâ x, y ãîìîëîãè÷åí öèêëó ñ íîñèòåëåì íà îáùåé ÷àñòè
N̄antidiag.

Ëåììà 26 äîêàçàíà.

Íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 27

Ïðè îïðåäåëåíèè îòîáðàæåíèÿ c îïðåäåëÿëîñü òàêæå îòîáðàæåíèå ĥ :
Sn−2k/Qa → Rn, êîòîðîå ïîëó÷åíî ìàëîé PL-äåôîðìàöèåé îáùåãî
ïîëîæåíèÿ êàëèáðà δ èç îòîáðàæåíèÿ iJ1◦p : Sn−2k/Qa → J1 ⊂ Rn. (Ñàìà
ýòà äåôîðìàöèÿ è å¼ êàëèáð δ áóäóò ÿâíî óêàçàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå
Ëåììû 31 êîòîðîå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 30.)
Ðàññìîòðèì òàêæå îòîáðàæåíèå h = π ◦ ĉ : Sn−2k/i→ Sn−2k/Qa → Rn.

Ðàññìîòðèì ïîëèýäð L̂↓K1
òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ ĥ

è äâóëèñòíîå íàêðûâàþùåå íàä ýòèì ïîëèýäðîì L̂K1 , îïðåäåëåííîå
â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâûì íèæíèì ïðîñòðàíñòâîì â äèàãðàììå (51).
×òîáû ïîä÷åðêíóòü àíàëîãèþ ñî ñëó÷àåì ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé, äàëåå
âñå ðàññìàòðèâàåìûå ïîëèýäð (ðàçäóòèå îñîáåííîñòåé íà äèàãîíàëè è
àíòèäèàãîíàëè â ïîëèýäðàõ íå ðàññìàòðèâàåòñÿ) òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
áóäåò íàçûâàòüñÿ PL-ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè. Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ
ñ îñîáåííîñòÿìè èìåþò îñîáûé êðàé, ñîñòîÿùèé èç òî÷åê äèàãîíàëè
è àíòèäèàãîíàëè. Ïîëèýäðû áåç òî÷åê äèàãîíàëè è àíòèäèàãîíàëè
îáîçíà÷àþòñÿ L̂↓K1◦, L̂K1◦ ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäûé òàêîé ïîëèýäð íàçîâåì
îòêðûòûì ìíîãîîáðàçèåì ñ îñîáåííîñòÿìè. Îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ
îñîáåííîñòÿìè L̂K1◦ åñòåñòâåííî âëîæåíî â îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ
êðàåì Γ̂1◦.

Ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè L̂K1 , â ñâîþ î÷åðåäü, ñàìî ñëóæèò
áàçîé äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ r : LK1 → L̂K1 . Íàêðûòèÿ îïðåäåëåíû â
ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè â äèàãðàììå (51). Îïðåäåëåíî îòêðûòîå
ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè LK1◦ c êðàåì, êîòîðîå åñòåñòâåííî
âêëàäûâàåòñÿ âî âçðåçàííûé êâàäðàò Γ1. Ïðè ýòîì âëîæåíèè îáðàç
LK1◦ ëåæèò â ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ïîëèýäðà K(1) è îïðåäåëåíà
êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèé:

LK1◦ ⊂ Uε −→ K(H, 1)
↓ ↓ ↓

L̂K1◦ ⊂ Ûε −→ K(G, 1),
(73)

â êîòîðîé ÷åðåç Uε, Ûε îáîçíà÷åíû ðåãóëÿðíûå ε-îêðåñòíîñòè
ïîäïîëèýäðîâ K1◦ ⊂ Γ1, K̂1◦ ⊂ Γ̂1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðàâûå
ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè ýòîé äèàãðàììû ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèÿìè
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îòîáðàæåíèé äèàãðàììû (73) íà ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü Uε è íà
ôàêòîðïðîñòðàíñòâî Ûε ýòîé îêðåñòíîñòè â ìíîãîîáðàçèÿõ Γ1, Γ̂1

ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè LK1 è îáîçíà÷èì åãî

êîìïîíåíòû êðàÿ ÷åðåç LQ,diag ∪LQ,antidiag. Ïåðåîáîçíà÷èì ìíîãîîáðàçèå

LK1 ÷åðåç L
(0)
K1
, à åãî êîìïîíåíòû êðàÿ ÷åðåç L

(1)
Q,diag ∪ L

(1)
Q,antidiag. Íèæå

â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 30 ïî àíàëîãèè ñî ñòðàòèôèêàöèåé (69)
îïðåäåëåíà ñòðàòèôèêàöèÿ

L
imax,1

K1
⊂ · · · ⊂ L0

K1
. (74)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç

W
(i)
K1

= Li
K1
\ Li+1

K1
. (75)

îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè, ñîäåðæàùåå êîìïîíåíòû êðàÿ.
Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòó åãî êðàÿ Li

Q,diag \ Li+1
Q,diag ÷åðåç W

(i)
Q,diag,

êîìïîíåíòó Li
Q,antidiag \ Li+1

Q,antidiag ÷åðåç W
(i)
Q,antidiag. Ââåäåì àíàëîãè÷íûå

îáîçíà÷åíèÿ L̂i
K1
\ L̂i+1

K1
= Ŵ

(i)
K1
, L̂i

Q,diag \ L̂i+1
Q,diag = Ŵ

(i)
Q,diag, L̂

i
Q,antidiag \

L̂i+1
Q,antidiag = Ŵ

(i)
Q,antidiag. Ïðè âëîæåíèè W

(i)
K1
⊂ Uε ⊂ Γ1 ïîäìíîãîîáðàçèå

ñ îñáåííîñòÿìè W
(i)
Q,diag âêëàäûâàåòñÿ â êîìïîíåíòó êðàÿ Γdiag, à

ïîäìíîãîîáðàçèå c îñîáåííîñòÿìè W
(i)
Q,antidiag âêëàäûâàåòñÿ â Γantidiag.

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ êîìïîíåíò ãðàíèöû Ŵ
(i)
Γ1
.

Îáîçíà÷èì îòêðûòîå ìíîãîîáðàçèå ñ îñîáåííîñòÿìè ñ êðàåì L
(i)
K1
\

Li+1
K1

÷åðåç W
(i)
K1
. Îáîçíà÷èì ýòè êîìïîíåíòû åãî êðàÿ ÷åðåç W

(i)
Q,diag ∪

W
(i)
Q,antidiag. Ïðè âëîæåíèè W

(i)
K1
⊂ Uε ⊂ Γ1 ïîäìíîãîîáðàçèå W

(i)
Q,diag

âêëàäûâàåòñÿ â êîìïîíåíòó êðàÿ Γdiag, à ïîäìíîãîîáðàçèå W
(i)
Q,antidiag

âêëàäûâàåòñÿ â Γantidiag. Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ

êîìïîíåíò ãðàíèöû Ŵ
(i)
Γ1
.

Äëÿ êàæäîãî i, 1 ≤ i ≤ imax,1, îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ
äèàãðàììà (76) îòîáðàæåíèé ïîëèýäðîâ ñ âûïèñàííûìè ïîä äèàãðàììîé
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ïðîñòðàíñòâà, ñòîÿùèå â òðåòüåé ñòðîêå ýòîé
äèàãðàììû, îòîáðàæàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàíñòâà öåíòðàëüíîé
ñòðîêè êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû (77), êîòîðàÿ òàêæå îïðåäåëåíà äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî i, 1 ≤ i ≤ imax,1, ñîîòâåòñòâóþùåãî íîìåðó ñòðàòà
ïîëèýäðà òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ â ñòðàòèôèêàöèè (74):
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K(Qa, 1) K(Qa, 1)

↑ φ̂ ↖ φ̂ ↑ φ ↖ φ

RK̂
(i)
1 ⊃ RQ̂

(i)
diag ∪RQ̂

(i)
antidiag RK

(i)
1 ←− RQ

(i)
diag ∪RQ

(i)
antidiag

↓ pr̂ ↓ ↓ pr ↓

K̂
(i)
1 ⊃ Q̂

(i)
diag ∪ Q̂

(i)
antidiag K

(i)
1 ⊃ Q

(i)
diag ∪Q

(i)
antidiag

∪ ∪ ∪ ∪

K̂
(i)
1◦ ⊃ ∅ K

(0)
1◦ ⊃ ∅

↓ ζ̂ ↓ ζ

K(G, 1) K(H, 1).

(76)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (76) íà ïðîñòðàíñòâå Q
(i)
antidiag

çàïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé φ = ia ◦ ζQ(i)
antidiag

: Q
(i)
antidiag −→ K(Qa, 1)

ia−→

K(H, 1). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (76) íà ïðîñòðàíñòâå Q
(i)
diag

çàïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé φ = ia ◦ pb ◦ ζQ(i)
diag

: Q
(i)
diag −→ K(Hb, 1) −→

K(Hd, 1) −→ K(Qa, 1).

K(Qa, 1) K(Qa, 1)

↑ λ̂a ↖ λ̂a ↑ λa ↖ λa

Ŵ
(i)
K1

⊃ Ŵ
(i)
Q,diag ∪ Ŵ

(i)
Q,antidiag W

(i)
K1

⊃ W
(i)
Q,diag ∪W

(i)
Q,antidiag

∪ ∪ ∪ ∪

Ŵ
(i)
K1◦

⊃ ∅ W
(i)
K1◦

⊃ ∅
↓ ζ̂ ↓ ζ

K(G, 1) K(H, 1)

(77)
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (77) íà ïðîñòðàíñòâå W
(i)
Q,antidiag

çàïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé φ = ia ◦ ζW (i)
Q,antidiag

: W
(i)
Q,antidiag −→ K(Qa, 1)

ia−→

K(H, 1). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äèàãðàììå (77) íà ïðîñòðàíñòâå W
(i)
Q,diag

çàïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé φ = id,a ◦ pb,d ◦ ζW (i)
Q,diag

: W
(i)
Q,diag −→ K(Hb, 1) −→

K(Hd, 1) −→ K(Qa, 1).
Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé

ïðîâîäèòñÿ â êîíöå ðàçäåëà.

Ëåììà 31. Ñóùåñòâóåò ìàëàÿ PL-äåôîðìàöèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ
(iJ1 ◦ p̂) 7→ ĉ òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ñòðàòà

W
(i)
K1

ïîëèýäðà L(d) â ñðåäíåé ñòðîêå êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

(77) îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ t̂(i) : W
(i)

K̂1
→ RK̂

(i)
1 , t(i) :

W
(i)
K1
→ RK

(i)
1 , íàçûâàåìûå îòîáðàæåíèÿìè ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé, â

ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà âòîðîé ñòðîêè äèàãðàììû (76). Ïðè

ýòîì îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ λ̂
(i)
a : W

(i)

K̂1
→ K(Qa, 1), λ

(i)
a : W

(i)
K1
→

K(Qa, 1) â äèàãðàììå (77) ïî ôîðìóëàì λ̂
(i)
a = φ̂ ◦ t̂(i), λ(i)

a = φ ◦ t(i).
Ïîñòðîåííûå ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ i â (74)

ñêëåèâàþòñÿ äî îòîáðàæåíèé t̂ : L̂K1 → RK̂1 (ñîîòâåòñòâåííî t :
NK1 → RK1) è îïðåäåëåíû èíäóöèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ λ̂a = φ̂ ◦ t̂ :
L̂K1 → K(Qa, 1) (ñîîòâåòñòâåííî λa = φ ◦ t : LK1 → K(Qa, 1)). Áîëåå
òîãî, âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå r ◦ λ̂a = λa : LK1 → L̂K1 → K(Qa, 1) è
âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîìïîíåòàõ LQ,diag, LQ,antidiag ãðàíèöû
ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè LK1, êîòîðûå
àíàëîãè÷íû âûïèñàíûì ïîä ôîðìóëîé (77) ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì äëÿ

êîìïîíåíò W
(i)
Q,diag, W

(i)
Q,antidiag ñîîòâåòñòâåííî.

Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 27

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì èç îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà
Ëåììû 26. Ëåììà 27 äîêàçàíà.

Ïðåäâàðèòåëüíûé ýòàï â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 28

Èçëîæèì ïëàí äîêàçàòåëüñòâà. Ìû íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ÿâíî îïèøåì
ïîëèýäðû K0, K̂0 è ñòðóêòóðíûå îòîáðàæåíèÿ η, η̂ íà ýòèõ ïîëèýäðàõ
ïðè ïîìîùè êîîðäèíàò. Çàòåì äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,0, ïîñòðîèì

ïðîñòðàíñòâà RK
(i)
0 , RK̂

(i)
0 , ñíàáæåííûå îòîáðàæåíèÿìè pr : RK

(i)
0 →

K
(i)
0 , pr̂ : RK̂

(i)
0 → K̂

(i)
0 è îòîáðàæåíèÿ φ̂ : RK̂

(i)
0 → K(Ia, 1), φ : RK

(i)
0 →

K(Ia, 1), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Çàòåì
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ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâà RK0, RK̂0, ñíàáæåííûå îòîáðàæåíèÿìè pr :
RK0 → K0, pr̂ : RK̂0 → K̂0 è îòîáðàæåíèÿ φ̂ : RK̂0 → K(Ia, 1),
φ : RK0 → K(Ia, 1), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì.

Ïðåäâàðèòåëüíûé ýòàï â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 29

Èçëîæèì ïëàí äîêàçàòåëüñòâà. Ìû íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ÿâíî îïèøåì
ïîëèýäðû K1, K̂1 è ñòðóêòóðíûå îòîáðàæåíèÿ ζ, ζ̂ íà ýòèõ ïîëèýäðàõ
ïðè ïîìîùè êîîðäèíàò. Çàòåì äëÿ êàæäîãî i, 0 ≤ i ≤ imax,1, ïîñòðîèì

ïðîñòðàíñòâà RK
(i)
1 , RK̂

(i)
1 , ñíàáæåííûå îòîáðàæåíèÿìè pr : RK

(i)
1 →

K
(i)
1 , pr̂ : RK̂

(i)
1 → K̂

(i)
1 è îòîáðàæåíèÿ φ̂ : RK̂

(i)
1 → K(Qa, 1), φ : RK

(i)
1 →

K(Qa, 1), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.
Çàòåì ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâà RK1, RK̂1, ñíàáæåííûå îòîáðàæåíèÿìè
pr : RK1 → K1, pr̂ : RK̂1 → K̂1 è îòîáðàæåíèÿ φ̂ : RK̂1 → K(Qa, 1),
φ : RK1 → K(Qa, 1), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì.

Ïîñòðîåíèå ñòðàòèôèêàöèé ïîëèýäðîâ J0, K0, K̂0 è îòîáðàæåíèé
K(0) → K0, K̂(0) → K̂0.

Óïîðÿäî÷èì ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà, îáðàçóþùèå äæîéí, ÷èñëàìè îò 1
äî r0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç J0(k1, . . . , ks) ⊂ J0 ïîääæîéí, îáðàçîâàííûé
âûáðàííûì íàáîðîì îêðóæíîñòåé (îäíîìåðíûõ ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâ
S1/i ñ íîìåðàìè 1 ≤ k1 < · · · < ks ≤ r, 0 ≥ s ≥ r0. Ïîñòðîåííàÿ
ñòðàòèôèêàöèÿ èíäóöèðîâàíà èç ñòàíäàðòíîé ñòðàòèôèêàöèè îòêðûòûõ
ãðàíåé ñòàíäàðòíîãî r0-ìåðíîãî ñèìïëåêñà δ

r ïðè åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè
J0 → δr. Ïðîîáðàçàìè âåðøèí ñèìïëåêñà ñëóæàò ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà
J0(j) ⊂ J0, J0(j) ≈ S1/i, 1 ≤ j ≤ r, ïîðîæäàþùèå äæîéí.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Js
0 êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â J0, ïîëó÷åííîå

â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ J0(k1, . . . , ks) ⊂ J0.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî J
(i)
0 , imax,0 ≥ i ≥ r0 ïî ôîðìóëå:

J
(i)
0 = J i

0 \ J
rmin,0+1
0 .

Îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ îòêðûòóþ êëåòêó ïðîñòðàíñòâà
p̂−1(J0(k1, . . . , ks)) ÷åðåç Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−k/i. Òàêóþ îòêðûòóþ
êëåòêó íàçîâåì ýëåìåíòàðíûì ñòðàòîì ãëóáèíû (r − s). Òî÷êà íà
ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−k/i îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì
êîîðäèíàò (x̌k1 , . . . , x̌ks , l), ãäå x̌ki

� êîîðäèíàòà íà 1-ñôåðå (îêðóæíîñòè),
íàêðûâàþùåé ëèíçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîìåðîì ki, l� êîîðäèíàòà
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íà ñîîòâåòñòâóþùåì (s − 1)-ìåðíîì ñèìïëåêñå äæîéíà. Ïðè ýòîì
åñëè äâà íàáîðà êîîðäèíàò îòîæäåñòâëÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé ïðè
ïðåîáðàçîâàíèè òðàíñëÿöèè öèêëè÷åñêîãî Ia-íàêðûòèÿ íà îáðàçóþùóþ,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âñåãî íàáîðà êîîðäèíàò, òî ýòè íàáîðû
îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå òî÷êó íà Sn−k/i. Òî÷êè íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå
Û(k1, . . . , ks) ëåæàò â îáúåäèíåíèè ñèìïëåêñîâ c âåðøèíàìè íà ëèíçîâûõ
ïîäïðîñòðàíñòâàõ äæîéíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè. Êàæäûé
ýëåìåíòàðíûé ñòðàò Û(k1, . . . , ks) ñëóæèò áàçîé äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ
U(k1, . . . , ks) → Û(k1, . . . , ks), êîòîðîå èíäóöèðîâàíî èç äâóëèñòíîãî
íàêðûòèÿ RPn−k → Sn−k/i ïðè âêëþ÷åíèè Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−k/i.

Ïîëèýäð K̂(0) \ (Q̂0,diag ∪ Q̂0,antydiag) ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå
îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ (ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ) K0(k1, . . . , ks), 1 ≤
s ≤ r â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòèôèêàöèåé ïðîñòðàíñòâà J0. Äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî ñòðàòà ÷èñëî r − s íåäîñòàþùèõ êîîðäèíàò äî
ïîëíîãî íàáîðà íàçîâåì ãëóáèíîé ñòðàòà. Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå
íàêðûòèå K0(k1, . . . , ks) → K̂0(k1, . . . , ks), ñîãëàñîâàíîå ñ ïîñòðîåííîé
ñòðàòèôèêàöèåé áàçû.

Îïèøåì ýëåìåíòàðíûé ñòðàò K0(k1, . . . , ks) ïðè ïîìîùè ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ðàçáåðåì ñëó÷àé s = r0
Ïóñòü äëÿ ïàðû òî÷åê (x1, x2), îïðåäåëÿþùèõ òî÷êó íà K(1, . . . , r0),
ôèêñèðîâàíà ïàðà òî÷åê (x̌1, x̌2) íà íàêðûâàþùåé ñôåðå Sn−k, êîòîðàÿ
ïåðåõîäèò â ðàññìàòðèâàåìóþ ïàðó (x1, x2) ïðè ïðîåêöèè Sn−k →
RPn−k. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîäåëàííûì âûøå ïîñòðîåíèåì, îáîçíà÷èì
÷åðåç (x̌1,i, x̌2,i), i = 1, . . . , r0 íàáîð ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò êàæäîé
òî÷êè. Êàæäàÿ òàêàÿ êîîðäèíàòà îïðåäåëÿåò òî÷êó íà 1-ìåðíîé
ñôåðå (îêðóæíîñòè) S1

i ñ òåì æå íîìåðîì i, êîòîðàÿ íàêðûâàåò
ñîîòâåòñòâóþùóþ îêðóæíîñòü J0(i) ⊂ J0 â äæîéíå. Çàìåòèì, ÷òî ïàðà
êîîðäèíàò ñ îáùèì íîìåðîì íåîáõîäèìî îïðåäåëÿåò ïàðó òî÷åê â îäíîì
ñëîå ñòàíäàðòíîãî öèêëè÷åñêîãî Ia-íàêðûòèÿ S

1 → S1/i.
Íàáîðû êîîðäèíàò (x̌1,i, x̌2,i) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî

íåçàâèñèìûõ çàìåí íà àíòèïîäàëüíûå. Êðîìå òîãî, òî÷êè â ïàðå (x1, x2)
íå äîïóñêàþò åñòåñòâåííîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ è ïîäíÿòèå òî÷êè ñ K0 äî
ïàðû òî÷åê (x̄1, x̄2), ëåæàùèõ íà ñôåðå S

n−k, îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî 8 ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé. (Ïîðÿäîê ãðóïïû D4 ðàâåí 8.)

Àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ òî÷åê áîëåå ãëóáîêèõ
ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ K0(k1, . . . , ks), 1 ≤ s ≤ r. Ïðè ýòîì, åñëè íàáîðû
êîîðäèíàò ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà äåéñòâèåì
íåêîòîðîãî ýëåìåíòà Ia�íàêðûòèÿ, òî ìåíüøèé ñòðàò ëåæèò öåëèêîì
íà ðàçäóòîé äèàãîíàëè (åñëè äåéñòâèå çàäàåòñÿ ýëåìåíòîì ïîäãðóïïû
Id ⊂ Ia) èëè àíòèäèàãîíàëè (åñëè äåéñòâèå çàäàåòñÿ íà ýëåìåíò ñìåæíîãî
êëàññà Ia \ Id).
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Îïðåäåëèì ïîëèýäð K̂
(i)
0 , 0 ≤ i ≤ imax,0 êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå

âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ãëóáèíû i. Ïðè i ≥ 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ
ñòðàòû, ïîïàâøèå íà äèàãîíàëü èëè àíòèäèàãîíàëü. (Ïðè i = 0
äèàãîíàëüíûé è àíòèäèàãîíàëüíûé ñòðàò îòñóòñòâóåò.) Îïðåäåëèì

ïîëèýäð K̂0 â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïîëèýäðîâ K̂
(i)
0 ïðè

0 ≤ i ≤ imax,0, ïðè÷åì ïðèìûêàíèÿ ãðàíåé, îïðåäåëÿþùèå ñêëåéêó,
ñîãëàñîâàííû ñ ïîñòðîåííûìè ñèñòåìàìè êîîðäèíàò. Ïî ïîñòðîåíèþ
ïîëèýäð K̂

(0)
0 ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåííûì ðàíåå ïîëèýäðîì K̂

(0)
(0) . Ïðè 1 ≤

i ≤ imax,0 ïîëèýäð K̂
(i)
0 îòëè÷àåòñÿ îò ïîëèýäðà K̂

(i)
(0) ëèøü â äèàãîíàëüíûõ

è àíòèäèàãîíàëüíûõ ïîäïîëèýäðàõ.
Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ

K̂
(i)
(0) → K̂

(i)
0 , 1 ≤ i ≤ imax,0,

K̂(0) → K̂0,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ PL�ãîìåîìîðôèçìîì âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì,
äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ïîäïîëèýäðîâ, íà êîòîðûõ
ýòè îòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàþò ñ åñòåñòâåííûìè ïðîåêöèÿìè ÷àñòè
ðàçäóòîé äèàãîíàëè (ñîîòâåòñòâåííî, àíòèäèàãîíàëè) íà äèàãîíàëü
(ñîîòâåòñòâåííî àíòèäèàãîíàëü), ïîíèæàþùèìè ðàçìåðíîñòü.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K̂
(i)
0◦ , K̂0◦ ïîëèýäðû, ïîëó÷åííûå èç K̂

(i)
0 , K̂0 â

ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ òî÷åê íà äèàãîíàëè è àíòèäèàãîíàëè.
Ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì îïðåäåëÿþòñÿ äâóëèñòíûå íàêðûâàþùèåK

(i)
0 ,

K(0), K
(i)
0◦ , K0◦ íàä ïîñòðîåííûìè ïîëèýäðàìè è îòîáðàæåíèÿ

K
(i)
(0) → K

(i)
0 , 1 ≤ i ≤ imax,0,

K(0) → K0.

Ïîñòðîåíèå ñòðàòèôèêàöèé ïîëèýäðîâ J1, K1, K̂1 è ïîñòðîåíèå
îòîáðàæåíèé K(1) → K1, K̂(1) → K̂1.

Óïîðÿäî÷èì ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà, îáðàçóþùèå äæîéí, ÷èñëàìè îò 1
äî r1 è îáîçíà÷èì ÷åðåç J1(k1, . . . , ks) ⊂ J1 ïîääæîéí, îáðàçîâàííûé
âûáðàííûì íàáîðîì êâàòåðíèîííûõ ëèíçîâûõ ïðîñòðàíñòâ S3/Qa ñ
íîìåðàìè 1 ≤ k1 < · · · < ks ≤ r1, 0 ≥ s ≥ r1. Ïîñòðîåííàÿ
ñòðàòèôèêàöèÿ èíäóöèðîâàíà èç ñòàíäàðòíîé ñòðàòèôèêàöèè îòêðûòûõ
ãðàíåé ñòàíäàðòíîãî r1-ìåðíîãî ñèìïëåêñà δr1 ïðè åñòåñòâåííîé
ïðîåêöèè J1 → δr1 . Ïðîîáðàçàìè âåðøèí ñèìïëåêñà ñëóæàò ëèíçîâûå
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ïðîñòðàíñòâà J1(j) ⊂ J1, J1(j) ≈ S3/Qa, 1 ≤ j ≤ r1, ïîðîæäàþùèå
äæîéí.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Js
1 êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â J1, ïîëó÷åííîå

â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ J1(k1, . . . , ks) ⊂ J1.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî J
(i)
1 , imax,1 ≥ i ≥ r1 ïî ôîðìóëå:

J
(i)
1 = J i

1 \ J
rmin,1+1
1 .

Îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíóþ îòêðûòóþ êëåòêó ïðîñòðàíñòâà
p̂−1(J1(k1, . . . , ks)) ÷åðåç Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−2k/Qa. Òàêóþ îòêðûòóþ
êëåòêó íàçîâåì ýëåìåíòàðíûì ñòðàòîì ãëóáèíû r1 − s. Òî÷êà íà
ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−2k/Qa îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì
êîîðäèíàò (x̌k1 , . . . , x̌ks , l), ãäå x̌ki

� êîîðäèíàòà íà 1-ñôåðå (îêðóæíîñòè),
íàêðûâàþùåé ëèíçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîìåðîì ki, l� êîîðäèíàòà íà
ñîîòâåòñòâóþùåì (s − 1)-ìåðíîì ñèìïëåêñå äæîéíà. Ïðè ýòîì åñëè äâà
íàáîðà êîîðäèíàò îòîæäåñòâëÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
òðàíñëÿöèè öèêëè÷åñêîãî Qa-íàêðûòèÿ íà îáðàçóþùóþ, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ âñåãî íàáîðà êîîðäèíàò, òî ýòè íàáîðû îïðåäåëÿþò
îäíó è òó æå òî÷êó íà Sn−2k/Qa. Òî÷êè íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå
Û(k1, . . . , ks) ëåæàò â îáúåäèíåíèè ñèìïëåêñîâ c âåðøèíàìè íà ëèíçîâûõ
ïîäïðîñòðàíñòâàõ äæîéíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè. Êàæäûé
ýëåìåíòàðíûé ñòðàò Û(k1, . . . , ks) ñëóæèò áàçîé äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ
U(k1, . . . , ks) → Û(k1, . . . , ks), êîòîðîå èíäóöèðîâàíî èç äâóëèñòíîãî
íàêðûòèÿ Sn−2k/i→ Sn−2k/Qa ïðè âêëþ÷åíèè Û(k1, . . . , ks) ⊂ Sn−2k/Qa.

Ïîëèýäð K̂(1) \ (Q̂1,diag ∪ Q̂1,antydiag) ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå
îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ (ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ) K1(k1, . . . , ks), 1 ≤
s ≤ r â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðàòèôèêàöèåé ïðîñòðàíñòâà J1. Äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî ñòðàòà ÷èñëî r − s íåäîñòàþùèõ êîîðäèíàò äî
ïîëíîãî íàáîðà íàçîâåì ãëóáèíîé ñòðàòà. Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå
íàêðûòèå K1(k1, . . . , ks) → K̂1(k1, . . . , ks), ñîãëàñîâàíîå ñ ïîñòðîåííîé
ñòðàòèôèêàöèåé áàçû.

Îïèøåì ýëåìåíòàðíûé ñòðàò K1(k1, . . . , ks) ïðè ïîìîùè ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ðàçáåðåì ñëó÷àé s = r1 Ïóñòü äëÿ
ïàðû òî÷åê (x1, x2), îïðåäåëÿþùèõ òî÷êó íà K(1, . . . , r1), ôèêñèðîâàíà
ïàðà òî÷åê (x̌1, x̌2) íà íàêðûâàþùåé ñôåðå Sn−2k, êîòîðàÿ ïåðåõîäèò
â ðàññìàòðèâàåìóþ ïàðó (x1, x2) ïðè ïðîåêöèè Sn−2k → Sn−2k/i.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîäåëàííûì âûøå ïîñòðîåíèåì, îáîçíà÷èì ÷åðåç
(x̌1,i, x̌2,i), i = 1, . . . , r1 íàáîð ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò êàæäîé òî÷êè.
Êàæäàÿ òàêàÿ êîîðäèíàòà îïðåäåëÿåò òî÷êó íà 3-ìåðíîé ñôåðå S3

i ñ
òåì æå íîìåðîì i, êîòîðàÿ íàêðûâàåò ñîîòâåòñòâóþùåå êâàòåðíèîííîå
ëèíçîâîå ïðîñòðàíñòâî J1(i) ⊂ J1 â äæîéíå. Çàìåòèì, ÷òî ïàðà êîîðäèíàò
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ñ îáùèì íîìåðîì íåîáõîäèìî îïðåäåëÿåò ïàðó òî÷åê â îäíîì ñëîå
ñòàíäàðòíîãî öèêëè÷åñêîãî Qa-íàêðûòèÿ S

3 → S3/Qa.
Íàáîðû êîîðäèíàò (x̌1,i, x̌2,i) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî

íåçàâèñèìûõ çàìåí íà àíòèïîäàëüíûå. Êðîìå òîãî, òî÷êè â ïàðå (x1, x2)
íå äîïóñêàþò åñòåñòâåííîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ è ïîäíÿòèå òî÷êè ñ K1 äî
ïàðû òî÷åê (x̄1, x̄2), ëåæàùèõ íà ñôåðå S

n−2k, îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî 32 ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé. (Ïîðÿäîê ãðóïïû H ðàâåí 32.)

Àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ òî÷åê áîëåå ãëóáîêèõ
ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ K0(k1, . . . , ks), 1 ≤ s ≤ r1. Ïðè ýòîì, åñëè íàáîðû
êîîðäèíàò ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà äåéñòâèåì
íåêîòîðîãî ýëåìåíòà Qa�íàêðûòèÿ, òî ìåíüøèé ñòðàò ëåæèò öåëèêîì íà
ðàçäóòîé äèàãîíàëè (åñëè äåéñòâèå çàäàåòñÿ ýëåìåíòîì ïîäãðóïïû Ia ⊂
Qa) èëè àíòèäèàãîíàëè (åñëè äåéñòâèå çàäàåòñÿ íà ýëåìåíò ñìåæíîãî
êëàññà Qa \ Ia).

Îïðåäåëèì ïîëèýäð K̂
(i)
1 , 0 ≤ i ≤ imax,1 êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå

âñåõ ñòðàòîâ ãëóáèíû i. Ïðè i ≥ 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ, â òîì ÷èñëå, ñòðàòû,
ïîïàâøèå íà äèàãîíàëü èëè àíòèäèàãîíàëü. (Ïðè i = 0 äèàãîíàëüíûé
è àíòèäèàãîíàëüíûé ñòðàò îòñóòñòâóåò.) Îïðåäåëèì ïîëèýäð K̂1 â

ðåçóëüòàòå ñêëåéêè îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïîëèýäðîâ K̂
(i)
1 ïðè 0 ≤ i ≤

imax,1, ïðè÷åì ïðèìûêàíèÿ ãðàíåé, îïðåäåëÿþùèå ñêëåéêó, ñîãëàñîâàííû

ñ ïîñòðîåííûìè ñèñòåìàìè êîîðäèíàò. Ïî ïîñòðîåíèþ ïîëèýäð K̂
(0)
1

ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåííûì ðàíåå ïîëèýäðîì K̂
(0)
(1) . Ïðè 1 ≤ i ≤

imax,1 ïîëèýäð K̂
(i)
1 îòëè÷àåòñÿ îò ïîëèýäðà K̂

(i)
(1) ëèøü íà êîìïîíåíòàõ,

ëåæàùèõ íà äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ïîäïîëèýäðàõ.
Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ

K̂
(i)
(1) → K̂

(i)
1 , 1 ≤ i ≤ imax,1,

K̂(1) → K̂1,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ PL�ãîìåîìîðôèçìîì âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì,
äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ïîäïîëèýäðîâ, íà êîòîðûõ
ýòè îòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàþò ñ åñòåñòâåííûìè ïðîåêöèÿìè ÷àñòè
ðàçäóòîé äèàãîíàëè (ñîîòâåòñòâåííî, àíòèäèàãîíàëè) íà äèàãîíàëü
(ñîîòâåòñòâåííî àíòèäèàãîíàëü), ïîíèæàþùèìè ðàçìåðíîñòü.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K̂
(i)
1,◦, K̂1,◦ ïîëèýäðû, ïîëó÷åííûå èç K̂

(i)
1 , K̂1 â

ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ òî÷åê íà äèàãîíàëè è àíòèäèàãîíàëè.
Ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì îïðåäåëÿþòñÿ äâóëèñòíûå íàêðûâàþùèåK

(i)
1 ,

K(1), K
(i)
1,◦, K1,◦ íàä ïîñòðîåííûìè ïîëèýäðàìè è îòîáðàæåíèÿ

K
(i)
(1) → K

(i)
1 , 1 ≤ i ≤ imax,1,
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K(1) → K0.

Êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ïðîñòðàíñòâ
K0,◦, K̂0,◦

Ïóñòü x ∈ K0(1, . . . , r0) � òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ìàêñèìàëüíîì
ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå. Ðàññìîòðèì íàáîðû ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò x̌1,i è
x̌2,i, 1 ≤ i ≤ r0 òî÷êè x. Ïðè êàæäîì i âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè: ïàðà
i-ûõ êîîðäèíàò ñîâïàäàåò; àíòèïîäàëüíà; âòîðàÿ êîîðäèíàòà ïîëó÷àåòñÿ
èç ïåðâîé â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îáðàçóþùóþ (èëè ìèíóñ
îáðàçóþùóþ) öèêëè÷åñêîãî íàêðûòèÿ. Ñîïîñòàâèì óïîðÿäî÷åííîé ïàðå
êîîðäèíàò x̌1,i, x̌2,i âû÷åò vi ñî çíà÷åíèåì +1, −1, +i èëè −i
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè èçìåíåíèè íàáîðà êîîðäèíàò îäíîé èç òî÷åê íà àíòèïîäàëüíûé
íàáîð, ñêàæåì, íàáîðà êîîðäèíàò òî÷êè x2, íàáîð çíà÷åíèé âû÷åòîâ
ïðè íîâîì âûáîðå ïðîîáðàçà x̄2 íà ñôåðè÷åñêîì íàêðûòèè ïîëó÷àåòñÿ
èç ïåðâîíà÷àëüíîãî íàáîðà èçìåíåíèåì çíàêîâ. Ïðè ïåðåíóìåðàöèè
òî÷åê íàáîð âû÷åòîâ èçìåíèòñÿ íà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûé. Î÷åâèäíî,
÷òî íàáîð âû÷åòîâ íå èçìåíèòñÿ, åñëè âûáðàòü äðóãóþ òî÷êó íà òîì
æå ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ïðîñòðàíñòâà K0◦. Äëÿ ïðîñòðàíñòâà K̂0◦
ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ, ò.ê. îáå òî÷êè ñëîÿ íàêðûòèÿ
K0◦ → K̂0◦ ëåæàò íà îäíîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå.

Ýëåìåíòàðíûå ñòðàòû ïðîñòðàíñòâà K0(1, . . . , r) â ñîîòâåòñòâèè ñ
îïðåäåëåííûì íàáîðîì âû÷åòîâ äåëÿòñÿ íà 3 òèïà: Ia, Ib, Id. Åñëè ñðåäè
âû÷åòîâ íàáîðà âñòðå÷àþòñÿ ëèøü âû÷åòû {+i,−i} (ñîîòâåòñòâåííî
ëèøü âû÷åòû{+1,−1}), áóäåì ãîâîðèòü îá ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå òèïà
Ia (ñîîòâåòñòâåííî òèïà Ib). Åñëè ñðåäè âû÷åòîâ âñòðå÷àþòñÿ êàê
âû÷åòû èç íàáîðà {+i,−i}, òàê è èç íàáîðà {+1,−1}, áóäåì ãîâîðèòü
îá ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå òèïà Id. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ η : K0◦ → K(D4, 1) íà ýëåìåíòàðíûé
ñòðàò òèïà Ia, Ib, Id ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ
â ïðîñòðàíñòâî K(Ia, 1) (ñîîòâåòñòâåííî â ïðîñòðàíñòâî K(Ib, 1) èëè
K(Id, 1)) ñ îòîáðàæåíèåì ia : K(Ia, 1) → K(D4, 1) (ñîîòâåòñòâåííî ñ
îòîáðàæåíèåì ib : K(Ib, 1) → K(D4, 1) èëè id : K(Id, 1) → K(D4, 1)).
Äëÿ ñòðàòîâ ïåðâûõ äâóõ òèïîâ ðåäóêöèÿ ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ
(ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) íåîäíîçíà÷íà, íî îïðåäåëåíà ëèøü ñ
òî÷íîñòüþ äî îòîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåìó ãîìîìîðôèçìó âíåøíåãî
ñîïðÿæåíèÿ â ïîäãðóïïàõ Ia, Ib.

Êàæäûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ïðîñòðàíñòâà K0◦(1, . . . , r0) äâóëèñòíî
íàêðûâàåò ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ïðîñòðàíñòâà K̂0,◦(1, . . . , r0). Ïðè ýòîì
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ýëåìåíòàðíûå ñòðàòû ïðîñòðàíñòâà K̂0,◦(1, . . . , r0) äåëÿòñÿ íà òèïû Ea,
Eb, Ec â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì Ia, Ib, Id íàêðûâàþùåé êîìïîíåíòû.
Ýòà êëàññèôèêàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåäóêöèè ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ
â ïðîñòðàíñòâî K(E, 1) ê îòîáðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâî K(Ea, 1),
K(Eb, 1), K(Ed, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ áîëüøåé
ãëóáèíû ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ïðîñòðàíñòâ
K1,◦, K̂1,◦

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ K1(1, . . . , r1), ëåæàùåé íà ìàêñèìàëüíîì
ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ðàññìîòðèì íàáîðû ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò x̌1,i

è x̌2,i, 1 ≤ i ≤ r1. Ïðè êàæäîì i âîçìîæíû âîñåìü ñëó÷àåâ, â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èç ýëåìåíòîâ vi = (x̌2,i)

−1x̌1,i ñòðóêòóðíîé
ãðóïïû Qa ïåðåâîäèò ïðè óìíîæåíèè ñïðàâà ñôåðè÷åñêóþ êîîðäèíàòó
x̌1,i â êîîðäèíàó x̌2,i. Ñîïîñòàâèì óïîðÿäî÷åííîé ïàðå êîîðäèíàò x̌1,i, x̌2,i

âû÷åò vi ñî çíà÷åíèåì { +1, −1, +i, −i, +j, −j, +k, −k } ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðè èçìåíåíèè íàáîðà êîîðäèíàò òî÷êè x1 (ñîîòâåòñòâåííî x2)

íà ïðåîáðàçîâàíèå òðàíñëÿöèè (ïðàâîå óìíîæåíèå) íà ýëåìåíò t
èç ãðóïïû Qa íàáîð âû÷åòîâ ïðè íîâîì âûáîðå ïðîîáðàçà x̄2 íà
ñôåðè÷åñêîì íàêðûòèè ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîíà÷àëüíîãî íàáîðà âû÷åòîâ
óìíîæåíèåì ñïðàâà íà t (ñîîòâåòñòâåííî óìíîæåíèåì ñëåâà íà t−1).
Ïðè ïåðåíóìåðàöèè òî÷åê íàáîð âû÷åòîâ èçìåíèòñÿ íà îáðàòíûé (ò.å.
âû÷åò vi èçìåíèòñÿ íà v

−1
i ). Íàáîð âû÷åòîâ íå èçìåíèòñÿ ïðè èçìåíåíèè

òî÷êè x ïðè ïðåîáðàçîâàíèè òðàíñëÿöèè â íàêðûâàþùåì ïðè íàêðûòèè
K̂1(1, . . . , r1) → K1(1, . . . , r1). Ïîýòîìó äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ
ïðîñòðàíñòâà K̂◦,1 ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ.

Ýëåìåíòàðíûå ñòðàòû ïðîñòðàíñòâà K
(0)
1 (1, . . . , r1) â ñîîòâåòñòâèè ñ

ïîñòðîåííûì âûøå íàáîðîì âû÷åòîâ äåëÿòñÿ íà 3 òèïà: Qa,Eb, Ia. Åñëè
ñðåäè âû÷åòîâ íàáîðà âñòðå÷àþòñÿ ëèøü âû÷åòû {+j,−j,+k,−k} èç
êëàññà ñìåæíîñòè Qa \ Ia (ñîîòâåòñòâåííî âû÷åòû {+i,−i,+1,−1} èç
ïîäãðóïïû Ia), ïðè÷åì òîëüêî âû÷åòû +j −j, ëèáî òîëüêî âû÷åòû +k
−k, (ñîîòâåòñòâåííî òîëüêî âû÷åòû +1, −1, ëèáî òîëüêî âû÷åòû +i, −i)
áóäåì ãîâîðèòü î ñòðàòå òèïà Qa (ñîîòâåòâòâåííî Hb). Â äðóãîì ñëó÷àå,
íàïðèìåð, åñëè ñðåäè âû÷åòîâ âñòðå÷àþòñÿ êàê âû÷åòû èç ïîäãðóïïû Ia,
òàê è èç êëàññà ñìåæíîñòè Qa \ Ia, áóäåì ãîâîðèòü î êîìïîíåíòå òèïà Ia.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ
ζ : K1 → K(H, 1) íà ýëåìåíòàðíûé ñòðàò òèïà Qa, (Eb)
ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî
K(Qa, 1) (K(Eb, 1)) ñ îòîáðàæåíèåì âêëþ÷åíèÿ ia : K(Qa, 1) → K(H, 1)
(ib : K(Eb, 1) → K(H, 1)). Äëÿ ñòðàòîâ ýòèõ äâóõ ïîäòèïîâ ðåäóêöèÿ
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ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòîïèè) íåîäíîçíà÷íà,
íî ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî îòîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî âíåøíåìó
ñîïðÿæåíèþ â ïîäãðóïïàõ Qa (Eb) íåêîòîðûì ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì
èç êëàññà ñìåæíîñòè H \ Qa (H \ Eb). Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ òèïà Ia

îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèå ζ : K1,◦ → K(H, 1) ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé
íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî K(Ia, 1) ñ îòîáðàæåíèåì
âêëþ÷åíèÿ iIa : K(Ia, 1)→ K(H, 1).

Êàæäûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ïðîñòðàíñòâà K1◦(1, . . . , r) äâóëèñòíî
íàêðûâàåò ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ïðîñòðàíñòâà K̂1◦(1, . . . , r). Ïðè ýòîì
ýëåìåíòàðíûå ñòðàòû ïðîñòðàíñòâà K̂1◦(1, . . . , r) äåëÿòñÿ íà òèïû Ga,
Gb, Gd â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðóïïîé ñèììåòðèè êîìïîíåíòû (ÿâíîå
îïèñàíèå ýòèõ ñòðóêòóðíûõ ãðóïï íå ïîòðåáóåòñÿ). Ðàññìàòðèâàåìàÿ
êëàññèôèêàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåäóêöèè ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâî K(G, 1) ê îòîáðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâî K(Ga, 1),
K(Gb, 1), K(Gd, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ áîëüøåé
ãëóáèíû âñå ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Ïîñòðîåíèå ñòðóêòóðíûõ îòîáðàæåíèé η : K0◦ → K(D4, 1), η̂ :
K̂0◦ → K(E, 1) ïðè ïîìîùè êîîðäèíàò

Ïóñòü x = [(x1, x2)] � îòìå÷åííàÿ òî÷êà íà K0,◦, ëåæàùàÿ íà
ìàêñèìàëüíîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå. Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé ïóòü
λ : S1 → K0, íà÷èíàþùèéñÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â ýòîé
îòìå÷åííîé òî÷êå, ïåðåñåêàþùèé îñîáûå ñòðàòû ãëóáèíû 1 â îáùåì
ïîëîæåíèè ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó òî÷åê. Ïóñòü (x̌1, x̌2)� âûáîð
ñôåðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè x. Îïðåäåëèì äðóãóþ ïàðó (x̌′1, x̌

′
2)

ñôåðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè x, êîòîðàÿ áóäåò íàçûâàòüñÿ ñèñòåìîé
êîîðäèíàò, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñèñòåìû êîîðäèíàò (x̌1, x̌2) âäîëü ïóòè λ.

Â ðåãóëÿðíûõ òî÷êàõ ïóòè λ ñåìåéñòâî ïàð ñôåðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîâ
â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, ÷òî îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò ïðîîáðàçû â êîíå÷íîé òî÷êå ïóòè ïî íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì.
Ïðè ïåðåñå÷åíèè ïóòè ñî ñòðàòîì ãëóáèíû 1 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà
ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò c íîìåðîì l ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ. Ïîñêîëüêó âñå
îñòàëüíûå êîîðäèíàòû îñòàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, èõ ïðîäîëæåíèå âäîëü
ïóòè â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò âðåìåíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî. Íî äëÿ
çàäàííîé òî÷êè x íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ãëóáèíû 0 ïðîñòðàíñòâà
K0 âûáîð õîòÿáû îäíîé ïàðû ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñ íåêîòîðîì
íîìåðîì îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âûáîð ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñî
âñåìè îñòàëüíûìè íîìåðàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäîëæåíèå ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàò âäîëü ïóòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî â îêðåñòíîñòè îñîáîé
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òî÷êè ïóòè.
Ïðåîáðàçîâàíèå óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (x̌1, x̌2) â óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó

(x̌′1, x̌
′
2) îïðåäåëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå D4. Ýòîò ýëåìåíò íå çàâèñèò îò

âûáîðà ïóòè l â êëàññå ýêâèâàëåíòíûõ ïóòåé, îïðåäåëåííûõ îòíîøåíèåì
ãîìîòîïíîñòè â ãðóïïå π1(K0◦, x). Òåì ñàìûì, îïðåäåëåí ãîìîìîðôèçì
π1(K0◦, x)→ D4, ïðè÷åì èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå

η : K0◦ → K(D4, 1) (78)

ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå áûëî îïðåäåëåíî
ðàíåå. Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå

η̂ : K0◦ → K(E, 1) (79)

îïðåäåëåíî àíàëîãè÷íîé êîíñòðóêöèåé. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ η (η̂) íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà K0◦(1, . . . , r) (K̂0◦(1, . . . , r)) ãîìîòîïíî
îòîáðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâà K(Ia, 1), K(Ib, 1), K(Id, 1) (K(Ea, 1),
K(Eb, 1), K(Ed, 1)), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òèïó è ïîäòèïó ýëåìåíòàðíîãî
ñòðàòà.

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûé ñòðàò K0(k1, . . . , ks) ⊂ K
(r0−s)
0◦

(ñîîòâåòñòâåííî K̂0(k1, . . . , ks) ⊂ K̂
(r0−s)
0◦ ) ãëóáèíû (r0 − s). Îáîçíà÷èì

÷åðåç

π : K0(k1, . . . , ks)→ K(Z/2, 1) (80)

(ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç

π̂ : K̂0(k1, . . . , ks)→ K(Z/2, 1)) (81)

� êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå, îòâå÷àþùåå çà ïåðåñòàíîâêó òî÷åê
ïàðû ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîìó ïóòè íà ýòîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå.
Îòîáðàæåíèå π (ñîîòâåòñòâåííî π̂) ñîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèåé

K0(k1, . . . , ks)
η−→ K(D4, 1)

p−→ K(Z/2, 1),

(ñîîòâåòñòâåííî ñ êîìïîçèöèåé

K̂0(k1, . . . , ks)
η̂−→ K(E, 1)

p̂−→ K(Z/2, 1), )

ãäå K(D4, 1)
p−→ K(Z/2, 1) (ñîîòâåòñòâåííî K(E, 1)

p̂−→ K(Z/2, 1)) �
îòîáðàæåíèå êëàññèôèöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå èíäóöèðîâàíî
ýïèìîðôèçìîì D4 → Z/2 ñ ÿäðîì Ic ⊂ D4 (cîîòâåòñòâåííî
ýïèìîðôèçìîì E→ Z/2 ñ ÿäðîì Ec ⊂ E).
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Ëåììà 32. Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ (80) ( ñîîòâåòñòâåííî (81)) íà
êàæäûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ãîìîòîïíî êîìïîçèöèè

π0 : K0(k1, . . . , ks)→ S1 ⊂ K(Z/2, 1), (82)

( ñîîòâåòñòâåííî êîìïîçèöèè

π̂0 : K̂0(k1, . . . , ks)→ S1 ⊂ K(Z/2, 1), ) (83)

ãäå S1 ⊂ K(Z/2, 1)� âëîæåíèå 1-ìåðíîãî îñòîâà êëàññèôèöèðóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà, π0 ( cîîòâåòñòâåííî π̂0 )�íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 32

Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå η îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò
íà ñòðàòàõ òèïîâ Ia, Ib, Id. Îòîáðàæåíèå (80) îïðåäåëÿåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì âûáðàííîé (ïðîèçâîëüíîé) ïàðû êîîðäèíàò ñ âû÷åòàìè
i, −i äëÿ ñòðàòà Ia è ñ âû÷åòàìè +1, −1 äëÿ ñòðàòà Ib. Äëÿ ñòðàòà òèïà
Id îòîáðàæåíèå (80) íóëåâîå. Ïðåîáðàçîâàíèå âûáðàííîé êîîðäèíàòû
íà ñòðàòå äàííîãî òèïà îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì âèäà (82), ÷òî
äîêàçûâàåò òðåáóåìîå â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ (80). Äëÿ îòîáðàæåíèÿ (83)
äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Ëåììà 32 äîêàçàíà.

Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ëåììà î 3-òî÷å÷íîì êîíôèãóðàöèîííîì
ïðîñòðàíñòâå, àññîöèèðîâàííîì ñ íàêðûòèåì p : U(k1, . . . , ks) →
J0(k1, . . . , ks) íàä ýëåìåíòàðíûì ñòðàòîì ïîëèýäðà J0. Ñôîðìóëèðóåì
òðåáóåìûå îïðåäåëåíèÿ (ñì. íèæå Ëåììà 33).

Äëÿ íàêðûòèÿ p : U(k1, . . . , ks) → J0(k1, . . . , ks), 1 ≤ k1 < · · · < ks ≤
r0, r0,min ≤ s íàä ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòàðíûì ñòðàòîì ïðîñòðàíñòâà J0

îïðåäåëèì êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî K̄30(k1, . . . , ks) ïî ôîðìóëå:

K̄30(k1, . . . , ks) =

{(x, y, z) ∈ U3(k1, . . . ks) : p(x) = p(y) = p(z), x 6= y, y 6= z, z 6= x}. (84)

Íà ïðîñòðàíñòâå U3(k1, . . . ks) äåéñòâóåò ãðóïïà Σ3:

σ : Σ3 × U3(k1, . . . , ks)→ U3(k1, . . . , ks). (85)

Îãðàíè÷åíèå äåéñòâèÿ (85) íà ïîäïðîñòðàíñòâî (84) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì
äåéñòâèåì, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç

σK30 : Σ3 × K̄30(k1, . . . , ks)→ K̄30(k1, . . . , ks). (86)
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Îïðåäåëåíî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïî äåéñòâèþ (86), êîòîðîå ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç K30(k1, . . . , ks).

Íà ïðîñòðàíñòâå K̄30(k1, . . . , ks) îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ,
èíäóöèðîâàííàÿ ïîêîîðäèíàòíîé èíâîëþöèåé â íàêðûâàþùåì íàêðûòèÿ
U(k1, . . . , ks)→ Û(k1, . . . , ks), îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç ∼.

Îïðåäåëåíî ñâîáîäíîå äåéñòâèå íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâàõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ èíâîëþöèé

σ̂K30 : Σ3 × K̄30(k1, . . . , ks)/ ∼→ K̄30(k1, . . . , ks)/ ∼ . (87)

Îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî K̂30(k1, . . . ks), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áàçîé 2-
ëèñòíîãî íàêðûòèÿ K30(k1, . . . , ks) → K̂30(k1, . . . ks), îïðåäåëåííîå êàê
ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïî äåéñòâèþ (87).

Îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

K30(k1, . . . , ks)
σ0−→ K(Σ3, 1)

↓ ‖
K̂30(k1, . . . , ks)

σ̂0−→ K(Σ3, 1),

(88)

â êîòîðîé ÷åðåç σ0 (ñîîòâåòñòâåííî σ̂0) îáîçíà÷åíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
îòîáðàæåíèÿ íàêðûòèé (86) (ñîîòâåòñòâåííî (87)).

Ëåììà 33. Îòîáðàæåíèÿ σ0, σ̂0 â äèàãðàììå (88) òðèâèàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 33

Ïîñêîëüêó ãðóïïà íàêðûòèÿ U(k1, . . . , ks) → J0(k1, . . . , ks) íå ñîäåðæèò
ýëåìåíòîâ íå÷åòíîãî ïîðÿäêà, òî ãðóïïà íàêðûòèÿ (86) ìîæåò ñîäåðæàòü
ëèøü íåòðèâèàëüíûå ýëåìåíòû ïîðÿäêà ñòåïåíåé 2. Ïóñòü l : S1 →
K̄30(k1, . . . , ks)� çàìêíóòûé ïóòü, âäîëü êîòîðîãî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè
(x̌, y̌, ž) ∈ K̄30(k1, . . . , ks) ïðåîáðàçóåòñÿ â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè
(x̌1, y̌1, ž

′) ∈ K̄30(k1, . . . , ks) â òîì æå ñëîå íàêðûòèÿ (86). Òîãäà
ïî óñëîâèþ êîîðäèíàòû ž è ž′ ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî ñâÿçàíû
ïðåîáðàçîâàíèåì íà îáðàçóþùóþ èç Id. Íî òîãäà è ïàðû êîîðäèíàò
(x̌, x̌1), (y̌, y̌1) òàêæå ñâÿçàíû òàêèì æå ïðåîáðàçîâàíèåì, ïîñêîëüêó
ïðè ïåðåíîñå âäîëü ïóòè êàæäàÿ èç òðåõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò
òî÷åê ñëîÿ íàêðûòèÿ (86) ìåíÿåòñÿ îäèíàêîâî. Ñëåäîâàòåëüíî, òðè
ïàðû òî÷åê ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè ñîâïàäàþò. Äîêàçàíî,
÷òî îòîáðàæåíèå σ0 òðèâèàëüíî. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îòîáðàæåíèÿ σ̂0

àíàëîãè÷íî. Ëåììà 33 äîêàçàíà.
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Ïîñòðîåíèå ñòðóêòóðíûõ îòîáðàæåíèé ζ : K1◦ → K(H, 1), η̂ :
K̂1◦ → K(G, 1) ïðè ïîìîùè êîîðäèíàò

Ïóñòü x = [(x1, x2)] � îòìå÷åííàÿ òî÷êà íà K1◦, ëåæàùàÿ íà
ìàêñèìàëüíîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå. Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé ïóòü
λ : S1 → K1◦, íà÷èíàþùèéñÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ â ýòîé
îòìå÷åííîé òî÷êå, ïåðåñåêàþùèé îñîáûå ñòðàòû ãëóáèíû 1 â îáùåì
ïîëîæåíèè ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó òî÷åê. Ïóñòü (x̌1, x̌2)� âûáîð
ñôåðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè x. Îïðåäåëèì äðóãóþ ïàðó (x̌′1, x̌

′
2)

ñôåðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè x, êîòîðàÿ áóäåò íàçûâàòüñÿ ñèñòåìîé
êîîðäèíàò, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñèñòåìû êîîðäèíàò (x̌1, x̌2) âäîëü ïóòè λ.

Â ðåãóëÿðíûõ òî÷êàõ ïóòè λ ñåìåéñòâî ïàð ñôåðè÷åñêèõ ïðîîáðàçîâ
â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, ÷òî îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåò ïðîîáðàçû â êîíå÷íîé òî÷êå ïóòè ïî íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì.
Ïðè ïåðåñå÷åíèè ïóòè ñî ñòðàòîì ãëóáèíû 1 ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïàðà ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ. Ïîñêîëüêó âñå
îñòàëüíûå êîîðäèíàòû îñòàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, èõ ïðîäîëæåíèå âäîëü
ïóòè â êðèòè÷åñêèé ìîìåíò âðåìåíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî. Íî äëÿ
çàäàííîé òî÷êè x íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ãëóáèíû 0 ïðîñòðàíñòâà
K1◦ âûáîð õîòÿáû îäíîé ïàðû ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñ íåêîòîðîì
íîìåðîì îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âûáîð ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñî
âñåìè îñòàëüíûìè íîìåðàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîäîëæåíèå ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàò âäîëü ïóòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî â îêðåñòíîñòè îñîáîé
òî÷êè ïóòè.

Ïðåîáðàçîâàíèå óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (x̌1, x̌2) â óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó
(x̌′1, x̌

′
2) îïðåäåëÿåò ýëåìåíò â ãðóïïå H. Ýòîò ýëåìåíò íå çàâèñèò îò

âûáîðà ïóòè λ â ãðóïïå π1(K1◦, x). Òåì ñàìûì, îïðåäåëåí ãîìîìîðôèçì
π1(K1◦, x)→ H. Èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå

ζ : K1◦ → K(H, 1) (89)

ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì. Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå

ζ̂ : K1◦ → K(G, 1) (90)

îïðåäåëåíî àíàëîãè÷íîé êîíñòðóêöèåé. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ζ (ñîîòâåòñòâåííî ζ̂) íà
îäèí ýëåìåíòàðíûé ñòðàò K1(1, . . . , r) (ñîîòâåòñòâåííî K̂1(1, . . . , r))
ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â ïîäïðîñòðàíñòâà K(Qa, 1), K(Eb, 1), K(Ia, 1)
(â êëàññèôèöèðóþùèå ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå êâàäðàòè÷íûì
ðàñøèðåíèÿì ãðóïï Qa, Eb, Ia).
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Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûé ñòðàò K1(k1, . . . , ks) (ñîîòâåòñòâåííî
K̂1(k1, . . . , ks)) ãëóáèíû (r1 − s) ïðîñòðàíñòâà K1◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂1◦).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

π : K1(k1, . . . , ks)→ K(Z/2, 1) (91)

(ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç

π̂ : K̂1(k1, . . . , ks)→ K(Z/2, 1)) (92)

� êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå, îòâå÷àþùåå çà ïåðåñòàíîâêó òî÷åê
ïàðû ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòîìó ïóòè íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå.
Îòîáðàæåíèå π (ñîîòâåòñòâåííî π̂) ñîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèåé

K1(k1, . . . , ks)
ζ−→ K(H, 1)

p−→ K(Z/2, 1),

(ñîîòâåòñòâåííî ñ

K̂1(k1, . . . , ks)
ζ̂−→ K(G, 1)

p̂−→ K(Z/2, 1),

ãäå K(H, 1)
p−→ K(Z/2, 1) (ñîîòâåòñòâåííî K(G, 1)

p̂−→ K(Z/2, 1)) �
îòîáðàæåíèå êëàññèôèöèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðîå èíäóöèðîâàíî
ýïèìîðôèçìîì H → Z/2 ñ ÿäðîì Hc ⊂ H (cîîòâåòñòâåííî
ýïèìîðôèçìîì G→ Z/2 ñ ÿäðîì Gc ⊂ G).

Ëåììà 34. Îòîáðàæåíèå (91) ( ñîîòâåòñòâåííî (92) ) ãîìîòîïíî
êîìïîçèöèè

π1 : K1(k1, . . . , ks)→ RP2 ⊂ K(Z/2, 1), (93)

( ñîîòâåòñòâåííî

π̂1 : K̂1(k1, . . . , ks)→ RP2 ⊂ K(Z/2, 1), ) (94)

ãäå RP2 ⊂ K(Z/2, 1)� âëîæåíèå 2-ìåðíîãî îñòîâà êëàññèôèöèðóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà, π1 ( cîîòâåòñòâåííî π̂1 )�íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 34

Ñòðóêòóðíîå îòîáðàæåíèå ζ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò
íà ñòðàòàõ òèïîâ Qa, Hb, Ia. Îòîáðàæåíèå (80) îïðåäåëÿåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì âûáðàííîé (ïðîèçâîëüíîé) ïàðû êîîðäèíàò ñ âû÷åòàìè
i, −i äëÿ ñòðàòà Qa è ñ âû÷åòàìè +1, −1 äëÿ ñòðàòà Hb. Äëÿ ñòðàòà òèïà
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Ia îòîáðàæåíèå (91) íóëåâîå. Ïðåîáðàçîâàíèå âûáðàííîé êîîðäèíàòû íà
ñòðàòå äàííîãî òèïà îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì âèäà (93), ïîñêîëüêó
êàê îòîáðàæåíèå S3/Qa → K(Z/2, 1), ñîîòâåòñòâóþùåå ýïèìîðôèçìó
Qa → Z/2 ñ ÿäðîì Ia ⊂ Qa, òàê è îòîáðàæåíèå S3/i → K(Z/2, 1),
ñîîòâåòñòâóþùåå ýïèìîðôèçìó Ia → Z/2 ñ ÿäðîì Id ⊂ Ia, ãîìîòîïíû
îòîáðàæåíèÿì â 2-ìåðíûé îñòîâ êëàññèôèöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî
äîêàçûâàåò òðåáóåìîå â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ (91). Äëÿ îòîáðàæåíèÿ (94)
äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Ëåììà 34 äîêàçàíà.

Íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ Ëåììå 33.
Ñôîðìóëèðóåì òðåáóåìûå îïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ íàêðûòèÿ p : U(k1, . . . , ks) → J1(k1, . . . , ks), 1 ≤ k1 < · · · <
ks ≤ r1, r1,min ≤ s íàä ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòàðíûì ñòðàòîì îïðåäåëèì
êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî K̄31(k1, . . . , ks) ïî ôîðìóëå:

K̄31(k1, . . . , ks) =

{(x, y, z) ∈ U3(k1, . . . ks) : p(x) = p(y) = p(z), x 6= y, y 6= z, z 6= x}. (95)

Íà ïðîñòðàíñòâå U3(k1, . . . ks) äåéñòâóåò ãðóïïà Σ3, ïåðåñòàâëÿÿ
êîîðäèíàòû:

σ : Σ3 × U3(k1, . . . , ks)→ U3(k1, . . . , ks). (96)

Îãðàíè÷åíèå äåéñòâèÿ (96) íà ïîäïðîñòðàíñòâî (95) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì
äåéñòâèåì, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç

σK31 : Σ3 × K̄31(k1, . . . , ks)→ K̄31(k1, . . . , ks). (97)

Îïðåäåëåíî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïî äåéñòâèþ (97), êîòîðîå ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç K31(k1, . . . , ks).

Íà ïðîñòðàíñòâå K̄31(k1, . . . , ks) îïðåäåëåíà ñâîáîäíàÿ èíâîëþöèÿ,
èíäóöèðîâàííàÿ ïîêîîðäèíàòíîé èíâîëþöèåé â íàêðûâàþùåì
íàêðûòèÿ U(k1, . . . , ks) → Û(k1, . . . , ks), îáîçíà÷àåìàÿ íèæå ñíîâà
÷åðåç ∼. Îïðåäåëåíî ñâîáîäíîå äåéñòâèå íà ôàêòîðïðîñòðàíñòâàõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ èíâîëþöèé

σ̂K31 : Σ3 × K̄31(k1, . . . , ks)/ ∼→ K̄31(k1, . . . , ks)/ ∼ . (98)

Îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî K̂31(k1, . . . ks), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ áàçîé 2-
ëèñòíîãî íàêðûòèÿ K31(k1, . . . , ks) → K̂31(k1, . . . ks), îïðåäåëåííîå êàê
ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïî äåéñòâèþ (98).
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Îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà:

K31(k1, . . . , ks)
σ1−→ K(Σ3, 1)

↓ ‖
K̂31(k1, . . . , ks)

σ̂1−→ K(Σ3, 1),

(99)

â êîòîðîé ÷åðåç σ1 (ñîîòâåòñòâåííî σ̂1) îáîçíà÷åíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
îòîáðàæåíèÿ íàêðûòèé (97) (ñîîòâåòñòâåííî (98)).

Ëåììà 35. Îòîáðàæåíèÿ σ1, σ̂1 â äèàãðàììå (99) òðèâèàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 35

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 33.

Ïîäïðîñòðàíñòâà K30◦ ⊂ K30, K̂30◦ ⊂ K̂30

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K30 ïî ôîðìóëå

[(x, y, z)], (x, y, z) ∈ (RPn−k)3|pJ0(x) = pJ0(y) = pJ0(z) ∈ J
(0)
0 \ J

(rmin)
0 ,

(ãäå [ ] îçíà÷àåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òðîåê ïðè èçìåíåíèè ïîðÿäêà
òî÷åê) ïðè÷åì åñëè x = y = z, òî pJ0(x) íå ïðèíàäëåæèò ñòðàòó
ïðîñòðàíñòâà J0 ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè. Îïðåäåëèì ïîäïðñòðàíñòâî
K30◦ ⊂ K30 êàê ïðîñòðîàíñòâî, ïîëó÷åííîå èçK30 â ðåçóëüòàòå óäàëåíèÿ
íåóïîðÿäî÷åííûõ òðîåê òî÷åê, ïîïàâøèõ íà äâîéíóþ èëè òðîéíóþ
äèàãîíàëü, ò.å. òðîåê [(x, y, z)], äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî õîòÿáû îäíî èç
ðàâåíñòâ x = y, y = z, z = x. Ïîäïðîñòðàíñòâî K30◦ ⊂ K30 ÿâëÿåòñÿ
äâóëèñòíî íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîäïðîñòðàíñòâîì K̂30◦ ⊂
K30. Îïðåäåëåíèÿ ýòèõ íàêðûòèé ñòàíäàðòíî è îïóñêàåòñÿ.

Ïðîñòðàíñòâà K30◦, K̂30◦ ìîæíî îïðåäåëèòü ïî-äðóãîìó ïðè ïîìîùè
ñêëååê ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ðàçëè÷íîé ãëóáèíû s, 0 ≤ s ≤ imax,0.

Ïðîñòðàíñòâî K30◦ (ñîîòâåòñòâåííî K̂30◦) ñêëåèâàåòñÿ èç ýëåìåíòàðíûõ
ñòðàòîâ K31(k1, . . . , ks) (ñîîòâåòñòâåííî K̂31(k1, . . . , ks)) ãëóáèíû i, 0 ≤
i ≤ rmax,0. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ñòðàòû, ñîñòîÿùèå èç
íåóïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê.

Ïîäïðîñòðàíñòâà K31◦ ⊂ K31, K̂31◦ ⊂ K̂31

Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâ K31◦, K̂31◦ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ
ïðîñòðàíñòâ K30◦, K̂30◦.
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Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâ RK0◦, RK̂0◦, RK0, RK̂0 äëÿ ðàçðåøåíèÿ
îñîáåííîñòåé è ïîñòðîåíèå 3-ëèñòíûõ íàêðûòèé p3◦ : RK0◦ →
K30◦, p̂3◦ : RK̂0◦ → K̂30◦; p3 : RK0 → K30, p̂3 : RK̂0 → K̂30.

Ðàññìîòðèì ïîäïîëèýäð K
(s)
0◦ ⊂ K0, îïðåäåëåííûé â ðåçóëüòàòå

îáúåäèíåíèÿ âñåõ îñîáûõ ñòðàòîâ ãëóáèíû s, 0 ≤ s ≤ rmin,0, íå ëåæàùèõ
öåëèêîì íà äèàãîíàëè èëè àíòèäèàãîíàëè.

Ðàññìîòðèì äèàãðàììó (45) îòîáðàæåíèé êëàññèôèöèðóþùèõ
ïðîñòðàíñòâ. Ýòà äèàãðàììà èíäóöèðóåò ñëåäóþùóþ êîììóòàòèâíóþ
äèàãðàììó:

RK
(s)
0◦ −→ RK̂

(s)
0◦

↓ p3(s)
◦ ↓ p̂3(s)

◦

K3
(s)
0◦ −→ K̂3

(s)
0◦ .

(100)

Ïðîñòðàíñòâî RK
(s)
0◦ (ñîîòâåòñòâåííî RK̂

(s)
0◦ ) â ýòîé äèàãðàììå

îïðåäåëèì êàê ïðîñòðàíñòâî óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð
{[x, y], [y, z], [z, x]}, x, y, z ∈ p−1(J

(s)
0 ) ⊂ RPn−k, x 6= y, y 6= z, z 6= x,

p(x) = p(y) = p(z) (ñîîòâåòñòâåííî êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî óêàçàííûõ

òðîåê ïðè óìíîæåíèè íà i). Ïðîñòðàíñòâî RK
(s)
0◦ (ñîîòâåòñòâåííî

RK̂
(s)
0◦ ) ÿâëÿåòñÿ íàêðûâàþùèì ïðîñòðàíñòâîì 3-ëèñòíîãî íàêðûòèÿ

p3
(s)
◦ (ñîîòâåòñòâåííî p̂3

(s)
◦ ) íàä ïðîñòðàíñòâîì K3

(s)
0◦ (ñîîòâåòñòâåííî

K̂3
(s)
◦ ). Íàêðûòèå p3

(s)
◦ (ñîîòâåòñòâåííî p̂3

(s)
◦ ) íàä êàæäûì ýëåìåíòàðíûì

ñòðàòîì K30(k1, . . . ks) (ñîîòâåòñòâåííî K30(k1, . . . ks)) îïðåäåëåíî ïî

ôîðìóëå {[x, y], [y, z], [z, x]} → [x, y, z]. Ïðîñòðàíñòâà RK
(s)
0◦ RK̂

(s)
0◦

âêëþ÷åíû â êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèé (íàêðûòèé):

RK
(s)
0◦ −→ RK̂

(s)
0◦

↓ π3
(s)
◦ ↓ π̂3

(s)
◦

K
(s)
0◦ −→ K̂

(s)
0◦ .

(101)

Â ýòîé äèàãðàììå îòîáðàæåíèå (íàêðûòèå) π3
(s)
◦ (ñîîòâåòñòâåííî

π̂3
(s)
◦ ) ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãè÷åñêèì íàêðûòèåì, ïåðåâîäÿùèì ïåðâóþ

íåóïîðÿäî÷åííóþ ïàðó òî÷åê [x, y], x, y ∈ p−1(J
(s)
0 ) ⊂ RPn−k, p(x) = p(y)

â òó æå ñàìóþ íåóïîðÿäî÷åííóþ ïàðó òî÷åê (ñîîòâåòñòâåííî â êëàññ
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ýêâèâàëåíòíîñòè òîé æå ïàðû ïðè äåéñòâèè i), êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ

êàê òî÷êà íà K
(s)
0◦ (ñîîòâåòñòâåííî íà K̂

(s)
◦ ).

Ïðîñòðàíñòâî RK
(s)
0 (ñîîòâåòñòâåííî RK̂

(s)
0 ) ïîëó÷àåòñÿ èç

RK
(s)
0◦ (ñîîòâåòñòâåííî èç RK̂

(s)
0◦ ) â ðåçóëüòàòå ïðèñîåäèíåíèÿ

âñåõ ýëåìåíòàðíûõ äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ñòðàòîâ.
Ïðèñîåäèíåíèå äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ñòðàòîâ ïðîèñõîäèò
òàê, ÷òî îïðåäåëåíà ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà 3-ëèñòíûõ íàêðûòèé:

RK
(s)
0 −→ RK̂

(s)
0

↓ p3(s) ↓ p̂3(s)

K3
(s)
0 −→ K̂3

(s)
0 ,

(102)

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ äèçúþíêòíûì îáúåäèíåíèåì äèàãðàììû (100) ñ
äèàãðàììîé òðèâèàëüíûõ 3-ëèñòíûõ íàêðûòèé íàä äèàãîíàëüíûìè è
àíòèäèàãîíàëüíûìè ñòðàòàìè.

Ëåììà 36. Êîìïîçèöèÿ η(s) ◦ π3
(s)
◦ : RK

(s)
0◦ −→ K

(s)
0◦ −→ K(D4, 1),

ãäå η(s)�îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ η ( ñì. (78) )
íà ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ãëóáèíû s, ãîìîòîïíà
îòîáðàæåíèþ iId,D4 ◦ ηRK

(s)
0◦

: RK
(s)
0◦ −→ K(Id, 1) −→ K(D4, 1), ãäå

η
RK

(s)
0◦

: RK
(s)
0◦ −→ K(Id, 1) � êîððåêòíî îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå,

êîòîðîå íàçîâåì ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì.
Êîìïîçèöèÿ η̂(s) ◦ π̂3

(s)
◦ : RK̂

(s)
0◦ −→ K̂

(s)
0◦ −→ K(E, 1),

ãäå η̂(s)�îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ η̂ ( ñì. (79) )
íà ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ãëóáèíû s, ãîìîòîïíà
îòîáðàæåíèþ iIa,E ◦ ηRK̂

(s)
0◦

: RK̂
(s)
0◦ −→ K(Ia, 1) −→ K(E, 1), ãäå η̂

RK
(s)
0◦

:

RK̂
(s)
0◦ −→ K(Ia, 1) � êîððåêòíî îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå

íàçîâåì ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 36

Îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ η (ñîîòâåòñòâåííî η̂)
íà ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ãîìîòîïíî îäíîìó èç îòîáðàæåíèé â
ïîäïðîñòðàíñòâî K(Ib, 1) ⊂ K(D4, 1) K(Ia, 1) ⊂ K(D4, 1), K(Id, 1) ⊂
K(D4, 1) (ñîîòâåòñòâåííî â ïîäïðîñòðàíñòâî K(Eb, 1) ⊂ K(E, 1),
K(Ea, 1) ⊂ K(E, 1), K(Ed, 1) ⊂ K(E, 1)). Ãðóïïû Eb, Ea è Ed ÿâëÿþòñÿ
êâàäðàòè÷íûìè ðàñøèðåíèÿìè ãðóïï Ib, Ia, Id ñîîòâåòñòâåííî è
îïðåäåëåíû â äèàãðàììàõ (46), (48), (47). Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç
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Ëåììû 33, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå π3
(s)
◦ åñòåñòâåííî ïî îòíîøåíèþ ê

êàíîíè÷åñêîìó íàêðûòèþ â îáðàçå è ïðîîáðàçå. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ
îòîáðàæåíèÿ η̂ àíàëîãè÷íî. Ëåììà 36 äîêàçàíà.

Îïðåäåëèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó 3-ëèñòíûõ íàêðûòèé:

RK0◦ −→ RK̂0◦

↓ p3◦ ↓ p̂3◦

K30◦ −→ K̂30◦,

(103)

è êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó îòîáðàæåíèé:

RK0◦ −→ RK̂1
0◦

↓ π3◦ ↓ π̂3◦

K0◦ −→ K̂0◦.

(104)

Äèàãðàììà (103) (ñîîòâåòñòâåííî (104)) îïðåäåëåíà àíàëîãè÷íûìè
ôîðìóëàìè êàê (100) (ñîîòâåòñòâåííî (101)), âìåñòî ýëåìåíòàðíîãî
ñòðàòà â áàçå íàêðûòèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðà ïðîñòðàíñòâ K30◦ →
K̂30◦ (ñîîòâåòñòâåííî K0◦ → K̂0◦). Äèàãðàììà (104) òàêæå îïðåäåëåíà
àíàëîãè÷íî. Äèàãðàììû (103), (104) ìîæíî îïðåäåëèòü ïî-äðóãîìó
êàê ðåçóëüòàò ñêëåéêè ñåìåéñòâà äèàãðàìì (100), (101) íàä âñåìè
ýëåìåíòàðíûìè ñòðàòàìè ãëóáèíû s, 0 ≤ s ≤ imax,0.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà RK0, RK̂0 è äèàãðàììó íàêðûòèé
(âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè):

RK0 −→ RK̂0

↓ p3 ↓ p̂3

K30 −→ K̂30,

(105)

RK0 −→ RK̂0

↓ π3 ↓ π̂3

K0 −→ K̂0.

(106)
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Ïðîñòðàíñòâî RK0 (ñîîòâåòñòâåííî RK̂0) îïðåäåëèì êàê çàìûêàíèå
ïðîñòðàíñòâà RK0◦ (ñîîòâåòñòâåííî RK̂0◦) ò.å. êàê ðåçóëüòàò
ïðèñîåäèíåíèÿ âñåõ ýëåìåíòàðíûõ äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ
ñòðàòîâ ãëóáèíû i, 1 ≤ i ≤ imax,0, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå. Ïðèñîåäèíåíèå
äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ ñòðàòîâ ïðîèñõîäèò òàê, ÷òî êàæäûé
ïðèñîåäèíåííûé äèàãîíàëüíûé èëè àíòèäèàãîíàëüíûé ýëåìåíòàðíûé
ãëóáèíû i ñòðàò ëåæèò â ãðàíèöå ðîâíî îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà
ãëóáèíû (i − 1). Ïðîñòðàíñòâà RK0, RK̂0 ðàçðåøàþùèå îñîáåííîñòè
âêëþ÷åíû â äèàãðàãðàììó (57).

Ñëîè íàä ãðàíè÷íûìè ýëåìåíòàðíûìè ñòðàòàìè K30 \ K30◦
(ñîîòâåòñòâåííî K̂30 \ K̂30◦) äåëÿòñÿ íà ñëåäóþùèå òèïû. Äëÿ
ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà ïåðâîãî òèïà ïðîñòðàíñòâà K30 \ K30◦
(ñîîòâåòñòâåííî K̂30 \ K̂30◦)) ïðîîáðàç ïðè íàêðûòèè p3 (ñîîòâåòñòâåííî
p̂3(s) ) ñîñòîèò èç äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàíè÷íîìó ñòðàòó ïîëèýäðà Qdiag ⊂ K0 èëè

Qantidiag ⊂ K0, (ñîîòâåòñòâåííî Q̂diag ⊂ K̂0 èëè Q̂antidiag ⊂ K̂0) è ïàðû
îäèíàêîâûõ ðåãóëÿðíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ.

Äëÿ ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà âòîðîãî òèïà ïðîñòðàíñòâà K30 \ K30◦
(ñîîòâåòñòâåííî K̂30 \ K̂30◦), ïðîîáðàç ñîñòîèò èç òðåõ îäèíàêîâûõ
ýêçåìïëÿðîâ ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò
ãðàíè÷íîìó ñòðàòó Qdiag ⊂ K0 èëè Qantidiag ⊂ K0 (ñîîòâåòñòâåííî

Q̂diag ⊂ K̂0 èëè Q̂antidiag ⊂ K̂0).
Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî RQ0 = RQdiag ∪ RQantydiag (ñîîòâåòñòâåííî

RQ̂0 = RQ̂diag∪RQ̂antydiag), âêëþ÷åííîå â äèàãðàììó (58) (ñîîòâåòñòâåííî
â äèàãðàììó (59)). Ïîäïðîñòðàíñòâî RQdiag ⊂ RK0 (ñîîòâåòñòâåííî
ïîäïðîñòðàíñòâî RQdiag ⊂ RK0) îïðåäåëèì êàê ðåãóëÿðíóþ
îêðåñòíîñòü îáúåäèíåíèÿ âñåõ äèàãîíàëüíûõ (ñîîòâåòñòâåííî
àíòèäèàãîíàëüíûõ) ñòðàòîâ ïðîèçâîëüíîãî òèïà â ïîäïðîñòðàíñòâå âñåõ
äèàãîíàëüíûõ ñòðàòîâ. Ïîäïðîñòðàíñòâà RQ̂diag ⊂ RK̂0 (ñîîòâåòñòâåííî

ïîäïðîñòðàíñòâî RQ̂diag ⊂ RK̂0) îïðåäåëÿþòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî.

Ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâ RK1◦, RK̂1◦, RK1, RK̂1 äëÿ ðàçðåøåíèÿ
îñîáåííîñòåé è ïîñòðîåíèå 3-ëèñòíûõ íàêðûòèé p3◦ : RK1◦ →
K31◦, p̂3◦ : RK̂1◦ → K̂31◦; p3 : RK1 → K31, p̂3 : RK̂1 → K̂31.

Ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íû ïðåäûäóùèì. Ïðîñòðàíñòâà RK1, RK̂1

ðàçðåøàþùèå îñîáåííîñòè âêëþ÷åíû â äèàãðàììó (64). Ñôîðìóëèðóåì
ëåììó, àíàëîãè÷íóþ ëåììå 36.

Ëåììà 37. Êîìïîçèöèÿ ζ(s) ◦ π3
(s)
◦ : RK

(s)
1◦ −→ K

(s)
1◦ −→ K(H, 1)

ãîìîòîïíà îòîáðàæåíèþ iIa,H ◦ ζRK
(s)
1◦

: RK
(s)
1◦ −→ K(Ia, 1) −→ K(H, 1),
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ãäå ζ
RK

(s)
1◦

: RK
(s)
1◦ −→ K(Ia, 1) � êîððåêòíî îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå,

êîòîðîå íàçîâåì ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì.
Êîìïîçèöèÿ ζ̂(s) ◦ π3

(s)
◦ : RK̂

(s)
1◦ −→ K̂

(s)
1◦ −→ K(G, 1) ãîìîòîïíà

îòîáðàæåíèþ iIa,G ◦ ζRK̂
(s)
1◦

: RK̂
(s)
1◦ −→ K(Qa, 1) −→ K(G, 1), ãäå

ζ
RK̂

(s)
1◦

: RK̂
(s)
1◦ −→ K(Qa, 1) � êîððåêòíî îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå,

êîòîðîå íàçîâåì ñòðóêòóðíûì îòîáðàæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 37

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 36 è âûòåêàåò èç
Ëåììû 35.

Ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèé â äèàãðàììàõ ðàçðåøàþùèõ
îñîáåííîñòè.

Îòîáðàæåíèÿ φ
(s)
0 , φ̂

(s)
0 â äèàãðàììå (54)

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå φ
(s)
0 ïðè ïîìîùè ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ

iId,Ia ◦ ηRK
(s+1)
0◦

: RK
(s+1)
0◦ → K(Id, 1), ïîñòðîåííîãî â Ëåììå 36.

Îòîáðàæåíèå φ
(s)
0◦ ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φ

(s)
0 : RK

(s)
0 →

K(Ia, 1). Äëÿ ïîñòðîåííîãî îòîáðàæåíèÿ âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
(62), (63).

Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ φ̂
(s)
0 : RK̂

(s)
0 → K(Ia, 1) ïîëíîñòüþ

àíàëîãè÷íî.

Îòîáðàæåíèÿ φ
(s)
1 , φ̂

(s)
1 â äèàãðàììå (61)

Ýòî ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó è îïóñêàåòñÿ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé φ0 φ̂0 â äèàãðàììå (57) íàì
ïîòðåáóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ.

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Xs
0◦, X

s
0 , Y

s
0◦, Y

s
0 , Z

s
0◦,

Zs
0

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî K
(s)
0◦ ∪ K

(s+1)
0◦ / ∼ (ñîîòâåòñòâåííî K̂

(s)
0◦ ∪

K̂
(s+1)
0◦ / ∼), êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç Y s

0◦ (ñîîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Ŷ
s
0◦).

Ïðîñòðàíñòâî Y s
0◦ ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ïîäêëåéêè ïðîñòðàíñòâà K

(s+1)
0◦
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äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ãëóáèíû (s + 1) ê

ïðîñòðàíñòâó K
(s)
0◦ äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ

ãëóáèíû s. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ïîäêëåèâàåòñÿ ãëóáèíû
(s+ 1) ê òåì ýëåìåíòàðíûì ñòðàòàì ãëóáèíû s, íà ãðàíèöàõ êîòîðûõ îí
ñîäåðæèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

Y s
0◦ = Ks

0◦ \Ks+2
0◦ .

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ŷ s
0◦ ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà:

Ŷ s
0◦ = K̂s

0◦ \ K̂s+2
0◦ .

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî RK
(s)
0◦ ∪RK

(s+1)
0◦ / ∼ (ñîîòâåòñòâåííî RK̂

(s)
0◦ ∪

RK̂
(s+1)
0◦ / ∼), êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç Xs

0◦ (ñîîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
X̂s

0◦). Ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ïîäêëåéêè ïðîñòðàíñòâà

RK
(s+1)
0◦ äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ ãëóáèíû s+1

ê ïðîñòðàíñòâó RK
(s)
0◦ äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ñòðàòîâ

ãëóáèíû s. Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ïîäêëåèâàåòñÿ ãëóáèíû
s + 1 ê òåì ýëåìåíòàðíûì ñòðàòàì ãëóáèíû s, íà ãðàíèöàõ êîòîðûõ îí
ñîäåðæèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

Xs
0◦ = RKs

0◦ \RKs+2
0◦ .

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà X̂s
0◦ ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà:

X̂s
0◦ = RK̂s

0◦ \RK̂s+2
0◦ .

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî RK
(s−1)
0◦ ∪ RK

(s)
0◦ ∪ RK

(s+1)
0◦ / ∼

(ñîîòâåòñòâåííî R̂K
(s−1)
0◦ ∪ R̂K

(s)
0◦ ∪ R̂K

(s+1)
0◦ / ∼), êîòîðîå îáîçíà÷èì

÷åðåç Zs−1
0◦ (ñîîîòâåòñòâåííî ÷åðåç Ẑs−1

0◦ ). Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

Zs−1
0◦ = RKs−1

0◦ \RKs+2
0◦ .

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ẑs−1
0◦ ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà:

Ẑs−1
0◦ = RK̂s

0◦ \RK̂s+2
0◦ .

Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå âêëþ÷åíèÿ

jXs
0◦

: Xs
0◦ ⊂ Zs−1

0◦ , (107)

jX̂s
0◦

: X̂s
0◦ ⊂ Ẑs−1

0◦ , (108)
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jY s
0◦

: Y s
0◦ ⊂ Ks

0◦, (109)

jŶ s
0◦

: Ŷ s
0◦ ⊂ K̂s

0◦. (110)

Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå ïðîåêöèè

pXs
0◦

: Xs
0◦ → Y s

0◦, (111)

pX̂s
0◦

: X̂s
0◦ → Ŷ s

0◦. (112)

Îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî Y s
0 â ðåçóëüòàòå ïðèñîåäèíåíèÿ

ê ïðîñòðàíñòâó Y s
0◦ âñåõ äèàãîíàëüíûõ è àíòèäèàãîíàëüíûõ

ñòðàòîâ ãëóáèíû s è (s + 1). Îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî Zs−1
0 â

ðåçóëüòàòå ïîïîëíåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Zs−1
0◦ âñåìè äèàãîíàëüíûìè

è àíòèäèàãîíàëüíûìè ñòðàòàìè ãëóáèíû (s + 1) è s, êîòîðûå
ëåæàò íà ãðàíèöå êàêîãî-íèáóäü ìàêñèìàëüíîãî ñòðàòà ãëóáèíû
(s − 1) ïðîñòðàíñòâà Zs−1

0◦ . Îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî Xs
0 ïî ôîðìóëå

Xs
0 = Zs−1

0 \ Z [s−1]
0 , ãäå ïîäïðîñòðàíñòâî Z

(s−1)
0 ⊂ Zs−1

0 îïðåäåëÿåòñÿ
êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ìàêñèìàëüíûõ ñòðàòîâ ãëóáèíû (s − 1).
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà X̂s

0 , Ŷ
s
0 è Ẑs−1

0 .
Îïðåäåëåíû åñòåñòâåííûå âêëþ÷åíèÿ iXs

0◦
: Xs

0◦ ⊂ Xs
0 , iY s

0◦
: Y s

0◦ ⊂ Y s
0 ,

iZs−1
0◦

: Zs−1
0◦ ⊂ Zs−1

0 , ïðè ýòîì îïðåäåëåíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà,
ãîðèçîíòàëüíûå ñòðåëêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè âëîæåíèÿìè:

Xs
0◦

iXs
0◦−→ Xs

0

↓ pXs
0◦

↓ pXs
0

Y s
0◦

iY s
0◦−→ Y s

0 .

(113)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàììà

X̂s
0◦

iX̂s
0◦−→ X̂s

0

↓ pX̂s
0◦

↓ pX̂s
0

Ŷ s
0◦

iŶ s
0◦−→ Ŷ s

0 .

(114)

Îïðåäåëåíû ñòðóêòóðíûå îòîáðàæåíèÿ ηY s
0

: Y s
0 → K(D4, 1),

ηŶ s
0

: Ŷ s
0 → K(E, 1), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèÿìè ñòðóêòóðíûõ
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îòîáðàæåíèé ηY s
0◦

= ηK0◦|Y s
0◦
, ηŶ s

0◦
= ηK̂0◦

|Ŷ s
0◦
ïðè âêëþ÷åíèÿõ Y s

0◦ ⊂ Y s
0 ,

Ŷ s
0◦ ⊂ Ŷ s

0 .
Îáîçíà÷èì êîìïîçèöèþ ηY s

0
◦ pXs

0
÷åðåç ηXs

0
: Xs

0 → K(D4, 1),

êîìïîçèöèþ ηŶ s
0
◦ pX̂s

0
÷åðåç ηX̂s

0
: X̂s

0 → K(E, 1). Ýòè îòîáðàæåíèÿ òàêæå
íàçîâåì ñòðóêòóðíûìè.

Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî RQs
0 ⊂ Xs

0 ïî ôîðìóëå RQ
s
0 = Xs

0 ∩RQ0,
ãäå RQ0 ⊂ RK0, X

s ⊂ Zs−1
0 ⊂ RK0 � ïîäïðîñòðàíñòâà â RK0.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî RQs
0 ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâà RQ

(s)
0 ⊂

RQs
0, RQ

(s−1)
0 ⊂ RQs

0, ãäå ïðîñòðàíñòâà RQ
(s)
0 , RQ

(s−1)
0 âêëþ÷åíû â

äèàãðàììó (55), (56). Ïðè ýòîì RQs
0 \RQ

(s)
0 = RQ

(s−1)
0 .

Ïðîñòðàíñòâî RQs
0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ

äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ (êîìïîíåíò) RQs
0 = RQs

diag∪RQs
antydiag. Êîìïîíåíòà

RQs
diag ⊂ RQs

0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå RQs
diag = Xs

0 ∩ RQs
diag.

Êîìïîíåíòà RQs
antydiag ⊂ RQs

0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå RQs
antydiag =

Xs
0 ∩RQs

antydiag. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî RQ̂
s
0 ⊂ X̂s

0 è

åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ êîìïîíåíò RQ̂s
0 = RQ̂s

diag ∪
RQ̂s

antydiag.
Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηXs

0
íà

ïîäïðîñòðàíñòâî RQs
diag ⊂ RQs

0 (ñîîòâåòñòâåííî íà ïîäïðîñòðàíñòâî
RQs

antydiag ⊂ RQs
0). Îòîáðàæåíèå ηXs

0
|RQs

diag
ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé

ηXs
0
|RQs

diag
= iIb,D4 ◦ ηRQs

diag
, ãäå ηRQs

diag
: RQs

diag → K(Ib, 1) �

ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå, iIb,D4 : K(Ib, 1)→ K(D4, 1). Îòîáðàæåíèå
ηXs

0
|RQs

antydiag
ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé ηXs

0
|RQs

antydiag
= iIa,D4 ◦ ηRQs

antydiag
,

ãäå ηRQs
antydiag

: RQs
antydiag → K(Ia, 1) � ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå,

iIa,D4 : K(Ia, 1)→ K(D4, 1).
Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ ηX̂s

0

íà ïîäïðîñòðàíñòâî RQ̂s
diag ⊂ RQ̂s

0 (ñîîòâåòñòâåííî íà ïîäïðîñòðàíñòâî

RQ̂s
antydiag ⊂ RQ̂s

0). Îòîáðàæåíèå ηX̂s
0
|RQ̂s

diag
ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé

ηX̂s
0
|RQ̂s

diag
= iEb,E ◦ ηRQ̂s

diag
, ãäå ηRQ̂s

diag
: RQ̂s

diag → K(Eb, 1) � íåêîòîðîå

îòîáðàæåíèå, iEb,H : K(Eb, 1) → K(E, 1). Îòîáðàæåíèå ηX̂s
0
|RQ̂s

antydiag

ïðåäñòàâëåíî êîìïîçèöèåé ηX̂s
0
|RQ̂s

antydiag
= iEa,E◦ηRQ̂s

antydiag
, ãäå ηRQ̂s

antydiag
:

RQ̂s
antydiag → K(Ea, 1) � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå, iEa,E : K(Ea, 1) →

K(E, 1).

Ëåììà 38. Â ïðåäïîëîæåíèè s = 1 (mod 4), s ≥ 1, cóùåñòâóåò
îòîáðàæåíèå φXs

0◦
: Xs

0◦ → K(Ia, 1) ( ñîîòâåòñòâåííî φX̂s
0◦

: X̂s
0◦ →

K(Ia, 1) ), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:
� Îòîáðàæåíèå φXs

0◦
: Xs

0◦ → K(Ia, 1) ïðîäîëæàåòñÿ äî
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îòîáðàæåíèÿ φZs−1
0

: Zs−1
0 → K(Ia, 1); îòîáðàæåíèå φẐs−1

0◦
: Ẑs−1

0◦ →
K(Ia, 1) ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φẐs−1

0
: Ẑs−1

0 → K(Ia, 1). Äëÿ
ïðîäîëæåííûõ îòîáðàæåíèé âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

iId,Ia ◦ pIb,Id
◦ ηRQs

diag
= φRQs

diag
: RQs

diag → K(Ia, 1), (115)

ηRQs
antydiag

= φRQs
antydiag

: RQs
antydiag → K(Ia, 1), (116)

pEb,Ia ◦ ηRQ̂s
diag

= φRQ̂s
diag

: RQ̂s
diag → K(Ia, 1), (117)

pEa,Ia ◦ ηRQ̂s
antydiag

= φRQ̂s
antydiag

: RQ̂s
antydiag → K(Ia, 1). (118)

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 38

Íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ φXs
0◦
. Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì φXs

0◦,∗ :
π1(X

s
0,◦)→ Ia.

Ïóñòü l : S1 ⊂ Xs
0,◦ � ïðîèçâîëüíûé êóñî÷íî-ëèíåéíûé

ïóòü, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèé ïîäïðîñòðàíñòâî îñîáûõ ñòðàòîâ
RK

(s−1)
0,◦ ⊂ Xs

0,◦ â êîíå÷íîì ÷èñëå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, êîòîðûå îáîçíà÷èì
÷åðåç {t1, . . . , tj}.

Íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ãëóáèíû s ïîëèýäðà X̄s
0◦, ñîäåðæàùåì òî÷êó

pt = l(0), 0 ∈ S1�îòìå÷åííàÿ òî÷êà, âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò
(x̌1(0), x̌2(0), x̌3(0)) (çàìå÷ó, ÷òî ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé

òî÷êè íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ïðîñòðàíñòâà RK
(s)
0◦ íåóïîðÿäî÷åíû).

Ïðîäîëæèì åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì ñèñòåìó êîîðäèíàò (x̌1(0), x̌2(0))
èç òî÷êè pt âäîëü ïóòè, ò.å. ñîãëàñîâûâàÿ ðåãóëÿðíûå êîîðäèíàòû â
îêðåñòíîñòè êàæäîé èç òî÷åê {t1, . . . , tj} (ïî ïîâîäó åñòåñòâåííîãî
ïðîäîëæåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò ñì. êîîðäèíàòíîå ïîñòðîåíèå
ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ η).

Ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
(x̌1(0), x̌2(0), x̌3(0)) â ñèñòåìó êîîðäèíàò (x̌1(2π), x̌2(2π), x̌3(2π)). Ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç ℵ(l), ïðåäñòàâëåíî ïðÿìîé
ñóììîé äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé η1,2 ∈ D4, η3 ∈ Ia ïî ïåðâûì äâóì è òðåòüåé
êîîðäèíàòå ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ïîñòðîåíèþ η3 ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííûì
ïðåîáðàçîâàíèåì òðåòüåé êîîðäèíàòû.
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Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ãîìîìîðôèçìà φXs
0◦
íà ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå

ïóòè [l] ïî ôîðìóëå φXs
0,◦,∗([l]) = η3. Î÷åâèäíî, ÷òî ãîìîìîðôèçì φXs

0◦,∗ :

π1(X
s
0◦) → Ia êîððåêòíî îïðåäåëåí. Îòîáðàæåíèå φX̂s

0◦
: X̂s

0◦ → K(Ia, 1)
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå φXs
0◦

: Xs
0◦ → K(Ia, 1) ïðîäîëæàåòñÿ äî

îòîáðàæåíèÿ φZs−1
0

: Zs−1
0 → K(Ia, 1). Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå φX̂s

0◦
:

X̂s
0◦ → K(Ia, 1) ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φẐs−1

0
: Ẑs−1

0 → K(Ia, 1).
Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå φZs−1

0
óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

(115).
Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé ïóòü l íà êîìïîíåíòå RQs

diag. Ïóñòü ℵ(l) =
η1,2(l) ⊕ η3(l), η1,2 ∈ D4, η3 ∈ Ia � åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû
êîîðäèíàò âäîëü l. Çàìåòèì, ÷òî η3(l) ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå Id ⊂
Ia, ò.ê. ïðåîáðàçîâàíèå η3 îïðåäåëåíî êàê åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå
òðåòüåé êîîðäèíàòû. Äàëåå â ôîðìóëàõ âåçäå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
η3(l) ∈ Id.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l ñîäåðæèòñÿ âíóòðè îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà
ãëóáèíû s. Ïî Ëåììå 36 ïîëó÷èì,÷òî η1,2(l) ∈ Id è, êðîìå òîãî, η1,2(l) =
η3(l).

Â îáùåì ñëó÷àå η1,2(l) ∈ Ib, ïîñêîëüêó l ⊂ RQdiag. Äîêàæåì, ÷òî
pIb,Id

(η1,2(l)) = η3(l).
Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé ïóòü l′, êîòîðûé ïîëó÷åí èç ïóòè l â

ðåçóëüòàòå ìàëîãî ñäâèãà c ïîäïðîñòðàíñòâà RQs
diag â ïðîñòðàíñòâî Z

s−1
0 .

Cäâèã l 7→ l′ âûáåðåì òàê, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà x ∈ l, ëåæàùàÿ âíóòðè
ìàêñèìàëüíîãî ñòðàòà ãëóáèíû s ïðîñòðàíñòâà RQdiag ñäâèãàåòñÿ â òî÷êó
x′, ëåæàùóþ â ìàêñèìàëüíîì ñòðàòå ãëóáèíû s− 1 ïðîñòðàíñòâà Zs−1

0 ñ
äîïîëíèòåëüíîé ïàðîé ïåðâûõ äâóõ êîîðäèíàò (x̌′1,j(x′), x̌′2,j(x′)) ñ âû÷åòîì
v(j(x′)) = −1. Òðåòüþ äîïîëíèòåëüíóþ êîîðäèíàòó òî÷êè x′ îáîçíà÷èì
÷åðåç x̌′3,j(x′). Îñòàëüíûå êîîðäèíàòû òî÷åê ïóòè, ñîîòâåòñòâóþùèå
êîîðäèíàòàì ìàêñèìàëüíûõ ñòðàòîâ ïðîñòðàíñòâà RQdiag íàçîâåì
îñíîâíûìè êîîðäèíàòàìè. Ïîñêîëüêó x ∈ RQdiag, ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû
â îäíîé ïàðå îñíîâíûõ êîîðäèíàò òî÷êè x′ ñîâïàäàþò: (x̌′1,j(x′) = x̌′2,j(x′)),
â òî âðåìÿ êàê ïàðà ïåðâûõ äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ êîîðäèíàò òî÷êè x′

ðàçëè÷àåòñÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç {x1, . . . , xs} êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ

çíà÷åíèé ïóòè l, â êîòîðûõ ïóòü ïåðåñåêàåò ñòðàòû ãëóáèíû (s +
1). Êàæäîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå xi ïóòè l îïðåäåëÿåò ïàðó áëèçêèõ
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé yi, zi ïóòè l

′.
Âûáåðåì ñäâèíóòûé ïóòü l′ â îêðåñòíîñòÿõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê òàê,

÷òî:
� â òî÷êàõ yi, zi íàáîð ïåðâûõ è âòîðûõ êðèòè÷åñêèõ êîîðäèíàò
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ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî;
�â òî÷êå yi íàáîð òðåòüèõ êîîðäèíàò ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî,
�â òî÷êå zi îäíà êðèòè÷åñêàÿ òðåòüÿ êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì j(i)

ïðè zi − 0 è ñ íîìåðîì j(i + 1) ïðè zi + 0 èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì íà
ýëåìåíò θ(xi) ∈ Ia â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïèñàííûì çíà÷åíèåì ñêà÷êà
ïàðû ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåòüèõ êîîðäèíàò âäîëü l.

Ðàññìîòðèì ïóòü m, m : S1 → Zs
0 , êîòîðûé ïðè êàæäîì i âíå

îòðåçêà [yi, zi] èìååò âñå íóëåâûå êîîðäèíàòû, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé
êîîðäèíàòû x̌j(i) (ýòà êîîðäèíàòà ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé êîîðäèíàòîé
íà îòðåçêå [zi−1, yi]), íà êîðîòêîì îòðåçêå [yi, zi] èìååò äâå íóëåâûå S

1�
êîîðäèíàòû ñ íîìåðàìè j(i) è j(i + 1). Êîîðäèíàòû âûáðàíû òàê, ÷òî
â ëåâîì êîíöå îòðåçêà yi íåíóëåâàÿ êîîðäèíàòà j(i), â ïðàâîì êîíöå
îòðåçêà zi íåíóëåâàÿ êîîðäèíàòà j(i + 1), âî âíóòðåííåé òî÷êå îòðåçêà
S1�êîîðäèíàòû íå èçìåíÿþòñÿ è ïîëíûé íàáîð êîîðäèíàò ïðîäîëæàåòñÿ
ïî ëèíåéíîñòè ïàðîé ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò íà ñîîòâåòñòâóþùåé
ãðàíè ñèìïëåêñà êîðàçìåðíîñòè s äæîéíà.

Çíà÷åíèå η3(l) ∈ Ia ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå Id ⊂ Ia è åãî ìîæíî
âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå:

η3(l) = pIb,Id
(η1,2(l))

∏
i

θ(xi). (119)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóòü l′ ãîìîòîïåí ïóòè m â êëàññå ñâîáîäíûõ ïóòåé.
Ãîìîòîïèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âäîëü íàáîðà S1�êîîðäèíàò è íå
ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âäîëü êîîðäèíàò ñèìïëåêñà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè
äæîéíà. Â ðåçóëüòàòå ýòîé ãîìîòîïèè ïóòü m íà îòðåçêå [zi−1, yi]
ïðîåêòèðóåòñÿ â òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðøèíå ñ íîìåðîì j(i), à
íà êîðîòêîì îòðåçêå [yi, zi] ïóòü m ïðîåêòèðóåòñÿ â îòðåçîê ñèìïëåêñà,
ñîåäèíÿþùèé âåðøèíû ñ íîìåðàìè j(i) è j(i+ 1).

Îïðåäåëèì ïóòü m0, çàäàâ èçìåíåíèå ïåðâîé ñîîòâåòñòâóþùåé
êîîðäèíàòû âäîëü m. Äëÿ ïóòè m0 èìååì θ(xi) = 1 ïðè êàæäîì i, è
ôîðìóëà (119) ñïðàâåäëèâà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãîìîëîãè÷åñêèé êëàññ
ïóòè m îòëè÷àåòñÿ îò ãîìîëîãè÷åñêîãî êëàññà ïóòè m0 íà çíà÷åíèå∏

i θ(xi), ÷òî äîêàçûâàåò ôîðìóëó (119) äëÿ m.
Äëÿ ïóòè l′ (ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ m) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:∏

i

θ(xi) = 1,

ïîñêîëüêó ÷èñëî êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Zs
0 êðàòíî 4. Ïîñêîëüêó ïóòü

l′ çàìêíóò, òî ïðîèçâåäåíèå ñêà÷êîâ êàæäîé êîîðäèíàòû îäèíàêîâî.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (115) äîêàçàíû.
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Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå φZs−1
0

óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

(116).
Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé ïóòü l′, êîòîðûé ïîëó÷åí èç ïóòè l â

ðåçóëüòàòå ìàëîãî ñäâèãà c ïîäïðîñòðàíñòâà RQs
antydiag â ïðîñòðàíñòâî

Zs−1
0 . Cäâèã l 7→ l′ âûáåðåì òàê, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà x ∈ l, ëåæàùàÿ

âíóòðè ìàêñèìàëüíîãî ñòðàòà ãëóáèíû s ïðîñòðàíñòâà RQantydiag

ñäâèãàåòñÿ â òî÷êó x′, ëåæàùóþ â ìàêñèìàëüíîì ñòðàòå ãëóáèíû s − 1
ïðîñòðàíñòâà Zs−1

0 ñ äîïîëíèòåëüíîé ïàðîé ïåðâûõ äâóõ êîîðäèíàò
(x̌′1,j(x′), x̌′2,j(x′)) ñ âû÷åòîì v(j(x′)) = −i. Òðåòüþ äîïîëíèòåëüíóþ
êîîðäèíàòó òî÷êè x′ îáîçíà÷èì ÷åðåç x̌′3,j(x′). Îñòàëüíûå êîîðäèíàòû
òî÷åê ïóòè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòàì ìàêñèìàëüíûõ ñòðàòîâ
ïðîñòðàíñòâà RQantydiag íàçîâåì îñíîâíûìè êîîðäèíàòàìè. Ïîñêîëüêó
x ∈ RQantydiag, ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû â îäíîé ïàðå îñíîâíûõ êîîðäèíàò
òî÷êè x′ ñîâïàäàþò: (x̌′1,j(x′) = x̌′2,j(x′)), â òî âðåìÿ êàê ïåðâàÿ ïàðà
äîïîëíèòåëüíûõ êîîðäèíàò òî÷êè x′ ðàçëè÷àåòñÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {x1, . . . , xs} êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé ïóòè l, â êîòîðûõ ïóòü ïåðåñåêàåò ñòðàòû ãëóáèíû (s +
1). Êàæäîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå xi ïóòè l îïðåäåëÿåò ïàðó áëèçêèõ
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé yi, zi ïóòè l′. Âûáåðåì ñäâèíóòûé ïóòü l′

â îêðåñòíîñòÿõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ,
àíàëîãè÷íûå ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå óñëîâèÿì äëÿ äèàãîíàëüíîé
êîìïîíåíòû.

Çíà÷åíèå iId,Ia(η3(l)) ∈ Ia ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

iId,Ia(η3(l)) = η1,2(l)
∏

i

θ(xi),

ãäå η1,2 ∈ Ia. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî∏
i

θ(xi) = 1,

ïîñêîëüêó ÷èñëî êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Zs
0 êðàòíî 4, à ïîñêîëüêó ïóòü

l′ ïî óñëîâèþ çàìêíóò, òî ïðîèçâåäåíèå ñêà÷êîâ êàæäîé êîîðäèíàòû
îäèíàêîâî. Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó η3(l) ∈ Id, η1,2(l) ïðèíàäëåæèò
ïîäãðóïïå Id ⊂ Ia.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (116) äîêàçàíû.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (117), (118) ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ëåììà 38 äîêàçàíà.

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþùóþ Ëåììó 39, êîòîðàÿ àíàëîãè÷íà
Ëåììå 38. Ýòà ëåììà áóäåò èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèé
φ1, φ̂1 â äèàãðàììå (64).
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Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Xs
1◦, X

s
1 , Y

s
1◦, Y

s
1 , Z

s
1◦,

Zs
1

Ýòî ïîñòðîåíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî è îïóñêàåòñÿ.
Îïðåäåëåíî ñòðóêòóðíûå îòîáðàæåíèÿ ζY s

1◦
: Y s

1◦ → K(H, 1),

ζŶ s
1◦

: Ŷ s
1◦ → K(G, 1), êîòîðûå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îãðàíè÷åíèÿ

ñòðóêòóðíûõ îòîáðàæåíèé ζK1 , ζK̂1
ïðè âêëþ÷åíèÿõ jY s

1◦
, jŶ s

1◦
.

Îáîçíà÷èì êîìïîçèöèþ pXs
1◦
◦ ζY s

1◦
÷åðåç ζX̂s

1◦
: Xs

1◦ → K(H, 1),

êîìïîçèöèþ pX̂s
1◦
◦ ζŶ s

1◦
÷åðåç ζX̂s

1◦
: X̂s

1◦ → K(G, 1). Ýòè îòîáðàæåíèÿ
íàçîâåì ñòðóêòóðíûìè.

Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî X
[s]
1 ⊂ Zs−1

1 êàê îáúåäèíåíèå
ïîäïðîñòðàíñòâà Xs

1◦ ⊂ Zs−1
1 ñî âñåìè ýëåìåíòàðíûìè äèàãîíàëüíûìè

è àíòèäèàãîíàëüíûìè ñòðàòàìè ãëóáèíû s è s + 1 ïðîñòðàíñòâà
Zs−1

1 . Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî X̂
[s]
1 ⊂ X̂s

1 êàê îáúåäèíåíèå
ïîäïðîñòðàíñòâà X̂s

1◦ ⊂ Ẑs−1
1 ñî âñåìè ýëåìåíòàðíûìè äèàãîíàëüíûìè

è àíòèäèàãîíàëüíûìè ñòðàòàìè ãëóáèíû s è s+ 1 ïðîñòðàíñòâà Ẑs−1
1 .

Îïðåäåëåíû ñòðóêòóðíûå îòîáðàæåíèÿ ζ
X

[s]
1

: X
[s]
1 → K(H, 1),

ζ
X̂

[s]
1

: X̂
[s]
1 → K(H, 1), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèÿìè ñòðóêòóðíûõ

îòîáðàæåíèé ζXs
1◦
, ζX̂s

1◦
ïðè âêëþ÷åíèÿõ Xs

1◦ ⊂ X
[s]
1 , X̂s

1◦ ⊂ X̂
[s]
1 .

Îáîçíà÷èì êîìïîçèöèþ p
X

[s]
1
◦ ζ

Y
[s]
1

÷åðåç ζ
X̂

[s]
1

: X
[s]
1 → K(H, 1),

êîìïîçèöèþ p
X̂

[s]
1
◦ ζŶ s

1
÷åðåç ζ

X̂
[s]
1

: X̂
[s]
1 → K(G, 1). Ýòè îòîáðàæåíèÿ

òàêæå íàçîâåì ñòðóêòóðíûìè.
Îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî RQ

[s]
1 ⊂ X

[s]
1 ïî ôîðìóëå RQ

[s]
1 = X

[s]
1 ∩

RQ1, ãäå RQ1 ⊂ RK1, X
[s] ⊂ Zs−1

1 ⊂ RK1 � ïîäïðîñòðàíñòâà â RK1.

Ïðîñòðàíñòâî RQ
[s]
1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ

äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ RQ
[s]
1 = RQ

[s]
diag ∪ RQ

[s]
antydiag àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ

ïðîñòðàíñòâà RQ
[s]
0 .

Ëåììà 39. Â ïðåäïîëîæåíèè s = 1 (mod 4), s ≥ 1, cóùåñòâóåò
îòîáðàæåíèå φXs

1◦
: Xs

1◦ → K(Qa, 1) ( ñîîòâåòñòâåííî φX̂s
1◦

: X̂s
1◦ →

K(Qa, 1) ), óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:
� Îòîáðàæåíèå φXs

1◦
: Xs

1◦ → K(Qa, 1) ïðîäîëæàåòñÿ äî

îòîáðàæåíèÿ φZs−1
1

: Zs−1
1 → K(Qa, 1) (îòîáðàæåíèå φX̂s−1

1◦
: X̂s−1

1◦ →
K(Qa, 1) ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φẐs−1

1
: Ẑs−1

1 → K(Qa, 1)). Äëÿ
ïðîäîëæåííûõ îòîáðàæåíèé âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

iIa,Qa ◦ pHb,Ia ◦ ηRQs
diag

= φRQs
diag

: RQs
diag → K(Qa, 1), (120)
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ηRQs
antydiag

= φRQs
antydiag

: RQs
antydiag → K(Qa, 1), (121)

pHb,Qa ◦ ηRQ̂s
diag

= φRQ̂s
diag

: RQ̂s
diag → K(Qa, 1), (122)

pHa,Qa ◦ ηRQ̂s
antydiag

= φRQ̂s
antydiag

: RQ̂s
antydiag → K(Qa, 1). (123)

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 39

Íà÷íåì ñ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ φXs
1◦
.

Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì φXs
1◦,∗ : π1(X

s
1,◦)→ Qa.

Ïóñòü l : S1 ⊂ Xs
1,◦ � ïðîèçâîëüíûé êóñî÷íî-ëèíåéíûé

ïóòü, òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèé ïîäïðîñòðàíñòâî îñîáûõ ñòðàòîâ
RK

(s−1)
1,◦ ⊂ Xs

1,◦ â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç
{t1, . . . , tj}.

Íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ãëóáèíû s ïîëèýäðà X̄s
0◦, ñîäåðæàùåì òî÷êó

pt = l(0), 0 ∈ S1�îòìå÷åííàÿ òî÷êà, âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò
(x̌1(0), x̌2(0), x̌3(0)) (çàìå÷ó, ÷òî ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé

òî÷êè íà ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ïðîñòðàíñòâà RK
(s)
1◦ íåóïîðÿäî÷åíû).

Ïðîäîëæèì åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì ñèñòåìó êîîðäèíàò (x̌1(0), x̌2(0))
èç òî÷êè pt âäîëü ïóòè, ò.å. ñîãëàñîâûâàÿ ðåãóëÿðíûå êîîðäèíàòû â
îêðåñòíîñòè êàæäîé èç òî÷åê {t1, . . . , tj} (ïî ïîâîäó åñòåñòâåííîãî
ïðîäîëæåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò ñì. êîîðäèíàòíîå ïîñòðîåíèå
ñòðóêòóðíîãî îòîáðàæåíèÿ η).

Ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
(x̌1(0), x̌2(0), x̌3(0)) â ñèñòåìó êîîðäèíàò (x̌1(2π), x̌2(2π), x̌3(2π)). Ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç ℵ(l), ïðåäñòàâëåíî ïðÿìîé
ñóììîé äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé η1,2 ∈ H, η3 ∈ Qa ïî ïåðâûì äâóì è òðåòüåé
êîîðäèíàòå ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ïîñòðîåíèþ η3 ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííûì
ïðåîáðàçîâàíèåì òðåòüåé êîîðäèíàòû.

Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ãîìîìîðôèçìà φXs
1◦
íà ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå

ïóòè [l] ïî ôîðìóëå φXs
1,◦,∗([l]) = η3. Î÷åâèäíî, ÷òî ãîìîìîðôèçì φXs

1◦,∗ :

π1(X
s
1◦)→ Qa êîððåêòíî îïðåäåëåí. Îòîáðàæåíèå φX̂s

1◦
: X̂s

1◦ → K(Qa, 1)
îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì.

Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå φXs
1◦

: Xs
1◦ → K(Qa, 1) ïðîäîëæàåòñÿ äî

îòîáðàæåíèÿ φZs−1
1

: Zs−1
1 → K(Qa, 1). Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå φX̂s

1◦
:

X̂s
1◦ → K(Qa, 1) ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ φẐs−1

1
: Ẑs−1

1 → K(Qa, 1).
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Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå φZs−1
1

óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

(120).
Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé ïóòü l íà êîìïîíåíòå RQs

diag. Ïóñòü ℵ(l) =
ζ1,2(l) ⊕ ζ3(l), ζ1,2 ∈ H, η3 ∈ Qa � åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû
êîîðäèíàò âäîëü l. Çàìåòèì, ÷òî ζ3(l) ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå Ia ⊂
Qa, ò.ê. ïðåîáðàçîâàíèå ζ3 îïðåäåëåíî êàê åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå
òðåòüåé êîîðäèíàòû. Äàëåå âåçäå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ζ3(l) ∈ Ia.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî l ñîäåðæèòñÿ âíóòðè îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà
ãëóáèíû s. Ïî Ëåììå 36 ïîëó÷èì,÷òî ζ1,2(l) ∈ Ia è, êðîìå òîãî, η1,2(l) =
η3(l).

Â îáùåì ñëó÷àå ζ1,2(l) ∈ Hb, ïîñêîëüêó l ⊂ RQdiag. Äîêàæåì, ÷òî
pHb,Ia(ζ1,2(l)) = ζ3(l).

Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé ïóòü l′, êîòîðûé ïîëó÷åí èç ïóòè l â
ðåçóëüòàòå ìàëîãî ñäâèãà c ïîäïðîñòðàíñòâà RQs

diag â ïðîñòðàíñòâî Z
s−1
1 .

Cäâèã l 7→ l′ âûáåðåì òàê, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà x ∈ l, ëåæàùàÿ âíóòðè
ìàêñèìàëüíîãî ñòðàòà ãëóáèíû s ïðîñòðàíñòâà RQdiag ñäâèãàåòñÿ â òî÷êó
x′, ëåæàùóþ â ìàêñèìàëüíîì ñòðàòå ãëóáèíû s− 1 ïðîñòðàíñòâà Zs−1

1 ñ
äîïîëíèòåëüíîé ïàðîé ïåðâûõ äâóõ êîîðäèíàò (x̌′1,j(x′), x̌′2,j(x′)) ñ âû÷åòîì
v(j(x′)) = −1. Òðåòüþ äîïîëíèòåëüíóþ êîîðäèíàòó òî÷êè x′ îáîçíà÷èì
÷åðåç x̌′3,j(x′). Îñòàëüíûå êîîðäèíàòû òî÷åê ïóòè, ñîîòâåòñòâóþùèå
êîîðäèíàòàì ìàêñèìàëüíûõ ñòðàòîâ ïðîñòðàíñòâà RQdiag íàçîâåì
îñíîâíûìè êîîðäèíàòàìè. Ïîñêîëüêó x ∈ RQdiag, ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû
â îäíîé ïàðå îñíîâíûõ êîîðäèíàò òî÷êè x′ ñîâïàäàþò: (x̌′1,j(x′) = x̌′2,j(x′)),
â òî âðåìÿ êàê ïàðà ïåðâûõ äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ êîîðäèíàò òî÷êè x′

ðàçëè÷àåòñÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç {x1, . . . , xs} êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

ïóòè l, â êîòîðûõ ïóòü ïåðåñåêàåò ñòðàòû ãëóáèíû s + 1. Êàæäàÿ
êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà xi ïóòè l îïðåäåëÿåò ïàðó áëèçêèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
yi, zi ïóòè l

′.
Âûáåðåì ñäâèíóòûé ïóòü l′ â îêðåñòíîñòÿõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê òàê,

÷òî:
� â òî÷êàõ yi, zi íàáîð ïåðâûõ è âòîðûõ êðèòè÷åñêèõ êîîðäèíàò

èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî;
�â òî÷êå yi íàáîð òðåòüèõ êîîðäèíàò èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî;
�â òî÷êå zi òðåòüÿ êðèòè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì íà

ýëåìåíò èç Qa â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïèñàííûì çíà÷åíèåì θ(xi) ñêà÷êà
ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû âäîëü l.

Çíà÷åíèå ζ3(l) ∈ Ia âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ζ3(l) = pHb,Ia(η1,2(l)
∏

i

θ(xi).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ∏
i

θ(xi) ∈ Id,

ïîñêîëüêó ÷èñëî êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Zs
1 êðàòíî 4, l′ çàìêíóò è

ïðîèçâåäåíèå ñêà÷êîâ êàæäîé êîîðäèíàòû îäèíàêîâî.
Ïîñòðîèì â ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå ïóòè l′ ïóòü m, äëÿ êîòîðîãî

θ(vi) ∈ Ia ⊂ Qa, 1 ≤ i ≤ s. (124)

Â ïðåäûäóùåé ôîðìóëå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïóòè m îáîçíà÷åíû ÷åðåç
{v1, . . . , vs}.

Ïóòü m îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû
ñ ôèêñèðîâàííûì íîìåðîì i0 ðàññìîòðèì îòðåçîê αi0 = [αi0(0), αi0(1)]
ïóòè l′, äëÿ òî÷åê x ∈ αi0 êîòîðîãî êîîðäèíàòà i0 ðåãóëÿðíà, ïðè÷åì
òðåòüÿ êîîðäèíàòà x̌3;i0 , x ∈ αi0 ñ íîìåðîì i0 è ïåðâàÿ êîîðäèíàòà
x̌1;i0 ñ òåì æå íîìåðîì i0 ëåæàò â ðàçíûõ êëàññàõ ñìåæíîñòè Qa/Ia.
Îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ ïóòè l′ ïðè ïîìîùè êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ
ïàðàìåòðèçàöèè ïóòè ñ ñåìåéñòâîì âðàùåíèé âäîëü îðáèòû äåéñòâèÿ
êâàòåðíèîíà j íà S3 íà óãîëû [0, tπ

2
].

Äëÿ êàæäîãî îòðåçêà αi0(t) ñ ëåâûì êîíöîì αi0(0) è ïðàâûì êîíöîì
αi0(0)+(αi0(1)−αi0(0))t çàäàäèì âðàùåíèå âäîëü i0-îé êîîðäèíàòû. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîé ãîìîòîïèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà êîðîòêîì
îòðåçêå [αi0(t), αi0(t) + ε], ε → 0 ïðè t → 1+, âðàùåíèå ïðîäîëæåíî ïî
ëèíåéíîñòè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè òàê, ÷òî ñäâèíóòûé ïðàâûé êîíåö
αi0(t) + ε îòðåçêà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t îñòàåòñÿ íåïîäâèæåí. Â
ëåâîì êîíöå ñåìåéñòâà îòðåçêîâ αi0(t) è â ñåìåéñòâå ïðàâûõ êîíöîâ ïðè
t → 1− ãîìîòîïèÿ íåïîäâèæíà, ïîñêîëüêó êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì i0 â
ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ îòðåçêà αi0 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé.

Â ðåçóëüòàòå êîìïîçèöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîìîòîïèé,
ïîñòðîåííîé äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòû îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì,
ïîëó÷èì ïóòü m, ãîìîòîïíûé ïóòè l′, êîòîðûé èìååò ïî êàæäîé
êðèòè÷åñêîé êîîðäèíàòå ñêà÷åê, óäîâëåòâîðÿþùåé ôîðìóëå (124).

Îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñêà÷êîâ {θm(vi)} òðåòüåé êîðäèíàòû
â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ ïóòè m. Äëÿ ïóòè m, î÷åâèäíî,∏

i

θm(vi) = 1,

ïîñêîëüêó ÷èñëî êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Zs
1 êðàòíî 4 è ïîñêîëüêó

ïóòü m çàìêíóò (ïðîèçâåäåíèå ñêà÷êîâ êàæäîé êîîðäèíàòû âäîëü m
îäèíàêîâî).
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Ïîñêîëüêó ζ3(l
′) = ζ3(m) è ζ1,2(l

′) = ζ1,2(m), âäîëü ïóòè l′ ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ (120) òàêæå âûïîëíÿþòñÿ. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (120) äîêàçàíû.

Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå φZs−1
1

óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

(121).
Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé ïóòü l′, êîòîðûé ïîëó÷åí èç ïóòè l â

ðåçóëüòàòå ìàëîãî ñäâèãà c ïîäïðîñòðàíñòâà RQs
antydiag â ïðîñòðàíñòâî

Zs−1
1 . Cäâèã l 7→ l′ âûáåðåì òàê, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà x ∈ l, ëåæàùàÿ âíóòðè

ìàêñèìàëüíîãî ñòðàòà ãëóáèíû s ïðîñòðàíñòâà RQantydiag ñäâèãàåòñÿ
â òî÷êó x′, ëåæàùóþ íà ìàêñèìàëüíîì ñòðàòå ãëóáèíû (s − 1)
ïðîñòðàíñòâà Zs−1

1 ñ äîïîëíèòåëüíîé ïàðîé ïåðâûõ äâóõ êîîðäèíàò
(x̌′1,j(x′), x̌′2,j(x′)) ñ âû÷åòîì v(j(x′)) = −j. Òðåòüþ äîïîëíèòåëüíóþ
êîîðäèíàòó òî÷êè x′ îáîçíà÷èì ÷åðåç x̌′3,j(x′). Îñòàëüíûå êîîðäèíàòû
òî÷åê ïóòè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòàì ìàêñèìàëüíûõ ñòðàòîâ
ïðîñòðàíñòâà RQantydiag íàçîâåì îñíîâíûìè êîîðäèíàòàìè. Ïîñêîëüêó
x ∈ RQantydiag, ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû â îäíîé ïàðå îñíîâíûõ êîîðäèíàò
òî÷êè x′ ñîâïàäàþò: (x̌′1,j(x′) = x̌′2,j(x′)), â òî âðåìÿ êàê ïåðâàÿ ïàðà äâóõ
äîïîëíèòåëüíûõ êîîðäèíàò òî÷êè x′ ðàçëè÷àåòñÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {x1, . . . , xs} êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ïóòè l, â êîòîðûõ ïóòü ïåðåñåêàåò ñòðàòû ãëóáèíû s + 1. Êàæäàÿ
êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà xi ïóòè l îïðåäåëÿåò ïàðó áëèçêèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
yi, zi ïóòè l

′.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç {x1, . . . , xs} êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

ïóòè l, â êîòîðûõ ïóòü ïåðåñåêàåò ñòðàòû ãëóáèíû s + 1. Êàæäàÿ
êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà xi ïóòè l îïðåäåëÿåò ïàðó áëèçêèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
yi, zi ïóòè l′. Âûáåðåì ñäâèíóòûé ïóòü l′ â îêðåñòíîñòÿõ êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íûå ñîîòâåòñòâóþùèì
óñëîâèÿì äëÿ ïóòè íà äèàãîíàëüíîé êîìïîíåíòå.

Çíà÷åíèå iIa,Qa(ζ3(l)) ∈ Qa/Id ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

iIa,Qa(ζ3(l)) = ζ1,2(l)
∏

i

θ(xi) (mod Id),

ãäå ζ1,2 ∈ Qa. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî∏
i

θ(xi) = 1,

ïîñêîëüêó ÷èñëî êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Zs
0 êðàòíî 4, à ïîñêîëüêó ïóòü

l′ ïî óñëîâèþ çàìêíóò, òî ïðîèçâåäåíèå ñêà÷êîâ êàæäîé êîîðäèíàòû
îäèíàêîâî. Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó ζ3(l) ∈ Ia, ζ1,2(l) ïðèíàäëåæèò
ïîäãðóïïå Ia ⊂ Qa. Íîìåðà êîîðäèíàò âäîëü l

′ ñîõðàíÿþòñÿ.
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Ïîñòðîèì ãîìîòîïíûé ïóòè l′ ïóòü m, òàêîé, ÷òî ñêà÷êè êðèòè÷åñêèõ
êîîðäèíàò âäîëü m óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (124). Î÷åâèäíî∏

i

θ(xi) = 1,

ïîñêîëüêó ÷èñëî êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà Zs
1 êðàòíî 4. Ïîñêîëüêó m

ïî óñëîâèþ çàìêíóò, òî ïðîèçâåäåíèå ñêà÷êîâ òðåòüåé êîîðäèíàòû
ïðîèçâîëüíîãî íîìåðà âäîëü m îäèíàêîâî. Ñëåäîâàòåëüíî, âäîëü m
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (120) âûïîëíÿþòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïóòåé l′, l ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (120) òàêæå
âûïîëíÿþòñÿ. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (121) äîêàçàíû.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (122), (123) ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ëåììà 39 äîêàçàíà.

Îòîáðàæåíèÿ φ0, φ̂0 â äèàãðàììå (57)

Ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå φ0 â äèàãðàììå (57). Â ïðîñòðàíñòâå RK0◦

îïðåäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî RK
[2]
0◦ ⊂ RK0◦. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

ñëåäóþùóþ ïàðó ïîëèýäðîâ (âåðõíÿÿ äèàãðàììà) â âêëîæåíèå â ýòó
äðóãîé ïàðû ïîëèýäðîâ (íèæíÿÿ äèàãðàììà):

RK1
0 ⊂ RK0

0 (125)

X
[1]
0 ⊂ Z0

0 (126)

Ïðîñòðàíñòâî RK
[2]
0 îïðåäåëåíî êàê îáðàç ïðîñòðàíñòâà Z0

0 èç
äèàãðàììû (126) ïðè âêëþ÷åíèè. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 40. Ïðîèçâîëüíîå PL�îòîáðàæåíèå äâóìåðíîãî äèñêà f : D2 →
RK0 âûòåñíÿåòñÿ â îòîáðàæåíèå f ′ : D2 → RK

[2]
0 ⊂ RK0 ñ îáðàçîì â

ïîäïðîñòðàíñòâå RK
[2]
0 ⊂ RK0 â ðåçóëüòàòå ñêîëü óãîäíî ìàëîé PL�

äåôîðìàöèè f → f ′.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 40

Ïðîñòðàíñòâî RK0 ñíàáæåíî åñòåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì â
ïðîñòðàíñòâî δr0 × I ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèå r0�ìåðíîãî ñèìïëåêñà
íà îòðåçîê, ïðè÷åì ñòàíäàðòíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ïðîñòðàíñòâà-îáðàçà,
çàäàþùàÿ ñòðàòèôèêàöèþ ïðîñòðàíñòâà�îáðàçà ïî êîðàçìåðíîñòè
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îñòîâîâ òðèàíãóëÿöèè ñîãëàñîâàíà ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè
ñî ñòðàòèôèêàöèåé ïðîñòðàíñòâà-ïðîîáðàçà. Ïîäïðîñòðàíñòâî
RK

[2]
0 ⊂ RK0 ñîäåðæèò âñå ñòðàòû ïðîñòðàíñòâà RK0 ãëóáèíû

0,1,2. Îòîáðàæåíèå f : D2 → RK0 ìîæíî ïåðåâåñòè ñêîëü óãîäíî ìàëîé
äåôîðìàöèåé â îòîáðàæåíèå f ′ : D2 → RK

[2]
0 òàê, ÷òî ïðîåêöèÿ îáðàçà

îòîáðàæåíèÿ f ′ â ïðîñòðàíñòâî δr0 × I òðàíñâåðñàëüíî ê ñèìïëåêñàì
ðàçáèåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, íå ñîäåðæèò îñòîâà êîðàçìåðíîñòè 3. Ëåììà
40 äîêàçàíà.

Îïðåäåëèì íà ïîäïðîñòðàíñòâå RK
[2]
0 ⊂ RK0 îòîáðàæåíèå

φ
[2]
0 : RK

[2]
0 → K(Ia, 1). (127)

Ïî Ëåììå 40 îòîáðàæåíèå (127) ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ
φ′0 : RK0 → K(Ia, 1). Ïî Ëåììå 38 îòîáðàæåíèå (127) óäîâëåòâîðÿåò
ñôîðìóëèðîâàííûì â ýòîé ëåììå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Îïðåäåëèì
èñêîìîå îòîáðàæåíèå φ0 : RK0 → K(Ia, 1) ïî ôîðìóëå

φ0 = φ′0.

Îòîáðàæåíèå φ0 : RK0 → K(Ia, 1) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì, êîîðûå ñëåäóò èç äèàãðàìì (55), (56). Ïîñòðîåíèå
îòîáðàæåíèÿ φ̂0 : RK̂0 → K(Ia, 1) ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî.

Îòîáðàæåíèÿ φ1, φ̂1 â äèàãðàììå (64)

Ýòî ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó è îïóñêàåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 30

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå p̂ : Sn−k/i→ J0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĉp öèëèíäð

ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ ïðîåêöèé p̂I : Ĉp → [0, 1],

p̂J : Ĉp → J0 è äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ îòîáðàæåíèé, êîòîðîå

îáîçíà÷èì ÷åðåç F̂ : Ĉp → J0 × [0, 1].
Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå p : RPn−k → J0 è îáîçíà÷èì

÷åðåç Cp öèëèíäð ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ
ïðîåêöèé pI : Cp → [0, 1], pJ : Cp → J0 è äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ
îòîáðàæåíèé, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç F : Cp → J0 × [0, 1].

Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå r : Cp → Ĉp, ïðè÷åì ñëåäóþùèå äèàãðàììû
êîììóòàòèâíû:
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Cp −→ Ĉp

pI ↘ ↙ p̂I

I,

(128)

Cp −→ Ĉp

pJ ↘ ↙ p̂J

J0.

(129)

Ðàññìîòðèì âëîæåíèå IJ : J0 × [0, 1] ⊂ Rn × [0, 1] è îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèÿ IJ ◦ F̂ : Ĉp → Rn × [0, 1], IJ ◦ F : Cp → Rn × [0, 1].

Íèæå îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f̂ : Ĉp → Rn × [0, 1], êîòîðîå ïîëó÷åíî
â ðåçóëüòàòå C1�ìàëîãî âîçìóùåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ
IJ ◦ F̂ . Òàêîå âîçìóùåíèå áóäåì íèæå íàçûâàòü äåôîðìàöèåé ãîìîòîïèè
IJ ◦ F̂ â ãîìîòîïèþ f̂ . Ïðè ýòîì ãîìîòîïèþ f̂ âûáåðåì ñîâïàäàþùåé íà
íèæíåì îñíîâàíèè öèëèíäðà J0 ⊂ Ĉp ñ âëîæåíèåì IJ : J0 ⊂ Rn × {0}.
Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû êîìïîçèöèÿ p[0,1]◦ f̂ : Ĉp → [0, 1] ñîâïàäàëà
ñ p̂I , ãäå p[0,1] : Rn × [0, 1] → [0, 1] � ïðîåêöèÿ íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü.
Îïðåäåëåíî òàêæå îòîáðàæåíèå f : Cp → Rn × [0, 1] êàê êîìïîçèöèÿ

f = f̂ ◦ r.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q̄ ⊂ Ĉp � êàíîíè÷åñêîå íàêðûâàþùåå íàä

ïîëèýäðîì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ãîìîòîïèè f̂ , îïðåäåëåííîå êàê
çàìûêàíèå ïî ôîðìóëå

Q̄ = Cl{x ∈ Ĉp : ∃y ∈ Ĉp, x 6= y, f̂(x) = f̂(y)}.

Îïðåäåëåíà èíâîëþöèÿ TQ̄ : Q̄ → Q̄, ïåðåñòàâëÿþùàÿ ïðîîáðàçû òî÷åê
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Èíâîëþöèÿ TQ̄ ñîõðàíÿåò çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ pI .

Ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïîëèýäðà Q̄ ïðè ýòîé èíâîëöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç Q̂.
Ðàññìîòðèì ñòðàòèôèêàöèþ

Jr0
0 ⊂ · · · ⊂ J2

0 ⊂ J1
0 ⊂ J0

0 (130)

ïðîñòðàíñòâà äæîéíà J0
0 = J0. Ñòðàòèôèêàöèÿ (130) îïðåäåëÿåò

ñòðàòèôèêàöèþ öèëèíäðà ïî ôîðìóëå

Ĉi
p = p̂−1

J (J i
0) (131)

è ñòðàòèôèêàöèþ ìíîãîîáðàçèÿ Sn−k/i ïî ôîðìóëå

(Sn−k/i)i = p̂−1(J i
0) (132)
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Îïðåäåëåíà ñòðàòèôèêàöèÿ

Q̄r0 ⊂ · · · ⊂ Q̄1 ⊂ Q̄0 (133)

ïîëèýäðà Q̄0 = Q̄ ïî ôîðìóëå Q̄i = (Q̄ ∩ Ĉi
p) ∩ TQ̄(Q̄ ∩ Ĉi

p). Ôàêòîð
ñòðàòèôèêàöèè (133) ïðè èíâîëþöèè TQ̄ îïðåäåëÿåò ñòðàòèôèêàöèþ

Q̂r0 ⊂ · · · ⊂ Q̂1 ⊂ Q̂0 (134)

ïîëèýäðà Q̂. Îáîçíà÷èì ÷åðåç QJ i
0 ïåðåñå÷åíèå Q̄

i∩J0. Ïðè óñëîâèè, ÷òî
îòîáðàæåíèå f̂ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ñòðàòèôèöèðîâàííûé ïîëèýäð QJ i

0

íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè ñî ñòðàòàìè (130) ïîëèýäðà J0 è, êðîìå
òîãî, âñå ñòðàòû ãëóáèíû áîëüøåé r0,max ñòðàòèôèêàöèè (134) ÿâëÿþòñÿ
ïóñòûìè.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå t ∈ (0,+δ], ãäå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ
áóäåò îïðåäåëåíî â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ f̂ . Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ
f̂ : Ĉp → Rn × [0, 1] íà Sn−k/i × {t} îáîçíà÷èì ÷åðåç d̂ = d̂(t) : Sn−k/i →
Rn. Îòîáðàæåíèå d äâóëèñòíî íàêðûâàåò îòîáðàæåíèå d̂. Ðàññìîòðèì
ìíîãîîáðàçèå N̂K0 ñ êðàåì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d̂.
Ìíîãîîáðàçèå N̂K0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå N̂K0 = Q̂ ∩ Rn × {t}. Ýòî
ìíîãîîáðàçèå ñíàáæåíî åñòåñòâåííîé ñòðàòèôèêàöèåé

N̂ r0
K0
⊂ · · · ⊂ N̂0

K0
, (135)

Ŵ
(i)
K0

= N̂ i
K0
\ N̂ i+1

K0
, (136)

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîäñòðàòèôèêàöèÿ ñòðàòèôèêàöèè (134).
Îïðåäåëåíî äâóëèñòíîå íàêðûòèå NK0 → N̂K0 è ñòðàòèôèêàöèÿ (69)
äâóëèñòíîãî íàêðûâàþùåãî. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îòîáðàæåíèå f̂
ÿâëÿåòñÿ PL�îòîáðàæåíèåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ñòðàòèôèêàöèè (135),
(136) ñîñòîÿò èç ñòðàòîâ ãëóáèíû íå ïðåâûøàþùåé rmax,0.

(Åñòåñòâåííî âûñêàçàòü ñëåäóþùóþãèïîòåçó: ïðèìåíÿÿ òåîðåìó PL�
òðàíñâåðñàëüíîñòè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé 2-äèñê â ïîëèýäðå
N̂0

K0
ñíèìàåòñÿ ñ ïîäïîëèýäðà N̂3

K0
⊂ N̂0

K0
ñêîëü óãîäíî ìàëûì

øåâåëåíèåì, ïîýòîìó ôóíäàìåíòàëüíûå ãðóïïû ïðîñòðàíñòâ N̂0
K0

è N̂0
K0
\

N̂3
K0

ñîâïàäàþò (ñð. ñ Ëåììîé 40).)

Òåïåðü îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ f̂ 1. Ðàññìîòðèì íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå
νJ0 : E(ν) → J0 âëîæåíèÿ iJ0 : J0 ⊂ Rn. Âëîæåíèå iJ0 îïðåäåëåíî êàê

1Êîíñòðóêöèÿ áûëà ïîëó÷åíà íà ñåìèíàðå Ñ.À.Áîãàòîãî
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ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå (n− k)�ìåðíîé ñôåðû â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
Rn ñ êîðàçìåðíîñòüþ k. Ðàññëîåíèå νJ0 ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì k�
ìåðíûì ðàññëîåíèåì, ïðè÷åì ïî óñëîâèþ ëåììû k ≥ 8. Ïðåäñòàâèì
ðàññëîåíèå νJ0 â âèäå ñóììû Óèòíè òðèâèàëüíîãî 4-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ
ε1 : E(ε1) → J0, òðèâèàëüíîãî 2-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ ε2 : E(ε2) → J0

è äîïîëíèòåëüíîãî ê ε1 ⊕ ε2 òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ε3 : E(ε3) → J0

íåîòðèöàòåëüíîé ðàçìåðíîñòè ðàçìåðíîñòè (k − 6), êîòîðîå ñîäåðæèò
ñóììó Óèòíè ε3;1 ⊕ ε3;2 ⊂ ε3 äâóõ ëèíåéíûõ òðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèé
ε3;1 ⊂ ε3, ε3;2 ⊂ ε3.

Ïåðåîáîçíà÷èì îòîáðàæåíèå (IJ ◦ F̂ ) ÷åðåç f̂−2. Âûáåðåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íî-ìàëûõ ÷èñåë δ−1, δ0, . . . , δr0+1, δr0+2

òàêóþ, ÷òî δi+1 = o(δi) è ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C1�ìàëûõ
PL�äåôîðìàöèé

f̂−2 7→ f̂−1 7→ f̂0 7→ . . . 7→ f̂r0 7→ f̂r0+1, (137)

çàäàâàÿ C1�êàëèáð äåôîðìàöèè f̂i−1 7→ f̂i áåñêîíå÷íî-ìàëûì ÷èñëîì
δi. Óêàçàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íî-ìàëûõ ÷èñåë ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü êàê óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë, êàæäîå ïîñëåäóþùåå ÷èñëî âûáèðàåòñÿ íàñòîëüêî ìàëûì,
÷òî óêàçàííûå â ïîñòðîåíèè ñâîéñòâà àïïðîêñèìèðóþùåé ãîìîòîïèè,
äîñòèãíóòûå íà ïðåäûäóùåì øàãå, ñîõðàíÿþòñÿ. Âûáîð ÷èñëà δi
âîçìîæåí, ïîñêîëüêó ñâîéñòâà, îòîáðàæåíèÿ f̂i−1, äîñòèãíóòûå íà
òåêóùåì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ, ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïðîèçâîëüíîé C1�ìàëîé
äåôîðìàöèè äîñòàòî÷íîãî ìàëîãî êàëèáðà.

Ïîñëåäíþþ ãîìîòîïèþ f̂r0+1 â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçóåì
äîïîëíèòåëüíîé äåôîðìàöèåé êàëèáðà δr0+2, δr0+2 << δr0+1 â PL�
îòîáðàæåíèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ïðè ïðîèçâîëüíîì äîñòàòî÷íî ìàëîì
t, 0 < t < δr0+2, ãîìîòîïèÿ f̂r0+2 îïðåäåëÿåò èñêîìîå îòîáðàæåíèå
d̂ = f̂r0+2(t).

Íà ïðåäâîðèòåëüíîì øàãå äåôîðìàöèÿ f̂−2 7→ f̂−1 ñòðîèòñÿ
âåðòèêàëüíîé âäîëü ïîäðàññëîåíèÿ ε1 â íîðìàëüíîì ðàññëîåíèè νJ0 .
Êàëèáð ðàññìàòðèâàåìîé äåôîðìàöèè ðàâåí δ−1. Äåôîðìàöèÿ f̂−2 7→ f̂−1

ñòðîèòñÿ òàêîé, ÷òî ïðîîáðàç p−1
J0

(α(s)) êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà

α(s) ⊂ J0 ãëóáèíû s ñàìîïåðåñåêàåòñÿ â òîòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå E(ε1)α(s)

ðàññëîåíèÿ ε1 íàä α(s) â îáùåì ïîëîæåíèè (êàê ïîãðóæåíèÿ îáùåãî
ïîëîæåíèÿ çàìêíóòîãî PL�ìíîãîîáðàçèÿ).

Íà íóëåâîì øàãå äåôîðìàöèÿ f̂−1 7→ f̂0 ñòðîèòñÿ âåðòèêàëüíîé

âäîëü ñëîåâ ðàññëîåíèÿ ε2, íåïîäâèæíîé íà ñòðàòå Ĉ
(1)
p . Êàëèáð

ðàññìàòðèâàåìîé äåôîðìàöèè ðàâåí δ0. Äåôîðìàöèÿ f̂−1 7→ f̂0 ñòðîèòñÿ
òàêîé, ÷òî îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f̂0 íà ïðîîáðàç ýëåìåíòàðíîãî
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ñòðàòà α(0) ãëóáèíû 0 ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì îòêðûòîãî ìíîãîîáðàçèÿ,
ìíîæåñòâî òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
òî÷åê òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîãðóæåíèÿ f̂−1, îãðàíè÷åííîãî íà α

(0)

è íå ñîäåðæèò òî÷åê äâîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.
×òîáû îïðåäåëèòü äåôîðìàöèþ f̂−1 7→ f̂0 ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè

äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ Ëåììîé 32, ñîãëàñíî êîòîðîé, ñòðóêòóðíàÿ
ãðóïïà íàêðûòèÿ íàä ìíîãîîáðàçèåì äâîéíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
íà êàæäîì ýëåìåíòàðíîì ñòðàòå ðåäóöèðóåòñÿ ê öåëî÷èñëåííîé. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îñîáåííîñòü äâîéíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ âíå ìîæåñòâà
òðîéíûõ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ðàñïðîåêòèðóåòñÿ âî âëîæåíèå â
êîðàçìåðíîñòè 2 âäîëü ñëîåâ ðàññëîåíèÿ ε2.

Íà øàãå ñ íîìåðîì i äåôîðìàöèÿ f̂i−1 7→ f̂i ñòðîèòñÿ ñíà÷àëà ñ

íîñèòåëåì íà Ĉ
(i)
p . Ïðåäâàðèòåëüíàÿ äåôîðìàöèÿ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì

÷åðåç f̂i−1 → f̂ ′i , ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé íà Ĉ
(i+1)
p . Äàëåå ïîñòðîåííàÿ

ãîìîòîïèÿ f̂ ′i ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîòîïèè f̂i íà âñåì Ĉp òàê, ÷òî

îíà ñîâïàäàåò ñ óæå ïîñòðîåíûì ðàíåå îòîáðàæåíèåì f̂i−1 âíå

ìàëîé ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè (êîíå÷íîãî ðàäèóñà) Ĉ
(i)
p è ïðîäîëæàåò

îòîáðàæåíèå f̂i−1 â ýòó îêðåñòíîñòü íà âñå ïðîñòðàíñòâî Ĉp ïî îáùåìó
ïîëîæåíèþ ñ êîíñòàíòîé C1�àïïðîêñèìàöèè δi.

Ïîñòðîåíèå äåôîðìàöèè f̂i−1 7→ f̂ ′i , i ≥ 1, îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò
α(i) ãëóáèíû i èç J

(i)
0 \ J

(i+1)
0 è ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíóþ îêðåñòíîñòü

Uα(i) ñòðàòà α(i) â îáúåäèíåíèè ñòðàòîâ J
(i−1)
0 \ J (i)

0 ãëóáèíû (i −
1), ïðèìûêàþùåì ê ñòðàòó α(i). Îêðåñòíîñòü Uα(i) ïðåäñòàâëåíà êàê
îáúåäèíåíèå îêðåñòíîñòåé Uβi−1

j ,α(i) ïî îêðåñòíîñòÿì ñòðàòà α(i) âî

âñåâîçìîæíûõ ïðèìûêàþùèõ ñòðàòàõ β
(i−1)
j ãëóáèíû (i − 1). Êàæäûé

ñòðàò U
β

(i−1)
j ,α(i) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå α(i) × D2.

Ïðîîáðàç p̂−1(U
β

(i−1)
j ,α(i)) îêðåñòíîñòè U

β
(i−1)
j ,α(i) ïðè îòîáðàæåíèè p̂ :

(Sn−k/i)(i−1)\(Sn−k/i)(i) → J
(i−1)
0 \J (i)

0 îáîçíà÷èì ÷åðåç V̂bj ,a. Îáúåäèíåíèå

V̂bj ,a ïî âñåì bj îáîçíà÷èì ÷åðåç V̂a. Ýòî îáúåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ
ïðîîáðàçîì Uα(i) ïðè îòîáðàæåíèè p̂.

Ïðîîáðàç V̂bj ,a ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå 4r−i−1-

ëèñòíîãî íàêðûâàþùåãî â íàä α(i) íà îòêðûòûé 2-äèñê D2. Ñíîâà
âîñïîëüçóåìñÿ êîîðäèíàòíûì îïèñàíèåì îòîáðàæåíèÿ p̂, îòêóäà
âûòåêàåò, ÷òî îãðàíè÷åííîå p̂ íà V̂bj ,a, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
ñòàíäàðòíîãî ðàçâåòâëåííîãî 4-ëèñòíîãî íàä D2 è ïàðàìåòðèçóþùåãî
îòîáðàæåíèÿ b̂j → βj.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ãîìîòîïèÿ f̂i−1, îãðàíè÷åííàÿ íà V̂a

96



íåïîäâèæíà íà â, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî b̂j äåôîðìàöèÿ f̂i−2 7→ f̂i−1

íàïðàâëåíà â òðàíñâåðñàëüíîì íàïðàâëåíèè ê Uβj ,α è åå C1�êàëèáð
ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò δi.

Îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ f̂ ′i îêðåñòíîñòè V̂β → Rn, êàê ðåçóëüòàò δi�

ìàëîé C1�äåôîðìàöèè íà êàæäîé îêðåñòíîñòè V̂a âäîëü êàñàòåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà ê ïðîèçâîëüíî âûáðàííîìó ñòðàòó β ãëóáèíû i − 1,
ïðèìûêàþùåìó ê α. Ãîìîòîïèÿ f̂ ′i ñòðîèòñÿ òàêæå êàê ïðè i =
0. Â ðåçóëüòàòå òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ýëåìåíòàðíîãî ñòðàòà α(i)

ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî ýëåìåíòàðíîãî
ñòðàòà ïðè ãîìîòîïèè f−1. Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå ãîìîòîïèè f̂ ′i íà
ãðàíèöó îêðåñòíîñòè V̂α, â ÷àñòíîñòè, íà ãðàíèöó ∂(â)cl öåíòðàëüíîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ⊂ V̂b,a ñòðàòà â íåïîäâèæíî.

Îïðåäåëèì ãîìîòîïèþ f̂i â ðåçóëüòàòå ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè
f̂ ′i ïî îáùåìó ïîëîæåíèþ, áëèçêîé ê ãîìîòîïèè f̂i−1 ñ êîíñòàíòîé
C1�àïïðîêñèìàöèè δi. Ðåçóëüòàòîì ãîìîòîïèè ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå,
êîòîðîå îïðåäåëåííî êàê îãðàíè÷åíèå ãîìîòîïèè f̂i ïðè t0 = δi.
Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f̂i íà êàæäûé ýëåìåíòàðíûé ñòðàò ãëóáèíû
j, 0 ≤ j < i, ïðîñòðàíñòâà Sn−k/i(1) èìååò òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ,
êîòîðûå ïîëó÷åíû ìàëîé äåôîðìàöèåé òî÷åê òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
îòîáðàæåíèÿ fj(t0). Îòîáðàæåíèå fj(t0) áûëî îïðåäåëåíî íà
ïðåäâàðèòåëüíîì øàãå êîíñòðóêöèè. Òî÷êè, ëåæàùèå íà ñòðàòàõ
ãëóáèíû (i + 1) (è âûøå) èìåþò ñòðóêòóðó òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
îáùåãî âèäà. Ïðè ýòîì òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ñòðàòîâ ðàçíîé ãëóáèíû,
ó îòîáðàæåíèÿ, îïðåäåëåííîãî â ðåçóëüòàòå ãîìîòîïèè f̂i, âîîáùå
ãîâîðÿ, ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü. Äåôîðìàöèÿ f̂i−1 → f̂i è, òåì ñàìûì,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåôîðìàöèé (137), çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåé
äåôîðìàöèè f̂r0 7→ f̂r0+1 ïîñòðîåíà.

Ïðèñòóïèì ê îïèñàíèþ äåôîðìàöèè f̂r0 7→ f̂r0+1. Ïîëèýäð òî÷åê
äâîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ âíå ïîëèýäðà òî÷åê òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
ãîìîòîïèè fr0+1 âåðòèêàëüíî ðàñïðîåêòèðóåòñÿ âäîëü ñëîÿ ðàññëîåíèÿ
ε3;1. Óêàçàííîå ðàñïðîåêòèðîâàíèå âíå òî÷åê òðîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
êîððåêòíî îïðåäåëåíî, ïîñêîëüêó êàíîíè÷åñêîå äâóëèñòíîå íàêðûòèå
íàä ïîëèýäðîì òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, êîòîðûé ñîäåðæèò òîëüêî òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ñòðàòîâ ðàçíîé ãëóáèíû, î÷åâèäíî, òðèâèàëüíî (ïàðà òî÷åê
â íàêðûâàþùåì ïîëèýäðå åñòåñòâåííî óïîðÿäî÷åíà çíà÷åíèåì ãëóáèíû
ñòðàòîâ).

Îòîáðàæåíèå f̂ , ïîëó÷åííîå ïðè ïîñëåäíåé äåôîðìàöèè f̂r0+2 7→
fr0+3, îïðåäåëÿåò èñêîìîå îòîáðàæåíèå d̂ (d) êàê îãðàíè÷åíèå íà
Sn−k/i × {δr0+3} (RPn−k × {δr0+3}). Îòîáðàæåíèå d̂ èìååò ëèøü òî÷êè
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè íå íèæå 3.
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Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ (143) (ñì. ôîðìóëó íèæå).
Ðàññìîòðèì ïîëèýäð òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ f̂r0(δr0)
è îáîçíà÷èì ýòîò ïîëèýäð äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç N̂K0(r0). Áóäåì
èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ N̂K0(r0+1), N̂K0(r0+2). Ïîëèýäð
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ d̂ = f̂r0+3(δr0+3) îáîçíà÷èì ÷åðåç N̂K0 ⊂
K̂0.

Ïîëèýäð N̂K0(r0) ñîäåðæèò öåïî÷êó âëîæåííûõ ïîäïîëèýäðîâ:

N̂K0(4; r0) ⊂ N̂K0(3; r0) ⊂ N̂K0(2; r0) ⊂ N̂K0(r0) ⊂ K̂0. (138)

Äîïîëíèòåëüíûé èíäåêñ 2, 3, 4 îáîçíà÷àåò ïîäïîëèýäð â ïîëèýäðå òî÷åê
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, ñîñòîÿùèé èç çàìûêàíèÿ ïðîîáðàçà ìíîæåñòâà òî÷åê
êðàòíîñòåé íå ìåíåå 2, 3, 4 ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëåíà òàêæå öåïî÷êà
âëîæåííûõ ïîäïîëèýäðîâ:

N̂K0(4; r0) ⊂ N̂K0(3; r0) ⊂ N̂K0(2; r0) ⊂ N̂K0(r0) ⊂ K̂0, (139)

äâóëèñòíûõ íàêðûâàþùèõ.
Ïî óñëîâèþ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïîäïîëèýäð N̂K0(4; r0) ⊂ N̂K0(3; r0)

â äèàãðàììå (139) òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè íå ìåíåå 4,
âíóòðè ïîëèýäðà òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè íå ìåíåå 3, èìååò
êîðàçìåðíîñòü 4. Â ÷àñòíîñòè, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà ïîëèýäðà
N̂K0(3; r0) \ N̂K0(4; r0) èçîìîðôíà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå ïîëèýäðà
N̂K0(3; r0).

Îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå âëîæåíèå

t̂ : (N̂K0(3; r0) \ N̂K0(4; r0))→ RK̂0, (140)

ïîñêîëüêó êàæäîé òî÷êå äâîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ïîëèýäðà N̂K0(3; r0)
ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òðåòüÿ òî÷êà íà RPn−k × δt0 ñ òåì æå
îáðàçîì ïðè îòîáðàæåíèè f̂r0(δr0). Îòîáðàæåíèå (140) ïðîäîëæàåòñÿ ïî
íåïðåðûâíîñòè äî îòîáðàæåíèÿ

t̂ : N̂K0(3; r0)→ RK̂0. (141)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

t : NK0(3; r0)→ RK̂0. (142)

Íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ äåôîðìàöèè f̂r0 7→ f̂r0+1 ïîëèýäð N̂K0(3; r0 +
1) òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ f̂r0+1(δr0+1) PL�ãîìåîìîðôåí
ïîëèýäðó N̂K0(3; r0) òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ f̂r0(δr0)
(ïîñëåäíèé ïîëèýäð â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè ìåíüøåì
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çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ãîìîòîïèè t = δr0+1). Ïîýòîìó äëÿ ïîëèýäðà
N̂K0(3; r0 + 1) òàêæå îïðåäåëåíî âëîæåíèå, àíàëîãè÷íîå (140), êîòîðîå
ïîëó÷åíî îãðàíè÷åíèåì (140) íà ýòîò ïîäïîëèýäð.

Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ïîëèýäðà N̂K0(3; r0 + 1) âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ, ïðåäóñìîòðåííûå â äèàãðàììå (58), (ñì. Ëåììó 28) ò.å.
ïðîâåðèì, ÷òî îáðàç ïîäïîëèýäðà N̂diag∩N̂K0(3; r0+1) ⊂ N̂K0(3; r0+1) ïðè

îòîáðàæåíèè t̂ ëåæèò â ïîäïîëèýäðå RQ̂diag ⊂ K̂0, à îáðàç ïîäïîëèýäðà

N̂antidiag ∩ N̂K0(3; r0 + 1) ⊂ N̂K0(3; r0 + 1) ïðè îòîáðàæåíèè t̂ ëåæèò â

ïîäïîëèýäðå RQ̂antidiag ⊂ K̂0.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî óêàçàííîå ñâîéñòâî

äëÿ ïîëèýäðà N̂K0(3; r0 + 1) \ N̂K0(4; r0 + 1) âûïîëíÿåòñÿ ïî ïîñòðîåíèþ
äåôîðìàöèè f̂δr0

7→ f̂δr0
. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå (141)

ñòðîèëîñü êàê ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ (140) íà çàìûêàíèå ïðîîáðàçà,
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áóäóò âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ îòîáðàæåíèÿ (141).

Íà ïðåäïîñëåäíåì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ äåôîðìàöèè f̂r0 7→ f̂r0+1

îòîáðàæåíèå f̂r0+1(δr0+1) èìååò òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè
íå ìåíåå 3, ïîñêîëüêó âñå òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, êîòîðûå íå
ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðàòíîñòè 3 è áîëåå óñòðàíÿþòñÿ
âåðòèêàëüíûì ðàñïðîåêòèðîâàíèåì. Ïîýòîìó ïîëèýäð N̂K0(r0 + 2)
ñîâïàäàåò ñ ïîëèëèýäðîì N̂K0(3; r0 + 1), à çíà÷èò îòîáðàæåíèå t̂
îïðåäåëåíî íà âñåì ïîëèýäðå N̂K0(r0 + 2) è óäîâëåòâîðÿåò òåì æå
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ÷òî è îòîáðàæåíèå íà N̂K0(3; r0 + 1).

Íàêîíåö, íà ïîñëåäíåì ýòàïå äëÿ ïîëèýäðà òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
îòîáðàæåíèÿ ĥ ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå N̂K0 ⊂ N̂K0(r0 + 2) è òåì, ñàìûì,
îòîáðàæåíèå

t̂ : N̂K0 → RK̂0, t : NK0 → RK0 (143)

c òðåáóåìûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïîñòðîåíî.
Ëåììà 30 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 31

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 30. Ëåììà 31
äîêàçàíà.

4 Ìíîãîîáðàçèÿ ñ êâàòåðíèîííûì

îñíàùåíèåì

Ðàññìîòðèì ãðóïïó Qa êâàòåðíèîíîâ ïîðÿäêà 8. Îïðåäåëåíî
ïðåäñòàâëåíèå χ+ : Qa → SO(4), êîòîðîå ïåðåâîäèò åäèíè÷íûå
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êâàòåðíèîíû i, j,k â ìàòðèöû (20), (21), (22) ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðåäñòàâëåíèå χ− ïåðåâîäèò åäèíè÷íûå êâàòåðíèîíû i, j,k â

ìàòðèöû


0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 , (144)


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0

 , (145)


0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0

 . (146)

Îáðàç ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ ïðè ïðåäñòàâëåíèÿõ χ+ è χ− îïðåäåëÿþò
òàêæå ïîäãðóïïû â ãðóïïå Z/2[3] ⊂ O(4). Çàìåòèòü, ÷òî âíåøíåå
ñîïðÿæåíèå ïîäãðóïïû H ⊂ Z/2[3] íà ýëåìåíò èç Z/2[3] \ H, çàäàííûé
ïðåîáðàçîâàíèåì e1 → −e1, ei → ei, 2 ≤ i ≤ 4, îïðåäåëÿåò
àâòîìîðôèçì H → H, ïðè êîòîðîì ïîäãðóïïà Imχ+ ïåðåõîäèò
ïîäãðóïïó Imχ− åäèíè÷íûõ êâàòåðíèîíîâ â H, ïðåäñòàâëåíèå êîòîðîé
çàäàåòñÿ ìàòðèöàìè (144),(145),(146).

Îïðåäåëåíà ïðÿìàÿ ñóììà ïðåäñòàâëåíèé χ+ ⊕ χ− : Qa → SO(4) ⊕
SO(4) → SO(8), ýòî ïðåäñòàâëåíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ+,−. Îïðåäåëåíî
ïðåäñòàâëåíèå χ+ ⊕ χ+ : Qa → SO(4) ⊕ SO(4) → SO(8), êîòîðîå
îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ+,+.

Îïðåäåëåíû ñâîáîäíûå äåéñòâèÿ p7 : Qa × S7 → S7, p3 : Qa ×
S3 → S3, ïîñòðîåííûå ïî ïðåäñòàâëåíèÿì ψ+,+, χ+. Ñîîòâåòñòâóþùåå
ôàêòîðïðîñòðàíñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç S7/Qa, S

3/Qa.
Ðàññìîòðèì îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà S7/Qa, S

3/Qa, îïðåäåëåííûå
êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâà äåéñòâèé p7, p3. Îïðåäåëåíû ïàðà âåêòîðíûõ
8- è ïàðà âåêòîðíûõ 4-õ ìåðíûõ ðàññëîåíèÿ ζ+,+ : E(ζ+,+) → S7/Qa,
ζ+,− : E(ζ+,−) → S7/Qa, η+ : E(η+) → S7/Qa, η− : E(η−) →
S7/Qa ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Qa. Ïðè ýòîì 8-ìåðíîå ðàññëîåíèÿ ζ+,+,
ζ+,− àññîöèèðîâàíû ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè ψ+,+, ψ+,− ðàññëîåíèÿ η+, η−
àññîöèèðîâàíû ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè χ+, χ− ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðàññìàòðèâàÿ êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà S7/Qa, çàêëþ÷àåì,
÷òî H4(S7/Qa; Z) = H3(S

7/Qa; Z) = Z/8. Ïðè ýòîì îáðàçóþùàÿ
t óêàçàííîé ãðóïïû îïðåäåëåíà êàê îáðàç ôóíäàìåíòàëüíîãî êëàññà
[S3/Qa] ïðè âëîæåíèè S3/Qa ⊂ S7/Qa, êîòîðîå ïàðàìåòðèçóåò 3-îñòîâ
K3 ⊂ S7/Qa.

Ïðåäëîæåíèå 41. Ïóñòü K7 � ïðîèçâîëüíîå îðèåíòèðîâàííîå
çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, ñòàáèëüíîå íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå êîòîðîãî
èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ f ∗(kζ+,+), f : K7 → S7/Qa, s = 1 (mod 2). Òîãäà
deg(f) = 0 (mod 2).

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 41

Çàìåòèì, ÷òî ðàññëîåíèå íàä S7/Qa, ïîëó÷åííîå èç kζ+,+ îáðàùåíèåì
îðèåíòàöèè, ñîâïàäàåò ñ kζ+,−. Ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííîå (íåñâÿçíîå)
ìíîãîîáðàçèå K7 ∪ −K7, ñ íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì f ∗kζ+,+ ∪ f ∗kζ+,−.

Äîêàæåì, ÷òî â ãðóïïå H3(S
7/Qa; Z) c îáðàçóþùåé, îáîçíà÷åííîé

÷åðåç t, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

[p1(kζ+,+)]op = 4t, (147)

[p1(kζ+,−)]op = 0. (148)

Ñíà÷àëà äîêàæåì ðàâåíñòâî (147) ïðè k = 1. Ðàññëîåíèå ζ+,+

ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ 15.5 èç
êíèãè [M-S] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

p1(ζ+,+) = c21(ζ+,+)− 2c2(ζ+,+). (149)

Ïîñêîëüêó ζ+,+ = η+ ⊕ η+, òî ñîãëàñíî ôîðìóëå (14.7) c2(ζ+,+) =
c2(η+ ⊕ η+) = c21(η+) + 2c2(η+). Ïîñêîëüêó êîìïëåêñíàÿ ðàçìåðíîñòü
ðàññëîåíèÿ η+ ðàâíà 2, c2(η+) ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Ýéëåðà è ðàâåí t.
Äàëåå c21(η+ ⊕ η+) = 4c21(η+). Ñóììèðóÿ äîêàçàííûå ðàâåíñòâà, c ó÷åòîì
8t = 0, ïîëó÷èì p1(ζ+,+) = 2c21(η+) + 4t.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî

c21(η+) = 0. (150)

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî i∗(c1(η+)) = 0, ãäå i : S3/Qa ⊂
S7/Qa åñòåñòâåííîå âëîæåíèå, ïîñêîëüêó ðàññëîåíèå i

∗(η+) òðèâèàëüíî.
Ãîìîìîðôèçì

H2(S7/Qa; Z)
i∗−→ H2(S3/Qa; Z)
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ÿâëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì, ïîýòîìó c1(η+) = 0. Ðàâåíñòâî (150) è
ðàâåíñòâî (147) ïðè k = 1 äîêàçàíû.

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (148) ïðè k = 1. Ðàññëîåíèå ζ+,− ÿâëÿåòñÿ
êîìïëåêñíûì, ñëåäîâàòåëüíî, ïî àíàëîãè÷íûì âû÷èñëåíèÿì:

p1(ζ+,−) = c21(ζ+,−)− 2c2(ζ+,−). (151)

Ïîñêîëüêó ζ+,− = η+ ⊕ η−, òî c2(η+ ⊕ η−) = c1(η+)c1(η−) + c2(η+) +
c2(η−). Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå ñîêðàùàþòñÿ,
ïîñêîëüêó ýéëåðîâû êëàññû ðàññëîåíèé η+, η− ïðîòèâîïîëîæíû ïî
çíàêó. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó âû÷èñëåíèþ, èìååì c21(η+ ⊕ η−) =
c21(η+)+c21(η−)+2c1(η+)c1(η−). Ñóììèðóÿ äîêàçàííûå ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì
p1(ζ+,−) = c21(η+) + c21(η−). Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî c21(η−) = 0 ïî
àíàëîãè÷íûì ñ (150) âû÷èñëåíèÿì. Ðàâåíñòâî (148) ïðè k = 1 äîêàçàíî.

Äîêàæåì (147), (148) ïðè ïðîèçâîëüíîì íå÷åòíîì k.
Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ó êîìïëåêñíûõ ðàññëîåíèé 2lζ+,+, 2lζ+,−
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ c1 ðàâåí íóëþ, à c2(2lζ+,+) = c2(2lζ+,+) = 4lt.
Ïîñêîëüêó 2lζ+,+ = 4lη+, òî ñîãëàñíî ôîðìóëå (14.7) c ó÷åòîì ðàâåíñòâà
(150), ïîëó÷èì: c2(2lζ+,+) = c2(4lη+) = 4lc2(η+) = 4lt. Àíàëîãè÷íî
ïîëó÷èì c2(2lζ+,−) = 4lt. Ðàâåíñòâà (147), (148) âûòåêàþò èç óðàâíåíèé
(149), (151).

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå F = f ∪ f : K7 ∪ −K7 →
S7/Qa îðèåíòèðîâàííîãî (íåñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ). Ïî ïîñòðîåíèþ
îòîáðàæåíèå F îðèåíòèðîâàííî áîðäàíòíî íóëþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî

F∗([p1(kζ+,+)]op + [p1(kζ+,+)]op) ∈ H3(S
7/Qa)

ñîõðàíÿåòñÿ ïðè êîáîðäèçìå. Ýòî ÷èñëî ðàâíî íóëþ, ïðè def(f) = 0
(mod 2), è ðàâíî 0, ïðè deg(f) = 1 (mod 2). Ïðåäëîæåíèå 41 äîêàçàíî.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 5 áûëî èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z/2[s] ãðóïïó, ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå s-êðàòíîãî
ñïëåòåíèÿ ýëåìåíòàðíîé ãðóïïû Z/2, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî
ñëó÷àþ s = 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω : E(ω)→ K(Z/2[s], 1) � óíèâåðñàëüíîå
2s−1�ìåðíîå ðàññëîåíèå ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé Z/2[s].

Ïðåäëîæåíèå 42. Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíûé ïîëèýäð ðàçìåðíîñòè
dim(K) = 7, ñíàáæåííûé îòîáðàæåíèåì ϕ : K → K(Z/2[s], 1) è ïóñòü
ϕ∗(ω) � îáðàòíûé îáðàç ðàññëîåíèÿ ω ïðè îòîáðàæåíèè ϕ. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà l, l ≡ 0 (mod 8) ðàññëîåíèå lϕ∗(ω) èçîìîðôíî
òðèâèàëüíîìó.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 42

Îáîçíà÷èì ðàññëîåíèå lϕ∗(ω) ÷åðåç ψs. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïî
èíäóêöèè. Ïðè s = 1 óòâåðæäåíèå õîðîøî èçâåñòíî.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ðàññëîåíèå ψs−1, s > 1, òðèâèàëüíî.
Äîêàæåì, ÷òî ðàññëîåíèå ψs òðèâèàëüíî. Ðàññìîòðèì äâóëèñòíîå
íàêðûòèå K̄ → K, èíäóöèðîâàííîå ïîäãðóïïîé èíäåêñà 2 Z/2[s−1] ⊕
Z/2[s−1] ⊂ Z/2[s]. Ðàññìîòðèì ðàññëîåíèå ψ!

s íàä K̄, îïðåäåëåííîå
êàê òðàíñôåð ðàññëîåíèÿ Z/2[s]. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ψ!

s = ψs−1,1 ⊕
ψs−1,2, ãäå ïðÿìûå ñëàãàåìûå ψs−1,1, ψs−1,2 ñóòü ðàññëîåíèÿ íàä K̄ ñ
ìåíüøèìè ñòðóêòóðíûìè ãðóïïàìè. Ýòè ðàññëîåíèÿ èçîìîðôíû ìåæäó
ñîáîé, ïðè÷åì èçîìîðôèçì îñóùåñòâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé íàêðûòèÿ K̄.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ðàññëîåíèÿ ψs−1,1, ψs−1,2 òðèâèàëüíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàññëîåíèé íàä K ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ψs =
l2s−2κ ⊕ l2s−2ε, ãäå κ � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, êëàñèôèöèðóþùåå
íàêðûòèå K̄ → K, ε � òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå. Ðàññëîåíèå lκ è,
òåì áîëåå, ðàññëîåíèå l2s−2κ, òðèâèàëüíî, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññëîåíèå ψs

òðèâèàëüíî. Ïðåäëîæåíèå 42 äîêàçàíî.
Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþãèïîòåçó.

Ãèïîòåçà (Ñ.À.Ìåëèõîâ)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Îñíîâíîé Òåîðåìû ïîñòðîåíèÿ ðàçäåëà 3 íå
íóæíû. Òåîðåìó 9 ìîæíî äîêàçàòü ìåòîäàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû áåç
èñïîëüçîâàíèÿ Ïðåäëîæåíèé 22, 23 â ïðåäïîëîæåíèè l ≥ 4 (ò.å. ïðè
n ≥ 15).
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