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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàãíèòíàÿ ñïèðàëüíîñòü, àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò
Õîïôà, èíòåãðàë Ãàóññà, èíâàðèàíò çàöåïëåíèÿ.

Êîäû MSC: 35Qxx, 57Mxx, 76Fxx.

Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé ÌÃÄ

∂(w)

∂t
= rot(V × w) + rot(rotB×B)− νrotrotw, (1)

w = rotV ; div(V ) = 0;

∂B

∂t
= rot(V ×B)− ηrotrotB, (2)

div(B) = 0.
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Óðàâíåíèå (1) îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ âåêòîðà ðîòîðà ñêîðîñòè
æèäêîé ïðîâîäÿùåé ñðåäû â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ó÷åòîì
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè. Óðàâíåíèå (2) îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ
âåêòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ó÷åòîì ìàãíèòíîé âÿçêîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âåêòîðíûå ïîëÿ B, w èìåþò êîíå÷íûé
íîñèòåëü. Èç ñèñòåìû (1),(2), î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî è ïðè âñåõ t > 0
ðåøåíèÿ B(t), w(t) èìåþò êîíå÷íûé íîñèòåëü.

Óðàâíåíèå (1) çàïèñàíî â ôîðìå Êîøè-Ãåëüìãîëüöà, êîòîðàÿ óäîáíà
äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Â óñëîâèè îòñóòñòâèÿ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ (èëè â óñëîâèÿõ ìàëîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ) ïðè íóëåâîé
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè ν âåêòîðíîå ïîëå w ÿâëÿåòñÿ âìîðîæåííûì
(ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ ïî âðåìåíè âî âíóòðåííèõ êîîðäèíàòàõ ñðåäû
ñî ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé B2), ÷òî âëå÷åò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
(âûñøèõ) òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, ïîñòðîåííûõ äëÿ òðàåêòîðèé
ýòîãî ïîëÿ. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì B äàæå ïðè ν = 0 âåêòîðíîå ïîëå
w íå ÿâëÿåòñÿ âìîðîæåííûì è èçìåíÿåòñÿ âî âíóòðåííèõ êîîðäèíàòàõ
ñðåäû ïîä äåéñòâèåì ñèë Ëîðåíöà, ïðè÷åì âåêòîð ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé
∂V
∂t

(âåêòîð V ñëóæèò âåêòîð-ïîòåíöèàëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ w) íàïðàâëåí
ïåðïåíäèêóëÿðíî ìàãíèòíîìó ïîëþ. Ïðè ν = 0, η = 0 (ýòîò ñëó÷àé
íîñèò íàçâàíèå èäåàëüíîé ÌÃÄ) èç óñëîâèÿ âìîðîæåííîñòè ïîëÿ w
èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé âûòåêàåò, âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòè V èìååò
àñèìïòîòèêó V ∼ r−2.

Óðàâíåíèå (2) âûÿâëÿåò àíàëîãèþ çàêîíà ýâîëþöèè âåêòîðîâ w è
B. Â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ìàãíèòíîé âÿçêîñòè η âåêòîðíîå ïîëå B
ÿâëÿåòñÿ âìîðîæåííûì, ÷òî òàêæå âëå÷åò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (âûñøèõ)
òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, ïîñòðîåííûì ïî òðàåêòîðèÿì ýòîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ. Îñíîâíîé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò, îïðåäåëÿþùèé
çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â èäåàëüíîé ÌÃÄ, ñâÿçàí ñî
ñðåäíèì êîýôôèöèåíòîì çàöåïëåíèÿ ïàð ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî
ïîëÿ. Ýòîò èíâàðèàíò íàçûâàåòñÿ ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòüþ (ñì. [A-
Kh], ãë.3) è òàêæå èíâàðèàíòîì Õîïôà. Àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò,
âûðàæàþùèé çíà÷åíèå èíâàðèàíòà ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè, ñâÿçàí ñ
èíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ äâóõ çàìêíóòûõ
êðèâûõ, êîòîðûé áûë îòêðûò Ê.Ô.Ãàóññîì.

Ãèïîòåçà À.Â.×åðíàâñêîãî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íåêîòîðûé ïåðâûé èíòåãðàë I ñèñòåìû óðàâíåíèé èäåàëüíîé ÌÃÄ, ïðè
óñëîâèè, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå ïðåäñòàâëåíî îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà ìàãíèòíûõ òðóáîê (ñì. [A-Kh], ãë.3, ðàçäåë 7.3) ñ åäèíè÷íûìè
ìàãíèòíûìè ïîòîêàìè, îêàçûâàåòñÿ ðàâåí íåêîòîðîìó êîìáèíàòîðíîìó
èíâàðèàíòó êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, âû÷èñëåííîìó äëÿ òðåõìåðíîãî
çàöåïëåíèÿ, êîòîðîå îáðàçîâàíî öåíòàëüíûìè ëèíèÿìè ñåìåéñòâà
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ìàãíèòíûõ òðóáîê. Òîãäà ëèáî èíâàðèàíò I àëãåáðàè÷åñêè âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ìàãíèòíóþ ñïèðàëüíîñòü, ëèáî íå âûðàæàåòñÿ êîíå÷íîêðàòíûì
íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì îò ïîëåé B è V è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ýòèõ ïîëåé ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. ×àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû â
íàïðàâëåíèè ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ãèïîòåçû ×åðíàâñêîãî áûëè
ïîëó÷åíû Ñ.Ñ.Ïîäêîðûòîâûì (2004, óñòíîå ñîîáùåíèå).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå ëþáîé èíâàðèàíò êîíå÷íîãî ïîðÿäêà 3-
ìåðíîãî çàöåïëåíèÿ ïîðîæäàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ âìîðîæåííîãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ò.ê. èíâàðèàíò, âûðàæàþùèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ,
ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì. Èíà÷å ãîâîðÿ, òàêîé èíâàðèàíò äîëæåí
âûäåðæèâàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ñïåöèàëüíîãî âèäà (ñì. ðàçäåë 4).
Ïðîáëåìà î ñóùåñòâîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Â.È.Àðíîëüäîì ([Arn], ïðîáëåìû 1990-
16; 1984-12). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ñòðîèì áåñêîíå÷íîå ñåìåéñòâî
àñèìïòîòè÷åñêèõ èíâàðèàíò: ïîëèíîìèàëüíûå ñïèðàëüíîñòè. Ïîëó÷åíû
äðóãèå ðåçóëüòàòû â íàïðàâëåíèè ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ
èíâàðèàíòîâ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðûå ïîðîæäåíû âûñøèìè
òîïîëîãè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, ò.å. òàêèìè
êîìáèíàòîðíûìè èíâàðèàíòàìè, êîòîðûå íå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèé. Ïðîñòåéøèé èíâàðèàíò M â îäíîé
áåñêîíå÷íîé ñåðèè èíâàðèàíòîâ èçó÷åí â ðàáîòå.

Îñíîâíîé çàäà÷åé, îñíîâàííîé íà ïðèìåíåíèè èíòåãðàëà ìàãíèòíîé
ñïèðàëüíîñòè, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Çåëüäîâè÷à-Ñàõàðîâà îá îöåíêå
ìàãíèòíîé ýíåðãèè ÷åðåç (âûñøèå) òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû
ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ â ýòîé
çàäà÷å ñëóæèò íåðàâåíñòâî Àðíîëüäà ([A-Kh], ãë.3, ðàçäåë 1.3, Òåîðåìà
1.5).

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÃÄ â îòñóòñòâèè ìàãíèòíîé
äèññèïàöèè äîñòàâëÿþòñÿ êîëåáàíèÿìè âáëèçè ïîëîæåíèé
ìàãíèòîñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîì ìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ
ìèíèìèçèðóåòñÿ ([T]).

Íàëè÷èå äàæå ñëàáîé ìàãíèòíîé âÿçêîñòè ïðèâîäèò ê ðàçðóøåíèþ
âñåõ âûñøèõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, çà èñêëþ÷åíèåì èíâàðèàíòà
ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè, êîòîðûé ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò ñîñòîÿíèå
ìàãíèòîñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ äàííîé ñèñòåìû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ðàçðóøåíèå âûñøèõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ
ïðîöåññîì ïåðåñîåäèíåíèÿ ñèëîâûõ ëèíèé (ñì. [Ê]).

Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, â
òîì ÷èñëå, òåîðåìà Àðíîëüäà îá àñèìïòîòè÷åñêîì ãàóññîâñêîì
êîýôôèöèåíòå çàöåïëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîñòèêîì, ñâÿçûâàþùèì
òåîðèþ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ (ãëîáàëüíîé)
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òîïîëîãèåé. Äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ â óêàçàííîì êîíòåêñòå ïîäîáíîé
ñâÿçè íå âîçíèêàåò, â ÷àñòíîñòè, êîðýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ äâóõ
ïëîñêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðèâûõ ðàâåí íóëþ. Â ñëó÷àå, êîãäà
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà áîëüøå 3, àëãåáðàè÷åñêèé àñïåêò çàäà÷è
èçó÷åíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ çàöåïëåíèé ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ
îò ñëó÷àÿ ðàçìåðíîñòè 3. Ñàìûé ñëîæíûé ñëó÷àé ðàçìåðíîñòè 3
ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé.

Ìíîãèå ïðèêëàäíûå çàäà÷è, ðåøàåìûå ïðè ïîìîùè èíâàðèàíòà
ñïèðàëüíîñòè, ìîãóò áûòü áîëåå äåòàëüíî èçó÷åíû ïðè ïîìîùè
äðóãèõ áîëåå òîíêèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ.
Òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÌÃÄ î÷åíü ñëîæíû. Ïðè ïåðåõîäå
îò òî÷íûõ ðåøåíèé ê ïðèáëèæåííûì â òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè
èñïîëüçóþòñÿ ñëó÷àéíûå ìàãíèòíûå (ãèäðîäèíàìè÷åñêèå) ïîëÿ. Ïðè
ýòîì îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíûìè ïðèáëèæåííûå ñïåêòðàëüíûå ôîðìóëû
äëÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ÿâíàÿ ôîðìóëà ñàìîãî çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ ìîæåò áûòü íåèçâåñòíà. Ïðîèçâîëüíûé àñèìïòîòè÷åñêèé
òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò, îïðåäåëÿþùèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ, ïîðîæäàåò
ôóíêöèîíàë íà ñïåêòðå ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÃÄ, êîòîðûé
ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ñëó÷àéíîãî ðåøåíèÿ.

Â ðàçäåëå 2 âñïîìíèì äâå çàäà÷è, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì
ñâîéñòâ òóðáóëåíòíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà
ñïèðàëüíîñòè. Ïåðâàÿ çàäà÷à, êîòîðóþ ìíå îáúÿñíèë Ä.Ä.Ñîêîëîâ,
ñâÿçàíà ñ âåðõíåé îöåíêîé ñïåêòðà òóðáóëåíòíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Ñìûñë ýòîé çàäà÷è â ñëåäóþùåì: ìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ ñëó÷àéíûõ
âèõðåé ñ òå÷åíèåì âðåìåíè äèññèïèðóåò ïî ñïåêòðó èç îáëàñòè
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñ ìàëûìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè (êðóïíîìàñøòàáíûõ)
â îáëàñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñ áîëüøèìè âîëíîâûìè ÷èñëàìè
(ìåëêîìàñøòàáíûõ). Ãåîìåòðè÷åñêè ýòîò ïðîöåññ ìîæíî, êàê è â ñëó÷àå
àíàëîãè÷íîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è [F], ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê
âîçíèêíîâåíèå ôðàêòàëüíîãî êàñêàäà âèõðåé, âñå áîëåå ìåëêèõ ðàçìåðîâ.
Ïðîöåññ ôðàêòàëèçàöèè íå ïðîèñõîäèò äî áåñêîíå÷íîñòè, íî ëèøü äî
îïðåäåëåííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, êîòîðûé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ýíåðãèè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè è èíâàðèàíòîì ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè, îáà èíâàðèàíòà
ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè èäåàëüíîé ñèñòåìû (â ïðèñóòñòâèè
ìàëîé äèññèïàöèè ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ àäèàáàòè÷åñêèìè
èíâàðèàíòàìè ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ ñèñòåìû íå ñîõðàíÿåòñÿ,
à òîïîëîãèÿ ðàçðóøàåòñÿ èç-çà ïåðåñîåäèíåíèÿ ñèëîâûõ ëèíèé). Áîëåå
äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðèâîäèò ê òåîðèè
êàñêàäíûõ ìîäåëåé. Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÃÄ êàñêàäíûå ìîäåëè
ïîêà åùå íåäîñòàòî÷íî èçó÷åíû. Âûñøèå àñèìïòîòè÷åñêèå èíâàðèàíòû,
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çàäàííûå â âèäå ôóíêöèîíàëîâ íà ñïåêòðå ðåøåíèé, äîñòàâëÿþò â ýòîé
çàäà÷å äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà
êàê äëÿ îöåíêè ïåðåíîñà ýíåðãèè ïî ñïåêòðó, òàê è äëÿ îöåíêè ìîìåíòîâ
ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó ïðàâûõ è ëåâûõ òóðáóëåíòíûõ âèõðåé.

Âòîðàÿ çàäà÷à èç òåîðèè äèíàìî ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé ðîñòà
ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðîñòåéøèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàçâàåòñÿ α�ýôôåêò.
Îí áûë îòêðûò â 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà Steenbeck, Krause,
R�adler (1966). Ñîãëàñíî îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó ýòîé òåîðèè ðîñò
ñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â óñëîâèÿõ ìîäåëè ñ óñðåäíåíèåì ñëó÷àéíîãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî ìåëêîìàñøòàáíûì âàðèàöèÿì ïîëÿ ñêîðîñòè, â
öåëîì, õàðàêòåðèçóåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ
çàöåïëåíèÿ ëèíèé ðîòîðà ïîëÿ ñêîðîñòè ñðåäû. Ðîñò ìàãíèòíîãî
ïîëÿ íàáëþäàåòñÿ, êîãäà àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà óêàçàííîãî ñðåäíåãî
êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ äîñòàòî÷íî âåëèêà è íå íàáëþäàåòñÿ â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ÷òî ôîðìóëû äëÿ
âûñøèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ïîëÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè
â ýòîì êîíòåêñòå ïðè ðàçâèòèè òåîðèè.

Â ðàçäåëå 3 ñòðîèòñÿ âûñøèé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò M ,
âûðàæàþùèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ íîñèòåëåì
íà òðåõ çàìêíóòûõ ìàãíèòíûõ ëèíèÿõ. Ïîä÷åðêíó, ÷òî â îòëè÷èè
îò ìíîãèõ äðóãèõ âûñøèõ (âòîðè÷íûõ) òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ,
ïîÿâëÿþùèõñÿ â ýòîé çàäà÷å (ñì. [M-R], ãäå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
ïðèìåíÿþòñÿ èíòåãàëû Ìàññè), êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ ñèëîâûõ
ëèíèé (ò.å. ïåðâè÷íûå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû) ìîãóò ïðèíèìàòü
ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ. Áîëåå òîãî, åñëè âñå òðè ïîïàðíûõ
êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé îáðàùàþòñÿ
â íóëü, òî è èíâàðèàíò M îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òåì íå ìåíåå, èíâàðèàíò
M íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîïàðíûå êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ.

Ðàçäåë 4 ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ íîâîãî ñåìåéñòâà àñèìïòîòè÷åñêèõ
òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ δk

B ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîëÿ B,
ãäå íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð k íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ èíâàðèàíòà
ïîëèíîìèàëüíîé ñïèðàëüíîñòè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè
íîâûé èíâàðèàíò ñóùåñòâåííîãî èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò: äëÿ
îðèåíòèðîâàííîãî çàöåïëåíèÿ ñ äâóìÿ êîìïîíåíòàìè îí ðàâåí k-îé
ñòåïåíè êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò. Äëÿ óðàâíåíèé ÌÃÄ
ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî àñèìïòîòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ ò.ê. óæå ïðè k = 2 ïîëèíîìèàëüíàÿ (êâàäðàòè÷íàÿ)
ñïèðàëüíîñòü íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàë ñïèðàëüíîñòè, êàê
ëåãêî ïîêàçàòü íà ïðèìåðå ïîëÿ, çàêëþ÷åííîãî â äâà äèçúþíêòíûõ
çåðêàëüíûõ øàðà ñ íåíóëåâîé ñïèðàëüíîñòüþ â êàæäîì øàðå. Â ýòîì
æå ðàçäåëå äîêàçàíû äðóãèå ðåçóëüòàòû â íàïðàâëåíèè ïîñòðîåíèÿ
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âûñøåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî èíâàðèàíòà µB ïîëÿ, êîòîðûé ïîðîæäàåòñÿ
êîìáèíàòîðíûì èíâàðèàíòîì M òðåõ çàìêíóòûõ ìàãíèòíûõ ëèíèé.

Ðàçäåë 5 ïîñâÿùåí îáùèì îáñóæäåíèÿì íà ïóòè âîçìîæíûõ
ïðèëîæåíèé âûñøèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ ìàãíèòíûõ
ïîëåé. Ïðèëîæåíèÿ îñíîâàíû íà ïîíÿòèè êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà
ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðèâîäèòñÿ êîððåëÿöèîííûé òåíçîð äëÿ δ2 è
µ�èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå (ïðè âûïîëíåíèè ãèïîòåçû î ñõîäèìîñòè
íåêîòîðîãî ôîðìàëüíîãî ðÿäà, êîòîðàÿ íîñèò âåñüìà îáùèé õàðàêòåð),
ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàòü êàê çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé ÌÃÄ. Çäåñü æå ìû êðàòêî îáñóæäàåì òîïîëîãè÷åñêóþ
ïðèðîäó M�èíâàðèàíòà è äðóãèõ èíâàðèàíòîâ èç áåñêîíå÷íîé ñåðèè íà
îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Ñ.À.Ìåëèõîâà [Ìå].

2. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ èíòåãðàëà

ñïèðàëüíîñòè â òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè

Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ: âåêòîð-ïîòåíöèàë A(x) ìàãíèòíîãî
ïîëÿ è èíòåãðàë ñïèðàëüíîñòè. Ïîñêîëüêó div(B(x)) = 0, ñóùåñòâóåò
âåêòîðíîå ïîëå A(x), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ rot(A) = B
ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè: A(r) ∼ r−2, ïðè r → ∞. Ýòî âåêòîðíîå
ïîëå íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ïîòåíöèàëîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ B(x). Óñëîâèåì
div(A(x)) = 0 âåêòîð-ïîòåíöèàë îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí. Îïðåäåëåí
èíòåãðàë ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè ïî ôîðìóëå:

χ(B) =

∫
A(x) ·B(x) dx. (3)

Ïðèìåð Ä.Ä.Ñîêîëîâà: îöåíêà ñïåêòðà òóðáóëåíòíîãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ïóñòü bk, 0 < k < N � íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ñïåêòðà ýíåðãèè E =∫
B2dx òóðáóëåíòíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå. Ïàðàìåòð N

îïðåäåëÿåò ãðàíèöó ñïåêòðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

b̄k = C2
b k

−α,

ãäå α > 0 � ïîêàçàòåëü ñïåêòðà ( ïðè α < 1 îöåíêà ýôôåêòèâíàÿ).
Êîýôôèöèåíòû ñïåêòðà ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòè χ(B) îïðåäåëåíû
ðàâåíñòâîì bχk = C2

b k
−α−1, 0 < k < N (èíòåãðàë ñõîäèòñÿ). Ïîëíàÿ
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ýíåðãèÿ ñèñòåìû U + E îöåíèâàåòñÿ ñíèçó ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâîì:

U + E > C2
b

∫ N

1

k−αdk (4)

(ïðè α < 1 èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ). Ìàãíèòíàÿ ñïèðàëüíîñòü χ(B)
äîñòàâëÿåò íèæíþþ îöåíêó êîíñòàíòû C2

b :

|χ(B)| ≤ C2
b

∫ N

1

k−α−1 = C2
bα

−1.

Íèæíÿÿ îöåíêà êîíñòàíòû C2
b îïðåäåëÿåò âåðõíþþ îöåíêó ãðàíèöû

ñïåêòðà N èç óðàâíåíèÿ (4).

Óðàâíåíèå èíäóêöèè äëÿ ñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, α-ýôôåêò

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíî ñëó÷àéíîå ïîëå ñêîðîñòè V ′(x, t) ñî ñðåäíèì
çíà÷åíèåì V̄ (x, t) = 0. Ïðåäñòàâèì ìàãíèòíîå ïîëå B(x, t) â âèäå:
B(x, t) = B̄(x, t)+B′(x, t), ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì ìàãíèòíûì ïîëåì, à âòîðîå ñëàãàåìîå îïðåäåëÿåò
ñëó÷àéíûå âàðèàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. (Îòìå÷ó, ÷òî â îòëè÷èè îò òåîðèè
âîçìóùåíèé, ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âòîðè÷íîå ïîëå ìíîãî ìåíüøå
ïåðâîíà÷àëüíîãî, â íàøåì ñëó÷àå, íàïðîòèâ, ‖B′(x, t)‖ >> ‖B̄(x, t)‖.)

Â ðàáîòå [R] ïîêàçàíî, ÷òî ñðåäíåå ìàãíèòíîå ïîëå B̄ óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

−ηmrotrotB̄ + αrotB̄− ∂B̄

∂t
= 0, div(B̄) = 0.

Êîýôôèöèåíòû ηm, α â ýòîì óðàâíåíèè õàðàêòåðèçóþò ñêîðîñòü
èçìåíåíèÿ ñðåäíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Êîýôôèöèåíò ηm (îòðèöàòåëüíûé
ãåðîé) çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè è ñïåêòðàëüíûõ
õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè. Â òî âðåìÿ êàê êîýôôèöèåíò
α (ïîëîæèòåëüíûé ãåðîé) íå çàâèñèò îò ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê è
ðàâåí çíà÷åíèþ èíòåãðàëà ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñïèðàëüíîñòè

α = χw =

∫
(V (x), w(x))dx.

3. Ôîðìóëà äëÿ âûñøåãî êîýôôèöèåíòà

çàöåïëåíèÿ 3 çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé

Ïóñòü L = L1 ∪ L2 ∪ L3� 3�êîìïîíåíòíîå çàöåïëåíèå â R3, êîòîðîå ìû
îïðåäåëèì êàê çàìêíóòîå îäíîìåðíîå îðèåíòèðîâàííîå ïîäìíîãîîáðàçèå
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ñ 3 êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè. Êîìïîíåíòû ïîäìíîãîîáðàçèÿ L ñíàáæåíû
íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé. Åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê L â
òî÷êå xi ∈ Li ⊂ L, i = 1, 2, 3, îáîçíà÷èì ÷åðåç ~e(x0).

Äëÿ êàæäîé òî÷êè xi ∈ Li, îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïîëå A(xi;x) ñ
îñîáåííîñòüþ â òî÷êå x0 ïî ôîðìóëå:

A(xi;x) =
~e(xi)× (x− xi)

(x− xi)2
.

Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïîëå Ai(x) c îñîáåííîñòüþ íà êðèâîé Li,
íàçûâàåìîå âåêòîð-ïîòåíöèàëîì êîìïîíåíòû Li, ïî ôîðìóëå:

Ai(x) =

∮
Li

A(xi, x)dxi, xi ∈ Li.

Äëÿ êàæäîé ïàðû òî÷åê xi ∈ Li, xj ∈ Lj, i 6= j, îïðåäåëèì âåêòîðíîå
ïîëå ~α(xi, yj;x) ïî ôîðìóëå:

~α(xi, xj;x) = A(xi;x)×A(xj;x).

Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïîëå ~αi,j(x) c îñîáåííîñòüþ íà êðèâûõ Li, Lj ïî
ôîðìóëå:

~αi,j(x) = Ai(x)×Aj(x) =

∮
Li∪Lj

~αi,j(xi, xj;x)dxidxj, xi ∈ Li, xj ∈ Lj.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (i, j), i, j = 1, 2, 3, i 6= j � êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ
i-îé è j�îé êîìïîíåíò L. Êîýôôèöèåíò (i, j) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

(i, j) =
1

4π

∫ ∫
〈~e(xi), ~e(xj), xi − xj〉

‖xi − xj‖3
dxidxj, xi ∈ Li, xj ∈ Lj,

ãäå ~e�êàñàòåëüíûé âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû ê L, ïðèëîæåííûé â
ñîîâåòñòâóþùåé òî÷êå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕj,i : Li → R1, i 6= j � ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ,
îïðåäåëåííóþ âûáîðîì âåòâè ïðè èíòåãðèðîâàíèè âåêòîð-ïîòåíöèàëà
Aj ïî êîìïîíåíòå Li. Ýòî ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöÿ ñ ïåðèîäîì (i, j)
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

ϕi,j(xi) =

∫ xi

pti

Aj(xi)dxi, xi ∈ Li,

ãäå pti ∈ Li � âûáðàííàÿ òî÷êà íà êðèâîé Li. Ïî ïîñòðîåíèþ ϕj,i(pti) =
0, ïðè÷åì ýòî çíà÷åíèå îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ (i, j)k,
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k ∈ Z. Ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ϕj,i ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê ñóììó
ñòàíäàðòíîé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè ϕ0

j,i(pti), ôóíêöèè ϕ
var
j,i , äëÿ êîòîðîé

ñðåäíåå çíà÷åíèå íà Li îáðàùàåòñÿ â íóëü, è ïîñòîÿííîé ôóíêöèè:

ϕj,i(xi) = ϕ0
j,i(pti) + ϕvar

j,i + C ′
i. (5)

Ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ϕ0
j,i(pti) îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ

ñëåäóþùèìè òðåìÿ ñâîéñòâàìè: îíà èìååò ïåðèîä (i, j), ñòàíîâèòñÿ
ëèíåéíîé íà óíèâåðñàëüíîé íàêðûâàþùåé L̃i íàä Li è îáðàùàåòñÿ â
íóëü â îòìå÷åííîé òî÷êå pti ∈ Li.

Îïðåäåëèì ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë φi : Li → R1 ïî ôîðìóëàì:

φ1 = (3, 1)ϕ2,1 − (1, 2)ϕ3,1, (6)

φ2 = (1, 2)ϕ3,2 − (2, 3)ϕ1,2, (7)

φ3 = (2, 3)ϕ1,3 − (3, 3)ϕ3,1. (8)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë φi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîçíà÷íóþ
ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðèáàâëåíèÿ êîíñòàíòû.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì (5), ïåðåïèøåì ôîðìóëû (6), (7), (8) â
âèäå:

φ1 = (3, 1)ϕvar
2,1 − (1, 2)ϕvar

3,1 + C1, (9)

φ2 = (1, 2)ϕvar
3,2 − (2, 3)ϕvar

1,2 + C2, (10)

φ3 = (2, 3)ϕvar
1,3 − (3, 3)ϕvar

2,3 + C3. (11)

Âûáîð êîíñòàíò C1, C2, C3 â ôîðìóëàõ (11)-(13) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ:∫

L1

C1dx1 =

∫
L1

(ϕvar
1,2 gradϕvar

1,3 − gradϕvar
1,2 ϕ

var
1,3 , ~e1)dx1+

2

3

∫
〈A1(x),A2(x),A3(x)〉dx,∫

L2

C2dx2 =

∫
L2

(ϕvar
2,3 gradϕvar

2,1 − gradϕvar
2,3 ϕ

var
2,1 , ~e2)dx2+
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2

3

∫
〈A1(x),A2(x),A3(x)〉dx,∫

L3

C3dx3 =

∫
L3

(ϕvar
3,1 gradϕvar

3,2 − gradϕvar
3,1 ϕ

var
3,2 , ~e3)dx3+

2

3

∫
〈A1(x),A2(x),A3(x)〉dx.

Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïîëå Aφ
i (x) c îñîáåííîñòüþ íà êðèâîé Li ïî

ôîðìóëå:

Aφ
i (x) =

∮
Li

φi(xi)A(xi, x)dxi, xi ∈ Li.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òðîéêè òî÷åê xi ∈ Li, i = 1, 2, 3 îïðåäåëèì
âåêòîðíîå ïîëå F(x1, x2, x3;x) ñ îñîáåííîñòÿìè â òî÷êàõ x1, x2, x3 ïî
ôîðìóëå:

F(x1, x2, x3;x) = (2, 3)(3, 1)~α(x1, x2;x) + (3, 1)(1, 2)~α(x2, x3;x)+ (12)

(1, 2)(2, 3)~α(x3, x1;x).

Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïîëå F(x) c îñîáåííîñòÿìè íà êîìïîíåíòàõ
çàöåïëåíèÿ L ïî ôîðìóëå

F(x) =

∮
L

F(x1, x2, x3;x)dx1dx2dx3.

Îïðåäåëèì äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî W ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà Ãàóññà:

W =
1

4π

∫ ∫
〈F(x),F(y), (x− y)〉

‖x− y‖3
dxdy.

Îïðåäåëèì äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà b1;1,2, b1;1,3, b2;2,3, b2;2,1 b3;3,1, b3;3,2

ñëåäóþùèìè èíòåãðàëàìè:

b1;1,2 = −(2, 3)2(3, 1)

∫
〈A1(x),A2(x),A

φ
1(x)〉dx,

b1;1,3 = −(2, 3)2(1, 2)

∫
〈A3(x),A1(x),A

φ
1(x)〉dx,

b2;2,3 = −(3, 1)2(1, 2)

∫
〈A2(x),A3(x),A

φ
2(x)〉dx,

b2;2,1 = −(3, 1)2(2, 3)

∫
〈A1(x),A2(x),A

φ
2(x)〉dx,
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b3;3,1 = −(1, 2)2(2, 3)

∫
〈A3(x),A1(x),A

φ
3(x)〉dx,

b3;3,2 = −(1, 2)2(3, 1)

∫
〈A2(x),A3(x),A

φ
3(x)〉dx.

Îïðåäåëèì äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà b1;2,3, b2;3,1, b3;1,2 ñëåäóþùèìè
èíòåãðàëàìè:

b1;2,3 = −(1, 2)(2, 3)(3, 1)

∫
〈A2(x),A3(x),A

φ
1(x)〉dx,

b2;3,1 = −(1, 2)(2, 3)(3, 1)

∫
〈A3(x),A1(x),A

φ
2(x)〉dx,

b1;2,3 = −(1, 2)(2, 3)(3, 1)

∫
〈A1(x),A2(x),A

φ
3(x)〉dx.

Îïðåäåëèì äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà c1;1, c2;2, c3;3, c1;2, c2;3, c3;1
ñëåäóþùèìè èíòåãðàëàìè:

c1;1 = (2, 3)2

∮
φ1(~e(x1),A

φ
1)dx1,

c2;2 = (3, 1)2

∮
φ2(~e(x2),A

φ
2)dx2,

c3;3 = (3, 1)2

∮
φ3(~e(x3),A

φ
3)dx3,

c1;2 = 2(2, 3)(3, 1)

∮
φ2(~e(x2),A

φ
1)dx2,

c2;3 = 2(3, 1)(1, 2)

∮
φ3(~e(x3),A

φ
2)dx3,

c3;1 = 2(1, 2)(2, 3)

∮
φ1(~e(x1),A

φ
3)dx1.

Îïðåäåëèì äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà d1;1, d2;2, d3;3, d1;2, d2;3, d3;1

ñëåäóþùèìè èíòåãðàëàìè:

d1;1 = −(2, 3)2

∮
φ2

1(~e(x1),A1)dx1,

d2;2 = −(3, 1)2

∮
φ2

2(~e(x2),A2)dx2,
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d3;3 = −(3, 1)2

∮
φ2

3(~e(x3),A3)dx3,

d1;2 = (3, 1)(2, 3)

∮
φ2

2(~e(x2),A1)dx2,

d2;3 = (1, 2)(3, 1)

∮
φ2

3(~e(x3),A2)dx3,

d3;1 = (2, 3)(1, 2)

∮
φ2

1(~e(x1),A3)dx1.

Ôîðìóëà èíâàðèàíòà M

Îïðåäåëèì âåùåñòâåííîå ÷èñëî M(L) ñëåäóþùåé ñóììîé èíòåãðàëîâ:

M = W +
∑
i;j

bi;i,j +
∑

i

bi;i+1,i+2 + ci;i + ci,i+1 + di;i + di;i+1. (13)

Òåîðåìà 1

1. Ñóììà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (13) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî
ñõîäÿùåéñÿ.

2. Âûðàæåíèå (13) îïðåäåëÿåò íå ðàâíûé íóëþ èíâàðèàíò
èçîòîïè÷åñêîãî êëàññà çàöåïëåíèÿ L, êîòîðûé íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
êîýôôèöèåíòû çâöåïëåíèÿ êîìïîíåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ðåçóëüòàòîâ
ðàáîòû [Àkh]. Âûðàæåíèå (13) ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â èçâåñòíûé
èíòåãðàë çíà÷åíèé âåêòîð-ïîòåíöèàëîâ. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ
1 î ñõîäèìîñòè çàñëóæèâàåò íåçàâèñèìîé ïðîâåðêè ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàçëîæåíèÿ ïîëÿ â ðÿä â îêðåñòíîñòè îñîáåííîñòåé ïîäûíòåãðàëüíûõ
âûðàæåíèé. Ýòà ïðîâåðêà îïóñêàåòñÿ.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî èíâàðèàíò M ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íûì
ïðè çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâà è èìååò òîïîëîãè÷åñêèé
ïîðÿäîê 7. Èíâàðèàíò M âêëþ÷åí â áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ èíâàðèàíòîâ.
Ñëåäóþùèé èíâàðèàíò â ýòîé ñåðèè îïðåäåëåí äëÿ 4-êîìïîíåíòíûõ
îðèåíòèðîâàííûõ çàöåïëåíèé. Ýòîò èíâàðèàíò òàêæå êîñîñèììåòðè÷íûé
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ïðè çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâà è èìååò òîïîëîãè÷åñêèé
ïîðÿäîê 11. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû [TGKMSV] íàâîäÿò íà ìûñëü, ÷òî
ìîæíî ïûòàòüñÿ ïîëó÷èòü àëüòåðíàòèâíîå èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ
èíâàðèàíòà M , â ÷àñòíîñòè, ïûòàòüñÿ óïðîñòèòü îñòàòî÷íûå ñëàãàåìûå.

4. Àñèìïòîòè÷åñêèå èíâàðèàíòû

áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ

Ìû âñïîìíèì îïðåäåëåíèå Â.È.Àðíîëüäà àñèìïòîòè÷åñêîãî
êîýôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ áåçäèâåðãåíòíîãî ïîëÿ B (ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì), ñëåäóÿ ó÷åáíèêó [À-Õ]. Äàëåå ìû ïîñòðîèì ïîëèíîìèàëüíûé
êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì àíàëîãîì
àñèìïòîòè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà çàöåïëåíèÿ, è, íàêîíåö, äîêàæåì
(÷àñòè÷íî) ðåçóëüòàòû î âûñøåì àñèìïòîòè÷åñêîì èíâàðèàíòå
ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû (Òåîðåìà 3 è Îñíîâíàÿ Òåîðåìà 6)
ôîðìóëèðóþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå B
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ âîçâðàùåíèÿ (ñì. íèæå). Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå
íå ñëèøêîì óìàëÿåò îáùíîñòè, ïîñêîëüêó äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
ïðåäñòàâëåííîãî êîíå÷íûì ÷èñëîì ìàãíèòíûõ òðóáîê, óêàçàííàÿ
ãèïîòåçà âûïîëíåíà. Íî ïðè ó÷åòå ìàãíèòíîé äèññèïàöèè, ãèïîòåçà î
âîçâðàùåíèè óæå íå âûïîëíåíà, ò.ê. ìîãóò íàáëþäàòüñÿ êðèòè÷åñêèå
òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïåðåñîåäèíåíèå ñèëîâûõ ëèíèé ïîëÿ.
×àñòü óòâåðæäåíèé (Ëåììû 2,5,7) äîêàçàíû â áîëüøåé îáùíîñòè, ÷åì
òà, êîòîðàÿ òðåáóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ò.å.
áåç êàêèõ-ëèáî ïðåäïîëîæåíèé î íàëè÷èè ìàãíèòíûõ òðóáîê. Äîêàçàòü
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû â ïîëíîé îáùíîñòè íå óäàëîñü. Ïðåäïîëîæåíèå î
âîçâðàùåíèè ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü àíàëèç àñèìïòîòè÷åñêèõ
èíâàðèàíòîâ è îïóñòèòü ÷àñòü ðàññóæäåíèé, ñâÿçàííóþ ñ àíàëèçîì
ñèñòåìû "êîðîòêèõ"ïóòåé, êîòîðàÿ ïðè íàëè÷èè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëîæíîé (ñì. îïðåäåëåíèå è çàìå÷àíèÿ
â [A-Kh], ãë. III, ðàçäåëû 3,4).

Ãèïîòåçà î âîçâðàùåíèè

Ïóñòü B, div(B) = 0 � ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå â R3 ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì Ω ⊂ R3, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ñ
êðàåì, ïðè óñëîâèè, ÷òî íà ãðàíèöå ∂Ω ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî ïî
êàñàòåëüíîé ê óêàçàííîé ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü {gt : Ω → Ω}� ôàçîâûé
ïîòîê, îïðåäåëåííûé ïîëåì B. Ñêàæåì, ÷òî ïîëå B óäîâëåòâîðÿåò
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óñëîâèþ âîçâðàùåíèÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå t0 > 0, ÷òî
{gt : Ω → Ω}�òîæäåñòâåííûé äèôôåîìîðôèçì. Îáëàñòü Ω íàçûâàåòñÿ
ñèñòåìîé ìàãíèòíûõ òðóáîê. Çàìå÷ó, ÷òî èç óñëîâèÿ î âîçâðàùåíèè
âûòåêàåò, ÷òî êàæäàÿ ñèëîâàÿ ëèíèÿ ïîëÿ B çàìêíóòà, íî ïðè ýòîì
íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå â òðàíñâåðñàëüíîì ñå÷åíèè
êàæäîé ñèëîâîé ëèíèè ÿâëÿëîñü áû òîæäåñòâåííûì.

Îïðåäåëèì ãàóññîâ êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ òðàåêòîðèé ïîëÿ B çà
âðåìÿ T1, T2, âûïóùåííûõ èç òî÷åê x1, x2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ΛB(T1, T2;x1, x2) =
1

4πT1T2

∫ T2

0

∫ T1

0

〈
∫
ẋ1(t1), ẋ2(t2), x1(t1)− x2(t2)〉

‖x1(t1)− x2(t2)‖3
dt1dt2,

ΛB(x1, x2) = lim
T1,T2→+∞

ΛB(T1, T2;x1, x2),

ãäå x1(ti) = gti(xi)�òðàåêòîðèÿ òî÷êè xi, à ẋi(ti) = d
dti
gtixi �

cîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû ñêîðîñòè.

(Ëåììà 2, [A-X], ñòð. 158, Ëåììà 4.12.)

Ïðåäåë ΛB(x1, x2) ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó íà R3×R3. Ôóíêöèÿ ΛB(x1, x2)
àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

∫
ΛB(x1, x2)dx1dx2 =

χB, ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå (3).

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî èíòåãðàë ñïèðàëüíîñòè èìååò ïîðÿäîê
ãñ2ñì4, à ãàóññîâ êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ èìååò òîïîëîãè÷åñêèé
ïîðÿäîê 1.

Ïðèñòóïèì ê îïðåäåëåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîëèíîìèàëüíîãî
èíâàðèàíòà ñïèðàëüíîñòè (àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîëèíîìèàëüíîãî

èíâàðèàíòà Õîïôà) Λ
(k)
B . Îïðåäåëèì ãàóññîâ êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ

ñòåïåíè k Λ
(k)
B (T1, T2;x1, x2) òðàåêòîðèé ïîëÿ B çà âðåìåíà T1, T2,

âûïóùåííûõ èç òî÷åê x1, x2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Λ
(k)
B (T1, T2;x1, x2) = (14)
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1

4kπkT k
1 T

k
2

∫ T1

0

. . .

∫ T1

0

∫ T2

0

. . .

∫ T2

0

〈ẋ1,1(t1,1), ẋ2,1(t2,1), x1,1(t1,1)− x2,1(t2,1)〉
‖x1,1(t1,1)− x2,1(t2,1)‖3

·· · · ·

〈ẋk,1(t1,k), ẋk,2(t2,k), x1,k(t1,k)− x2,k(t2,k)〉
‖x1,k(t1,k)− x2,k(t2,k)‖3

dt1,1 . . . dt1,kdt2,1 . . . dt2,k.

Â ýòîì êðàòíîì èíòåãðàëå ìîæíî ïîëîæèòü T1 = T2, ÷òî ïðèâîäèò ê
íåáîëüøîìó óïðîøåíèþ.

Îïðåäåëèì àñèìïòîòè÷åñêèé ãàóññîâ êîýôôèöèåíò çàöåïëåíèÿ
(âåðõíèé è íèæíèé) ñòåïåíè k Λ

(k)
B (x1, x2) òðàåêòîðèé ïîëÿ B,

âûïóùåííûõ èç òî÷åê x1, x2 ïî ôîðìóëàì:

Λ
(k)

B (x1, x2) = limT1,T2→+∞Λ
(k)
B (T1, T2;x1, x2), (15)

Λ
(k)
B (x1, x2) = limT1,T2→+∞Λ

(k)
B (T1, T2;x1, x2). (16)

Îïðåäåëèì àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò ñïèðàëüíîñòè ñïèðàëüíîñòè

(âåðõíèé è íèæíèé) ñòåïåíè k Λ
(k)

B Λ
(k)
B ïî ôîðìóëàì:

χ
(k)
B = limT1,T2→+∞

∫
Λ

(k)
B (T1, T2;x1, x2)dx1dx2, (17)

χ(k)

B
= limT1,T2→+∞

∫
Λ

(k)
B (T1, T2;x1, x2)dx1dx2. (18)

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáîçíà÷åíèé è ññûëîê äàëåå íå áóäåì ðàçëè÷àòü
âåðõíèé è íèæíèé èíâàðèàíòû. Ïîýòîìó äâå ïàðû ïðåäûäóùèõ ôîðìóë
îáúåäèíèì:

Λ
(k)
B (x1, x2) = lim

T1,T2→+∞
Λ

(k)
B (T1, T2;x1, x2), (19)

χ
(k)
B = lim

T1,T2→+∞

∫
Λ

(k)
B (T1, T2;x1, x2)dx1dx2. (20)

Â èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àå k = 2 îïðåäåëèì àñèìïòîòè÷åñêèé
èíâàðèàíò êâàäðàòè÷íîé ñïèðàëüíîñòè Λ

(2)
B ïî ôîðìóëå:

χ
(2)
B = limT1,T2→+∞

∫
Λ

(2)

B (T1, T2;x1, x2)dx1dx2. (21)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò êâàäðàòè÷íîé
ñïèðàëüíîñòè èìååò ðàçìåðíîñòü ãñ4cì4, à ïîðîæäàåò åãî òîïîëîãè÷åñêèé
èíâàðèàíò: êâàäðàò êîýôôèöèåíòa çàöåïëåíèÿ, êîòîðûé èìååò
òîïîëîãè÷åñêèé ïîðÿäîê 2.
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Òåîðåìà 3

Â ïðåäïîëîæåíèè î âîçâðàùåíèè ïîëÿ B âåðõíèé è íèæíèé
àñèìïòîòè÷åñêèå ãàóññîâû êîýôôèöèåíòû çàöåïëåíèÿ ïîðÿäêà k,
âûïóùåííûå èç ïî÷òè ëþáîé ïàðû òî÷åê (x1, x2), îïðåäåëåííûå

ôîðìóëàìè (15), (16), ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòîì Λ
(k)
B (x1, x2),

îïðåäåëåííîì ôîðìóëîé (19). Ïðè ýòîì Λ
(k)
B (x1, x2) = Λk(x1, x2). Êðîìå

òîãî, âåðõíèé è íèæíèé àñèìïòîòè÷åñêèå èíâàðèàíòû ñïèðàëüíîñòè
ñòåïåíè k, îïðåäåëåííûå óðàâíåíèÿìè (17), (18) ñîâïàäàþò è îïðåäåëåí

àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò ñïèðàëüíîñòè ñòåïåíè k χ
(k)
B (x1, x2) ïî

ôîðìóëå (20). Ýòîò èíâàðèàíò ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âåêòîðíîãî ïîëÿ
B ïðè äèôôåîìîðôèçìàõ R3 ñ êîìïàêòíûì íîñòèåëåì, ñîõðàíÿþùèõ
îáúåì. Áîëåå òîãî, â ôîðìóëå (20) ñõîäèìîñòü ïî ïåðåìåííûì T1, T2

ðàâíîìåðíàÿ, ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

χ
(k)
B =

∫
Λk

B(x1, x2)dx1dx2.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3

Ïðîâåðèì, ÷òî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî
∣∣χk

B

∣∣ îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó
ñõîäÿùèìñÿ èíòåãðàëîì, êîòîðûé åñòü "âðåìåííîå ñðåäíåå"-
èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè Ωk × Ωk, íà
êîòîðîé äåéñòâóåò àáåëåâà ãðóïïà {gt1,1}×· · ·×{gt1,k}×{gt2,1}×· · ·×{gt2,k}.

Ïåðåïèøåì èíòåãðàë (20), çàìåíèâ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ [0, T1]
(ñîîòâåòñòâåííî [0, T2]) ïî êàæäîé ïåðåìåííîé t1,j, 1 ≤ j ≤ k,
(ñîîòâåòñòâåííî ïî êàæäîé ïåðåìåííîé t2,j, 1 ≤ j ≤ k), ââåäÿ
äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð èíòåãðèðîâàíèÿ ε > 0:

Λ
(k)
B (T1, T2;x1, x2; ε) = (22)

1

16kπkT k
1 T

k
2

∫ T1

−T1

. . .

∫ T1

−T1

∫ T2

−T2

. . .

∫ T2

−T2

Kε(x1,1, x2,1, . . . , x1,k, x2,k)dt1,1 . . . dt1,kdt2,1 . . . dt2,k,

ãäå èíòåãðàëüíîå ÿäðî Kε âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Kε(x1,1, x2,1, . . . , x1,k, x2,k) = (23)

ε−k

∫ ε

0

. . .

∫ ε

0

∫ ε

0

. . .

∫ ε

0

〈ẋ1,1(t1,1), ẋ2,1(t2,1), x1,1(t1,1)− x2,1(t2,1)〉
|x1,1(t1,1)− x2,1(t2,1)|3

· . . .

·〈ẋk,1(t1,k), ẋk,2(t2,k), x1,k(t1,k)− x2,k(t2,k)〉
|x1,k(t1,k)− x2,k(t2,k)|3

dt1,1 . . . dt1,kdt2,1 . . . dt2,k.
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Î÷åâèäíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ T1, T2 ïðè ε → 0+ èíòåãðàë (22)
ñòðåìèòñÿ ê èíòåãðàëó (19) (ðàâíîìåðíî ïî T1, T2). Ðàçíèöà çíà÷åíèé
äîïðåäåëüíîãî è ïðåäåëüíîãî èíòåãðàëîâ îáóñëîâëåíà ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè, êîãäà îäèí èç ïàðàìåòðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ {−T1, T1}, {−T2, T2}. Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ïðè
T1 → +∞, T2 → +∞, ïî÷òè ïðè ëþáûõ x1, x2 èíòåãðàë (22) ñòðåìèòñÿ ê
èíòåãðàëó (19). Èíòåãðàë (23) ïðåîáðàçóåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå èíòåãðàëîâ
ïî ôîðìóëå:

Kε(x1,1, x2,1, . . . , x1,k, x2,k) = (24)

ε−k

k∏
j=1

∫ ε

0

∫ ε

0

〈ẋ1,j(t1,j), ẋ2,j(t2,j), x1,j(t1,j)− x2,j(t2,j)〉
|x1,j(t1,j)− x2,j(t2,j)|3

dt1,jdt2,j.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë íå ïðåâûøàåò ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî. Òîãäà

Kε(x1,1, x2,1, . . . , x1,k, x2,k) ≤ (25)

1

kεk

k∑
j=1

(

∫ ε

0

∫ ε

0

∣∣∣∣〈ẋ1,j(t1,j), ẋ2,j(t2,j), x1,j(t1,j)− x2,j(t2,j)〉
‖x1,j(t1,j)− x2,j(t2,j)‖3

∣∣∣∣ dt1,jdt2,j)
k.

Ïðàâóþ ÷àñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â êàæäîì ñîìíîæèòåëå
âûðàæåíèÿ (25) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ôèêñèðîâàííîì ε îöåíèâàåòñÿ
âåëè÷èíîé

C ln(ρ(x1,j, x2,j)), (26)

ãäå êîýôôèöèåíò C çàâèñèò îò çíà÷åíèé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà êîìïîíåò âåêòîðíîãî ïîëÿ B, ρ(x1,j, x2,j)�äëèíà
ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè x1,j íà ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
òî÷êó x2,j ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ẋ2,j.

Ïîäñòàâèì íåðàâåíñòâà (25), (26) â âûðàæåíèå (24). Ýòî äîñòàâëÿåò
ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû èíòåãðàëüíîãî ÿäðà (23)
èíòåãðàëà (22):

Kε(x1,1, x2,1, . . . , x1,k, x2,k) ≤
Ck

εkk
lnk(ρ(x1, x2).

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë ∫
lnk(ρ(x1, x2)dx1dx2
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ñõîäèòñÿ ïî êîìïàêòíîé ïîäîáëàñòè â R3(x1)×R3(x2) ïðè ïðîèçâîëüíîì
k, òî ïðè íåêîòîðîì êîíå÷íîì ε èíòåãðàë (20) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Èíòåãðàë (22) ïðèáëèæàåò èíòåãðàë (20)
ðàâíîìåðíî ïî ε ïðè ïðîèçâîëüíûõ T1, T2. Ýòèì äîêàçàíî, ÷òî èíòåãðàë
(20) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

Äîêàæåì, ÷òî χ
(k)
B ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âåêòîðíîãî ïîëÿ B

ïðè äèôôåîìîðôèçìàõ R3 ñ êîìïàêòíûì íîñòèåëåì, ñîõðàíÿþùèõ
îáúåì. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî k = 2, îáùèé
ñëó÷àé ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí. Ïóñòü D(s) : R3 → R3, s ∈
[0, s0] � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ãëàäêîå ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ,
ñîõðàíÿþùèõ îáúåì (âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþùååñÿ èíâàðèàíòíûì íà
îáëàñòè Ω), êîòîðîå ïåðåâîäèò òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Id : R3 →
R3 â çàäàííûé äèôôåîìîðôèçì D(s0) (cóùåñòâîâàíèå òàêîãî ñåìåéñòâà
äèôôåîìîðôèçìîâ ñëåäóåò èç òåîðåìû À.È.Øíèðåëüìàíà ([A-X], ðàçäåë
7, ãë. IV)). Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà s ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îò
ïåðåìåííîé T

χ
(k)
D(s)∗(B)(T, s) =

∫
Λ

(k)
D(s)∗(B)(T ;x1, x2)dx1dx2, (27)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî îáëàñòè D(s)(Ω) × D(s)(Ω). Èç

ïîëó÷åííûõ âûøå îöåíîê ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ χ
(k)
B (T )

îãðàíè÷åíà ñíèçó è ñâåðõó íà âñåé ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (0,+∞).
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 5

Ôóíêöèÿ

d

ds

∫
Λ

(k)
D(s)∗(B)(T1 = T, T2 = T ;x1, x2)dx1dx2dt2, (28)

ïåðåìåííîé T , çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà s, ïðè T → +∞ ìàæîðèðóåòñÿ
ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ôóíêöèåé CT−1 äëÿ ïîäõîäÿùåãî çíà÷åíèÿ
êîíñòàíòû 0 < C, êîòîðàÿ çàâèñèò ëèøü îò çíà÷åíèé ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ dD

ds
.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 5

Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ðàññìîòðèì ñëó÷àé k = 2, îáùèé ñëó÷àé
ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí. Èç ñòàíäàðòíûõ âû÷èñëåíèé (ñì., íàïðèìåð,
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[Mo])

d

ds

∫
Λ

(2)
D(s)∗(B)(T1, T2;x1, x2)dx1dx2dt1dt2 = (29)

1

16π2T 2
1 T

2
2

∫ T1

0

∫ T2

0

∫
R3×R3

〈ẋ1(t1, t), ẋ2(t2, t), x1(t1, t)− x2(t2, t)〉ψ
|x1(t1, t)− x2(t2, t)|3

dx1dx2dt1dt2,

ãäå ψ�îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, |ψ| < C, çàâèñÿùàÿ îò âåêòîðà ñêîðîñòè
D(s)
ds

âûáðàííîãî ñåìåéñòâà D(s). Îòñþäà êàæäîãî s ïðàâàÿ ÷àñòü
âûðàæåíèÿ (29) îöåíèâàåòñÿ, ïðè T1 = T2 = T → +∞ äëÿ ïîäõîäÿùåãî
C èíòåãðàëîì

1

16π2T 4

∫ T

0

∫ T

0

C |χB| dt1dt2,

êîòîðûé, î÷åâèäíî, èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè T−1 ïðè êàæäîì s ∈ [0, s0].
Ëåììà 5 äîêàçàíà.

Èç äîêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî

d

ds
χ

(2)
B = 0,

d

ds
χ(2)

B
= 0.

Ïðè óñëîâèè âîçâðàùåíèÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (20) ïî ïåðåìåííûì
x1, x2 ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè T →∞. Â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäó ê ïðåäåëó
ïîëó÷èì, ÷òî ïðè êàæäîì s ∈ [0, s0]

d

ds
χ

(2)
D(s)∗(B) = 0.

Îòêóäà èíòåãðèðîâàíèåì ïî s ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî χ(2) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì
äèôôåîìîðôèçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ îáúåì. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííûé â Òåîðåìå 3 àñèìïòîòè÷åñêèé
ïîëèíîìèàëüíûé èíâàðèàíò ìîæíî îáîáùèòü è ðàññìàòðèâàòü
àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò, ïîñòðîåííûé ïî íàáîðó èç r, r ≥ 2
ñèëîâûõ ëèíèé ïðè ïîìîùè ïîëèíîìà îò ïîïàðíûõ êîýôôèöèåíòîâ
çàöåïëåíèÿ ýòèõ ëèíèé.

Òåïåðü ïåðåõîäèì ê îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó.
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Îñíîâíàÿ Òåîðåìà 6

Ïðè óñëîâèè ñòðîãîé ýðãîäè÷íîñòè îïðåäåëåí âûñøèé àñèìïòîòè÷åñêèé
èíâàðèàíò µB äèôôåîìîðôèçìîâ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì,
ñîõðàíÿþùèõ îáúåì, ïîñòðîåííûé êàê àñèìïòîòè÷åñêèé ïðåäåë
èíòåãðàëîâ â ôîðìóëå (13) ïî âñåâîçìîæíûì òðîéêàì òðàåêòîðèé ïîëÿ
B. Ðàçìåðíîñòü èíâàðèàíòà µB ðàâíà ãñ12ñì6.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Îñíîâíîé Òåîðåìû 6 íàì ïîòðåáóåòñÿ îäèí
òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò. Ýòî äîñòàâëÿåò îöåíêó ðîñòà ãëàâíîãî ñëàãàåìîãî
â èíòåãðàëå (13) ïðè ïåðåõîäå ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ïðåäåëó. Îáîçíà÷èì

íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
∫ 〈~α(ẋ2(t2),ẋ1(t1);y),~α(ẋ3(t3),ẋ′

1(t′1);z),y−z〉
‖y−z‖3 dydz ÷åðåç

a(x1(t1), x
′
1(t

′
1), x2(t2), x3(t3)).

Ëåììà 7

Ñóùåñòâóþò ÷èñëà C0 > 0, C1 > 0 òàêèå, ÷òî ïðè íåêîòîðîì
ôèêñèðîâàííîì ε > 0∫ ε

0

∫ ε

0

∫ ε

0

∫ ε

0

a(x1(t
′
1), x

′
1(t

′1), x2(t2), x3(t3))dt1dt
′
1dt2dt3

îöåíèâàåòñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå âûðàæåíèåì max(C ln(r−1
x2

) ln(r−1
x3

)),
ãäå C� íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò àáñîëþòíûõ âåëè÷èí
è àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé ïåðâûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëÿ B, rx2 (rx2)
� äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè x2 (x3) íà ïðÿìóþ,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x1 (x

′
1) ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ẋ1 (ẋ′1).

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 7 è Òåîðåìû 6

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 7 ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìîé îöåíêîé ïîðÿäêà
îñîáåííîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Èíâàðèàíò µB â Òåîðåìå 6
îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó â êàæäîì ñëàãàåìîì
ôîðìóëû (13) èíâàðèàíòà M , êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ êàæäîé òðîéêè
ñèëîâûõ ëèíèé ïîëÿ B. Îöåíêà ñõîäèìîñòè ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî
Òåîðåìå 3, ÷òî äîñòàâëÿåò âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêó èíòåãàëà âñåõ
òàêèõ ñëàãàåìûõ ïî òðîéêå òðàåêòîðèé, âûïóùåííûõ èç ïðîèçâîëüíûõ
òðåõ òî÷åê x1, x2, x3 ∈ R3. Ïðè óñëîâèè î âîçâðàùåíèè ñõîäèìîñòü
êàæäîãî ñëàãàåìîãî â ôîðìóëå èíâàðèàíòà äëÿ çàäàííîé òðîéêè
ñèëîâûõ ëèíèé âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 1 Òåîðåìû 1 è µB êîððåêòíî
îïðåäåëåí.
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Ãèïîòåçà

Àñèìïòîòè÷åñêèé âûñøèé èíâàðèàíò µB ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì
èíâàðèàíòîì â áåñêîíå÷íîé ñåðèè àñèìïòîòè÷åñêèõ âûñøèõ èíâàðèàíòîâ
µ

(l)
B , l = 3, 4, . . . , µ

(l)
B = µB.

5. Êîððåëÿöèîííûé òåíçîð µ�èíâàðèàíòà,

çàêîí ñîõðàíåíèÿ è äðóãèå òîïîëîãè÷åñêèå

îáñóæäåíèÿ

Äëÿ ïðèëîæåíèé âàæíû ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ âûñøèõ
òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå ìîæíî ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü
è òî÷íî îöåíèâàòü ïî êîððåëÿöèîííûì òåíçîðàì. Âîïðîñ î òîì,
íàñêîëüêî êîððåëÿöèîííûé òåíçîð ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì
ñîîòâåòñòâóþùåãî òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà ñëîæåí è íå ÿâëÿåòñÿ
ïðåäìåòîì àíàëèçà äàííîé ðàáîòû.

Êîððåëÿöèîííûé òåíçîð δ̃(B)

Ñ àñèìïòîòè÷åñêèì èíâàðèàíòîì χ
(2)
B , ïîñòðîåííûì â Òåîðåìå 3,

àññîöèèðîâàí êîððåëÿöèîííûé òåíçîð

δ(B) =
1

4π

∫
B2(x1)B

2(x2)(< ~e1(x1), ~e2(x2), x1 − x2 >)2

‖x1 − x2‖6
dx1dx2.

Ðàçìåðíîñòü êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà δ(B) ðàâíà ãñ4ñì2. Ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî:

χ
(2)
B ≤ δ(B).

Èòàê, çíà÷åíèå δ(B) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ è ñëóæèò âåðõíåé îöåíêîé äëÿ

èíâàðèàíòà êâàäðàòè÷íîé ñïèðàëüíîñòè χ
(2)
B .

Êîððåëÿöèîííûé òåíçîð W3

Ñ àñèìïòîòè÷åñêèì èíâàðèàíòîì µB (ñì. Ãèïîòåçó 5) àññîöèèðîâàí
êîððåëÿöèîííûé òåíçîð W3:∫

x1,x2,x3

B4(x1)B
4(x2)B

4(x3)γ(x1, x2)γ
2(x2, x3)γ(x3, x1)Γ(x1, x1, x2, x3)

ãäå γ(xi, xi+1) = 〈~ei(xi),~ei+1(xi+1),xi−xi+1〉
‖xi−xi+1‖3 , à Γ(x1, x

′
1, x2, x3) � èíòåãðàë Ãàóññà

äëÿ ïàðû ïîëåé A1(x1,y)×A2(x2,y)
|B1(x1)||B2(x2)| ,

A1(x1,z)×A3(x1,z)
|B1(x1)||B3(x3)| .
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Êîððåëÿöèîííûé òåíçîð W3 èìååò ðàçìåðíîñòü ãñ12ñì−3.
Îòðèöàòåëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ãëàâíîãî ñëàãàåìîãî êîððåëÿöèîííîãî
òåíçîðà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåãðàë
èìååò îñîáåííîñòü. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
óêàçàííîãî êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî
êðàòíûé èíòåãðà àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà, ñîãëàñíî
êîòîðîé êîððåëÿöèîííûé òåíçîð W3(B) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì
èíâàðèàíòà µB òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîñëå ïåðåõîäà ê ñëó÷àéíûì ïîëÿì
(ñì. [R]) çíà÷åíèÿ µB è W3(B) ñîâïàäóò. Êðîìå òîãî, âûäâèãàåòñÿ
ãèïîòåçà, ñîãëàñíî êîòîðîé ñóùåñòâóåò êîððåëÿöèîííûé òåíçîð W4,
êîòîðûé çíà÷èòåëüíî òî÷íåå ïðèáëèæàåò ñëåäóþùèé èíâàðèàíò µ

(4)
B â

áåñêîíå÷íîé ñåðèè âûñøèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ

Ïóñòü W (B(t))�ïðîèçâîëüíûé êîððåëÿöèîííûé òåíçîð ïîëÿ B(t).
Îïðåäåëèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ wi(t) ïîðÿäêà i òåíçîðà W ïðè t ∈
(−T0,+T0), ïî ôîðìóëå wi(t) = diW (B(t))

dti
. Çíà÷åíèå wi(t) âû÷èñëÿåòñÿ

â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïî âåêòîðàì V (t), B(t), âõîäÿùèõ â
ñèñòåìó óðàâíåíèé ÌÃÄ.

Â ðàáîòå [A-K] îïðåäåëåíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå (ïî ïàðàìåòðó
t0) ñåìåéñòâî ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî
ôîðìàëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (ïî âðåìåíè t) ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÃÄ:

W(t, t0) = W (t) − w1(t)(t− t0) + w2(t)
(t− t0)

2

2!

+ . . . + (−1)iwi
(t− t0)

i

i!
+ . . . .

Ïðîô. Þ.Í.Ñìîëèí îáúÿñíèë àâòîðó, ÷òî èçëîæåííûé âûøå ìåòîä
ïîñòðîåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïîâòîðÿåò ìåòîä Ëàãðàíæà âàðàöèè
(áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà) ïîñòîÿííûõ.

Ïðèìåðû êîððåëÿöèîííûõ òåíçîðîâ

Ïðèâåäåì ïðèìåðû êîððåëÿöèîííûõ òåíçîðîâ, êîòîðûå ñàìè íå
îïðåäåëÿþò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, íî ïîðîæäàþò (ôîðìàëüíûé) çàêîí
ñîõðàíåíèÿ, îïèñàííûé âûøå.

1. Èíòåãðàë ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñïèðàëüíîñòè â ïðèñóòñòâèè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

2. Èíòåãðàëû ìàãíèòíîé è ïåðåêðåñòíîé ìàãíèòíîé ñïèðàëüíîñòåé â
ïðèñóòñòâèè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé è ìàãíèòíîé âÿçêîñòè.
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3. Êîððåëÿöèîííûé òåíçîð δ̃ àñèìïòîòè÷åñêîé êâàäðàòè÷íîé
ñïèðàëüíîñòè.

4. Êîððåëÿöèîííûå òåíçîðû W3,W4, . . . àñèìïòîòè÷åñêèõ âûñøèõ
ìàãíèòíûõ ñïèðàëüíîñòåé.

Òîïîëîãè÷åñêèé ñìûñë àñèìïòîòè÷åñêîé âûñøåé ìàãíèòíîé
ñïèðàëüíîñòè

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Êîíâåÿ m�êîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ L:

∇L(z) = zm−1(c0 + c1z
2 + · · ·+ cnz

2n).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íâàðèàíòû çàöåïëåíèÿ, êîòîðûå âûðàæàåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêè ÷åðåç êîýôôèöèåíòû c0, c1 ýòîãî ìíîãî÷ëåíà (êîòîðûé
áóäåò òàêæå ïðèìåíÿòñÿ è äëÿ âñåõ ïîäçàöåïëåíèé çàöåïëåíèÿ L ñ
ìåíüøèì ÷èñëîì êîìïîíåíò). Ïðîñòåéøèé èíâàðèàíò òàêîãî âèäà
(Îáîáùåííûé Èíâàðèàíò Ñàòî-Ëåâèíà) îïðåäåëåí äëÿ m = 2 (ñì.
ðàáîòó [Me], ãäå ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî èíâàðèàíòà
Ñàòî-Ëåâèíà, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ, ïðåäëîæåííîãî
àâòîðîì â ðàáîòå [Akh2], íà ïîëèíîì òðåòüåé ñòåïåíè îò êîýôôèöèåíòà
çàöåïëåíèÿ êîìïîíåíò). Îáîáùåííûé èíâàðèàíò Ñàòî-Ëåâèíà íå
èìååò àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëîãà: çíà÷åíèå èíâàðèàíòà ðàñòåò
ïðîïîðöèîíàëüíî k4 íà äâóõ äàëåêèõ çàìêíóòûõ êðèâûõ, ïðîéäåííûõ
k ðàç êàæäàÿ. Íà ïàðå áëèçêèõ êðèâûõ, â îêðåñòíîñòè îáùåé
çàìêíóòîé êðèâîé, ïðîéäåííîé k ðàç çíà÷åíèå èíâàðèàíòà ðàñòåò
ïðîïîðöèîíàëüíî k5. Èíâàðèàíò M = M3, îïðåäåëÿþùèé ñîãëàñíî
Ãèïîòåçå 5 àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âûðàæåí êàê
àëãåáðàè÷åñêàÿ êîìáèíàöèÿ èíâàðèàíòîâ α (êîýôôèöèåíòîâ çàöåïëåíèÿ)
β (îáîáùåííîãî èíâàðèàíòà Ñàòî-Ëåâèíà) è γ, ïîñòðîåííîãî â ðàáîòå
[Me], ïî ôîðìóëå

M(L) = α(1, 2)α(2, 3)α(3, 1)γ(1, 2, 3)+

α(2, 3)2α(3, 1)2β(1, 2) + α(3, 1)2α(1, 2)2β(2, 3) + α(1, 2)2α(2, 3)2β(3, 1),

ãäå ñîîòâåòñòâóþùèå ìóëüòèèíäåêñû îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîäçàöåïëåíèÿ òðåõêîìïîíåíòíîãî çàöåïëåíèÿ.

Ïðè÷èíà òîãî, ÷òîM ïîðîæäàåò àñèìïòîòè÷åñêèé èíâàðèàíò, ñîñòîèò
â òîì, ÷òî èíâàðèàíòM îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ïðîèçâîëüíîì çàöåïëåíèè,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ çàöåïëåíèåì-ñàòåëëèòîì äâóõêîìïîíåíòíîãî
çàöåïëåíèÿ, ó êîòîðîãî îäíà èç êîìïîíåíò çàìåíÿåòñÿ íà ïðîèçâîëüíîå
(îáîáùåííîå) õîïôîâñêîå çàöåïëåíèå. Âåðîÿòíî, àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ èíâàðèàíòà M4, . . . (è îñòàëüíûõ) â èçó÷àåìîé
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ñåðèè èíâàðèàíòîâ è ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû âûðàæàþò ýòè
èíâàðèàíòû ÷åðåç èíâàðèàíòû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Â çàêëþ÷åíèè îòìå÷ó, ÷òî ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíîé
(ãèäðîäèíàìè÷åñêîé) âÿçêîñòè òîïîëîãè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ, ñâÿçàííûå
ñ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ÌÃÄ ïî-ïðåæíåìó âîçìîæíû. Íàïðèìåð, â
ðàáîòå [À-Ê-Ê] ïðåäëîæåíî òîïîëîãè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ôîðìóëû ([À-X]
Ãë.3, ðàçäåë 7.3, çàìå÷àíèå 7.19) äëÿ äèññèïàöèè èíòåãðàëà ìàãíèòíîé
ñïèðàëüíîñòè â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîé âÿçêîñòè íà îñíîâå ôîðìóëû
Êàëóãàðèàíó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ âåð÷åíèÿ è ñêðó÷èâàíèÿ (ñì. [A-X],
ðàçäåë 7.4).
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