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I. Ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû. Òàóáåðîâû òåîðåìû.

0 Îäíî âû÷èñëåíèå ñ ðàñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì.
Êàê èçâåñòíî,

1− x + x2 − x3 + . . . =
1

1 + x
, |x| < 1.

Ðåøèòåëüíî (èëè íåðåøèòåëüíî?) âûéäÿ çà ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ýòîãî òîæäåñòâà â
îáû÷íîì ñìûñëå, ïîëîæèì x = eiθ, ãäå θ ∈ (−π, π). Èòàê, ìû íà÷èíàåì ñ ðàâåíñòâà,
êîòîðîå, åñëè âñòàòü íà ñòðîãóþ òî÷êó çðåíèÿ (à òî÷íåå íà òó ïîêà åäèíñòâåííóþ ñòðî-
ãóþ òî÷êó çðåíèÿ, êîòîðàÿ íàì äîñòóïíà èç ñòàíäàðòíîãî êóðñà àíàëèçà), ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîëíóþ áåññìûñëèöó:

1− eiθ + e2iθ − e3iθ + . . . =
1

1 + eiθ
=

cos θ
2
− i sin θ

2

2 cos θ
2

, |θ| < π.

Ïåðåõîäÿ ê âåùåñòâåííîé ÷àñòè:

cos θ − cos 2θ + cos 3θ − . . . =
1

2
, |θ| < π. (0.1)

Èíòåãðèðóÿ îò 0 äî φ:
sin φ− sin 2φ

2
+

sin 3φ

3
− . . . =

φ

2
.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî âïîëíå ìîæíî òðàêòîâàòü â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå1 - ðÿä
ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå. Íå çàäóìûâàÿñü îá îáîñíîâàíèÿõ çàêîííîñòè, ïðîèíòå-
ãðèðóåì åùå ðàç - îò 0 äî θ:

(1− cos θ)− 1− cos 2θ

4
+

1− cos 3θ

9
− . . . =

θ2

4
, |θ| < π. (0.2)

1Íåêîòîðîå íåäîóìåíèå âûçûâàåò òî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ïåðèîäè÷íà ïî φ, â òî âðåìÿ, êàê ïðàâàÿ - íåò.
Ïî÷åìó òàê? Äåëî â òîì, ÷òî íàäåÿòüñÿ ïðèäàòü êàêîé-òî ñòðîãèé ñìûñë ðàâåíñòâó (0.1) ïðè θ = ±π
íåëüçÿ - ëåâàÿ ÷àñòü èìååò ñóììó −∞ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå, ïîýòîìó è ïðîèíòåãðèðîâàòü ÷åðåç ýòó
òî÷êó íàäåÿòüñÿ íåâîçìîæíî. À çíà÷èò ìû äîëæíû îñòàâàòüñÿ â ïðîìåæóòêå |φ| < π.
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À òåïåðü, ÷òîáû îêîí÷àòåëüíî èçáàâèòüñÿ îò êîìïëåêñîâ2, ïîäñòàâèì θ = π. Ïîñëå
òðèâèàëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ïîëó÷àåì:

1

1
+

1

9
+

1

25
+ . . . =

π2

8
.

Íó à îòñþäà óæå ëåãêî3 âûòåêàåò

1

1
+

1

4
+

1

9
+ . . . =

π2

6
. (0.3)

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà - âïîëíå êëàññè÷åñêèå, ðÿäû, ñóììû êîòîðûõ
ìû ïðåäúÿâëÿåì (õîòåëîñü áû ñêàçàòü "íàõîäèì íî ìû ïðèáåðåæåì ýòîò ãëàãîë äëÿ
ñòðîãèõ âûâîäîâ), ïðåêðàñíî ñõîäÿòñÿ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.

1 Îïðåäåëåíèÿ. Ñõîäèìîñòü ïî ×åçàðî. Ñõîäèìîñòü
ïî Àáåëþ-Ïóàññîíó.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ÷àùå ãîâîðèòü î ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, à íå î ñóììèðîâàíèè ðÿäîâ (ñóììà ðÿäà - ýòî ïðåäåë åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü {sn}∞n=1 - êàêàÿ-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ìû áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî îíà èìååò ïðåäåë â ñìûñëå ×åçàðî, ðàâíûé b, è ïèñàòü

lim
n→∞

sn = b (C),

åñëè
s1 + s2 + . . . + sn

n
→

n→∞
b

â îáû÷íîì ñìûñëå.

Óïðàæíåíèå 1.2. Ïóñòü s2k+1 = 1, s2k = 0. Ïðîâåðüòå, ÷òî limn→∞ sn = 1
2

(C). Ýòî
óòâåðæäåíèå ìîæíî âîñïðèíèìàòü, êàê ñòðîãóþ âåðñèþ ðàâåíñòâà (0.1) äëÿ θ = 0. Ïðî-
âåðüòå, ÷òî (0.1) âåðíî äëÿ ëþáîãî θ ∈ (−π, π), åñëè åãî ïîíèìàòü â ñìûñëå ñõîäèìîñòè
÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà ïî ×åçàðî.

2Âîîáùå-òî, òàêîé ñèëüíûé îáðàç íåóìåñòåí - åñëè áû ìû íàó÷èëèñü îáîñíîâûâàòü (0.2) ïðè |θ| < π,
òî, èñïîëüçóÿ ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà â (0.2), ëåãêî áû ìîãëè (âïîëíå ñòðîãî!) ïåðåéòè ê ïðåäåëó
ïðè θ → π.

3Ïóñòü 1
1 + 1

4 + 1
9 + . . . = a è 1

1 + 1
9 + 1

25 + . . . = b. Òîãäà (â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ ÷ëåíîâ ðÿäà)
ÿñíî, ÷òî

a = b +
1
4

+
1
16

+
1
36

+ . . . = b +
a

4
,

òî åñòü a = 4
3b.
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Ýòó êîíñòðóêöèþ ëåãêî îáîáùèòü. Ïóñòü íàì äàíî ñåìåéñòâî êîýôôèöèåíòîâ

Γ = (γkn)∞k,n=1 =




γ11 γ12 γ13 . . .
γ21 γ22 γ23 . . .
. . . . . . . . . . . .


 .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî limn→∞ sn = b (Γ) (ò.å. â ñìûñëå ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ Γ), åñëè äëÿ
êàæäîãî k îïðåäåëåíî âûðàæåíèå fk =

∑+∞
n=1 γknsn è limk→∞ fk = b â îáû÷íîì ñìûñëå.

Çàìå÷àíèå 1.3. Äëÿ ìåòîäà ×åçàðî ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ èìååò âèä



1 0 0 0 . . .
1
2

1
2

0 0 . . .
1
3

1
3

1
3

0 . . .
. . . . . . . . . . . .


 .

Èíäåêñ k âïîëíå ìîæåò ïðèíèìàòü è íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, ñóòü ñõåìû
îò ýòîãî íå ìåíÿåòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, âòîðîé ìåòîä, êîòîðûé ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü -
ìåòîä Àáåëÿ-Ïóàññîíà - óñòðîåí èìåííî òàê.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Äëÿ k ∈ (0, 1) è n ∈ N ïîëîæèì γkn = kn−1 ·(1−k). Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî limn→∞ sn = b (AP ) (â ñìûñëå Àáåëÿ-Ïóàññîíà), åñëè

+∞∑
n=1

γknsn = (1−k)
+∞∑
n=1

kn−1sn →
k↑1

b

â îáû÷íîì ñìûñëå.

Çàìå÷àíèå 1.5 (ïåðåâîä íà ÿçûê ðÿäîâ). Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä ñóììèðóåì â
ñìûñëå ×åçàðî:

∑+∞
n=1 an = b (C), åñëè limn→∞ sn = b (C), ãäå sn = a1 + . . . + an, ò.å.

s1 + . . . + sn

n
= a1 +

n−1

n
a2 +

n−2

n
a3 + . . . +

1

n
an →

n→∞
b

â îáû÷íîì ñìûñëå. Àíàëîãè÷íî,
∑+∞

n=1 an = b (AP ), åñëè

(1−k)
+∞∑
n=1

kn−1sn = a1 + a2k + a3k
2 + . . . →

k↑1
b.

Óïðàæíåíèå 1.6. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ðÿäîâ
∑+∞

n=1 rnsn è
∑+∞

n=1 rnan ñîâ-
ïàäàþò, à çíà÷èò ïðèâåäåííîå âûøå ïðåîáðàçîâàíèå êîððåêòíî.
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2 Ðåãóëÿðíîñòü ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ.
Åñòåñòâåííî, ÷òî íàì áû õîòåëîñü íå ñîçäàâàòü êàðäèíàëüíî íîâîå ïîíÿòèå ïðåäåëà,
à ðàñøèðÿòü óæå èìåþùååñÿ. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííî ôîðìàëèçóåò ýòî
ñîîáðàæåíèå.
Îïðåäåëåíèå 2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Γ - ðåãóëÿðíûé ìåòîä, åñëè äëÿ êàæäîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {sn}∞n=1, èìåþùåé (êîíå÷íûé!) ïðåäåë limn→∞ sn = b â êëàññè÷åñêîì
ñìûñëå, âåðíî òàêæå limn→∞ sn = b (Γ).
Òåîðåìà 2.2. Ìåòîä Γ, çàäàííûé ñåìåéñòâîì êîýôôèöèåíòîâ (γkn)∞k,n=1 ðåãóëÿðåí,
åñëè è òîëüêî åñëè
(i) γkn → 0 ïðè k →∞ äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî n;
(ii)

∑∞
n=1 |γkn| 6 H < +∞ äëÿ âñåõ k, ãäå H íå çàâèñèò îò k;

(iii)
∑∞

n=1 γkn → 1 ïðè k →∞.
Çàìå÷àíèå 2.3. Ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè, òåîðåìà (âìåñòå ñî ñâîèì äîêàçàòåëü-
ñòâîì) îñòàåòñÿ âåðíîé è â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðà k.
Äîêàçàòåëüñòâî. ” ⇐ ” : Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî èç (ii) ñëåäóåò, ÷òî âñå ðÿäû

tk =
+∞∑
n=1

γknsn

ñõîäÿòñÿ (è äàæå àáñîëþòíî) äëÿ ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé (â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðîèç-
âîëüíîé, èìåþùåé êîíå÷íûé ïðåäåë) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn}∞n=1. Äàëåå, ïðåäïîëîæèì,
÷òî |sn − b| < ε äëÿ âñåõ n > N . Òîãäà

tk = b

∞∑

k=1

γkn +
N∑

k=1

γkn(sn−b) +
∞∑

k=N+1

γkn(sn−b) = I + II + III.

ßñíî, ÷òî |III| 6 Hε. Èç (i) è (iii) ñëåäóåò, ÷òî I → b, II → 0 ïðè k → ∞ (II - ýòî
êîíå÷íàÿ(!) ñóììà). Çíà÷èò, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k âåðíî |tk − b| < (H +1)ε. Òî
åñòü, èç ñõîäèìîñòè sn →n→∞ b âûòåêàåò ñõîäèìîñòü tk →k→∞ b, ÷òî è òðåáîâàëîñü
ïðîâåðèòü.
” ⇒ ” : Äëÿ íà÷àëà, ïîêàæåì, ÷òî

Hk :=
∞∑

n=1

|γkn| < +∞

äëÿ êàæäîãî k. Ïóñòü ýòî íå òàê, è Hk = +∞ äëÿ êàêîãî-òî k. Ïîñòðîèì òàêóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü cn →n→∞ 0, ÷òî ðÿä, îïðåäåëÿþùèé tk, ðàñõîäèòñÿ. À èìåííî, ïóñòü
0 = n0 < n1 < ... < nr < ... - òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ, ÷òî

nr+1∑
nr+1

|γkn| > r
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è
cn =

sign γkn

r
, nr + 1 6 n 6 nr+1 .

Òîãäà:

tk =
+∞∑
n=1

γkncn =
+∞∑
r=0

nr+1∑
n=nr+1

|γkn|
r

>
+∞∑
r=0

1 = +∞.

Èòàê, Hk < +∞ äëÿ êàæäîãî k è íàøà çàäà÷à - ïîêàçàòü, ÷òî îíè ðàâíîìåðíî
(ïî k) îãðàíè÷åíû (ñâîéñòâî (ii)). Çàìåòèì, ÷òî (i) è (iii) î÷åâèäíû, åñëè ðàññìîòðåòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè sm = 0, m 6= n, sn = 1 è sm = 1, m > 1, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ïóñòü supk>1 Hk = +∞. Ïîñòðîèì èíäóêòèâíî äâå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 = n0 < n1 < ... < nr < ... è 0 = k0 < k1 < ... < kr < ... ñëåäóþùèì
îáðàçîì: íà r-îì øàãå ìû âûáèðàåì òàêîå kr > kr−1, ÷òî

Hkr > r2 + 2r + 2

è (ïîñêîëüêó òàêèõ kr äîëæíî áûòü áåñêîíå÷íî ìíîãî, òî ìîæíî åùå ÷òî-íèáóäü ïîïðî-
ñèòü)

nr−1∑
n=1

|γkrn| 6 1

(òàêîå kr íàéäåòñÿ, ïîñêîëüêó ýòà (êîíå÷íàÿ(!)) ñóììà ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè kr → +∞ â
ñèëó (i)). Òåïåðü, èñïîëüçóÿ êîíå÷íîñòü Hkr , íàõîäèì òàêîå nr > nr−1, ÷òî

+∞∑
n=nr+1

|γkrn| 6 1.

Â ÷àñòíîñòè, èìååì
nr∑

n=nr−1+1

|γkrn| > r2 + 2r.

Òåïåðü ïóñòü
cn =

sign γkrn

r
, nr−1 + 1 6 n 6 nr.

Òîãäà |cn| 6 1, cn → 0 ïðè n →∞, íî

tkr =
+∞∑
n=1

γkrncn =

nr−1∑
n=1

+
nr∑

n=nr−1+1

+
+∞∑

n=nr+1

> −1 +
r2 + 2r

r
− 1 = r.

Òàêèì îáðàçîì, tkr → +∞, ÷òî è ïðèâîäèò ó ïðîòèâîðå÷èþ ñ ðåãóëÿðíîñòüþ ìåòîäà.
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3 Ïîëîæèòåëüíûå ìåòîäû.
Óòâåðæäåíèå 3.1. Ïóñòü γkn > 0 äëÿ âñåõ k, n > 1, γkn →k→∞ 0 äëÿ êàæäîãî
ôèêñèðîâàííîãî n, Hk =

∑+∞
n=1 gkn < +∞ äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k è, íàêîíåö,

Hk →k→∞ 1. Òîãäà äëÿ êàæäîé íåîòðèöàòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè sn âåðíî

lim
n→∞

sn 6 lim
k→∞

tk 6 lim
k→∞

tk 6 lim
n→∞

sn, (3.1)

ãäå tk =
∑+∞

n=1 γknsn (ìû ñ÷èòàåì tk = +∞, åñëè ðÿä ðàñõîäèòñÿ). Ïðè ýòîì íåðàâåí-
ñòâà âåðíû è â òîì ñëó÷àå, åñëè êàêèå-òî èç ýòèõ ïðåäåëîâ ñóòü +∞.
Çàìå÷àíèå 3.2. Åñëè âñå γkn íåîòðèöàòåëüíû, òî sup

∑+∞
n=1 |γnk| = sup Hk < +∞ àâòî-

ìàòè÷åñêè âûòåêàåò èç Hk < +∞ äëÿ êàæäîãî k è Hk →k→∞ 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè â òåîðåìå 2.2 ñ íåçíà÷è-
òåëüíûìè âàðèàöèÿìè. Ïóñòü lim

n→∞
sn = b < +∞. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ

òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N âåðíî sn > b− ε. Çàìåòèì, ÷òî

tk = (b− ε)
+∞∑
n=1

γkn +
N∑

n=1

γkn(sn−b+ε) +
+∞∑

n=N+1

γkn(sn−b+ε) >

> (b− ε)
+∞∑
n=1

γkn +
N∑

n=1

γkn(sn−b+ε) → b− ε, k →∞.

Çíà÷èò, lim
k→∞

tk > b− ε. Åñëè b = +∞, òî íàäî çàìåíèòü b− ε íà ïðîèçâîëüíîå ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî. Äîêàæåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â (3.1) (ñðåäíåå âåðíî âîîáùå âñåãäà).
Ïóñòü lim

n→∞
sn = c < +∞ (åñëè c = +∞, òî äîêàçûâàòü íå÷åãî). Òîãäà äëÿ êàæäîãî ε > 0

íàéäåòñÿ òàêîå N , ÷òî sn < c + ε äëÿ âñåõ n > N . Ñëåäîâàòåëüíî,

tk = (c + ε)
+∞∑
n=1

γkn +
N∑

n=1

γkn(sn−c−ε) +
+∞∑

n=N+1

γkn(sn−c−ε) 6

6 (c + ε)
+∞∑
n=1

γkn +
N∑

n=1

γkn(sn−c−ε) → c + ε, k →∞,

ò.å. lim
k→∞

tk 6 c + ε.

Çàìå÷àíèå 3.3. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî
ðåãóëÿðíîãî ìåòîäà âåðíî

sn → +∞, n →∞ ⇒ tk → +∞, k →∞
(à, ñëåäîâàòåëüíî, òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ −∞). Ýòî ÍÅ òàê, åñëè íå òðåáîâàòü ïîëî-
æèòåëüíîñòè! Êîíòðïðèìåð: γkn = +2, åñëè n = k, γkn = −1, åñëè n = 2k, è γkn = 0 âî
âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ - òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sn = n → +∞ ïåðåõîäèò â tk = 0.
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4 Ìåòîä ×åçàðî.
Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî çàìå÷àíèÿ:

Çàìå÷àíèå 4.1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sn èìååò ïðåäåë ïî ×åçàðî (èëè ðÿä
∑∞

n=1 an

ñóììèðóåì ïî ×åçàðî), òî sn = o(n) (èëè an = o(n), ñîîòâåòñòâåííî). Â ñàìîì äåëå,

sn

n
=

s1 + ... + sn

n
− n−1

n
· s1 + ... + sn−1

n− 1
→ 0, n →∞,

à an = sn − sn−1.

Òåîðåìà 4.2 (òåîðåìà Ôðîáåíèóñà). Ìåòîä Àáåëÿ-Ïóàññîíà ñèëüíåå ìåòîäà ×åçàðî.
Òî åñòü:

lim
n→∞

sn = b (C) ⇒ lim
n→∞

sn = b (AP ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íåîáõîäèìî âûâåñòè óòâåðæäåíèå

lim
r↑1

(1−r)
∞∑

n=1

rn−1sn = b

èç òîãî ôàêòà, ÷òî
An =

s1 + ... + sn

n
→ b, n →∞.

Çàìåòèì, ÷òî

(1−r)
∞∑

n=1

rn−1sn = (1−r)
∞∑

n=1

rn−1(nAn − (n−1)An−1) = (1−r)2

∞∑
n=1

rn−1nAn

Íî ýòî ôàêòè÷åñêè óòâåðæäåíèå î ðåãóëÿðíîñòè ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ ñ êîýôôèöèåí-
òàìè γnr = (1−r)2 · nrn−1, êîòîðîå âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.2.

Òåîðåìà 4.3 (ìàëàÿ òàóáåðîâà òåîðåìà). Åñëè
∑+∞

n=1 an = b â ñìûñëå ×åçàðî è an =
o(n−1), òî

∑+∞
n=1 an = b è â îáû÷íîì ñìûñëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ñóììèðóåìîñòü ðÿäà ïî ×åçàðî îçíà÷àåò

s1 + ... + sn

n
= a1 +

n−1

n
a2 + ... +

1

n
an → b, n →∞,

ìû ìîæåì ïåðåôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

nan → 0, n →∞ ???⇒ 1

n
a2 +

2

n
a3 + ... +

n−1

n
an → 0, n →∞,

÷òî âûòåêàåò èç ðåãóëÿðíîñòè ìåòîäà ×åçàðî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(n−1)an}∞n=1.

7



5 Ìåòîä Àáåëÿ-Ïóàññîíà.
Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü - äîêàçàòü àíàëîã òåîðåìû 4.3 äëÿ ìåòîäà Àáåëÿ-Ïóàññîíà (ò.å.
ìû óñèëèâàåì ðåçóëüòàò, òàê êàê ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà, èç ñõîäèìîñòè ïî ×åçàðî
âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ïî Àáåëþ). ×óòü ïîçæå ìû äîêàæåì åùå áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò,
â êîòîðîì o-îöåíêà çàìåíåíà íà O-îöåíêó, äà ê òîìó æå îäíîñòîðîííþþ.
Òåîðåìà 5.1 (òåîðåìà Òàóáåðà). Åñëè ∑+∞

n=1 an = b (AP ) è an = o(n−1), òî
∑+∞

n=1 an = b
è â îáû÷íîì ñìûñëå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî sN =

∑N
n=1 an → b, n → ∞. Ïðè ýòîì, ïî

îïðåäåëåíèþ ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ (AP ), âåðíî

f(r) =
∑
n>1

anrn = r
∑
n>1

anr
n−1 → b, r ↑ 1.

Çàìåòèì, ÷òî

sN − f(r) =
N∑

n=1

(1− rn)an −
+∞∑

n=N+1

rnan.

Òðèâèàëüíîå íåðàâåíñòâî 1−rn 6 n(1−r) äàåò

|sN − f(r)| 6 (1−r)
N∑

n=1

|nan|+ 1

N

+∞∑
n=N+1

|nan|rn

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå δN = maxn>N |nan| (ïî óñëîâèþ, δN ↓ 0, N →∞). Òîãäà:

|sN − f(r)| 6 N(1−r)δ0 +
δN

N(1−r)
.

Îïòèìèçèðóåì òåïåðü îöåíêó ïî r, à èìåííî âîçüìåì òàêîå rN , ÷òî N(1−rN) =
√

δN/δ0

(rN ↑ 1, ò.ê. δN ↓ 0):
|sN − f(rN)| 6 2

√
δ0δN → 0, N →∞.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè N →∞, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 5.2 (òàóáåðîâà òåîðåìà Õàðäè-Ëèòòëâóäà). Åñëè

∑+∞
n=1 an = b (AP ) è an 6

Cn−1, òî
∑+∞

n=1 an =b è â îáû÷íîì ñìûñëå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì êëàññ ôóíêöèé

Υ =

{
f : [0, 1] → R : lim

r↑1

∑
n>1

anf(rn) = b

}

(â ÷àñòíîñòè, ìû òðåáóåì, ÷òîáû ðÿä
∑

n>1 anf(rn) ñõîäèëñÿ ïðè r < 1). Çàìåòèì, ÷òî
à) x ∈ Υ (îïðåäåëåíèå ñóììèðóåìîñòè ïî (AP ));
á) xk ∈ Υ äëÿ ëþáîé ñòåïåíè k ∈ N (òàê êàê

∑
n>1 an(rn)k =

∑
n>1 an(rk)n è rk ↑ 1);

â) P (x) ∈ Υ äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà P ∈ R[x], òàêîãî ÷òî P (0) = 0 (ëèíåéíîñòü Υ).
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Ïîëîæèì
ξ(x) ≡

{
0, x ∈ [0, 1

2
),

1, x ∈ [1
2
, 1].

Íàì íàäî äîêàçàòü ξ ∈ Υ, ïîñêîëüêó

∑
n>1

anξ(r
n) =

[log x/ log 2]∑
n=1

an.

Ñòðàòåãèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîçðà÷íà - ïðèáëèçèì ξ ìíîãî÷ëåíàìè (êîòîðûå ïîïàäàþò
â Υ) è äîêàæåì, ÷òî îòñþäà âûòåêàåò ξ ∈ Υ. Ê ñîæàëåíèþ, åñòü äâå ñëîæíîñòè: à) ôóíê-
öèÿ ξ ðàçðûâíà; á) a priori ñîâåðøåííî íåÿñíî, ïî÷åìó êëàññ Υ çàìêíóò îòíîñèòåëüíî
êàêîãî áû òî íè áûëî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. Ìû íà÷íåì ñ ïðåîäîëåíèÿ âòîðîé:
Ëåììà 5.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäóòñÿ òàêèå P1, P2 ∈ R[x], ÷òî
(i) P1(0) = P2(0) = 0, P1(1) = P2(1) = 1; (ii) P1(x) 6 ξ(x) 6 P2(x) äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1];
(iii) ∫ 1

0

P2(x)− P1(x)

x(1−x)
dx < ε.

Òîãäà ξ ∈ Υ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q(x) ≡ (P2(x)−P1(x))/x(1−x) (çàìåòèì, ÷òî Q ∈ R[x]). Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî

∑
n>1

anξ(rn)−
∑
n>1

anP1(r
n) =

∑
n>1

an(ξ(rn)− P1(r
n)) 6 C

∑
n>1

ξ(rn)− P1(r
n)

n
6

6 C
∑
n>1

P2(r
n)− P1(r

n)

n
= C

∑
n>1

rn(1−rn)

n
Q(rn) 6 C

∑
n>1

rn(1−r) ·Q(rn)

è, àíàëîãè÷íî,
∑
n>1

anP2(r
n)−

∑
n>1

anξ(r
n) 6 C

∑
n>1

rn(1−r) ·Q(rn).

Â òî æå âðåìÿ4,
∑
n>1

rn(1−r) ·Q(rn) = r
∑
n>1

(rn−1−rn) ·Q(rn)→
r↑1

∫ 1

0

Q(x)dx < ε.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè r ↑ 1 è èñïîëüçóÿ P1, P2 ∈ Υ, ïîëó÷àåì

b− ε 6 limr↑1
∑
n>1

anξ(rn) 6 limr↑1
∑
n>1

anξ(rn) 6 b + ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ε, ýòî äàåò limr↑1
∑

n>1 anξ(rn) = b, ò.å. ξ ∈ Υ.
4Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ýòî ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì, îäíàêî ñõîäèìîñòü

òàêèõ, áåñêîíå÷íûõ(!), èíòåãðàëüíûõ ñóìì ê èíòåãðàëó, êîíå÷íî, èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîé (ðàâíîìåðíî)
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà [0, 1].
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Òåïåðü íàøà çàäà÷à - íàó÷èòüñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü ξ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü âñå
óñëîâèÿ ëåììû. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ζ(x) ≡ ξ(x)− x

x(1− x)

è áóäåì åå àïïðîêñèìèðîâàòü ìíîãî÷ëåíàìè. Ê ñîæàëåíèþ, ó ζ åñòü ðàçðûâ â òî÷êå 1
2
,

ïîýòîìó íàïðÿìóþ ïðèìåíèòü òåîðåìó5 Âåéåðøòðàññà íåâîçìîæíî. Îäíàêî ÿñíî, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ζ∗(x) 6 ζ(x), x ∈ [0, 1], ÷òî

∫ 1

0

(ζ(x)− ζ∗(x))dx 6 ε.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Âåéåðøòðàññà ê ζ∗− ε, ìîæíî íàéòè òàêîé ìíîãî÷ëåí P∗∈R[x], ÷òî
ζ∗ − 2ε 6 P∗ 6 ζ∗. Òîãäà P∗ 6 ζ è

∫ 1

0

(ζ(x)− P∗(x))dx 6
∫ 1

0

(ζ(x)− ζ∗(x) + 2ε)dx 6 3ε.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîé ìíîãî÷ëåí P ∗ ∈ R[x], ÷òî ζ 6 P ∗ è
∫ 1

0

(P ∗(x)− ζ(x))dx 6 3ε.

Ïîëàãàÿ òåïåðü P1(x) := x+x(1−x)P∗(x), P2(x) := x+x(1−x)P ∗(x), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå
ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè ξ(x):

P1 6 ξ 6 P2,

∫ 1

0

P2(x)− P1(x)

x(1− x)
dx =

∫ 1

0

(P ∗(x)− P∗(x))dx 6 6ε,

ïîñëå ÷åãî ïðèìåíåíèå ëåììû äàåò ξ ∈ Υ.

5Äëÿ êàæäîé íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè f(x) è êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé ìíîãî÷ëåí
P (x), ÷òî maxx∈[a,b] |f(x)− P (x)| < ε.
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II. Ãàììà, áýòà, äçýòà è ïðî÷åå.
Ïðåäâàðèòåëüíîå çàìå÷àíèå: ìû îïðåäåëÿåì ôóíêöèè ew è log(1 + w) äëÿ êîìïëåêñ-

íûõ çíà÷åíèé w ðàâåíñòâàìè:

ew = 1 + w +
w2

2
+

w3

6
+ . . . , w ∈ C,

log(1 + w) = w − w2

2
+

w3

3
− w4

4
+ . . . , |w| < 1.

Ïðè òàêîì ïîäõîäå íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî elog(1+w) = 1+w, |w| < 1. Ìû íå áóäåì îñòàíàâ-
ëèâàòüñÿ íà ýòîì ìîìåíòå ïîäðîáíî, îãðàíè÷èâøèñü ñëåäóþùèì çàìå÷àíèåì: äàííîå
òîæäåñòâî âåðíî äëÿ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé x, à çíà÷èò ïîëó÷àþùèéñÿ â ëåâîé ÷àñòè
ñòåïåííîé ðÿä ñîâïàäàåò ñ 1 + w. Ôóíêöèÿ sin w, w ∈ C, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

sin w =
eiw − e−iw

2i
= w − w3

6
+

w5

120
− . . . .

1 Îïðåäåëåíèå ãàììà-ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 1.1. Äëÿ z ∈ C, òàêèõ ÷òî Re z > 0, ïîëîæèì

Γ(z) :=

∫ +∞

0

tz−1e−tdt. (1.1)

Çàìå÷àíèå 1.2. Çíà÷åíèå tz−1 = e(z−1) log t êîððåêòíî îïðåäåëåíî äëÿ êîìïëåêñíûõ z è,
êðîìå òîãî,

|Γ(z)| 6
∫ +∞

0

|tz−1|e−tdt =

∫ +∞

0

tRe z−1e−tdt = Γ(Re z) < +∞ , Re z>0 .

Â ÷àñòíîñòè, èíòåãðàë â (1.1) ñõîäèòñÿ.

Ëåììà 1.3. i) Äëÿ Re z>0 âåðíî òîæäåñòâî zΓ(z)=Γ(z+1).
ii) Äëÿ Re z>0 ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Γ(z) =
+∞∑
n=0

(−1)n

n!(z+n)
+

∫ +∞

1

tz−1e−tdt . (1.2)

Çàìå÷àíèå 1.4. Î÷åâèäíîå ïðåèìóùåñòâî (1.2) ïî ñðàâíåíèþ ñ (1.1) â òîì, ÷òî ðÿä
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì êîìïàêòå, íå ñîäåðæàùåì îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ òî÷åê,
à èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. i) Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì:

Γ(z+1) =

∫ +∞

0

tze−tdt = −tze−t
∣∣∣
+∞

0
+ z

∫ +∞

0

tz−1e−tdt = zΓ(z) .

ii) Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
∫ 1

0

tz−1e−tdt =

∫ 1

0

+∞∑
n=0

(−1)ntz−1+n

n!
dt =

+∞∑
n=0

(−1)n

n!(z+n)
.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Äëÿ z 6= 0,−1,−2, . . . îïðåäåëèì Γ(z) ïî ôîðìóëå (1.2).

Ëåììà 1.6. Îñíîâíîå òîæäåñòâî zΓ(z)=Γ(z+1) ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ z 6= 0,−1, . . .

Çàìå÷àíèå 1.7. Âîîáùå-òî zΓ(z) è Γ(z+1) ñóòü äâå àíàëèòè÷åñêèå â C \ {0,−1,−2, . . .}
ôóíêöèè, ïîýòîìó èç èõ ñîâïàäåíèÿ ïðè Re z > 0 àâòîìàòè÷åñêè âûòåêàåò ñîâïàäåíèå
ïðè âñåõ z, îäíàêî ìû åùå íå çíàåì ÒÔÊÏ, ÷òîáû òàê ðàññóæäàòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì "â ëîá":

Γ(z+1)− zΓ(z) =
+∞∑
n=0

(−1)n

n!(z+n+1)
− z

+∞∑
n=0

(−1)n

n!(z+n)
+

∫ +∞

1

tze−tdt− z

∫ +∞

1

tz−1e−tdt =

=
+∞∑
n=1

(−1)n−1

(n−1)!(z+n)
− z

+∞∑
n=0

(−1)n

n!(z+n)
− tze−t

∣∣∣
+∞

1
=

=
+∞∑
n=1

(−1)n−1

(n−1)!(z+n)

(
1 +

z

n

)
− 1 +

1

e
= −

+∞∑
n=0

(−1)n

n!
+

1

e
= 0.

Òåîðåìà 1.8 (Ôîðìóëà Ýéëåðà). Äëÿ âñåõ z 6= 0,−1, . . . âåðíî

Γ(z) = lim
n→∞

n! · nz

z(z+1) . . . (z+n)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî åñëè ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ êàêîãî-òî z, òî îíà àâòî-
ìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ z−1, ïîñêîëüêó ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ îñíîâíûì
òîæäåñòâîì:

Γ(z−1) =
Γ(z)

z − 1
= lim

n→∞
n! · nz

(z−1)z . . . (z+n)
= lim

n→∞
n! · nz−1

(z−1)z . . . (z+n−1)
.

Ïîýòîìó, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî Re z>0 . Âû÷èñëèì èíòåãðàë

In(z) :=

∫ n

0

tz−1
(
1− t

n

)n

dt ,

12



à ïîòîì îöåíèì ðàçíîñòü e−t − (1 − t
n
)n. Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé è ìíîãîêðàòíîãî

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì èìååì

In(z) = nz

∫ 1

0

τ z−1(1−τ)ndτ = nz · n

z

∫ 1

0

τ z(1−τ)n−1dτ = . . . =
n! · nz

z(z+1) . . . (z+n)
.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî In(z)→Γ(z) ïðè n→∞ . Òàê êàê äëÿ âñåõ t∈R,
|t|6n âåðíî et >(1+ t

n
)n, âèäèì

0 6 e−t −
(
1− t

n

)n

= e−t

(
1− et

(
1− t

n

)n
)

6 e−t

(
1−

(
1− t2

n2

)n
)

6 t2e−t

n
.

Îòñþäà
∣∣∣In(z)−

∫ n

0

tz−1e−tdt
∣∣∣ 6 1

n

∫ n

0

|tz+1|e−tdt 6 1

n
Γ(Re z+2) → 0 , n→∞ .

Íàêîíåö,
∫ +∞

n
tz−1e−t→0 , ïîñêîëüêó èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå 1.9 (ðàçëîæåíèå Γ(z) â áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå). Ñïðàâåäëèâî òîæäå-
ñòâî

1

Γ(z)
= ecz · z

+∞∏

k=1

(
1+

z

k

)
e−

z
k , z ∈ C \ {0,−1,−2, . . .}, (1.3)

ãäå c=limn→∞(
∑n

k=1
1
k
− log n) = 0.57....

Çàìå÷àíèå 1.10. (i) Òàê êàê
(
1+

z

k

)
e−

z
k =

(
1+

z

k

)(
1− z

k
+

z2

k2
− . . .

)
= 1 + O

( 1

k2

)
, k → +∞,

áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà êîìïàêòàõ. Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ
Γ(z) íå èìååò íóëåé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
(ii) Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.3), ìû ìîæåì äîîïðåäåëèòü 1/Γ(z) íóëåì â òî÷êàõ z=0,−1,−2, ..,
è ýòî áóäåò íåïðåðûâíîå(!) ïðîäîëæåíèå.
(iii) Íåòðóäíî çàìåòèòü àíàëîãèþ ñ îñíîâíîé òåîðåìîé àëãåáðû - òàêæå, êàê â ÎÒÀ
ìû ðàñêëàäûâàåì ìíîãî÷ëåí íà ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ñîìíîæèòåëåé, êàæäûé èç êî-
òîðûõ îòâå÷àåò ñâîåìó êîðíþ, â (1.3) ìû ðàñêëàäûâàåì ôóíêöèþ 1/Γ(z) (çàäàííóþ
âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè) íà ïðîèçâåäåíèå ñîìíîæèòåëåé, îòâå÷àþùèõ åå êîð-
íÿì. Ïðè ýòîì ðåãóëÿðèçóþùèå ìíîæèòåëè e−

z
k äîáàâëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ òîãî,

÷òîáû îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî
(

n! · nz

z(z+1) . . . (z+n)

)−1

= e−z log n · z
n∏

k=1

(
1+

z

k

)
= ez(

Pn
k=1

1
k
− log n) · z

n∏

k=1

(
1+

z

k

)
e−

z
k .

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ýéëåðà.
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2 Ðàçëîæåíèå sin(z) â áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå.
Òåîðåìà 2.1. Äëÿ âñåõ z ∈ C ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

sin z = z

+∞∏
n=1

(
1− z2

π2n2

)
. (2.1)

Çàìå÷àíèå 2.2. Èäåîëîãèÿ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ òàêàÿ æå, êàê è â (1.3) - ìû ðàñêëàäûâàåì
çàäàííóþ â C ôóíêöèþ íà ëèíåéíûå ñîìíîæèòåëè, îòâå÷àþùèå åå êîðíÿì. Ïðè ýòîì
èç-çà ñèììåòðèè êîðíåé ìû íå íóæäàåìñÿ â ðåãóëÿðèçóþùèõ ìíîæèòåëÿõ e±

z
πn .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû Ìóàâðà ëåãêî âûâåñòè, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ∈ N ñïðàâåä-
ëèâî òîæäåñòâî

sin(2n+1)w = sin w · Pn(sin2 w),

ãäå ìíîãî÷ëåí Pn ∈ R[x] è deg Pn = n. Óãàäàåì âèä Pn. Äëÿ êàæäîãî k = 1, ..., n äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ Pn(sin2 πk

2n+1
) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

Pn(x) = A ·
n∏

k=1

(
1− x

sin2 πk
2n+1

)

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû A ∈ R. Òàê êàê sin(2n+1)w ∼ (2n+1)w ∼ (2n+1) sin w, w → 0,
äîëæíî áûòü A = Pn(0) = 2n+1. Ïîäñòàâëÿÿ z = (2n+1)w, ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

sin z = (2n+1) sin
z

2n+1
·

n∏

k=1

(
1− sin2 z

2n+1

sin2 πk
2n+1

)
.

Òåïåðü ìû áû õîòåëè ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè n → +∞ (óæå âèäíî, ÷òî êàæäûé èç
ñîìíîæèòåëåé ñõîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ñîìíîæèòåëþ â ôîðìóëå (2.1)). Îäíàêî,
ýòî íàäî äåëàòü àêêóðàòíî. Äëÿ m < n ïîëîæèì

U (m)
n := (2n+1) sin

z

2n+1
·

m∏

k=1

(
1− sin2 z

2n+1

sin2 πk
2n+1

)
, V (m)

n :=
n∏

k=m+1

(
1− sin2 z

2n+1

sin2 πk
2n+1

)
.

ßñíî, ÷òî
U (m)

n V (m)
n = sin z (2.2)

äëÿ âñåõ n,m. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

U (m)
∗ = lim

n→+∞
U (m)

n = z

m∏

k=1

(
1− z2

π2k2

)
, U∗ = lim

m→+∞
U (m)
∗ = z

+∞∏

k=1

(
1− z2

π2k2

)
.

Â ñèëó (2.2), èç ýòîãî âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ

V (m)
∗ = lim

n→+∞
V (m)

n =
sin z

U
(m)
∗

, V∗ = lim
m→+∞

V (m)
∗ =

sin z

U∗
.

Íàøà öåëü - äîêàçàòü, ÷òî V∗ = 1. Äëÿ ýòîãî îöåíèì V
(m)
n .
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Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè (âñå ðàâíî ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m > |z|.
Ôóíêöèÿ | sin w

w
| íåïðåðûâíà â êðóãå {w : |w| 6 1

2
}, à çíà÷èò äîñòèãàåò òàì ìàêñèìóìà,

êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì C1 - ýòî íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà. Òàêèì îáðàçîì,
∣∣∣ sin2 z

2n+1

∣∣∣ 6 C1 · |z|2
(2n+1)2

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, sin φ > 2
π

φ äëÿ φ ∈ [0, φ
2
], îòêóäà

∣∣∣∣∣
sin2 z

2n+1

sin2 πk
2n+1

∣∣∣∣∣ 6 4C1

π2
· |z|

2

k2
, k = m+1, ..., n.

Îïÿòü-òàêè, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m äîñòàòî÷íî âåëèêî è ïðàâàÿ
÷àñòü íå ïðåâîñõîäèò 1

2
. Ôóíêöèÿ | log(1−w)

w
| íåïðåðûâíà â êðóãå {w : |w| 6 1

2
}, à çíà÷èò

äîñòèãàåò òàì ìàêñèìóìà C2 - ýòî åùå îäíà àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà. Èìååì
∣∣∣∣∣log

(
1− sin2 z

2n+1

sin2 πk
2n+1

)∣∣∣∣∣ 6 4C1C2

π2
· |z|

2

k2
, k = m+1, ..., n.

Ïóñòü ε > 0. Âûáåðåì òåïåðü òàêîå m, ÷òî 4C1C2

π2

∑+∞
k=m+1

|z|2
k2 < ε. Òîãäà6:

| log V (m)
n | =

∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

log
(
1− sin2 z

2n+1

sin2 πk
2n+1

)∣∣∣∣∣ 6 4C1C2

π2
·

n∑

k=m+1

|z|2
k2

6 ε

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ýòîì íåðàâåíñòâå ñíà÷àëà ïî n → +∞, à ïîòîì ïî m → +∞,
ïîëó÷àåì | log V∗| 6 ε. Óñòðåìëÿÿ, íàêîíåö, ε ↓ 0, èìååì V∗ = 1.
Ñëåäñòâèå 2.3 (ôîðìóëà äîïîëíåíèÿ äëÿ Γ-ôóíêöèè). Âåðíî òîæäåñòâî

1

Γ(z)Γ(1−z)
=

sin πz

z
, z ∈ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ (1.3) è (2.1), ëåãêî íàõîäèì

1

Γ(z)Γ(1−z)
= −1

z
· 1

Γ(z)Γ(−z)
= z

+∞∏

k=1

(
1− z2

k2

)
=

sin πz

π
.

Çàìå÷àíèå 2.4. Â ÷àñòíîñòè, Γ(1
2
) =

√
π. Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

∫ +∞

−∞

e−
(t−µ)2

2σ

σ
√

2π
dt = [(t− µ)2 =2σ2s] =

1√
π

∫ +∞

0

s−
1
2 e−sds = 1

(ãðàôèê ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè � ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ñî ñðåäíèì µ è äèñïåðñèåé σ � áûë ðàíüøå èçîáðàæåí íà êóïþðå â 10 íåìåö-
êèõ ìàðîê ðÿäîì ñ ïîðòðåòîì Êàðëà Ôðèäðèõà Ãàóññà).

6Â ÷àñòíîñòè, âñå àðãóìåíòû ëîãàðèôìîâ íàõîäÿòñÿ âíóòðè êðóãà {z = 1 + w, |w| < 1
2}, ãäå ïðèìå-

íåíèå ôîðìóëû log(z1z2) = log z1 + log z2 çàêîííî áåç äîïîëíèòåëüíûõ êîììåíòàðèåâ.
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3 Áýòà-ôóíêöèÿ, ôîðìóëà Ëåæàíäðà.
Îïðåäåëåíèå 3.1. Äëÿ z, w ∈ C: Re z, Re w > 0 ïîëîæèì

B(z, w) :=

∫ 1

0

tz−1(1−t)w−1dt. (3.1)

Çàìå÷àíèå 3.2. Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó |tz−1(1−t)w−1| = tRe z−1(1−t)Re w−1.

Òåîðåìà 3.3.
B(z, w) =

Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
, Re z, Re w > 0. (3.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

G(z)G(w) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt ·
∫ +∞

0

sw−1e−sds =

=

∫ +∞

0

tz−1e−t

[∫ +∞

0

sz−1e−sds

]
dt =

∫ +∞

0

[∫ +∞

0

tz−1sw−1e−t−sds

]
dt =

= [u = s + t] =

∫ +∞

0

[∫ +∞

t

tz−1(u− t)w−1e−udu

]
dt =

Ïîìåíÿåì7(!) ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ (îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ 06 t6u<+∞):

=

∫ +∞

0

[∫ t

0

tz−1(u− t)w−1e−udt

]
du = [t = uv] =

=

∫ +∞

0

uz+w−1e−u

[∫ 1

0

vz−1(1− v)w−1dv

]
du = Γ(z+w−1) ·B(z, w),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå 3.4 (ôîðìóëà óäâîåíèÿ äëÿ Γ(z), îíà æå ôîðìóëà Ëåæàíäðà).

Γ(2z) =
22z−1

√
π

Γ(z)Γ(z+ 1
2
), Re z > 0. (3.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

B(z, z) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)z−1dt = 2

∫ 1/2

0

(t− t2)z−1dt = 2

∫ 1
2

0

(1
4
− (1

2
− t)2)z−1dt =

= [(1
2
−t)2 = 1

4
s] = 21−2z

∫ 1

0

(1−s)z−1s−
1
2 ds = 21−2zB(z, 1

2
).

7Ïðîöåäóðà èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ èíòóèòèâíî ÿñíà, ïîñêîëüêó èíòåãðàëû - ýòî ïðåäå-
ëû ñóìì, à ñóììû ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè, îäíàêî ýòîò ôàêò (òåì áîëåå äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ)
íåîáõîäèìî(!!!) ñòðîãî äîêàçûâàòü, ÷åãî ìû, îäíàêî, çäåñü äåëàòü íå áóäåì - ñì. îáùèé êóðñ.
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Âûðàæàÿ B-ôóíêöèþ ÷åðåç Γ, ïîëó÷àåì

Γ(z)Γ(z)

Γ(2z)
=

21−2zΓ(z)Γ(1
2
)

Γ(z + 1
2
)

,

÷òî ðàâíîñèëüíî (3.3), òàê êàê Γ(1
2
) =

√
π.

Çàìå÷àíèå 3.5. Ôîðìóëà óäâîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Ãàóññà:

Γ(nz) =
nnz− 1

2

(2π)
n−1

2

Γ(z)Γ
(
z+

1

n

)
. . . Γ

(
z+

n−1

n

)
,

ñïðàâåäëèâîé ïðè âñåõ n ∈ N è z 6= 0,− 1
n
,− 2

n
, . . .

4 Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà. Ãëàâíîå ñëàãàåìîå.
Ëåììà 4.1 (ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ Ýéëåðà-Ìàêëîðåíà). Ïóñòü f ∈C1([a, b]), a, b ∈ Z.
Òîãäà

b∑

k=a

f(k)−
∫ b

a

f(t)dt =
f(a)+f(b)

2
+

∫ b

a

({t}− 1
2

)
f ′(t)dt .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì äàåò
∫ k+1

k

f ′(t)
({t}− 1

2

)
dt = f(t)

({t}− 1
2

) ∣∣∣
k+1

k
−

∫ k+1

k

f(t)dt =
f(k)+f(k+1)

2
−

∫ k+1

k

f(t)dt .

Ñóììèðóÿ ïî k, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 4.2 (ôîðìóëà Ñòèðëèíãà). Äëÿ êàæäîãî ε>0 àñèìïòîòèêà

Γ(z) = exp

[(
z− 1

2

)
log z − z +

1

2
log 2π + O(z−1)

]
, z→∞ ,

âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî â óãëå arg z∈ [−π+ε, π−ε] .

Çàìå÷àíèå 4.3. i) Çäåñü log z = log |z| + i arg z, è çíà÷åíèå arg z âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî
| arg z| < π−ε. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî elog z = z, ëåãêî âûâåñòè ñòàíäàðòíóþ ôîðìóëó äëÿ
ïðîèçâîäíîé (log z)′ = z−1.
ii) Äëÿ x ∈ R+ ïðè ïîìîùè íåñëîæíîãî òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àåì

Γ(x) =

√
2π

x
·
(x

e

)x

(1+O(x−1)) , x→+∞ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Ýéëåðà (Òåîðåìà 1.8). Çàìåòèì, ÷òî

n! · nz

z(z+1) . . . (z+n)
= exp

[
−

n∑

k=0

log(z+k) +
n∑

k=1

log k + z log n

]
.

Ëåììà 4.1 äàåò
n∑

k=0

log(z+k) =

∫ n

0

log(z+t)dt +
log z+log(z+n)

2
+

∫ n

0

{t} − 1
2

z+t
dt

︸ ︷︷ ︸
In(z)

=

= t(log t−1)
∣∣∣
z+n

z
+

log z+log(z+n)

2
+ In(z) = (z+n+ 1

2
) log(z+n)− (z− 1

2
) log z− n + In(z) .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà z=1 è âû÷èòàÿ "ëèøíåå" ñëàãàåìîå log(n+1) èìååì
n∑

k=1

log k = (n+ 1
2
) log(n+1)− n + In(1) .

Çíà÷èò,

−
n∑

k=0

log(z+k)+
n∑

k=1

log k+z log n = (z−1
2
) log z−z log

z+n

n
−(n+1

2
) log

z+n

n+1
−In(z)+In(1) .

Óñòðåìëÿÿ n→∞ , ïîëó÷àåì

Γ(z) = exp
[
(z− 1

2
) log z − (z−1)− I(z) + I(1)

]
,

ãäå
I(z) =

∫ +∞

0

{t} − 1
2

z+t
dt

(íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïî-
ëó÷àåì

I(z) =

∫ +∞

0

ϕ(t)dt

(z+t)2
, ϕ(t) :=

∫ t

0

({s}− 1
2
)ds =

1

2
{t}({t}−1) .

Òàê êàê ϕ(t) - îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, îòñþäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó I(z)=O(z−1)
(ðàâíîìåðíóþ â ïðîèçâîëüíîì óãëå arg z∈ [−π+ε, π+ε]). Èìåííî, åñëè z=x+iy , òî

|I(z)| 6
∫ +∞

0

dt

|z+t|2 =

∫ +∞

0

dt

(x+t)2+y2
6

{ ∫ +∞
0

dt
(x+t)2

= 1
x

, x>0 ,∫ +∞
−∞

dt
t2+y2 = π

|y| , |y| 6=0 .

Ïåðâàÿ îöåíêà ðàáîòàåò â ñåêòîðå arg z∈ [−ε, ε], à âòîðàÿ - â îñòàâøåéñÿ îáëàñòè.
Èòàê,

Γ(z) = exp

[(
z− 1

2

)
log z − z + A + O(z−1)

]
, z→∞ ,
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è âñå ÷òî îñòàëîñü - âû÷èñëèòü êîíñòàíòó A = 1 + I(1). Äëÿ y → +∞ ðàññìîòðèì
òîæäåñòâî

Γ(iy)Γ(−iy) = −Γ(iy)Γ(1−iy)

iy
= − π

iy sin πiy
=

2π

y(eπy − e−πy)
=

= exp [−πy − log y + log 2π + o(1)] , y → +∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

Γ(iy)Γ(−iy) = exp
[
(iy− 1

2
) log iy + (−iy− 1

2
) log(−iy) + 2A + o(1)

]
=

= exp
[(

iy− 1
2

) (
log y+ πi

2

)
+

(−iy− 1
2

) (
log y− πi

2

)
+ 2A + o(1)

]
=

= exp [−πy − log y + 2A + o(1)] , y → +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, A = 1
2

log 2π , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

5 ×èñëà è ïîëèíîìû Áåðíóëëè.
×òîáû ïîíÿòü ñìûñë êîíñòðóêöèé, êîòîðûìè ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ â ýòîì ïàðàãðàôå,
âñïîìíèì òîæäåñòâî, ïîëó÷åííîå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóëû Ñòèðëèíãà:

Γ(z) = exp

[(
z− 1

2

)
log z − z +

1

2
log 2π − I(z)

]
,

ãäå

I(z) =

∫ +∞

0

{t} − 1
2

z + t
dt =

∫ +∞

0

ϕ(t)

(z + t)2
dt = O(z−1), ϕ(t) =

1

2
{t}({t} − 1

2
).

Ïðåäïîëîæèì, ìû õîòèì óòî÷íÿòü àñèìïòîòèêó Γ(z), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, àñèìïòî-
òèêó èíòåãðàëà I(z). Åñòåñòâåííàÿ èäåÿ � åùå ðàç ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì. Îäíà-
êî íàì áóäåò ìåøàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèÿ ϕ íåîãðàíè÷åíà,
ïîñêîëüêó

∫ 1

0
ϕ(t)dt 6= 0. Ïîýòîìó ìû íåìíîãî ìîäèôèöèðóåì ϕ. Èìåííî, ïîñòðîèì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

ω0(t) = 1; ω1(t) = {t} − 1

2
;

ωk+1(t) = ωk+1 ({t}) : ω′k+1(t) = ωk(t), t ∈ (0, 1),

∫ 1

0

ωk+1(t)dt = 0.

Ïåðâûå íåñêîëüêî ôóíêöèé ωk(t) áóäóò èìåòü âèä:

ω2(t) =
{t}2

2
− {t}

2
+

1

12
; ω3(t) =

{t}3

6
− {t}2

4
+
{t}
12

;

ω4(t) =
{t}4

24
− {t}3

12
+
{t}2

24
− 1

720
; . . .

ßñíî, ÷òî ωk ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè k îò {t} ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1
k!
.
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Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïîëèíîìîì Áåðíóëëè Bk(t) íàçûâàåòñÿ òàêîé ïîëèíîì ñòåïåíè k
ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1, ÷òî ωk(t) = 1

k!
Bk({t}). ×èñëîì Áåðíóëëè Bk íàçûâà-

åòñÿ çíà÷åíèå ýòîãî ïîëèíîìà ïðè t = 0, ò.å. Bk = Bk(0).

Çàìå÷àíèå 5.2. . (i) Òàêèì îáðàçîì, B0 = 1, B1 = −1
2
, B2 = 1

6
, B3 = 0, B4 = − 1

30
,...

(ii) Êàæåòñÿ, ÷òî ÷èñëà Áåðíóëëè óáûâàþò èëè õîòÿ áû îãðàíè÷åíû, îäíàêî ýòî íå òàê.

Ëåììà 5.3. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |ωk(t)| 6 1
2k . Â ÷àñòíîñòè, |Bk| 6 k!

2k .

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî äëÿ t ∈ [0, 1]. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ôóíêöèè ωk+1 èìååì

ωk+1(t) =

∫ t

0

ωk(s)ds−
∫ 1

0

[∫ t

0

ωk(s)ds

]
dt. (5.1)

Ïîìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ âî âòîðîì èíòåãðàëå (îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ 06s6 t61):

∫ 1

0

[∫ t

0

ωk(s)ds

]
dt =

∫ 1

0

[∫ 1

s

ωk(s)dt

]
ds =

∫ 1

0

(1−s)ωk(s)ds.

Îáîçíà÷àÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïðîìåæóòêà [0, t] ÷åðåç χ[0,t], ïîëó÷àåì

ωk+1(t) =

∫ 1

0

(χ[0,t](s)−1+s)ωk(s)ds =

∫ 1

0

(χ[0,t](s)− 1
2
−t+s)ωk(s)ds,

ïîñêîëüêó
∫ 1

0
ωk(s)ds = 0. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî maxs∈[0,1] |χ[0,t](s)− 1

2
−t+s| = 1

2
, îòêóäà

ñðàçó âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

max
t∈[0,1]

|ωk+1(t)| 6 1

2
max
s∈[0,1]

|ωk(s)|.

Òðèâèàëüíàÿ èíäóêöèÿ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü - íàéòè ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè.

Ëåììà 5.4. Äëÿ t ∈ [0, 1) è z : |z| < 2 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî
+∞∑
n=0

Bn(t)

n!
zn =

tezt

et − 1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ â ñèëó ëåììû 5.3, òàê êàê Bn(t)
n!

= ωn(t)
äëÿ t ∈ [0, 1). Ïîëîæèì

G(t, z) :=
+∞∑
n=0

Bn(t)

n!
zn =

+∞∑
n=0

ωn(t)zn.
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Ïîñêîëüêó ω′n+1(t) = ωn(t), ïîëó÷àåì

G′
t(t, z) =

+∞∑
n=1

ωn−1(t)z
n = zG(t, z).

Ñëåäîâàòåëüíî, G(t, z) = etzG(0, z). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

1 =

∫ 1

0

G(t, z) = G(0, z) · et − 1

t
,

òàê êàê
∫ 1

0
ωk(t)dt = 0 äëÿ âñåõ k > 1.

Ñëåäñòâèå 5.5. Äëÿ z : |z| < 2 âåðíî òîæäåñòâî
+∞∑
n=0

Bn

n!
zn =

z

ez − 1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, òàê êàê Bn = Bn(0) ïî îïðåäåëåíèþ.

Çíàÿ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçíîîáðàçíûå òîæäåñòâà.

Óòâåðæäåíèå 5.6. (i) B2s+1 =0 äëÿ âñåõ s>1 .
(ii)

Bn(t) =
n∑

j=0

Cj
nBn−jt

j , n > 0. (5.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Çàìåòèì, ÷òî äëÿ z : |z| < 2 âåðíî
+∞∑
n=0

Bn

n!
zn −B1z =

z

ez − 1
+

z

2
= z

( 1

ez − 1
+

1

2

)
=

z

2
· ez + 1

ez − 1
= −z

2
· e−z + 1

e−z − 1
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî (ò.å. ÷åòíîñòü ôóíêöèè) è äàåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.
(ii) Äëÿ t ∈ [0, 1) è z : |z| < 2 èìååì

+∞∑
n=0

Bn(t)

n!
zn =

tezt

et − 1
= ezt · t

et − 1
=

+∞∑
j=0

tj

j!
zj ·

+∞∑

k=0

Bk

k!
zk.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè zn, ïîëó÷àåì

Bn(t)

n!
=

∑

j+k=n, j,k>0

tj

j!
· Bk

k!
=

n∑
j=0

Bn−j

j!(n− j)!
tj,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (ïîñêîëüêó ýòî ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ, îíî àâòîìàòè÷åñêè
âåðíî äëÿ âñåõ t, åñëè âåðíî äëÿ t ∈ [0, 1)).
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Óòâåðæäåíèå 5.7 (îäíî èç ðåêêóðåíòíûõ òîæäåñòâ äëÿ ÷èñåë Áåðíóëëè).

Bn+1 =
n∑

j=0

(n+1)Cj
n

j+2
·Bn−j, n > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ (ñì. (5.1))

Bn+1

(n+1)!
= ωn+1(0) = −

∫ 1

0

[∫ t

0

ωn(s)ds

]
= −

∫ 1

0

(1−s)ωn(s)ds =

∫ 1

0

sωn(s)ds,

òàê êàê
∫ 1

0
ωn(s)ds = 0. Äðóãèìè ñëîâàìè,

Bn+1

(n+1)!
=

1

n!

∫ 1

0

sBn(s)ds.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå (5.2) äëÿ ïîëèíîìà Bn(s) è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

Bn+1 = (n+1)
n∑

j=0

Cj
nBn−j

j+2
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

6 Ðàçëîæåíèå ctg z â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé,
ðÿä Òåéëîðà äëÿ tg z è çíà÷åíèÿ ζ(2k).

Óòâåðæäåíèå 6.1. Äëÿ z ∈ C, z 6= 0,±π,±2π, . . . âåðíî

ctg z = v.p.

+∞∑
n=−∞

1

z − πn
. (6.1)

Çàìå÷àíèå 6.2. (i) Ïî îïðåäåëåíèþ

v.p.

+∞∑
n=−∞

1

z − πn
= lim

N→+∞

N∑
n=−N

1

z − πn
=

1

z
+ 2z

+∞∑
n=1

1

z2 − π2n2
.

(ii) Ñìûñë (6.1) òàêîâ: åñëè ó íàñ åñòü ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (÷àñòíîå äâóõ ìíîãî÷ëå-
íîâ), òî îíà âñåãäà ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé � èìåííî òàê ìû
âû÷èñëÿåì èíòåãðàëû îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Çäåñü ìû èìååì äåëî ñ ñóùåñòâåííî
áîëåå ñîäåðæàòåëüíîé ôóíêöèåé ctg z, íî õàðàêòåð ðàçëîæåíèÿ àáñîëþòíî òàêîé æå!

Äîêàçàòåëüñòâî. ?????????
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Îïðåäåëåíèå 6.3 (äçýòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà). Äëÿ s > 1 ïîëîæèì

ζ(s) :=
+∞∑
n=1

1

ns

Çíà÷åíèÿ ζ(2k) â ÷åòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ òåñíî ñâÿçàíû ñ ðàçëîæåíèåì ôóíê-
öèè tg z â îêðåñòíîñòè íóëÿ è ñ ÷èñëàìè Áåðíóëëè.
Ëåììà 6.4.

tg z =
+∞∑

k=0

2 · (22k+2−1)

π2k+2
ζ(2k+2) · z2k+1 , |z| < π

2
. (6.2)

Çàìå÷àíèå 6.5. ßñíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ζ(2k + 2) îãðàíè÷åíû, ïîýòîìó ðÿä ñõîäèòñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

tg z = ctg
(π

2
− z

)
= v.p.

+∞∑
n=−∞

1
π
2
− z − πn

= − v.p.

+∞∑
n=−∞

1

z + (n− 1
2
)π

=

= −
+∞∑
n=1

( 1

z + (n− 1
2
)π
− 1

z − (n− 1
2
)π

)
= 2z

+∞∑
n=1

1

(n− 1
2
)2π2 − z2

.

Ðàçëîæèì êàæäîå ñëàãàåìîå â ðÿä (íàïîìíèì, ÷òî |z| < π
2
):

1

(n− 1
2
)2π2 − z2

=
1

(n− 1
2
)2π2

+
z2

(n− 1
2
)4π4

+
z4

(n− 1
2
)6π6

+ . . .

Òàêèì îáðàçîì,

tg z = 2z
+∞∑
n=1

+∞∑

k=0

z2k

(n− 1
2
)2k+2π2k+2

.

Ïîìåíÿåì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ (íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàöèÿ çàêîííà, òàê êàê
åñòü àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü):

tg z = 2z
+∞∑

k=0

[
+∞∑
n=1

1

(n− 1
2
)2k+2π2k+2

]
· z2k.

Îñòàëîñü ñâåñòè ñóììó îáðàòíûõ ñòåïåíåé íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ê ζ-ôóíêöèè.
ßñíî, ÷òî

ζ(s) =
+∞∑
n=1

1

ns
=

+∞∑
n=1

1

(2n−1)s
+

+∞∑
n=1

1

(2n)s
=

+∞∑
n=1

1

(2n−1)s
+

1

2s
ζ(s).

Ïîýòîìó
+∞∑
n=1

1

(n− 1
2
)2k+2

= 22k+2

+iy∑
n=1

1

(2n−1)2k+2
= (22k+2 − 1)ζ(2k + 2),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Çàìå÷àíèå 6.6. Ðàçëîæåíèå (6.2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà èíôîð-
ìàöèè î ñóììå îáðàòíûõ ÷åòíûõ ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ
ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ôîðìóëû Òåéëîðà tg z = z + 1

3
z3 + o(z3), z → 0, ïîëó÷àåì

1 =
6

π2
ζ(2);

1

3
=

30

π4
ζ(4),

òî åñòü
+∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
;

+∞∑
n=1

1

n4
=

π4

90
.
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