aLGEBRA 3-GRAFOW^�

s. w. dUVIN, a. i. kAI[EW, s. w. ~MUTOW

aNNOTACIQ

mY WWODIM I IZU^AEM STRUKTURU ALGEBRY W LINEJNOM PROSTRANSTWE, POROVDEN- NOM REGULQRNYMI TREHWALENTNYMI GRAFAMI S ZADANNYM PORQDKOM REBER W KA- VDOJ WER[INE, PO MODUL@ NEKOTORYH SOOTNO[ENIJ. oBSUVDAETSQ ROLX “TOGO OB˙- EKTA W RAZLI^NYH OBLASTQH MALOMERNOJ TOPOLOGII I EGO SWQZX S RODSTWENNYMI KOMBINATORNO-ALGEBRAI^ESKIMI STRUKTURAMI.

0 wWEDENIE

rEGULQRNYE TREHWALENTNYE GRAFY, TO ESTX GRAFY, U KOTORYH IZ KAVDOJ WER[INY WYHO- DIT ROWNO TRI REBRA, — OB˙EKT, ^ASTO WSTRE^A@]IJSQ W MATEMATIKE. pOMIMO SOBSTWENNO TEORII GRAFOW, GDE TAKIE GRAFY NAZYWA@TSQ “KUBI^ESKIMI”, ONI ESTESTWENNYM OBRAZOM WOZNIKA@T W TOPOLOGII TREHMERNYH MNOGOOBRAZIJ, W TEORII wASILXEWA INWARIANTOW UZ- LOW I W SWQZI S TEOREMOJ O ^ETYREH KRASKAH. pRI “TOM WO WSEH PERE^ISLENNYH PRILO- VENIQH TREHWALENTNYE GRAFY OKAZYWA@TSQ SNABVENNYMI DOPOLNITELXNOJ STRUKTUROJ, SOSTOQ]EJ W TOM, ^TO W KAVDOJ WER[INE WYBRAN ODNI IZ DWUH WOZMOVNYH CIKLI^ESKIH PORQDKOW NA MNOVESTWE TREH REBER, EJ INCIDENTNYH.

w TEORII INWARIANTOW wASILXEWA TREHWALENTNYE GRAFY SOSTAWLQ@T PODMNOVESTWO SISTEMY POROVDA@]IH “LEMENTOW PRIMITIWNOGO PROSTRANSTWA P GRADUIROWANNOJ ALGE- BRY hOPFA F, PRISOEDINENNOJ K FILXTROWANNOJ ALGEBRE INWARIANTOW KONE^NOGO PORQDKA. mEVDU “LEMENTAMI, POROVDA@]IMI ALGEBRU F (SWQZNYMI DIAGRAMMAMI fEJNMANA ILI “IEROGLIFI^ESKIMI DIAGRAMMAMI” W TERMINOLOGII d. bAR-nATANA [BN1]) IMEETSQ DWA WIDA SOOTNO[ENIJ (“ANTISIMMETRIQ” I “IHX”, ILI, W DRUGOJ SISTEME KOORDINAT, 1- I 4- ^LENNYE SOOTNO[ENIQ). —TI SOOTNO[ENIQ OGRANI^IWA@TSQ NA PODPROSTRANSTWO, NATQNU- TOE NA MNOVESTWO WSEH TREHWALENTNYH GRAFOW, I PRIWODQT K KONSTRUKCII “PROSTRANSTWA 3-GRAFOW”. nA PROSTRANSTWE 3-GRAFOW IMEETSQ KOMMUTATIWNOE UMNOVENIE, OPREDELQEMOE SWQZNOJ SUMMOJ I ANALOGI^NOE UMNOVENI@ HORDOWYH DIAGRAMM, NO PO^EMU-TO DO SIH POR NIKEM NE OTME^ENNOE I NE IZU^ENNOE, HOTQ PODOBNYE STRUKTURY WWODILISX MNOGIMI AW- TORAMI (NAPRIMER, [Va, BN1, Kon, Vai, CV, Vo]). oPREDELENI@ ALGEBRY 3-GRAFOW MY POSWQ]AEM §1 NASTOQ]EJ STATXI.

w PARAGRAFE 2 MY PRIWODIM TABLICY, POKAZYWA@]IE USTROJSTWO ALGEBRY GRAFOW W MALYH RAZMERNOSTQH, A W PARAGRAFE 3 OPISYWAEM KOMPX@TERNYE WY^ISLENIQ, PRODELAN- NYE DLQ POSTROENIQ “TIH TABLIC.

w ^ETWERTOM PARAGRAFE OBSUVDAETSQ KONSTRUKCIQ (WOSHODQ]AQ, NASKOLXKO NAM IZWEST- NO, K pENROUZU [Pen] I kONCEWI^U [Kon]) INWARIANTOW, OPREDELENNYH NA ALGEBRE GRAFOW

�rABOTA PODDERVANA GRANTAMI rffi (95-01-00846A), INTAS (4373), NWO (47.03.005).

I STROQ]IHSQ PO ALGEBRE lI S ZADANNOJ ad-INWARIANTNOJ BILINEJNOJ NEWYROVDENNOJ FORMOJ. zDESX VE PRIWEDENY TABLICY ZNA^ENIJ “TIH INWARIANTOW NA OBRAZU@]IH.

pARAGRAF 5, NAPISANNYJ POD WLIQNIEM BLESTQ]EJ STATXI bAR-nATANA [BN2], POSWQ- ]EN TEOREME O ^ETYREH KRASKAH. w KA^ESTWE GIPOTEZY “TA TEOREMA BYLA SFORMULIROWANA f. gATRI (Francis Guthrie) W 1852 GODU. dOKAZANA TEOREMA W 1976 GODU k. aPPELEM I w. hAKENOM. dOKAZATELXSTWO OPIRAETSQ NA KOMPX@TERNYE WY^ISLENIQ, OPISANIE KOTORYH SOSTAWLQET KNIGU RAZMEROM 741 STRANIC [AH] (SM. TAKVE [SK]). w POSLEDNEE WREMQ NABL@- DAETSQ ZAMETNOE POWY[ENIE INTERESA K TEOREME O ^ETYREH KRASKAH [Kai, Se]. pOQWILISX RAZLI^NYE ALGEBRAI^ESKIE PEREFORMULIROWKI ([Pen, Ka1, Ka2, KaS, BN2]). iME@TSQ DA- VE NEBEZUSPE[NYE POPYTKI UPROSTITX DOKAZATELXSTWO aPPELQ I hAKENA [RSST]. oDNAKO ONI OSNOWANY NA TOM VE, DOWOLXNO PRQMOLINEJNOM, PODHODE K RASKRA[IWANI@ KART I SWO- DQT DOKAZATELXSTWO K RASSMOTRENI@ BOLX[OGO ^ISLA KONKRETNYH KONFIGURACIJ, KOTOROE OSU]ESTWLQETSQ PRI POMO]I KOMPX@TERNOGO S^ETA. nA[A CELX — POKAZATX, ^TO ALGE- BRA 3-GRAFOW QWLQETSQ PRAWILXNYM OB˙EKTOM W ISSLEDOWANIQH, SWQZANNYH S TEOREMOJ O ^ETYREH KRASKAH, I POZWOLQET PRIDATX IM KAKU@-TO KONCEPTUALXNU@ QSNOSTX.

w [ESTOM PARAGRAFE MY OBSUVDAEM ROLX ALGEBRY 3-GRAFOW W TEORII INWARIANTOW UZLOW. zDESX SAMOE L@BOPYTNOE QWLENIE SOSTOIT W TOM, ^TO UMNOVENIE GRAFOW POZWOLQET OPREDELITX STRUKTURU NEKOMMUTATIWNOJ ALGEBRY W PROSTRANSTWE PRIMITIWNYH “LEMEN- TOW GRADUIROWANNOJ ALGEBRY F INWARIANTOW wASILXEWA. tAKIM OBRAZOM, PROSTRANSTWO PRIMITIWNYH “LEMENTOW P, KOTOROE SWOBODNO POROVDAET ALGEBRU F, SAMO PO SEBE NADE- LENO DRUGOJ, WNUTRENNEJ, OPERACIEJ UMNOVENIQ.

nAKONEC, W PARAGRAFE 7 RE^X POJDET OB INWARIANTAH TREHMERNYH MNOGOOBRAZIJ (GO- MOLOGI^ESKIH SFER), GDE ALGEBRA 3-GRAFOW, PRAWDA, NE KAK ALGEBRA, A KAK LINEJNOE PRO- STRANSTWO, NEDAWNO WOZNIKLA W RABOTAH t. oOCUKI [Oh1] I t. lE [Le].

~ITATELX MOVET ZAMETITX, ^TO NIKAKIH ^REZWY^AJNYH PRILOVENIJ ALGEBRY 3- GRAFOW, DOHODQ]IH DO DOKAZATELXSTWA NOWYH TEOREM, MY NE NA[LI. oDNAKO SAMA STRUK- TURA I MNOGOOBRAZIE EE SWQZEJ S SAMYMI RAZNYMI MATEMATI^ESKIMI TEORIQMI NASTOLXKO INTERESNY, ^TO MY RE[ILI NAPISATX I IZDATX NASTOQ]IJ TEKST. w RQDU KOMBINATORNO- ALGEBRAI^ESKIH STRUKTUR MALOMERNOJ TOPOLOGII, WKL@^A@]EM ALGEBRU HORDOWYH DIA- GRAMM [Va], ALGEBRU DIAGRAMM fEJNMANA [Kon, Vai], PROSTRANSTWA KITAJSKIH [BN1] I QPONSKIH [CV] IEROGLIFOW, Λ-MODULI wOVELQ [Vo], ALGEBRA 3-GRAFOW — PROSTEJ[IJ I NAIBOLEE ESTESTWENNYJ S OB]EMATEMATI^ESKOJ TO^KI ZRENIQ OB˙EKT, I PO “TOJ PRI^INE ZASLUVIWAET PRISTALXNOGO IZU^ENIQ.

1 sTRUKTURA ALGEBRY

1.1 pROSTRANSTWO 3-GRAFOW

pREVDE WSEGO DADIM TO^NOE OPISANIE OSNOWNOGO OB˙EKTA, S KOTORYM MY BUDEM RABOTATX.

oPREDELENIE. 3-GRAFOM NAZYWAETSQ SWQZNYJ REGULQRNYJ TREHWALENTNYJ GRAF^1, W KOTOROM ZADANO WRA]ENIE. wRA]ENIE — “TO WYBOR W KAVDOJ WER[INE GRAFA ODNOGO IZ DWUH WOZMOVNYH CIKLI^ESKIH PORQDKOW TREH REBER, INCIDENTNYH “TOJ WER[INE, T. E. ODNOJ IZ DWUH PERESTANOWOK, PREDSTAWLQ@]IH CIKL DLINY 3.

1zAMETIM, ^TO ^ISLO WER[IN TAKOGO GRAFA WSEGDA ^ETNO, A ^ISLO REBER KRATNO TREM.

w “TOM OPREDELENII GRAFAM RAZRE[AETSQ IMETX KRATNYE REBRA I PETLI. dLQ GRAFOW S PETLQMI PONQTIE WRA]ENIQ TREBUET UTO^NENIQ. a IMENNO, CIKLI^ESKIJ PORQDOK NUVNO ZADAWATX NE NA MNOVESTWE REBER, INCIDENTNYH DANNOJ WER[INE, A NA MNOVESTWE SMEVNYH S NEJ POLUREBER.

sWOBODNOE OT TOPOLOGII OPREDELENIE MNOVESTWA POLUREBER MOVNO DATX SLEDU@]IM OBRAZOM. pUSTX E, V — MNOVESTWA REBER I WER[IN DANNOGO GRAFA, SOOTWETSTWENNO. tOGDA MNOVESTWO POLUREBER — “TO “DWOJNOE RASSLOENIE” E^α← H^β→ V , TO ESTX MNOVESTWO H S DWUMQ PROEKCIQMI α : H → E I β : H → V TAKIMI, ^TO (A) PROOBRAZ L@BOGO REBRA α^{−1}(e) SOSTOIT IZ DWUH TO^EK, (B) MO]NOSTX KAVDOGO MNOVESTWA β^{−1}(v) RAWNA STEPENI WER[INY

v, (W) DLQ L@BOJ TO^KI h ∈ H WER[INA β(h) QWLQETSQ ODNIM IZ KONCOW REBRA α(h). tOGDA

WRA]ENIE — “TO CIKLI^ESKAQ PERESTANOWKA W PROOBRAZE KAVDOJ WER[INE β^{−1}(v).

mOVNO WOOB]E ZABYTX O REBRAH I WER[INAH I DATX TAKOE, MENEE NAGLQDNOE, NO BOLEE ^ETKOE OPREDELENIE 3-GRAFA: “TO MNOVESTWO H MO]NOSTI, KRATNOJ 6, W KOTOROM ZADANY DWE PERESTANOWKI: ODNA S CIKLI^ESKOJ STRUKTUROJ (3)(3) . . . (3), DRUGAQ S CIKLI^ESKOJ STRUKTUROJ (2)(2) . . . (2). sWQZX S PREDYDU]IM OPREDELENIEM TAKOWA: H — “TO MNOVE- STWO POLUREBER, PERWAQ PERESTANOWKA SOOTWETSTWUET WRA]ENI@ W WER[INAH, A WTORAQ — PEREHODU OT ODNOGO KONCA REBRA K DRUGOMU.

oPREDELENIE. dWA 3-GRAFA NAZYWA@TSQ IZOMORFNYMI, ESLI MOVNO USTANOWITX WZAIMNO-ODNOZNA^NOE SOOTWETSTWIE MEVDU IH MNOVESTWAMI POLUREBER, KOTOROE SOHRANQET WRA]ENIE I INDUCIRUET OBY^NYJ IZOMORFIZM GRAFOW — ILI, ^TO TO VE SAMOE, SOHRANQET OBE STRUKTURNYE PERESTANOWKI.

zAME^ANIQ. 1. uDOBNO PRI^ISLITX OKRUVNOSTX K MNOVESTWU 3-GRAFOW. mY BUDEM S^ITATX EE TREHWALENTNYM GRAFOM S NULEWYM ^ISLOM WER[IN.

2. hOTQ 3-GRAFY QWLQ@TSQ ABSTRAKTNYMI GRAFAMI, MY BUDEM RISOWATX IH NA PLOS- KOSTI. pOSKOLXKU NE WSQKIJ GRAF PLANAREN, REBRA NA RISUNKAH MOGUT PERESEKATXSQ. mY NE PRINIMAEM WO WNIMANIE TAKIE PERESE^ENIQ I NE RASSMATRIWAEM IH KAK WER[INY GRA- FA. kROME TOGO, MY BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO W KAVDOJ WER[INE POLUREBRA UPORQDO^ENY PROTIW ^ASOWOJ STRELKI. iZMENENIE WRA]ENIQ W OTDELXNOJ WER[INE IZOBRAVAETSQ SLE- DU@]IM OBRAZOM:

pRIMERY. 1. wOT TIPI^NYJ PRIMER 3-GRAFA (U NEGO 8 WER[IN I 12 REBER):

2. s TO^NOSTX@ DO IZOMORFIZMA SU]ESTWUET TRI RAZLI^NYH 3-GRAFA PORQDKA 2: &% ’$ s s ’$` ȷs s `ȷ́ı`ȷ́ıs s

oPREDELENIE. pROSTRANSTWO Γ_n — “TO FAKTORPROSTRANSTWO LINEJNOGO PROSTRAN- STWA NAD R, POROVDENNOGO 3-GRAFAMI S 2n WER[INAMI, PO MODUL@ SLEDU@]IH SOOTNO[E- NIJ.

sOOTNO[ENIE ANTISIMMETRII (AS): = − sOOTNO[ENIE kIRHGOFA (IHX): = +

zAME^ANIQ. 1. zDESX I NIVE NEZAKON^ENNYE FRAGMENTY GRAFOW SLEDUET PONIMATX TAK: “TO GRAFY, ODINAKOWYE (I PROIZWOLXNYE) WEZDE, KROME DANNOGO QWNO UKAZANNOGO FRAG- MENTA._{2.}

nAZWANIE “SOOTNO[ENIE kIRHGOFA” NAWEQNO SLEDU@]EJ ANALOGIEJ. bUDEM PRED- STAWLQTX SEBE FRAGMENT DANNOGO 3-GRAFA KAK U^ASTOK “LEKTRI^ESKOJ CEPI, A PEREMENNU@ WER[INU — KAK “LEKTRON e (S “HWOSTIKOM” — TRETXIM WHODQ]IM W e REBROM, NA^ALO KOTOROGO ZAKREPLENO). pUSTX “LEKTRON e DWIVETSQ K UZLU “LEKTRI^ESKOJ CEPI: e “HWOSTIK”

tOGDA SOOTNO[ENIE (IHX) WYRAVAET IZWESTNOE PRAWILO kIRHGOFA: SUMMA TOKOW, WHODQ- ]IH W UZEL, RAWNA SUMME TOKOW, WYHODQ]IH IZ NEGO. —TA “LEKTROTEHNI^ESKAQ ANALOGIQ BUDET POLEZNA PRI DOKAZATELXSTWE KORREKTNOSTI UMNOVENIQ 3-GRAFOW (SM. NIVE).

3. pO OPREDELENI@, Γ_0 ODNOMERNO I POROVDENO OKRUVNOSTX@.

uPRAVNENIE. pROWERXTE, ^TO SLEDU@]IJ GRAF RAWEN NUL@ KAK “LEMENT PROSTRAN- STWA Γ_3: r r r

r

r r ˇˇ ˇ ˇˇ ˇ TT T TT T TT TT Ť̌ ˇˇ ˇ

1.2 uMNOVENIE

w GRADUIROWANNOM PROSTRANSTWE

Γ = Γ_0 ⊕ Γ_1 ⊕ Γ_2 ⊕ Γ_3 ⊕ . . . .

IMEETSQ ESTESTWENNAQ STRUKTURA KOMMUTATIWNOJ ALGEBRY.

oPREDELENIE. pROIZWEDENIEM DWUH 3-GRAFOW x I y NAZYWAETSQ 3-GRAF, POLU^ENNYJ SLEDU@]IM OBRAZOM. wYBEREM PROIZWOLXNYM OBRAZOM PO REBRU W x I y. rAZORWEM “TI REBRA I PRIKLEIM KONCY, WOZNIK[IE NA ODNOM REBRE, K KONCAM, WOZNIK[IM NA DRUGOM: x

y x

y = x · y

pROIZWEDENIE 3-GRAFOW MOVNO PONIMATX KAK REZULXTAT WSTAWKI ODNOGO 3-GRAFA, NA- PRIMER x, WMESTO REBRA W 3-GRAF y.

zAME^ANIE. 3-GRAFY PO OPREDELENI@ SWQZNY. oDNAKO, PRI PEREMNOVENII DWUH SWQZ- NYH GRAFOW MOVET POLU^ITXSQ NESWQZNYJ GRAF, NAPRIMER: `ȷ́ı `ȷ́ıs_× `ȷ́ı `ȷ́ıs_= `ȷ́ı `ȷ́ı `ȷ́ı `ȷ́ıs s

tEM NE MENEE, LEGKO WIDETX, ^TO “TO QWLENIE IMEET MESTO TOLXKO W TOM SLU^AE, KOGDA KAVDYJ IZ GRAFOW-SOMNOVITELEJ RASPADAETSQ PRI UDALENII NEKOTOROGO REBRA, A W “TOM SLU^AE OBA ONI RAWNY 0 KAK “LEMENTY ALGEBRY (SM. LEMMU 2 W §2.1).

pREDLOVENIE. pROIZWEDENIE 3-GRAFOW, RASSMATRIWAEMOE KAK “LEMENT PROSTRAN- STWA Γ, OPREDELENO KORREKTNO.

zAMETIM SRAZU, ^TO ESLI UMNOVENIE OPREDELENO KORREKTNO, TO ONO O^EWIDNYM OBRAZOM KOMMUTATIWNO.

dLQ DOKAZATELXSTWA KORREKTNOSTI NUVNO USTANOWITX DWA FAKTA. pERWYJ — ^TO PO MODUL@ SOOTNO[ENIJ (AS) I (IHX) PROIZWEDENIE NE ZAWISIT OT WYBORA REBER x I y, KOTORYE RAZRYWA@TSQ I SKLEIWA@TSQ MEVDU SOBOJ. wTOROJ — ^TO ONO NE ZAWISIT OT SPOSOBA SKLEJKI (QSNO, ^TO DWA KONCA ODNOGO REBRA MOVNO PRIKLEITX K DWUM KONCAM DRUGOGO REBRA DWUMQ RAZNYMI SPOSOBAMI).

—TI DWA FAKTA SOSTAWLQ@T SODERVANIE SLEDU@]IH DWUH LEMM. w FORMULIROWKE PER- WOJ LEMMY “PODGRAFOM” MY NAZYWAEM ^ASTX 3-GRAFA, PRIKREPLENNU@ K OSTAW[EJSQ ^ASTI DWUMQ REBRAMI (KAK SOMNOVITELX W PROIZWEDENII).

lEMMA 1. (A) “hWOST” MOVNO PRONESTI ^EREZ PODGRAF: x y^′ = x y^′ (B) pODGRAF MOVNO PRONESTI SKWOZX SOSEDN@@ WER[INU:

s^x s^x=

pRISMOTREW[ISX K RISUNKAM, ^ITATELX POJMET, ^TO DWE FORMULIROWKI LEMMY 1 NI- ^EM DRUG OT DRUGA NE OTLI^A@TSQ I OZNA^A@T, ^TO REZULXTATY WSTAWKI 3-GRAFA x W SOSEDNIE REBRA 3-GRAFA y RAWNY MEVDU SOBOJ. w SILU SWQZNOSTI y, OTS@DA WYTEKAET, ^TO PROIZWEDENIE NE ZAWISIT OT WYBORA RAZRYWAEMOGO REBRA W y.

lEMMA 2. dWA RAZNYH SPOSOBA SOEDINENIQ DWUH GRAFOW S RAZORWANNYMI REBRAMI PRIWODQT K ODNOMU I TOMU VE REZULXTATU W PROSTRANSTWE Γ: x

y = x

y pEREHODIM K DOKAZATELXSTWU LEMM. lEMMA 1 QWLQETSQ ^ASTNYM SLU^AEM, PRI k = 1, SLEDU@]EGO BOLEE OB]EGO UTWERVDENIQ.

lEMMA 3. w PROSTRANSTWE Γ WYPOLNQETSQ OB]IJ ZAKON kIRHGOFA: x 1 2 · · k = k∑ i=1 x 1· i· · k

dOKAZATELXSTWO lEMMY 3. fIKSIRUEM GORIZONTALXNU@ PRQMU@ NA PLOSKOSTI, W KOTORU@ WLOVEN GRAF, I RASSMOTIM PROEKTIROWANIE NA NEE OB]EGO POLOVENIQ. mY PRED- POLAGAEM, ^TO WSE WER[INY NA[EGO 3-GRAFA PROEKTIRU@TSQ W POPARNO RAZLI^NYE TO^KI GORIZONTALXNOJ PRQMOJ, A OGRANI^ENIE PROEKTIROWANIQ NA PROIZWOLXNOE REBRO IMEET TOLXKO MORSOWSKIE KRITI^ESKIE TO^KI. kROME TOGO, MOVNO S^ITATX, ^TO WSE KRITI^ESKIE ZNA^ENIQ POPARNO RAZLI^NY I OTLI^NY OT OBRAZOW WER[IN.

bIFURKACIONNYMI TO^KAMI NAZOWEM OBRAZY WER[IN I KRITI^ESKIE ZNA^ENIQ OGRANI- ^ENIQ PROEKTIROWANIQ NA REBRA. lEMMA 3 DOKAZYWAETSQ INDUKCIEJ PO ^ISLU BIFURKACI- ONNYH TO^EK. eSLI IMEETSQ ROWNO ODNA BIFURKACIONNAQ TO^KA, TO ONA DOLVNA BYTX OBRA- ZOM WER[INY GRAFA. rAWENSTWO lEMMY 3 W “TOM SLU^AE SOWPADAET S IHX-SOOTNO[ENIEM, I DOKAZYWATX NE^EGO. pREDPOLOVIM, ^TO lEMMA 3 DOKAZANA DLQ ^ISLA BIFURKACIONNYH TO^EK s. pRI PEREHODE ^EREZ (s + 1)-@ BIFURKACIONNU@ TO^KU WSTRE^AETSQ ODNA IZ SLEDU- @]IH [ESTI SITUACIJ:

1) 2) 3) 4) 5) 6)

w PERWYH DWUH SLU^AQH LEMMA SLEDUET IZ SOOTNO[ENIQ (IHX), W DWUH SLEDU@]IH — IZ SOOTNO[ENIQ (AS) (SM. PRIMER NIVE); NAKONEC, POSLEDNIE DWA SLU^AQ DEFORMACIEJ WLOVENIQ GRAFA W PLOSKOSTX SWODQTSQ K PREDYDU]IM. lEMMA 3 DOKAZANA.

pRIMER. = +

= + + +

= + + +

dWA POSLEDNIH SLAGAEMYH WZAIMNO UNI^TOVA@TSQ WWIDU SOOTNO[ENIQ ANTISIMMETRII.

dOKAZATELXSTWO lEMMY 2. eSLI 3-GRAF x QWLQETSQ OKRUVNOSTX@, TO DOKAZYWATX NE^EGO. pO“TOMU MOVNO S^ITATX, ^TO x SODERVIT HOTQ BY ODNU TREHWALENTNU@ WER[INU. wYBEREM IZ NIH BLIVAJ[U@ K PRAWOMU WYHODU IZ y. tOGDA PO lEMME 1 MOVNO OSU]E- STWITX SLEDU@]IE MANEWRY:

x y

= y

= y = x y sLEDOWATELXNO,_x

y = x y

tEPERX, POWORA^IWAQ y NA 180^∘ W PLOSKOSTI RISUNKA, POLU^AEM PRAWU@ ^ASTX TREBUEMOGO RAWENSTWA. lEMMA 2 DOKAZANA. —TO ZAWER[AET DOKAZATELXSTWO KORREKTNOSTI UMNOVENIQ 3-GRAFOW.

sLEDSTWIE. pROIZWEDENIE PROIZWOLXNYH “LEMENTOW Γ OPREDELENO KORREKTNO. —TO WYTEKAET IZ TOGO, ^TO PROIZWEDENIE 3-GRAFOW OPREDELENO KORREKTNO, A PRI UMNO- VENII NA PROIZWOLXNYJ GRAF LINEJNYH KOMBINACIJ, OTWE^A@]IH SOOTNO[ENIQM (AS) I

(IHX), POLU^A@TSQ LINEJNYE KOMBINACII TOGO VE WIDA.

2 zOOPARK

2.1 nEKOTORYE TOVDESTWA

pRIWEDEM NESKOLXKO PROSTYH TOVDESTW, KOTORYE POMOGA@T PONQTX USTROJSTWO ALGEBRY Γ. oNI NEPOSREDSTWENNO WYTEKA@T IZ OPREDELQ@]IH SOOTNO[ENIJ.

pERWOE IZ “TIH TOVDESTW (lEMMA 1) USTANAWLIWAET SWQZX MEVDU DWUMQ OPERACIQ- MI, OPREDELENNYMI NA MNOVESTWE 3-GRAFOW: WSTAWKA TREUGOLXNIKA WMESTO WER[INY I WSTAWKA PUZYRQ NA REBRO. wSTAWITX PUZYRX NA REBRO GRAFA — “TO WSE RAWNO, ^TO UMNO- VITX EGO NA “LEMENT b =^{iq q} ∈ Γ_1. iZ KORREKTNOSTI UMNOVENIQ W ALGEBRE Γ WYTEKAET, ^TO REZULXTAT WSTAWKI PUZYRQ NE ZAWISIT OT WYBORA REBRA, A TOGDA IZ lEMMY 1 SLEDUET, ^TO PRI ZAMENE WER[INY NA TREUGOLXNIK REZULXTAT NE ZAWISIT OT WYBORA WER[INY.

lEMMA 1. tREUGOLXNIK RAWEN POLOWINE PUZYRQ: = 1 2 = 1 2 = 1 2 . dOKAZATELXSTWO lEMMY 1.

= + = − .

sLEDU@]AQ LEMMA OPISYWAET DWA KLASSA 3-GRAFOW, RAWNYH NUL@ W ALGEBRE Γ.

lEMMA 2. (A) gRAF S PETLEJ RAWEN NUL@:

`ȷ́ıs

(B) eSLI REBERNAQ SWQZNOSTX 3-GRAFA γ RAWNA 1, T.E. PRI WYBRASYWANII NEKOTOROGO REBRA GRAF STANOWITSQ NESWQZNYM, TO γ = 0:

γ = = 0 .

dOKAZATELXSTWO lEMMY 2. (A) gRAF S PETLEJ RAWEN NUL@ WSLEDSTWIE ANTISIMME- TRII. dEJSTWITELXNO, IZMENENIE WRA]ENIQ W WER[INE PETLI DAET 3-GRAF, S ODNOJ STORO- NY, IZOMORFNYJ DANNOMU, A S DRUGOJ STORONY, OTLI^A@]IJSQ OT NEGO ZNAKOM.

(B) pO lEMME 1 γ RAWEN RAWEN GRAFU S PETLEJ:

γ = = = 0 ,

I UTWERVDENIE SLEDUET IZ PUNKTA (A).

2.2 pLO]ADKA MOLODNQKA

w SLEDU@]EJ TABLICE PRIWEDEN BAZIS LINEJNYH PROSTRANSTW Γ_n DLQ n ≤ 11.

n dim Γ_n ADDITIWNYE OBRAZU@]IE 1 1

2 1

3 1

4 2

5 2

6 3

7 4

8 5

9 6

10 8

11 9

iZ TABLICY WIDNO, ^TO MULXTIPLIKATIWNYE OBRAZU@]IE Γ DO GRADUIROWKI 11 WYGLQ- DQT SLEDU@]IM OBRAZOM (W NIVNEJ STRO^KE UKAZANY SOOTWETSTWU@]IE OBOZNA^ENIQ: b — “PUZYRX”, w_i — “KOLESA”, d — “DODEKA“DR”):

n 1 4 6 7 8 9 10 11

b w_4 w_6 w_7 w_8 w_9 w_{10} d w_{11}

gIPOTEZA. aLGEBRA Γ POROVDAETSQ PLOSKIMI GRAFAMI.

2.3 sOOTNO[ENIQ

wNIMATELXNYJ ^ITATELX, RASSMOTREW PRIWEDENNU@ WY[E TABLICU ADDITIWNYH OBRAZU@- ]IH ALGEBRY GRAFOW, MOG ZAMETITX, ^TO W NEJ OTSUTSTWU@T “LEMENTY w^2_4 STEPENI 8 I w_4w_6 STEPENI 10. —TO NE SLU^AJNO. oKAZYWAETSQ, ^TO W ALGEBRE Γ WYPOLNQ@TSQ SOOTNO[ENIQ

w^2_4 = 5 384 b^8 − 5 12 b^4w_4 + 5 2 b^2w_6 − 3 2 bw_7, w_4w_6 = 305 27648 b^{10} − 293 864 b^6w_4 + 145 72 b^4w_6 − 31 12 b^3w_7 + 2b^2w_8 − 3 4 bw_9. iMEET MESTO OB]EE UTWERVDENIE, KOTOROE DOKAZAL o. dASBAH [Das]: pROIZWEDENIE L@- BYH DWUH ODNORODNYH “LEMENTOW ALGEBRY 3-GRAFOW POLOVITELXNOJ GRADUIROWKI PRINAD- LEVIT IDEALU, POROVDENNOMU b.

pOSKOLXKU MEVDU OBRAZU@]IMI ESTX NETRIWIALXNYE SOOTNO[ENIQ, ALGEBRA 3-GRAFOW, W OTLI^IE OT ALGEBRY DIAGRAMM fEJNMANA (SM. §6), NE SWOBODNA, I, ZNA^IT, NE OBLADAET STRUKTUROJ ALGEBRY hOPFA.

gIPOTEZA 1. oTOBRAVENIE Γ → Γ, SOSTOQ]EE W UMNOVENII NA PUZYRX (x → bx), NE IMEET QDRA.

—TA STARAQ GIPOTEZA NESKOLXKO RAZ, NA^INAQ S 1992 GODA, WOZNIKALA U RAZNYH MATE- MATIKOW W KONTEKSTE INWARIANTOW wASILXEWA I PEREVILA NESKOLXKO NEUDA^NYH POPYTOK DOKAZATELXSTWA. sLEDU@]AQ GIPOTEZA QWLQETSQ EE OBOB]ENIEM.

gIPOTEZA 2. w ALGEBRE Γ NET DELITELEJ NULQ.

3 wY^ISLENIQ

—KSPERIMENTALXNYE REZULXTATY, PRIWEDENNYE W PREDYDU]EM PARAGRAFE, POLU^ENY PRI POMO]I KOMPX@TERNOGO S^ETA. pAKET PROGRAMM, NAPISANNYH NA C/C++, NABOR WSPOMO- GATELXNYH shell-SKRIPTOW I FAJLY DANNYH, POLU^ENNYE IH WYPOLNENIEM, DOSTUPNY NA ANONIMNOM ftp-SERWERE math.botik.ru (SM. [Ftp]).

oSNOWNOJ OB˙EKT, S KOTORYM RABOTA@T NA[I PROGRAMMY: REGULQRNYJ TREHWALENTNYJ GRAF BEZ KRATNYH REBER I PETELX, ZADANNYJ SWOEJ MATRICEJ SMEVNOSTI, SOSTAWLENNOJ IZ 0 I 1. mATRI^NOE PREDSTAWLENIE PREDPOLAGAET, ^TO WER[INY GRAFA KAK-TO ZANUMEROWANY. pUSTX a < b < c — NOMERA WER[IN, SOSEDNIH S DANNOJ. tOGDA WRA]ENIE W “TOJ WER[INE OPREDELQETSQ CIKLOM (abc). eSLI IZWESTEN SPISOK WSEH GRAFOW S DANNYM ^ISLOM WER[IN

x_1, x_2, . . . , x_N , TO L@BOJ GRAF S WRA]ENIEM y, KAK “LEMENT ALGEBRY Γ, BUDET RAWEN ±x_i (DLQ

OPREDELENIQ NOMERA I ZNAKA NUVNO WNA^ALE NAJTI NEKOTORYJ IZOMORFIZM ABSTRAKTNYH GRAFOW y I x_i, A ZATEM PODS^ITATX ^ETNOSTX ^ISLA WER[IN, W KOTORYH “TOT IZOMORFIZM NARU[AET CIKLI^ESKIJ PORQDOK REBER).

wY^ISLENIE OBRAZU@]IH I SOOTNO[ENIJ ALGEBRY 3-GRAFOW DO GRADUIROWKI 10 (20 WER[IN) PROWODILOSX W DWA “TAPA:

1. pODGOTOWKA MATERIALA. nA “TOM “TAPE SOSTAWLQETSQ SPISOK WSEH REGULQRNYH TREHWALENTNYH GRAFOW DANNOGO PORQDKA.

pOSKOLXKU WSQKIJ GRAF S KRATNYMI REBRAMI (T. E. SODERVA]IJ PUZYRX), A TAKVE WSQ- KIJ GRAF S TREUGOLXNIKOM PREDSTAWLQETSQ W WIDE PROIZWEDENIQ GRAFOW MENX[EGO PORQDKA, DLQ IZU^ENIQ ALGEBRY Γ DOSTATO^NO IMETX SPISKI WSEH SWQZNYH GRAFOW BEZ KRATNYH REBER I TREUGOLXNIKOW.

sPISOK 3-GRAFOW S ZADANNYM ^ISLOM WER[IN SOZDAET PROGRAMMA gr3g, SOSTOQ[AQ LO- GI^ESKI IZ DWUH OSNOWNYH MODULEJ: GENERATOR “SYROGO” POTOKA GRAFOW, RABOTA@]IJ NA OSNOWE PEREBORA S WOZWRATOM, I FILXTR, OTSEIWA@]IJ IZ “TOGO POTOKA GRAFY, IZOMORF- NYE UVE OTOBRANNYM. mY BLAGODARNY i. a. nESTEROWU, KOTORYJ LETOM 1995 GODA NAPISAL PROTOTIP “TOJ PROGRAMMY, POZWOLIW[IJ SOSTAWITX POLNYE SPISKI 3-GRAFOW DO 16 WER- [IN.

2. sOSTAWLENIE I RE[ENIE URAWNENIJ. pRI SOSTAWLENII URAWNENIJ DLQ GRAFOW DANNOGO PORQDKA MY PREDPOLAGAEM, ^TO DLQ WSEH MENX[IH PORQDKOW UVE IZWESTNO MNOVE- STWO OBRAZU@]IH I POLINOMIALXNOE WYRAVENIE ^EREZ NIH WSEH GRAFOW BEZ TREUGOLXNIKOW I KRATNYH REBER.

pROGRAMMA relgr NAHODIT SOOTNO[ENIQ kIRHGOFA DLQ WSEH GRAFOW S ZADANNYM ^I- SLOM WER[IN. w PRAWYH ^ASTQH SOOTNO[ENIJ MOGUT POQWLQTXSQ GRAFY S TREUGOLXNIKAMI, KOTORYE PO lEMME 1 §2.1 WYRAVA@TSQ ^EREZ GRAFY S MENX[IM ^ISLOM WER[IN, ONI K MO- MENTU ZAPUSKA PROGRAMMY DOLVNY BYTX IZWESTNY. kROME TOGO, MOVNO WYBRATX I WWESTI OBOZNA^ENIQ DLQ PREDPOLAGAEMYH NOWYH OBRAZU@]IH DANNOGO PORQDKA.

sOSTAWIW SISTEMU LINEJNYH URAWNENIJ, TA VE PROGRAMMA PRISTUPAET K IH RE[ENI@. pRI “TOM PRESLEDUETSQ DWE CELI: (1) NAJTI WYRAVENIE WSEH GRAFOW ^EREZ OBRAZU@]IE PORQDKA, MENX[EGO ILI RAWNOGO TEKU]EMU, (2) OTYSKATX, ESLI ONI ESTX, SOOTNO[ENIQ MEVDU OBRAZU@]IMI.

eSLI PREDPOLAGAEMYE NOWYE OBRAZU@]IE W DANNOM PORQDKE NE ZADANY, PROGRAMMA OBNARUVIT, ^TO SISTEMA NE IMEET EDINSTWENNOGO RE[ENIQ, I SAMA PRIMET KAKOJ-NIBUDX GRAF ZA NOWU@ OBRAZU@]U@.

dWA SAMYH TRUDNYH MOMENTA WY^ISLENIJ BYLI ORGANIZOWANY TAK:

1. sOSTAWLENIE SPISKA GRAFOW S 20 WER[INAMI BYLO OSU]ESTWLENO NAMI W I@LE 1996 GODA NA SETI IZ 40 RABO^IH STANCIJ W UNIWERSITETE aJDZU (qPONIQ). oDIN IZ KOMPX@TEROW

(SAMYJ BYSTRYJ) GENERIROWAL SYROJ SPISOK, A OSTALXNYE PROPUSKALI EGO ^EREZ FILXTR PROWERKI NA IZOMORFIZM. wY^ISLENIQ ZANQLI OKOLO NEDELI, ^TO POZWOLILO NAM PRIMENITX PRIEM, NEOBY^NYJ W MULXTIPROCESSORNOJ PRAKTIKE: RU^NOE DINAMI^ESKOE RASPARALLELI- WANIE.

2. sOSTAWLENIE I RE[ENIE SISTEMY URAWNENIJ DLQ GRAFOW S 20 WER[INAMI BYLO PROWEDENO W MAE 1997 GODA NA SAMOM MO]NOM KOMPX@TERE, K KOTOROMU MY SMOGLI NAJTI DOSTUP (Pentium Pro 200 S 256 mB OPERATIWNOJ PAMQTI). mY PRIZNATELXNY b. sEGALU

(B. Segal) IZ cernA, vENEWA, ZA OKAZANNOE SODEJSTWIE.

pOLNYE SPISKI 3-GRAFOW, IME@]IH ≤ 20 WER[IN, PRIWEDENY W [Ftp] (SM. TAKVE [Cub]). w KAVDOM PORQDKE IME@TSQ SPISKI MATRIC INCIDENTNOSTI I POLINOMY, DA@]IE WYRA- VENIE SOOTWETSTWU@]IH GRAFOW ^EREZ MULXTIPLIKATIWNYE OBRAZU@]IE.

pOMIMO NABORA PROGRAMM DLQ NAHOVDENIQ MULXTIPLIKATIWNYH OBRAZU@]IH ALGEBRY Γ, NA TOM VE ftp-SERWERE IMEETSQ E]E DWE PROGRAMMY sl_inv I so_inv, KOTORYE SLUVAT DLQ NAHOVDENIQ INWARIANTOW ZADANNOGO GRAFA, SWQZANNYH S ALGEBRAMI lI. w NIH REA- LIZOWAN PROSTEJ[IJ ALGORITM: PEREBOR WSEH WOZMOVNYH RASSTANOWOK ZNAKOW W WER[INAH (DLQ sl) I REBRAH (DLQ so) S PODS^ETOM ^ISLA KOMPONENT POLU^ENNOJ KRIWOJ.

oPISANIE MULXTIPLIKATIWNOJ STRUKTURY ALGEBRY GRAFOW W GRADUIROWKE 11 BYLO PO- LU^ENO NAMI KOSWENNYM OBRAZOM, ISPOLXZUQ NEDAWNIJ REZULXTAT qNA kNAJSSLERA [Kn] O TOM, ^TO dim Γ_{11} = 9. iSPOLXZUQ sl- I so-INWARIANTY, MY PROWERILI, ^TO MONOMY GRADU- IROWKI 11 OT NAJDENNYH NAMI OBRAZU@]IH LINEJNO NEZAWISIMY.

4 aLGEBRA GRAFOW I ALGEBRY lI

dLQ IZU^ENIQ USTROJSTWA ALGEBRY POLEZNO RASPOLAGATX DOSTATO^NYM ZAPASOM GOMOMOR- FIZMOW IZ NEE W OSNOWNOE POLE.

mY OPI[EM WOSHODQ]U@ K r. pENROUZU I m. kONCEWI^U KONSTRUKCI@, KAK PO ALGE- BRE lI g S ZADANNOJ NEWYROVDENNOJ ad-INWARIANTNOJ BILINEJNOJ FORMOJ B POSTROITX FUNKCI@ K^B_g NA MNOVESTWE 3-GRAFOW, UDOWLETWORQ@]U@ SOOTNO[ENIQM (AS) I (IHX) I TEM SAMYM POROVDA@]U@ LINEJNU@ FUNKCI@ NA ALGEBRE 3-GRAFOW SO ZNA^ENIQMI W POLE. bOLEE TOGO, OKAZYWAETSQ, ^TO DLQ PROSTOJ ALGEBRY lI (NAPRIMER, S FORMOJ kILLINGA), PODELIW “TU FUNKCI@ NA RAZMERNOSTX ALGEBRY lI, MY POLU^IM GOMOMORFIZM ALGEBR

Γ → R.

4.1 kONSTRUKCIQ INWARIANTA K^Bg

wNA^ALE OPREDELIM TENZOR J ∈ g ⊗ g ⊗ g. rASSMOTRIM SKOBKU lI DANNOJ ALGEBRY [·, ·] KAK “LEMENT PROSTRANSTWA g^∗ ⊗ g^∗ ⊗ g. oTOVDESTWLENIE g^∗ S g PRI POMO]I ZADANNOJ BILINEJ- NOJ FORMY B PEREWODIT “TOT TENZOR W J ∈ g ⊗ g ⊗ g. bLAGODARQ SWOJSTWAM KOMMUTATORA

[·, ·] I FORMY B TENZOR J KOSOSIMMETRI^EN PO OTNO[ENI@ K PERESTANOWKAM TREH SOMNO-

VITELEJ TENZORNOGO PROIZWEDENIQ. —TOT FAKT NAM SEJ^AS PRIGODITSQ.

nAPOMNIM, ^TO 3-GRAF MOVNO RASSMATRIWATX KAK MNOVESTWO H MO]NOSTI 6n (“PO- LUREBRA GRAFA”), SNABVENNOE DWUMQ RAZBIENIMQI: NA TREH“LEMENTNYE PODMNOVESTWA, W KAVDOM IZ KOTORYH ZADAN CIKLI^ESKIJ PORQDOK, I NA DWUH“LEMENTNYE PODMNOVESTWA. tREH“LEMENTNYE PODMNOVESTWA OTWE^A@T WER[INAM GRAFA, A DWUH“LEMENTNYE — REBRAM;

SOOTWETSTWU@]IE RAZBIENIQ MNOVESTWA H MOVNO PO “TOJ PRI^INE NAZWATX WER[INNYM I REBERNYM.

rASSMOTRIM TRI LINEJNYH PROSTRANSTWA: • ⨂ H g — TENZORNOE PROIZWEDENIE 6n “KZEMPLQROW ALGEBRY lI g, SOMNOVITELI KOTO-

ROGO OTWE^A@T POLUREBRAM GRAFA, • ⨂ V (g ⊗ g ⊗ g) — TENZORNOE PROIZWEDENIE 2n “KZEMPLQROW PROSTRANSTWA g ⊗ g ⊗ g, SO-

MNOVITELI KOTOROGO OTWE^A@T WER[INAM GRAFA, • ⨂ E (g ⊗ g) — TENZORNOE PROIZWEDENIE 3n “KZEMPLQROW PROSTRANSTWA g ⊗ g, SOMNOVI-

TELI KOTOROGO OTWE^A@T REBRAM GRAFA.

wER[INNOE RAZBIENIE MNOVESTWA H ZADAET IZOMORFIZM α :^⨂_V (g ⊗ g ⊗ g) →^⨂_H g, A

REBERNOE RAZBIENIE — IZOMORFIZM β :^⨂_H g →^⨂_E (g ⊗ g). kONKRETNYJ WYBOR IZOMORFIZMA

α FIKSIRUETSQ UPORQDO^IWANIEM TROJKI POLUREBER WOKRUG KAVDOJ WER[INY — MY BUDEM S^ITATX EGO PROIZWOLXNYM, NO SOGLASOWANNYM S WRA]ENIEM W GRAFE G. tO^NO TAK VE, KONKRETNYJ WYBOR IZOMORFIZMA β ZAWISIT OT WYBORA PORQDKA W KAVDOJ PARE POLUREBER, OTWE^A@]IH KONCAM ODNOGO REBRA; MY BUDEM S^ITATX EGO PROIZWOLXNYM.

rASSMOTRIM KOMPOZICI@ “TIH DWUH IZOMORFIZMOW I OTOBRAVENIQ W POLE, INDUCIRO- WANNOGO ZADANNOJ BILINEJNOJ FORMOJ B : g ⊗ g → R: ⨂ V (g ⊗ g ⊗ g)^α→ ⨂ H g^β→ ⨂ E (g ⊗ g) → R

zNA^ENIE K^B_g (G) FUNKCII K^B_g NA DANNOM GRAFE G RAWNO, PO OPREDELENI@, ZNA^ENI@ “TOGO SKWOZNOGO OTOBRAVENIQ NA “LEMENTE J ⊗ J ⊗ . . . ⊗ J. nESMOTRQ NA PROIZWOL, IME- @]IJSQ W POSTROENII GOMOMORFIZMOW α I β, KONE^NYJ REZULXTAT OPREDELEN KORREKTNO BLAGODARQ TOMU, ^TO TENZOR J INWARIANTEN OTNOSITELXNO ^ETNYH PERESTANOWOK, A BILI- NEJNAQ FORMA B SIMMETRI^NA.

gOWORQ OBRAZNO, MY PODWE[IWAEM W KAVDOJ WER[INE GRAFA TENZORNYJ KUB ALGEBRY lI S WYDELENNYM “LEMENTOM J, ZATEM RASSMATRIWAEM PROIZWEDENIE PO WSEM WER[INAM I, NAKONEC, BEREM POLNU@ SWERTKU POLU^ENNOGO TENZORA WALENTNOSTI 6n, PRIMENQQ BILINEJ- NU@ FORMU B K KAVDOJ PARE SOMNOVITELEJ, OTWE^A@]IH KONCAM ODNOGO REBRA: g g g ⊗

g g g ⊗

g g g ⊗ g g g ⊗ � HHH^{−−−−→} R^.

zAMETIM E]E, ^TO DLQ L@BOGO 3-GRAFA PORQDKA 2n MY RASSMATRIWEM ODIN I TOT VE “LEMENT TENZORNOGO PROIZWEDENIQ 6n “KZEMPLQROW ALGEBRY lI, NO OTOBRAVENIE IZ NEE W

POLE, OPREDELQEMOE RAZBIENIEM NA PARY SOMNOVITELEJ TENZORNOGO PROIZWEDENIQ, ZAWISIT OT WYBORA KONKRETNOGO GRAFA.

pROWERKA SOOTNO[ENIJ. sOOTNO[ENIE (AS) SLEDUET IZ TOGO, ^TO TENZOR J ME- NQET ZNAK PRI NE^ETNYH PERESTANOWKAH SOMNOVITELEJ. sOOTNO[ENIE (IHX) WYTEKAET IZ TOVDESTWA qKOBI.

zAWISIMOSTX OT WYBORA FORMY. bILINEJNAQ FORMA B SOHRANQET WSE NEOBHO- DIMYE SWOJSTWA PRI UMNOVENII NA KONSTANTU. pROSLEDIW [AG ZA [AGOM WS@ KONSTRUK- CI@, LEGKO PONQTX, ^TO FUNKCIQ K^B_g PRI “TOM MENQETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM: K^{λB}_g (G) =

λ^{−n}K^B_g (G) DLQ G ∈ Γ_n.

mULXTIPLIKATIWNOSTX. iMEET MESTO SLEDU@]EE UTWERVDENIE: DLQ PROSTOJ AL-

GEBRY lI g RAZMERNOSTI r FUNKCIQ^1_r K^B_g : Γ → R MULXTIPLIKATIWNA (PRI L@BOM WYBORE BILINEJNOJ FORMY B).

—TOT FAKT WYTEKAET IZ SWOJSTW “LEMENTA kAZIMIRA PROSTOJ ALGEBRY lI. nA^NEM S TOGO, ^TO POSTROENIE FUNKCII K^B_g PROHODIT NE TOLXKO DLQ 3-GRAFOW, NO I DLQ GRAFOW, IME@]IH, NARQDU S TREHWALENTNYMI, E]E I ODNOWALENTNYE WER[INY. w “TOM SLU^AE SWORA^IWA@TSQ TOLXKO TE PARY SOMNOVITELEJ BOLX[OGO TENZORNOGO PROIZWEDENIQ, KOTORYE OTWE^A@T REBRAM, SOEDINQ@]IM TREHWALENTNYE WER[INY, I W REZULXTATE OSTA- ETSQ NE ^ISLO, A “LEMENT PROSTRANSTWA ⊗_U g, GDE U — MNOVESTWO ODNOWALENTNYH WER[IN RASSMATRIWAEMOGO GRAFA. —TOT “LEMENT WSEGDA ad-INWARIANTEN. w ^ASTNOSTI, ESLI ALGE- BRA PROSTAQ, A ODNOWALENTNYH WER[IN U GRAFA WSEGO DWE, TO MY OBQZATELXNO POLU^IM TENZOR, PROPORCIONALXNYJ KWADRATI^NOMU “LEMENTU kAZIMIRA c ∈ g ⊗ g. nAPOMNIM, ^TO “LEMENT kAZIMIRA DLQ DANNOJ FORMY B — “TO “LEMENT g ⊗ g, OTWE^A@]IJ B ∈ g^∗ ⊗ g^∗ I id ∈ g^∗ ⊗ g PRI IZOMORFIZMAH, INDUCIROWANNYH FORMOJ B. oBY^NO PRI “TOM BERUT FORMU kILLINGA, NO DLQ NAS “TO ROLI NE IGRAET. pRI L@BOM WYBORE FORMY EE ZNA^ENIE NA “LEMENTE kAZIMIRA BUDET RAWNO SLEDU TOVDESTWENNOGO OPERATORA, T.E. RAZMERNOSTI ALGEBRY lI.

pEREJDEM K DOKAZATELXSTWU UTWERVDENIQ. rAZORWEM PROIZWOLXNOE REBRO GRAFA G_1 I RASSMOTRIM TENZOR, OTWE^A@]IJ POLU^ENNOMU GRAFU S DWUMQ ODNOWALENTNYMI WER[INA- MI. —TOT TENZOR BUDET PROPORCIONALEN KWADRATI^NOMU “LEMENTU kAZIMIRA c ∈ g ⊗ g S

KO“FFICIENTOM PROPORCIONALXNOSTI^1_r K_g(G_1). dLQ WTOROGO GRAFA G_2 PODOBNYM OBRAZOM

POLU^IM TENZOR^1_r K_g(G_2) · c. eSLI TEPERX SKLEITX RAZREZANNYE GRAFY G_1 I G_2 PO ODNOJ ODNOWALENTNOJ WER[INE, TO ^ASTI^NAQ SWERTKA “LEMENTA c ⊗ c ∈ g ⊗ g ⊗ g ⊗ g DAST SNOWA “LEMENT kAZIMIRA c ∈ g ⊗ g, A KO“FFICIENTY PROPORCIONALXNOSTI PEREMNOVATSQ. —TO I

DOKAZYWAET MULXTIPLIKATIWNOSTX FUNKCII^1_r K_g.

4.2 aLGORITM WY^ISLENIQ sl_N - I so_N -POLINOMOW

dLQ KLASSI^ESKIH ALGEBR lI sl I so POSTROENNYJ TOLXKO ^TO INWARIANT DOPUSKAET IZQ]- NOE KOMBINATORNOE OPISANIE, KOTOROE MY SEJ^AS PRIWEDEM. dOKAZATELXSTWO DLQ sl_N (ILI,

^TO TO VE SAMOE, DLQ gl_N ) MOVNO NAJTI, NAPRIMER, W [BN1] I [CD2]. dOKAZATELXSTWO DLQ

so_N OSNOWANO NA ANALOGI^NYH RASSUVDENIQH. sM. TAKVE [Pen], [BN2].

wY^ISLENIE K^B_g DLQ g = sl_N S FORMOJ B(x, y) = tr(xy). rAZMETKA WER[IN GRAFA — “TO RASSTANOWKA W WER[INAH ^ISEL ±1. eSLI WER[IN 2n, TO WSEGO RAZLI^NYH RAZMETOK SU]ESTWUET 2^{2n}. dLQ KAVDOJ RAZMETKI RASSMOTRIM PLOSKU@ KRIWU@, KOTORAQ POLU^AETSQ IZ GRAFA, POGRUVENNOGO W PLOSKOSTX (WRA]ENIE SOGLASOWANO S ORIENTACIEJ), UDWOENIEM WSEH REBER. pRI “TOM W OKRESTNOSTI WER[INY KRIWAQ WEDET SEBQ ODNIM IZ DWUH SPOSOBOW W ZAWISIMOSTI OT ZNAKA WER[INY:

i+^i−

pUSTX |μ| — ^ISLO OTRICATELXNYH WER[IN W RAZMETKE μ, A b(μ) — ^ISLO KOMPONENT SWQZNOSTI POLU^ENNOJ KRIWOJ. tOGDA K_{slN} (G) = ∑ μ∈MV (−1)^{|μ|}N^{b(μ)} GDE MV — MNOVESTWO WSEH WER[INNYH RAZMETOK. sUMMA SOSTOIT IZ 2^{2n} SLAGAEMYH.

eSLI PARAMETR N S^ITATX PEREMENNYM, TO POLU^ITSQ MNOGO^LEN OT N, KOTORYJ MY BUDEM NAZYWATX sl-POLINOMOM I OBOZNA^ATX sl(G).

—TOT POLINOM DELITSQ NACELO NA RAZMERNOSTX ALGEBRY N^2 − 1, I ^ASTNOE QWLQETSQ MULXTIPLIKATIWNOJ FUNKCIEJ NA ALGEBRE 3-GRAFOW, KOTORU@ MY NAZOWEM PRIWEDENNYJ sl-POLINOM I OBOZNA^IM ^EREZ^~sl(G).

wY^ISLENIE K^B_g DLQ g = so_N S FORMOJ B(x, y) = tr(xy). dLQ WY^ISLENIQ so- POLINOMA OT DANNOGO 3-GRAFA NUVNO PRODELATX ANALOGI^NYE DEJSTWIQ, ZAMENIW WER[INY GRAFA NA REBRA. wOT TO^NOE OPISANIE.

rAZMETKA REBER GRAFA — “TO RASSTANOWKA ^ISEL ±1 NA REBRAH. dLQ KAVDOJ REBER- NOJ RAZMETKI RASSMOTRIM PLOSKU@ KRIWU@, KOTORAQ POLU^AETSQ UDWOENIEM WSEH REBER, PRI^EM REBRA, OTME^ENNYE MINUSOM, BERUTSQ S PEREKRUTKOJ:

i+^i−

pRI “TOM W OKRESTNOSTI KAVDOJ WER[INY BERETSQ PRQMOJ SPOSOB SOEDINENIQ “TIH LI- NIJ, KAK W POLOVITELXNYH WER[INAH DLQ sl_N . oBOZNA^AQ ^EREZ |μ| ^ISLO OTRICATELXNYH REBER W RAZMETKE μ, A ^EREZ b(μ) — ^ISLO KOMPONENT SWQZNOSTI SOOTWETSTWU@]EJ KRIWOJ, MY MOVEM NAPISATX SLEDU@]U@ FORMULU: K_{soN} (G) = ∑ μ∈ME (−1)^{|μ|}N^{b(μ)} GDE ME — MNOVESTWO WSEH REBERNYH RAZMETOK. sUMMA SOSTOIT IZ 2^{3n} SLAGAEMYH.

rAZDELIW so-POLINOM NA RAZMERNOSTX ALGEBRY N(N − 1)/2, MY POLU^IM PRIWEDENNYJ so-POLINOM ~so(G), PREDSTAWLQ@]IJ SOBOJ GOMOMORFIZM ALGEBR Γ → Z[N].

4.3 tABLICA ZNA^ENIJ NA OBRAZU@]IH

w SLEDU@]EJ TABLICE DANY NAJDENNYE NA KOMPX@TERE ZNA^ENIQ PRIWEDENNYH sl- I so- POLINOMOW NA NA[IH OBRAZU@]IH; DLQ ALGEBRY so WYRAVENIE DAETSQ ^EREZ PEREMENNU@

M = N − 2.

STEPENX “LEMENT^~sl-POLINOM ~so-POLINOM 1 b 2N 2M 4 w_4 2N^4 + 24N^2 2M^4 − 6M^3 + 60M^2 − 48M 6 w_6 2N^6 + 64N^4 + 96N^2 2M^6 − 10M^5 + 160M^4 − 368M^3 +816M^2 − 576M 7 w_7 2N^7 + 128N^5 + 128N^3 2M^7 − 12M^6 + 308M^5 − 816M^4 +1328M^3 − 768M 8 w_8 2N^8 + 256N^6 + 256N^4 + 384N^2 2M^8 − 14M^7 + 588M^6 − 1688M^5 +3216M^4 − 4256M^3 +9152M^2 − 6912M 9 w_9 2N^9 + 512N^7 + 512N^5 + 512N^3 2M^9 − 16M^8 + 1128M^7 −3376M^6 + 7104M^5 − 11200M^4 +12672M^3 + 12288M^2 − 18432M 10 w_{10} 2N^{10} + 1024N^8 + 1024N^6 2M^{10} − 18M^9 + 2184M^8 − 6656M^7 +1024N^4 + 1536N^2 +14880M^6 − 26432M^5 + 36096M^4 −35840M^3 + 111360M^2 − 95232M 10 d 2N^{10} + 22N^8 + 228N^6 − 232N^4 2M^{10} − 18M^9 + 88M^8 − 188M^7 +1254M^6 + 1038M^5 − 4948M^4 −21832M^3 + 60144M^2 − 35520M 11 w_{11} 2N^{11} + 2048N^9 + 2048N^7 2M^{11} − 20M^{10} + 4268M^9 +2048N^5 + 2048N^3 −13072M^8 + 30240M^7 − 58240M^6 +91008M^5 − 110080M^4 + 97536M^3 +290816M^2 − 331776M

5 aLGEBRA GRAFOW I TEOREMA O ^ETYREH KRASKAH

tEOREMA O ^ETYREH KRASKAH UTWERVDAET, ^TO WSQKU@ KARTU NA PLOSKOSTI MOVNO POKRA- SITX ^ETYRXMQ KRASKAMI TAK, ^TO L@BYE DWE STRANY, IME@]IE OB]IJ U^ASTOK GRANICY, BUDUT OKRA[ENY W RAZNYE CWETA. nAPRIMER:

pRI “TOM, KONE^NO, PREDPOLAGAETSQ, ^TO STRANA NE MOVET GRANI^ITX SAMA S SOBOJ, KAK NA RISUNKE:

GDE SAMAQ SWETLAQ STRANA QWLQETSQ SWOIM SOBSTWENNYM SOSEDOM.

cELX NASTOQ]EGO PARAGRAFA POKAZATX, ^TO ALGEBRA 3-GRAFOW IMEET NEPOSREDSTWENNOE OTNO[ENIE K TEOREME O ^ETYREH KRASKAH, RASKRYWAQ EE ALGEBRAI^ESKIJ SMYSL.

5.1 pREDWARITELXNYE REZULXTATY

lEMMA 1 (a. k“LI [Ca], a. kEMPE [Ke], 1879). tEOREMU O ^ETYREH KRASKAH DOSTA- TO^NO DOKAZATX DLQ KART, U KOTORYH W ODNOJ TO^KE SHODITSQ NE BOLEE TREH STRAN.

dOKAZATELXSTWO. pREDPOLOVIM, ^TO MY UMEEM PRAWILXNO RASKRA[IWATX L@BU@ KARTU. UDOWLETWORQ@]U@ USLOWIQM LEMMY. pUSTX DANA KARTA, U KOTOROJ W KAKOJ-TO TO^KE SHODITSQ BOLEE TREH STRAN. oKRUVIW KAVDU@ TAKU@ TO^KU NOWOJ MALENXNOJ STRANOJ, MY POLU^IM KARTU, KOTORAQ UDOWLETWORQET USLOWIQM LEMMY. rASKRASKA “TOJ NOWOJ KARTY, KAK WIDNO IZ RISUNKA

INDUCIRUET TREBUEMU@ RASKRASKU ISHODNOJ KARTY. lEMMA DOKAZANA.

pUSTX G — GRAF GRANIC KARTY, T. E. GRAF, WER[INAMI KOTOROGO SLUVAT TO^KI, OB]IE DLQ TREH I BOLEE STRAN, A REBRAMI — GRANICY STRAN. sOGLASNO PREDYDU]EJ LEMME, MOVNO S^ITATX G REGULQRNYM TREHWALENTNYM GRAFOM. tAKIM OBRAZOM, LEMMA k“LI– kEMPE SLUVIT PRI^INOJ POQWLENIQ 3-GRAFOW W TEOREME O ^ETYREH KRASKAH.

oPREDELENIE. rEBERNOJ 3-RASKRASKOJ TREHWALENTNOGO GRAFA NAZYWAETSQ RASKRASKA EGO REBER W TRI CWETA TAKAQ, ^TO W L@BOJ WER[INE SHODQTSQ REBRA TREH RAZLI^NYH CWETOW.

lEMMA 2 (p. tEJT [Ta], 1880) rASKRASKI PLOSKOJ KARTY W ^ETYRE CWETA S FIKSI- ROWANNYM CWETOM ODNOJ IZ STRAN NAHODQTSQ WO WZAIMNO- ODNOZNA^NOM SOOTWETSTWII S REBERNYMI 3-RASKRASKAMI GRAFA GRANIC.

dOKAZATELXSTWO. bUDEM S^ITATX ^ETYRE CWETA, W KOTORYE RASKRA[ENA KARTA, “LE- MENTAMI 0, a, b, c GRUPPY kLEJNA Z_2 ⊕ Z_2. pOSTROIM REBERNU@ 3-RASKRASKU GRAFA G

CWETAMI a, b I c. a IMENNO, REBRO, RAZDELQ@]EE STRANY, POKRA[ENNYE W CWETA α I β. POKRASIM CWETOM α + β.

α β α+β

a b c 0 a c

b

a c b

oBRATNAQ PROCEDURA: POSTROENIE RASKRASKI KARTY PO DANNOJ RASKRASKE GRAFA — ZA- KL@^AETSQ W TOM, ^TO MY SNA^ALA KRASIM WYBRANNU@ STRANU W FIKSIROWANNYJ CWET, A ZATEM, PUTE[ESTWUQ OT “TOJ STRANY PO WSEJ KARTE S NABOROM KISTEJ I PERESEKAQ GRANICU CWETA x, WSQKIJ RAZ PRIBAWLQEM “TOT x K TEKU]EMU CWETU.

kORREKTNOSTX I WZAIMNAQ OBRATNOSTX “TIH DWUH OTOBRAVENIJ WYTEKA@T IZ SWOJSTW OPERACII SLOVENIQ W GRUPPE Z_2 ⊕ Z_2. lEMMA DOKAZANA.

wAVNYM MOMENTOM W ISTORII TEOREMY O ^ETYREH KRASKAH BYLO WWEDENIE p. hIWUDOM W 1898 GODU PONQTIQ ZNAKA WER[INY DLQ REBERNOJ 3-RASKRASKI PLOSKOGO GRAFA [He].

oPREDELENIE. wER[INE PLOSKOGO GRAFA PRIPISYWAETSQ ZNAK “+”, ESLI PRI EE OBHO- DE PROTIW ^ASOWOJ STRELKI CWETA WSTRE^A@TSQ W PORQDKE a, b, c. eSLI CWETA WSTRE^A@TSQ W PROTIWOPOLOVNOM PORQDKE a, c, b, TO WER[INE PRIPISYWAETSQ ZNAK “−”. a b c i+ a c b i− sLEDU@]AQ TEOREMA BYLA IZWESTNA W 1950-H GODAH r. pENROUZU, KOTORYJ PRIWEL EE W [Pen] S ZAME^ANIEM, ^TO IZWESTNOE EMU DOKAZATELXSTWO “TOGO PROSTOGO FAKTA SLI[- KOM SLOVNO, ^TOBY RASSKAZYWATX O NEM DRUGIM. mY IZLOVIM DOKAZATELXSTWO TEOREMY pENROUZA, SLEDUQ l. kAUFFMANU [Ka1] (SM. TAKVE [Ka2, KaS]).^2

tEOREMA. pROIZWEDENIE ZNAKOW WER[IN REBERNOJ 3-RASKRASKI PLOSKOGO GRAFA NE ZAWISIT NI OT RASKRASKI, NI OT GRAFA S DANNYM ^ISLOM WER[IN 2n I RAWNO (−1)^n.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX V — MNOVESTWO WER[IN GRAFA G, #(V ) = 2n, A ε_v — ZNAK WER[INY v. tOGDA^∏_{v∈V} ε_v =^∏_{(v1,v2)∈c} ε_{v1} ε_{v2} , GDE POSLEDNEE PROIZWEDENIE BERETSQ PO WSEM

REBRAM (v_1, v_2), POKRA[ENNYH CWETOM c (c-REBER). lEGKO WIDETX, ^TO ^ISLO c-REBER RAWNO

#(c) = #(V )/2 = n. oNI RAZBIWA@TSQ NA DWA KLASSA c^= I c^× W ZAWISIMOSTI OT TOGO,

RAZNYE LI ZNAKI KONCOW REBRA ILI ODINAKOWYE:

2mY PREDLAGALI “TU TEOREMU W KA^ESTWE ZADA^I NA ZONALXNOM TURE rOSSIJSKOJ MATEMATI^ESKOJ OLIM- PIADY [KOLXNIKOW W 1995 GODU [Kv]. –KOLXNIKI NA[LI PO KRAJNEJ MERE DWA RE[ENIQ, OTLI^NYH OT RE[ENIQ kAUFFMANA.

c^= : a

b c i+ a

b i− a

b a b a

b

c^× : a

b c i+ b

a i+ a

b b a b

a sLEDOWATELXNO, PROIZWEDENIE ZNAKOW WER[IN RAWNO

(−1)^{#(c=)} = (−1)^{2n}(−1)^{#(c×)} = (−1)^n(−1)^{#(c×)}.

oSTAETSQ POKAZATX, ^TO ^ISLO #(c^×) ^ETNO. —TO DELAETSQ SLEDU@]IM TR@KOM kAUF- FMANA. rAZRE[IM WSE c-REBRA, KAK POKAZANO NA RISUNKE WY[E. tOGDA MY POLU^IM NABOR OKRUVNOSTEJ, ^ASTX KOTORYH POKRA[ENA CWETOM a, A ^ASTX — CWETOM b. oKRUVNOSTI OD- NOGO CWETA NE PERESEKA@TSQ. wIDNO, ^TO ^ISLO REBER TIPA c^× RAWNO ^ISLU PERESE^ENIJ OKRUVNOSTEJ CWETA a S OKRUVNOSTQMI CWETA b. a “TO ^ISLO ^ETNO PO TEOREME vORDANA (KAVDAQ OKRUVNOSTX RAZBIWAET PLOSKOSTX NA DWE SWQZNYE KOMPONENTY). wOT PRIMER: a b c c

a b a b

ab b a

a b tEOREMA DOKAZANA.

5.2 ~ISLO RASKRASOK 3-GRAFA

rASSMOTRIM FUNKCI@, OPREDELENNU@ NA MNOVESTWE PLOSKIH GRAFOW, χ(G) = ∑ REBERNYE 3-RASKRASKI G ∏ v∈V ε_v . pO PREDYDU]EJ TEOREME, WSE SLAGAEMYE W “TOJ SUMME ODINAKOWY I RAWNY (−1)^n. zNA- ^IT, χ(G) RAWNO, S TO^NOSTX@ DO ZNAKA, ^ISLU REBERNYH 3-RASKRASOK G. tEOREMA O ^ETY- REH KRASKAH TEPERX MOVET BYTX PEREFORMULIROWANA KAK UTWERVDENIE, ^TO χ(G) ≠ 0 DLQ PLOSKOGO GRAFA G.

dLQ OPREDELENIQ ZNAKA WER[IN PO hIWUDU (ε_v) GRAFU WOWSE NE OBQZATELXNO BYTX PLOS- KIM. dOSTATO^NO FIKSIROWATX WRA]ENIE W KAVDOJ WER[INE GRAFA, T. E. RASSMOTRETX 3- GRAF W TERMINOLOGII PARAGRAFA 1. w “TOJ SITUACII ZNAK WER[INY OPREDELQETSQ W ZAWI- SIMOSTI OT TOGO, SOGLASOWAN LI CIKLI^ESKIJ PORQDOK CWETOW REBER S WRA]ENIEM W DANNOJ WER[INE ILI NET. sLEDOWATELXNO, MOVNO RAS[IRITX OBLASTX OPREDELENIQ FUNKCII χ(G), ZADAW EE TOJ VE FORMULOJ NA WSEM MNOVESTWE 3-GRAFOW.

uTWERVDENIE 1. fUNKCIQ χ UDOWLETWORQET SOOTNO[ENIQM

(AS): χ = − χ ;

(IHX): χ ( ) = χ ( ) + χ ( ) . sLEDOWATELXNO, FUNKCIQ χ KORREKTNO OPREDELENA NA ALGEBRE Γ. pRI “TOM EE ZNA^ENIE NA OKRUVNOSTI (EDINI^NOM “LEMENTE ALGEBRY) ESTESTWENNO S^ITATX RAWNYM 3.

dOKAZATELXSTWO. sOOTNO[ENIE (AS) O^EWIDNO. dEJSTWITELXNO, PRI SMENE WRA]E- NIQ W ODNOJ IZ WER[IN 3-GRAFA G ROWNO ODIN IZ ZNAKOW WER[IN W KAVDOJ REBERNOJ 3- RASKRASKE POMENQETSQ NA PROTIWOPOLOVNYJ. sLEDOWATELXNO, WSE SLAGAEMYE W FORMULE, OPREDELQ@]EJ χ(G), POMENQ@T ZNAK.

dOKAVEM SOOTNO[ENIE (IHX). bEZ OGRANI^ENIQ OB]NOSTI MOVNO S^ITATX, ^TO SREDNEE REBRO W LEWOJ ^ASTI SOOTNO[ENIQ POKRA[ENO CWETOM c. tOGDA DLQ OSTAW[IHSQ ^ETYREH REBER IMEET MESTO LIBO WOZMOVNOSTX c^=, LIBO c^× IZ PUNKTA 5.1. w PERWOM SLU^AE SOOT- WETSTWU@]AQ RASKRASKA INDUCIRUET RASKRASKU PERWOGO SLAGAEMOGO PRAWOJ ^ASTI SOOT- NO[ENIQ, WO WTOROM — WTOROGO. tAKIM OBRAZOM, KAVDOE SLAGAEMOE χ(G) DLQ LEWOJ ^ASTI PREDSTAWLENO LIBO W PERWOM, LIBO WO WTOROM SLAGAEMOM PRAWOJ ^ASTI. dOPOLNITELXNYE ^LENY, WOZNIKA@]IE W PRAWOJ ^ASTI, WZAIMNO UNI^TOVA@TSQ, TAK KAK IH MOVNO RAZBITX NA PARY WIDA a b

a c

b i+ i+ a b

a c b i−_i + uTWERVDENIE 1 DOKAZANO.

sLEDSTWIE. ~ISLO RASKRASOK χ(G) GRAFA G, RAWNOGO NUL@ KAK “LEMENT ALGEBRY Γ, RAWNO NUL@.^3

zAME^ANIQ. 1. pRIWEDEM PRIMER GRAFA G, OTLI^NOGO OT NULQ W ALGEBRE Γ, NO TA- KOGO, ^TO χ(G) = 0: � � � � � � HHH HHH H H HH HHHH r r r r r r

r

r r r r r r r

3oTS@DA WYTEKAET TAKOJ APRIORI NEO^EWIDNYJ FAKT: PLOSKIJ GRAF NE MOVET BYTX RAWEN NUL@ W ALGEBRE Γ. iNTERESNO NAJTI DOKAZATELXSTWO “TOGO FAKTA, NE OPIRA@]EESQ NA TEOREMU O ^ETYREH KRASKAH.

2. fUNKCIQ χ NA ALGEBRE Γ UDOWLETWORQET BOLEE SILXNOMU, ^EM (IHX), NO NEODNOROD- NOMU W SMYSLE GRADUIROWKI Γ SOOTNO[ENI@:

(L) : χ ( ) = χ ( ) − χ ( ) , KOTOROE DOKAZYWAETSQ PODOBNO (IHX).

—TO SOOTNO[ENIE BYLO IZWESTNO lAGRANVU (BYTX MOVET, I —JLERU), KAK TOVDESTWO

a×(b×c) = b(a, c)−c(a, b) DLQ OBY^NOGO WEKTORNOGO PROIZWEDENIQ^4. oNO BYLO PEREOTKRYTO

r. pENROUZOM [Pen] W KONTEKSTE TEORII GRAFOW I ALGEBR lI. zATEM PEREOTKRYTO W [CV] W KONTEKSTE TEORII INWARIANTOW wASILXEWA, I W [Gar] W KONTEKSTE TEORII INWARIANTOW 3-MNOGOOBRAZIJ.

sOOTNO[ENIE (L), WOOB]E GOWORQ, WYWODIT IZ KLASSA SWQZNYH GRAFOW. w “TOM SLU^AE NADO S^ITATX χ RAWNYM PROIZWEDENI@ SOOTWETSTWU@]IH ZNA^ENIJ NA SWQZNYH KOMPONEN- TAH.

pRIWEDENNYE SOOTNO[ENIQ DA@T SLEDU@]IJ PODHOD K DOKAZATELXSTWU TEOREMY O ^E- TYREH KRASKAH. nUVNO PREDSTAWITX PLOSKIJ GRAF G W WIDE LINEJNOJ KOMBINACII PLOS- KIH GRAFOW S MENX[IM ^ISLOM WER[IN MO MODUL@ POSLEDNEGO SOOTNO[ENIQ. eSLI WSE KO“FFICIENTY LINEJNOJ KOMBINACII IME@T ODIN I TOT VE ZNAK I WSE GRAFY LINEJNOJ KOMBINACII IME@T ODNO I TO VE ^ISLO WER[IN PO MODUL@ 4, TO ISHODNYJ GRAF NE MOVET SLUVITX MINIMALXNYM KONTRPRIMEROM K PROBLEME 4 KRASOK (χ(G) NE RAWNO NUL@ WWIDU SOOTNO[ENIQ I MINIMALXNOSTI KONTRPRIMERA). —TO DEJSTWITELXNO UDAETSQ SDELATX, ESLI GRAF G SODERVIT DWUUGOLXNIK, TREUGOLXNIK ILI ^ETYREHUGOLXNIK. a IMENNO, POLXZUQSX SOOTNO[ENIEM (L), LEGKO DOKAZATX SLEDU@]IE RAWENSTWA [Pen]: χ ( ) = −2χ ( )

χ ( ) = −χ ( )

χ ( ) = χ ( ) + χ ( ) dLQ POLNOGO DOKAZATELXSTWA TEOREMY O ^ETYREH KRASKAH DOSTATO^NO WYWESTI ANALO- GI^NOE SOOTNO[ENIE DLQ GRAFOW S PQTIUGOLXNIKOM. oDNAKO, POLU^ENNAQ NAMI FORMULA (SM. TAKVE [Pen]) χ ( ) = χ ( ) + χ ( ) + χ ( ) + χ ( )

NE PRIWODIT K DOKAZATELXSTWU TEOREMY O ^ETYREH KRASKAH, IBO GRAFY W PRAWOJ ^ASTI IME@T RAZNOE PO MODUL@ 4 ^ISLO WER[IN (T. E. SOOTWETSTWU@]IE ZNA^ENIQ χ RAZLI^A@TSQ ZNAKOM).

4~TOBY PONQTX SWQZX MEVDU “TIMI FORMULIROWKAMI, NUVNO POSMOTRETX NA OBE ^ASTI TOVDESTWA lAGRANVA S PEREMENNYMI a, b, c KAK NA “LEMENTY ^ETWERTOJ TENZORNOJ STEPENI ALGEBRY lI so_3.

5.3 3-RASKRASKI I ALGEBRA lI so_3

rASSMOTRIM TREHMERNOE PROSTRANSTWO R^3 S OPERACIEJ WEKTORNOGO PROIZWEDENIQ KAK AL- GEBRU lI so_3(R).^5

fIKSIRUEM ad-INWARIANTNU@ NEWYROVDENNU@ FORMU B(x, y) = −^1_2 tr(xy). tOGDA FUNK- CIQ ^ISLA RASKRASOK χ SOWPADAET S FUNKCIEJ K^B_{so3} , POSTROENNOJ W PARAGRAFE 4. dEJSTWI- TELXNO, WYBEREM W so_3 ORTONORMIROWANNYJ (OTNOSITELXNO NA[EJ FORMY) BAZIS, SOSTOQ- ]IJ IZ MATRIC a = 0 0 0

0 0 −1

0 1 0 ; b = 0 0 1

0 0 0 −1 0 0 ; c = 0 −1 0

1 0 0

0 0 0 . iZ SOOTNO[ENIJ KOMMUTACII [a, b] = c, [b, c] = a, [c, a] = b SLEDUET, ^TO TENZOR J, PRIPISYWAEMYJ WER[INE GRAFA, RAWEN J = a ⊗ b ⊗ c + b ⊗ c ⊗ a + c ⊗ a ⊗ b − b ⊗ a ⊗ c − c ⊗ b ⊗ a − a ⊗ c ⊗ b . sWORA^IWANIE 3n-J STEPENI “TOGO TENZORA W SOOTWETSTWII S PRAWILOM §4.1 W TO^NO- STI RAWNOSILXNO PODS^ETU ^ISLA REBERNYH 3-RASKRASOK GRAFA (WDOLX REBRA CWET DOLVEN BYTX ODINAKOW, A KAVDAQ WER[INA DAET MNOVITELX 1 ILI −1 W ZAWISIMOSTI OT CIKLI^E- SKOGO PORQDKA TREH “CWETOW” a, b, c). tAKIM OBRAZOM, FUNKCIQ ^ISLA RASKRASOK QWLQETSQ ^ASTNYM SLU^AEM OB]EJ KONSTRUKCII FUNKCIJ NA ALGEBRE Γ, POSTROENNYH PO ALGEBRE lI. oTS@DA I IZ OB]EGO SWOJSTWA MULXTIPLIKATIWNOSTI, DOKAZANNOGO W §4.1, WYTEKAET SLEDU@]EE UTWERVDENIE.

pREDLOVENIE. fUNKCIQ χ(·)/3 NA ALGEBRE Γ MULXTIPLIKATIWNA, T.E. QWLQETSQ GOMOMORFIZMOM ALGEBR Γ → R.

iSPOLXZUQ WWEDENNYE TERMINY, MY MOVEM PEREFORMULIROWATX TEOREMU O ^ETYREH KRASKAH TAKIM OBRAZOM: ZNA^ENIE so_3-INWARIANTA NA L@BOM PLOSKOM 3-GRAFE OTLI^NO OT 0.

6 aLGEBRA GRAFOW I INWARIANTY wASILXEWA

mY UKAVEM SWQZX ALGEBRY 3-GRAFOW S INWARIANTAMI UZLOW KONE^NOGO PORQDKA, OSNOWYWA- QSX NEPOSREDSTWENNO NA RASSMOTRENII FILXTRACII wASILXEWA W PROSTRANSTWE, POROVDEN- NOM IZOTOPI^ESKIMI KLASSAMI UZLOW. bOLEE TRADICIONNOE WWEDENIE W TEORI@ INWARIAN- TOW wASILXEWA MOVNO NAJTI, NAPRIMER, W [BN1, CD1, CDL]. tAM VE IME@TSQ DOKAZATELX- STWA, KOTORYE ZDESX OPU]ENY.

6.1 oSOBYE UZLY I FILXTRACIQ wASILXEWA

oPREDELENIE. oSOBYM UZLOM MY BUDEM NAZYWATX GLADKOE POGRUVENIE K : S^1 → R^3, QWLQ@]EESQ WLOVENIEM WS@DU, KROME KONE^NOGO ^ISLA PROSTYH DWOJNYH TO^EK (T. E. TO^EK TRANSWERSALXNOGO SAMOPERESE^ENIQ). mNOVESTWO WSEH OSOBYH UZLOW S n DWOJNYMI TO^KAMI MY OBOZNA^IM ^EREZ K_n.

wOT PRIMER OSOBOGO UZLA S DWUMQ DWOJNYMI TO^KAMI:

5wMESTO so_3 MOVNO RASSMATRIWATX IZOMORFNU@ EJ NAD C ALGEBRU sl_2.

kAVDU@ DWOJNU@ TO^KU OSOBOGO UZLA MOVNO RAZRE[ITX DWOQKIM OBRAZOM:

• POLOVITELXNO �`@@@I s −→ �`@@I ILI

• OTRICATELXNO �`@@@I s −→ @@@I� �` .

zAMETIM, ^TO OBE OPERACII KORREKTNO OPREDELENY NA IZOTOPI^ESKIH KLASSAH UZLOW I PRI “TOM NE ZAWISQT OT WYBRANNOJ NA UZLE ORIENTACII.

pOLNOE RAZRE[ENIE OSOBOGO UZLA K ∈ K_n — “TO LINEJNAQ KOMBINACIQ 2^n NEOSOBYH UZLOW_{σ(K) = ∑} ε_1,...,εn=±1 (−1)^{|ε|}K_{ε1,...,εn} , GDE |ε| OBOZNA^AET ^ISLO MINUS EDINIC W NABORE ε = (ε_1, . . . , ε_n), A UZEL K_{ε1,...,εn} POLU^AETSQ IZ K RAZRE[ENIEM WSEH DWOJNYH TO^EK, PRI^EM i-Q TO^KA RAZRE[AETSQ W POLOVITELXNOM ILI OTRICATELXNOM SMYSLE W ZAWISIMOSTI OT ZNAKA ε_i.

pRIMER. σ ( ) = − − +

rASSMOTRIM LINEJNOE PROSTRANSTWO X , SWOBODNO POROVDENNOE IZOTOPI^ESKIMI KLAS- SAMI (NEOSOBYH) UZLOW W R^3, I W NEM UBYWA@]U@ FILXTRACI@

X = X_0 ⊇ X_1 ⊇ X_2 ⊇ X_3 ⊇ . . . ,

GDE X_n — PODPROSTRANSTWO, POROVDENNOE POLNYMI RAZRE[ENIQMI OSOBYH UZLOW S n DWOJ- NYMI TO^KAMI, T. E. LINEJNAQ OBOLO^KA OBRAZA σ(K_n).

fAKTORPROSTRANSTWA X_n/X_{n+1} DOPUSKA@T ^ISTO KOMBINATORNOE OPISANIE W TERMINAH TAK NAZYWAEMYH DIAGRAMM fEJNMANA.

oPREDELENIE. dIAGRAMMA fEJNMANA STEPENI n — “TO REGULQRNYJ TREHWALENTNYJ GRAF S 2n WER[INAMI, W KOTOROM WYDELEN NEKOTORYJ ORIENTIROWANNYJ CIKL, NAZYWAEMYJ PETLEJ uILSONA, I WO WSEH WER[INAH, NE LEVA]IH NA PETLE uILSONA, ZADANO WRA]ENIE (CIKLI^ESKIJ PORQDOK REBER).

oPREDELENIE. pROSTRANSTWO DIAGRAMM fEJNMANA F_n — “TO LINEJNOE PROSTRAN- STWO, POROVDENNOE WSEMI DIAGRAMMAMI fEJNMANA STEPENI n PO MODUL@ SOOTNO[ENIJ

STU, IME@]IH WID

S = T − U .

pRIMER. s TO^NOSTX@ DO ZNAKA, SU]ESTWUET WSEGO 4 RAZLI^NYE NENULEWYE DIAGRAM- MY fEJNMANA STEPENI 2: , A SOOTNO[ENIQ STU PRIWODQT K TOMU, ^TO dim F_2 = 2.

zAME^ANIE. iZ SOOTNO[ENIJ STU WYTEKA@T SOOTNO[ENIQ (AS) I (IHX) DLQ WNU- TRENNIH (T.E. NE LEVA]IH NA PETLE uILSONA) WER[IN DIAGRAMMY fEJNMANA [BN1].

sWQZX MEVDU OSOBYMI UZLAMI I DIAGRAMMAMI fEJNMANA OSU]ESTWLQETSQ POSREDSTWOM SLEDU@]EJ KONSTRUKCII.

oPREDELENIE. dIAGRAMMA fEJNMANA φ(K) OSOBOGO UZLA K : S^1 → R^3 — “TO OKRUV- NOSTX S^1 S NABOROM n HORD, SOEDINQ@]IH PARY TO^EK, KOTORYE IME@T ODIN I TOT VE OBRAZ PRI OTOBRAVENII K.

pRIMER. dLQ OSOBOGO UZLA, PRIWEDENNOGO WY[E W KA^ESTWE PRIMERA, IMEEM: φ ( ) = . w PRQMOJ SUMME LINEJNYH PROSTRANSTW

F =^∞⊕_{n=0} F_n

IMEETSQ KORREKTNO OPREDELENNOE UMNOVENIE: DWE PETLI uILSONA RAZRYWA@TSQ I SKLEIWA- @TSQ W ODNU. oBOZNA^IM ^EREZ^~F FAKTORALGEBRU PO IDEALU, POROVDENNOMU DIAGRAMMOJ fEJNMANA^{iq q}.

tEOREMA. sOPOSTAWLENIE σ(K) → [φ(K)] ∈^~F_n PRODOLVAETSQ DO KORREKTNO OPRE- DELENNOGO LINEJNOGO OTOBRAVENIQ X_n →^~F_n, QDRO KOTOROGO SOWPADAET S X_{n+1}. tAKIM OBRAZOM, IMEET MESTO IZOMORFIZM LINEJNYH PROSTRANSTW X_n/X_{n+1}^∼= F_n.

—TOT FAKT QWLQETSQ ODNOJ IZ PEREFORMULIROWOK ZNAMENITOJ TEOREMY kONCEWI^A, DO- KAZATELXSTWO KOTOROJ MOVNO NAJTI W [BN1, CD3].

6.2 sWQZNYE DIAGRAMMY fEJNMANA I 3-GRAFY

aLGEBRA fEJNMANA F OBLADAET E]E KOUMNOVENIEM (I UMNOVENIE, I KOUMNOVENIE SO- GLASOWANY S SOOTWETSTWU@]IMI OPERACIQMI W PROSTRANSTWE K, SM. [BN1, CD1, CDL]) I NA SAMOM DELE PREDSTAWLQET SOBOJ KOMMUTATIWNU@ I KOKOMMUTATIWNU@ GRADUIROWANNU@ ALGEBRU hOPFA.

hORO[O IZWESTNO, ^TO KOMMUTATIWNAQ I KOKOMMUTATIWNAQ ALGEBRA hOPFA SOWPADAET S SIMMETRI^ESKOJ ALGEBROJ NAD SWOIM PROSTRANSTWOM PRIMITIWNYH “LEMENTOW, T. E. PRED- STAWLQET SOBOJ ALGEBRU MNOGO^LENOW OT PRIMITIWNYH OBRAZU@]IH. dLQ GRADUIROWANNOJ ALGEBRY PODPROSTRANSTWO PRIMITIWNYH “LEMENTOW TAKVE GRADUIROWANO: P = ⊕^∞_{n=1}P_n, GDE P_n = P ∩ F_n. w SLU^AE ALGEBRY fEJNMANA P_1 ODNOMERNO I POROVDENO “LEMENTOM i q q @ fAKTORALGEBRA^~F = F/(^{iq q} ) TAKVE QWLQETSQ ALGEBROJ hOPFA, A EE PROSTRANSTWO PRIMITIWNYH “LEMENTOW ESTESTWENNO OTOVDESTWLQETSQ S PRQMOJ SUMMOJ ⊕^∞_{n=2}P_n.

pO POSTROENI@, PROSTRANSTWO PRIMITIWNYH “LEMENTOW P, RASSMATRIWAEMOE SAMO PO SEBE, NE OBLADAET NIKAKOJ STRUKTUROJ ALGEBRY. pRIMITIWNYE “LEMENTY LI[X POROVDA- @T ALGEBRU F PODOBNO TOMU KAK PEREMENNYE x_1, . . . , x_n POROVDA@T ALGEBRU MNOGO^LENOW

R[x1, . . . , xn]. oDNAKO, WYQWLENIE SWQZI PROSTRANSTWA P S ALGEBROJ GRAFOW Γ POZWOLQET

WWESTI W P ESTESTWENNOE (NEKOMMUTATIWNOE) UMNOVENIE. sEJ^AS MY OB˙QSNIM, KAK “TO DELAETSQ.

iZWESTNO [BN1], ^TO PROSTRANSTWO PRIMITIWNYH “LEMENTOW ALGEBRY fEJNMANA SOWPA- DAET S PODPROSTRANSTWOM, POROVDAETSQ SWQZNYMI DIAGRAMMAMI fEJNMANA.

dIAGRAMMA fEJNMANA NAZYWAETSQ SWQZNOJ, ESLI PRI WYBRASYWANII PETLI uILSONA OSTAETSQ SWQZNYJ GRAF. wOT PRIMERY SWQZNOJ I NESWQZNOJ DIAGRAMM fEJNMANA:

sWQZX MEVDU LINEJNYMI PROSTRANSTWAMI Γ I P ZAKL@^AETSQ W SLEDU@]EM: 1. iMEET MESTO WLOVENIE i : Γ_n → P_{n+1}, KOTOROE STROITSQ TAK: U GRAFA RAZRYWAETSQ PROIZWOLXNOE REBRO, I K EGO KONCAM PRIKLEIWAETSQ PETLQ uILSONA. oRIENTACIQ NA PETLE uILSONA BERETSQ PROIZWOLXNAQ.

2. iMEET MESTO PROEKCIQ π : P_n → Γ_n, KOTORAQ ZAKL@^AETSQ W ZABYWANII TOGO, ^TO PETLQ uILSONA WYDELENA, I WO WWEDENII WRA]ENIQ W WER[INAH NA PETLE uILSONA PO PRIN- CIPU “WPERED–WBOK–NAZAD”.

kOMPOZICIQ DWUH UKAZANNYH GOMOMORFIZMOW, T. E. SKWOZNOE OTOBRAVENIE Γ → Γ W POSLEDOWATELXNOSTI Γ^i−→ P^π−→ Γ ESTX UMNOVENIE NA PUZYRX g → bg.

mULXTIPLIKATIWNAQ STRUKTURA ALGEBRY GRAFOW PRIWODIT K TOMU, ^TO IMEETSQ DEJ- STWIE Γ × P → P, KOTOROE POROVDAET UMNOVENIE P × P → P.

oPREDELIM SNA^ALA DEJSTWIE ∗^′ : Γ × P → P. dLQ DANNYH “LEMENTOW g ∈ Γ I p ∈ P POSTROIM IH PROIZWEDENIE g ∗^′ p SLEDU@]IM OBRAZOM. rAZORWEM W g KAKOE-NIBUDX (PROIZ- WOLXNOE) REBRO. a W p RAZORWEM REBRO, NE LEVA]EE NA PETLE uILSONA. i SKLEIM U DWUH POLU^ENNYH OB˙EKTOW OBRAZOWAW[IESQ KONCY (TO^NO TAK, KAK OPREDELQLOSX UMNOVENIE W SAMOJ ALGEBRE Γ). rEZULXTAT g ∗^′ p IMEET ODNU PETL@ uILSONA I SWQZEN, STALO BYTX, PRINADLEVIT P .

tEPERX OPREDELIM UMNOVENIE ∗ SWQZNYH DIAGRAMM fEJNMANA p, q ∈ P PO FORMULE p ∗ q = π(p) ∗^′ q, GDE π : P → Γ — OPREDELENNYJ WY[E GOMOMORFIZM ZABYWANIQ PETLI uILSONA.

pRIMER. uMNOVENIE ∗, WOOB]E GOWORQ, NEKOMMUTATIWNO:

∗ = ;

∗ = . —TI DWA “LEMENTA PROSTRANSTWA P RAZLI^A@TSQ, NAPRIMER, sl_2-INWARIANTOM, POSTROEN- NYM W [CV].

kORREKTNOSTX DANNYH OPREDELENIJ MOVNO PROWERITX PODOBNO TOMU, KAK “TO BYLO SDELANO W §1 DLQ ALGEBRY Γ.

gIPOTEZA. w ALGEBRE PRIMITIWNYH “LEMENTOW P NET DELITELEJ NULQ.

7 aLGEBRA 3-GRAFOW I TREHMERNYE GOMOLOGI^ESKIE SFERY

cELX NASTOQ]EGO PARAGRAFA — POKAZATX, ^TO ALGEBRA 3-GRAFOW TESNO SWQZANA S NEDAWNO WWEDENNYMI t. oOCUKI [Oh1] INWARIANTAMI KONE^NOGO PORQDKA CELO^ISLENNYH GOMOLO- GI^ESKIH TREHMERNYH SFER. a IMENNO, W BESKONE^NOMERNOM LINEJNOM PROSTRANSTWE M, SWOBODNO POROVDENNOM GOMOLOGI^ESKIMI SFERAMI, WWODITSQ UBYWA@]AQ FILXTRACIQ

M ⊇ M_0 ⊇ M_1 ⊇ M_2 ⊇ M_3 ⊇ . . . .

pRI “TOM OKAZYWAETSQ, ^TO M_{3n} = M_{3n+1} = M_{3n+2}, A PROSTRANSTWO M_{3n}/M_{3(n+1)} IZO- MORFNO PROSTRANSTWU (WOZMOVNO NESWQZNYH) 3-GRAFOW S 2n WER[INAMI, RASSMATRIWAEMYH PO MODUL@ SOOTNO[ENIJ (AS) I (IHX). nA TAKOM PROSTRANSTWE ESTESTWENNO OPREDELQETSQ UMNOVENIE (KAK NESWQZNOE OB˙EDINENIE GRAFOW) I KOUMNOVENIE, ZADA@]IE NA NEM STRUK- TURU ALGEBRY hOPFA. pROSTRANSTWO SWQZNYH 3-GRAFOW, T. E. NA[A ALGEBRA Γ, OKAZYWAETSQ PRIMITIWNYM PROSTRANSTWOM “TOJ ALGEBRY hOPFA.

nAM NE IZWESTNO NIKAKIH TOPOLOGI^ESKIH PRIMENENIJ MULXTIPLIKATIWNOJ STRUKTURY ALGEBRY 3-GRAFOW Γ W KONTEKSTE TREHMERNYH MNOGOOBRAZIJ, I W DANNOM PARAGRAFE Γ BUDET WYSTUPATX TOLXKO KAK LINEJNOE PROSTRANSTWO.

7.1 hIRURGIQ dENA

pUSTX M — ZAMKNUTOE ORIENTIRUEMOE TREHMERNOE MNOGOOBRAZIE I L = L_1 ∪ . . . ∪ L_n — ZACEPLENIE W M. rASSMOTRIM REGULQRNU@ TRUB^ATU@ OKRESTNOSTX N(L_j ) KOMPONENTY

L_j. wYBEREM SE^ENIE f_j EDINI^NOGO NORMALXNOGO RASSLOENIQ ∂N(L_j) ∼= S^1 × L_j → L_j.

eGO GOMOTOPI^ESKIJ KLASS ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ CELYM ^ISLOM — KO“FFICIENTOM ZACEPLENIQ f_j I L_j . pOSKOLXKU NAS INTERESU@T TOLXKO GOMOTOPI^ESKIE KLASSY SE^ENIJ, MY BUDEM OBOZNA^ATX KO“FFICIENT ZACEPLENIQ f_j S L_j TOJ VE BUKWOJ f_j, ^TO I SAMO SE^ENIE. pARA L = (L, f), GDE f = (f_1, . . . , f_n), NAZYWAETSQ OSNA]ENNYM ZACEPLENIEM W M.

oPREDELENIE. hIRURGIQ dENA — “TO SPOSOB POSTROENIQ NOWOGO MNOGOOBRAZIQ M_L PO M I OSNA]ENNOMU ZACEPLENI@ L W M (SM. [MF, PS, Ro]). kONSTRUKCIQ M_L SOSTOIT W SLEDU@]EM. wOZXMEM STANDARTNOE POLNOTORIE T = S^1 × D^2 I WYDELIM W NEM MERIDIAN

μ = {∗} × ∂D^2. wYREVEM IZ M OKRESTNOSTI N(L_j) WSEH KOMPONENT ZACEPLENIQ L I WKLEIM

WMESTO KAVDOJ IZ NIH POLNOTORIE T PO DIFFEOMORFIZMU GRANIC h_j : ∂T → ∂N(L_j), PEREWODQ]EMU FIKSIROWANNYJ MERIDIAN μ ⊂ ∂T W SE^ENIE f_j:

M_L = (M \ ∪N(L_j)) ⋃ h_j T_j , GDE T_j — “TO j-J “KZEMPLQR STANDARTNOGO POLNOTORIQ T .

lEGKO WIDETX, ^TO KLASS DIFFEOMORFIZMA MNOGOOBRAZIQ M_L NE ZAWISIT OT PROIZWO- LA W EGO KONSTRUKCII (T. E. OT WYBORA SE^ENIJ f_j W DANNYH GOMOTOPI^ESKIH KLASSAH I DIFFEOMORFIZMOW h_j ).

r. lIKORI[ [Li] (SM. TAKVE [Wa, PS, MF]) DOKAZAL, ^TO KAVDOE ZAMKNUTOE ORIENTI- ROWANNOE TREHMERNOE MNOGOOBRAZIE MOVET BYTX POLU^ENO IZ S^3 HIRURGIEJ dENA WDOLX PODHODQ]EGO OSNA]ENNOGO ZACEPLENIQ W S^3. oSNA]ENNYE ZACEPLENIQ W S^3, PRIWODQ]IE K ODNOMU I TOMU VE MNOGOOBRAZI@, OPISANY r. kIRBI [Kir].

7.2 cELO^ISLENNYE GOMOLOGI^ESKIE TREHMERNYE SFERY

oPREDELENIE. cELO^ISLENNOJ GOMOLOGI^ESKOJ TREHMERNOJ SFEROJ (DLQ KRATKOSTI GOMOLOGI^ESKOJ 3-SFEROJ) NAZYWAETSQ ZAMKNUTOE ORIENTIROWANNOE TREHMERNOE MNOGO- OBRAZIE M, IME@]EE GOMOLOGII SFERY: H_0(M) = Z, H_1(M) = H_2(M) = 0, H_3(M) = Z.

kLASS GOMOLOGI^ESKIH 3-SFER ZAMKNUT OTNOSITELXNO OPERACIJ HIRURGII dENA WDOLX TAK NAZYWAEMYH ALGEBRAI^ESKI RAZLOVIMYH 1-OSNA]ENNYH ZACEPLENIJ.

oPREDELENIE. oSNA]ENNOE ZACEPLENIE L = (L, f) W GOMOLOGI^ESKOJ 3-SFERE M NA- ZYWAETSQ ALGEBRAI^ESKI RAZLOVIMYM, 1-OSNA]ENNYM, ESLI WSE OSNA]ENIQ f_j RAWNY ±1 I WSE POPARNYE INDEKSY ZACEPLENIJ KOMPONENT L RAWNY NUL@.

zAME^ANIE. pOSKOLXKU MY RABOTAEM S GOMOLOGI^ESKIMI 3-SFERAMI, TO ISPOLXZO- WANNOE ZDESX PONQTIE INDEKSA ZACEPLENIQ KORREKTNO OPREDELENO.

iME@T MESTO SLEDU@]IE DWE WAVNYE LEMMY.

lEMMA 1 [Oh1]. pUSTX M — GOMOLOGI^ESKAQ 3-SFERA. oSNA]ENNOE ZACEPLENIE L W M QWLQETSQ ALGEBRAI^ESKI RAZLOVIMYM, 1-OSNA]ENNYM ZACEPLENIEM TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA REZULXTAT HIRURGII dENA M_L′ PREDSTAWLQET SOBOJ GOMOLOGI^ESKU@ 3- SFERU DLQ L@BOGO PODZACEPLENIQ L^′ ⊆ L.

lEMMA 2 [Oh1]. wSQKAQ GOMOLOGI^ESKAQ 3-SFERA M MOVET BYTX POLU^ENA IZ S^3 HIRURGIEJ dENA WDOLX ALGEBRAI^ESKI RAZLOVIMOGO, 1-OSNA]ENNOGO ZACEPLENIQ L W S^3:

M = S^3_L.

7.3 iNWARIANTY KONE^NOGO PORQDKA

pUSTX M — LINEJNOE PROSTRANSTWO (NAD POLEM, SKAVEM, DLQ PROSTOTY, C ), POROVDEN- NOE GOMOLOGI^ESKIMI 3-SFERAMI. s DANNOJ GOMOLOGI^ESKOJ 3-SFEROJ M I ALGEBRAI^ESKI RAZLOVIMYM, 1-OSNA]ENNYM ZACEPLENIEM L W M MY SWQVEM LINEJNU@ KOMBINACI@ GO- MOLOGI^ESKIH 3-SFER (M, L) := ∑ L′⊆L (−1)^{#L′} M_L′ ∈ M , GDE SUMMIROWANIE WEDETSQ PO WSEM PODZACEPLENIQM L^′ ZACEPLENIQ L, WKL@^AQ PUSTOE; #L^′ — ^ISLO KOMPONENT PODZACEPLENIQ L^′.

oBOZNA^ENIE. ~EREZ M_m OBOZNA^IM PODPROSTRANSTWO W M, POROVDENNOE WSEMI LI- NEJNYMI KOMBINACIQMI WIDA (M, L), GDE ^ISLO KOMPONENT #L RAWNO m: M_m := {(M, L)|#L = m} . pROSTRANSTWA M_m OBRAZU@T UBYWA@]U@ FILXTRACI@

M ⊇ M_0 ⊇ M_1 ⊇ M_2 ⊇ M_3 ⊇ . . . .

oPREDELENIE. iNWARIANT v : M → C NAZYWAETSQ INWARIANTOM PORQDKA m, ESLI v|_{Mm+1} ≡ 0 I v|_{Mm} ≢ 0. lINEJNYE PROSTRANSTWA, POROVDENNYE INWARIANTAMI RAZLI^NYH PORQDKOW, OBRAZU@T WOZRASTA@]U@ FILXTRACI@ W PROSTRANSTWE WSEH INWARIANTOW. pRIMEROM INWARIANTA KONE^NOGO PORQDKA (RAWNOGO 3) QWLQETSQ ZNAMENITYJ INWARIANT kASSONA (A. Casson) (SM.

[Oh1]). w [Oh2] oOCUKI POSTROIL SERI@ INWARIANTOW λ_n, OBOB]A@]IH INWARIANT kASSO-

NA, RAWNYJ λ_1/6. a. kRIKER I b. sPENS [KrS] DOKAZALI, ^TO λ_n IMEET PORQDOK 3n. tAKIM OBRAZOM, DLQ WSEH m, DELQ]IHSQ NA 3, IMEETSQ NETRIWIALXNYJ INWARIANT PORQDKA m. s DRUGOJ STORONY, W [GO] DOKAZANO, ^TO M_{3n} = M_{3n+1} = M_{3n+2}. pO“TOMU INWARIANTOW GOMOLOGI^ESKIH 3-SFER PORQDKOW, NE DELQ]IHSQ NA 3, NE BYWAET.

oPREDELENIE. oTOBRAVENIE lE [Le] IZ MNOVESTWA TREHWALENTNYH GRAFOW W M OPREDELQETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM. pUSTX G — REGULQRNYJ TREHWALENTNYJ (WOZMOVNO NESWQZNYJ) GRAF S 2n WER[INAMI, W KOTORYH ZADANO WRA]ENIE. wLOVIM G W TREHMERNOE PROSTRANSTWO I RASSMOTRIM EGO OB]U@ PROEKCI@ NA PLOSKOSTX TAKU@, ^TO WRA]ENIE W KAVDOJ WER[INE SOGLASOWANO S ORIENTACIEJ PLOSKOSTI. pOMETIM i-@ WER[INU G ODNIM IZ ZNAKOW ε_i = ‘+’ ILI ‘−’. pOME^ENNYJ GRAF OBOZNA^IM ^EREZ G_{ε1,...,ε2n} . pO “TOMU GRAFU MY POSTROIM OSNA]ENNOE ZACEPLENIE L_{ε1,...,ε2n} (G) W S^3, SOSTOQ]EE IZ 3n KOMPONENT, OTWE^A- @]IH REBRAM GRAFA. kAVDAQ KOMPONENTA NEZAUZLENA I PREDSTAWLQET SOBOJ TONKIJ OWAL, LEVA]IJ WDOLX SOOTWETSTWU@]EGO REBRA. w OKRESTNOSTI WER[INY RASPOLOVENIE OWALOW ZAWISIT OT METKI DANNOJ WER[INY I USTROENO LOKALXNO KAK BORROMEEWO ZACEPLENIE, ESLI METKA POLOVITELXNA, I KAK TRIWIALXNOE ZACEPLENIE, ESLI METKA OTRICATELXNA:

i+^i−

oSNA]ENIQ WSEH KOMPONENT POSTROENNOGO ZACEPLENIQ BUDEM S^ITATX RAWNYMI 1. pOLU- ^ENNOE OSNA]ENNOE ZACEPLENIE I ESTX L_{ε1,...,ε2n} (G). wOT PRIMER:

G_{ε1,...,ε2n} = i− i+

i+^i+ i+^i+

i+^i− L_{ε1,...,ε2n} (G) =

lEGKO WIDETX, ^TO L_{ε1,...,ε2n} (G) — ALGEBRAI^ESKI RAZLOVIMOE, 1-OSNA]ENNOE ZACEPLENIE. tEPERX OPREDELIM OTOBRAVENIE lE KAK ALXTERNIROWANNU@ SUMMU 2^{2n} GOMOLOGI^ESKIH 3- SFER, POLU^ENNYH HIRURGIEJ dENA WDOLX POSTROENNYH ZACEPLENIJ: Le(G) = ∑ ε_1,...,ε_{2n} ε_1 · . . . · ε_{2n} · S^3_{Lε1,...,ε2n (G)} . pOSTROENNOE OTOBRAVENIE, WOOB]E GOWORQ, ZAWISIT OT WLOVENIQ GRAFA G W TREHMERNOE PROSTRANSTWO I OT EGO PROEKCII NA PLOSKOSTX.

tEOREMA [Le, GO].

1) oBRAZ Le(G) GRAFA G s 2n WER[INAMI PRINADLEVIT M_{3n}.

rASSMOTRIM KOMPOZICI@ π ∘ Le OTOBRAVENIQ lE IZ MNOVESTWA GRAFOW S 2n WER[I- NAMI S PROEKCIEJ π : M_{3n} → M_{3n}/M_{3(n+1)}. tOGDA

2) oTOBRAVENIE π∘Le OPREDELENO KORREKTNO, T. E. NE ZAWISIT OT SPOSOBA WLOVENIQ G W TREHMERNOE PROSTRANSTWO I EGO PROEKCII NA PLOSKOSTX.

3) oTOBRAVENIE π ∘ Le UDOWLETWORQET SOOTNO[ENIQM (AS) I (IHX). 4) oTOBRAVENIE π ∘ Le ZADAET IZOMORFIZM PROSTRANSTWA, POROVDENNOGO (NESWQZ- NYMI) 3-GRAFAMI, RASSMATRIWAEMYMI PO MODUL@ SOOTNO[ENIJ (AS) I (IHX), NA PRO- STRANSTWO M_{3n}/M_{3(n+1)}.

oPISANNOE WY[E OTOBRAVENIE lE BYLO PRIDUMANO NE SRAZU. wNA^ALE oOCUKI [Oh1] RASSMOTREL OTOBRAVENIE_{G → (S3, L} +,...,+(G)) I DOKAZAL EGO S@RXEKTIWNOSTX. —TO OTOBRAVENIE NE UDOWLETWORQET SOOTNO[ENIQM (AS) I

(IHX), ODNAKO POZWOLQET DOKAZATX, ^TO POSLEDOWATELXNYE FAKTORY M_m/M_{m+1} KONE^NO-

MERNY. zATEM gARUFALIDIS I oOCUKI [GO] WWELI NOWOE OTOBRAVENIE G → ∑ ε_1,...,ε_{2n} ε_1 · . . . · ε_{2n} · (S^3, L_{ε1,...,ε2n} (G)),

GDE (S^3, L_{ε1,...,ε2n} (G)) — OPREDELENNAQ WY[E LINEJNAQ KOMBINACIQ 2^{3n} GOMOLOGI^ESKIH SFER, I DOKAZALI, ^TO ONO UDOWLETWORQET (AS) I (IHX). nAKONEC, lE ZAMETIL [Le, Lemma

5.1], ^TO OTOBRAVENIE gARUFALIDISA–oOCUKI MOVNO ZADATX PRO]E, A IMENNO FORMULOJ

DLQ OTOBRAVENIQ lE, WZQTOJ W RAMO^KU.

nAIBOLEE TRUDNAQ ^ASTX TEOREMY — IN˙EKTIWNOSTX OTOBRAVENIQ π ∘ Le — DOKAZANA W [Le] (SM. TAKVE [BGRT]).

sPISOK LITERATURY

[AH] K. I. Appel, W. Haken, Every planar map is four colorable, Contemp. Math. 98, Amer. Math. Soc., Providence, 1989.

[BGRT] D. Bar-Natan, S. Garoufalidis, L. Rozansky, D. P. Thurston, The Århus invariant of rational homology 3-spheres I: A highly non trivial flat connection on S^3. Preprint q-alg/9706004, June 1997.

[BN1] D. Bar-Natan, On the Vassiliev knot invariants, Topology, 34 (1995) 423–472.

[BN2] D. Bar-Natan, Lie algebras and the four color theorem, Århus University preprint, August 1995, and q-alg/9606016 preprint, June 1996. To appear in Combinatorica.

[Ca] A. Cayley, On the colouring of maps, Proc. Royal Geographical Soc. (New Series), 1 (1879) 259–261.

[CD1] S. Chmutov, S. Duzhin. An upper bound for the number of Vassiliev knot invariants.

— Journal of Knot Theory and its Ramifications. 3 (1994), 141–151.

[CD2] S. Chmutov, S. Duzhin. A lower bound for the number of Vassiliev knot invariants.

Preprint, 21 pages (ftp://ftp.botik.ru/pub/local/zmr/lb.ps.gz). pRINQTO K

PE^ATI W ‘Topology and Applications’ (SENTQBRX 1997).

[CD3] S. Chmutov, S. Duzhin. The Kontsevich integral. Preprint of Max Planck Institut für Mathematik, Bonn, August 1997, 27 pp., Available as PostScript file at

ftp://ftp.botik.ru/pub/local/zmr/ki.ps.gz.

[CDL] S. Chmutov, S. Duzhin, S. Lando. Vassiliev knot invariants I. Introduction. — Adv.

in Soviet Math., 21. Singularities and Curves, V.I.Arnold ed. (1994) 117–126.

[CV] S. Chmutov, A. Varchenko, Remarks on the Vassiliev knot invariants coming from sl_2, Topology 36 (1997) 153–178.

[Cub] G. Royle. WWW-page http://www.cs.uwa.edu.au/~gordon/cubics/ containing tables of 3-graphs, October 1996.

[Das] O. Dasbach, Private communication, July 1997.

[Ftp] a. i. kAI[EW, pROGRAMMY I DANNYE, RASPOLOVENNYE NA ANONIMNOM ftp-SERWERE

ftp://math.botik.ru/pub/a3g.

[Gar] S. Garoufalidis, Reinventing the wheel, Harvard University preprint, February 1997.

[GO] S. Garoufalidis, T. Ohtsuki, On finite type invariants of 3-manifolds III: Manifold weight systems, preprint (March, 1997), to appear in Topology.

[He] P. J. Heawood, Map-colour theorem, Quarterly J. of Pure and Applied Math., 24 (1890) 332–338.

[Ka1] L. H. Kauffman, Map coloring and the vector cross-product, J. Comb. Theory. B, 48 (1990) 145–154.

[Ka2] L. H. Kauffman, Map coloring, q-deformed spin networks and Turaev–Viro invariants for 3-manifolds, Int. J. of Mod. Phys. B, 6 (1992) 1765–1794.

[KaS] L. H. Kauffman, H. Saleur, An algebraic approach to the planar coloring problem, Comm. Math. Phys., 152 (1993) 565–590.

[Kai] P. C. Kainen, Is the four color theorem true?, Geombinatorics, 3 (1993) No. 2, 41–56.

[Ke] A. B. Kempe, On the geographical problem of the four colours, Amer. J. of Math., 2 (1879) 193–200.

[Kir] R. C. Kirby, The calculus of framed links in S^3, Invent. Math., 45 (1978) 35–56.

[Kn] J. Kneissler, The number of primitive Vassiliev invariants up to degree twelve..

Preprint q-alg 9706022, also available at http://rhein.iam.uni-bonn.de/~jk/, June 1996.

[Kon] M. Kontsevich, Feynman diagrams and low-dimensional topology, First European Congress of Mathematics II 97–121, Birkhäuser, Basel 1994.

[KrS] A. Kricker, B. Spence, Ohtsuki’s invariants are of finite type, preprint of Queen Mary and Westfield College, London and preprint q-alg/9608007, July 1996.

[Kv] XXI rOSSIJSKAQ OLIMPIADA [KOLXNIKOW PO MATEMATIKE. kWANT, 1995, 5, 46–49

(SM. TAKVE zADA^NIK kWANTA, M 1509).

[Le] T. T. Q. Le, An invariant of integral homology 3-spheres which is universal for all finite type invariants, in Solitons, Geometry, and Topology: On the Crossroad, (V. Buchstaber and S. Novikov, eds.), AMS Translation Series 2, 179, American Mathematical Society, Providence (1997) 75–100.

[Li] W. B. R. Lickorish, A representation of orientable combinatorial 3-manifolds, Ann.

Math. 76 (1962) 531–538.

[MF] s. w. mATWEEW, a. t. fOMENKO, aLGORITMI^ESKIE I KOMPX@TERNYE METODY W

TREHMERNOJ TOPOLOGII. iZD-WO mOSKOWSKOGO UNIWERSITETA, 1991.

[Oh1] T. Ohtsuki, Finite type invariants of integral homology 3-spheres, J. of Knot Theory and its Ramifications, 5 (1996) 101–115.

[Oh2] T. Ohtsuki, A polynomial invariant of integral homology 3-spheres, Math. Proc.

Camb. Phil. Soc., 117 (1995) 83–112.

[PS] w. w. pRASOLOW, a. b. sOSINSKIJ, uZLY I MALOMERNAQ TOPOLOGIQ, SPECIALXNYJ

SEMINAR, IZD-WO mk nmu, 1993.

[Pen] R. Penrose, Applications of negative dimensional tensors, In: Combinatorial mathematics and its applications (ed. D. J. A. Welsh), New York, London: Academic Press, 1971.

[Ro] D. Rolfsen, Knots and Links. Publish or Perish, 1976.

[RSST] N. Robertson, D. P. Sanders, P. Seymour, R. Thomas, The four-colour theorem, J.

Comb. Theory. B, 70 (1997) 2–44.

[SK] T. L. Saaty, P. C. Kainen, The four-color problem. Assaults and conquest, Second edition. Dover Publications, Inc., New York, 1986.

[Se] P. Seymour, Progress on the four-color theorem, Proc. of the International Congress of Mathematicians, (Zürich, 1994), Birkhäuser, Basel, 1995, 1, 183-195.

[Ta] P. G. Tait, Remarks on the colouring of maps, Proc. Royal Soc. Edingburgh, 10 (1880) 729.

[Va] V. A. Vassiliev, Cohomology of knot spaces, Theory of Singularities and Its Applications (ed. V. I. Arnold), Advances in Soviet Math., 1 (1990) 23–69.

[Vai] A. Vaintrob, Melvin-Morton conjecture and primitive Feynman diagrams, University of Utah preprint, also known as q-alg/9605028, May 1996.

[Vo] P. Vogel, Algebraic structures on modules of diagrams, Institut de Mathématiques de Jussieu, Prépublication 32, August 1995, 45 pages.

[Wa] A. D. Wallace, Modifications and cobounding manifolds, Canad. J. Math., 12 (1960), 503–528.