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1. ПРОБЛЕМА

Диаграмма узла называется парной, если ее
перекрестки можно разбить на пары вида 

При любом выборе ориентации узла ветви в каж%
дой такой специальной паре будут противона%
правлены. Пару, изображенную на рисунке слева,
будем называть отрицательной, а справа – поло%
жительной. 

Легко понять, что, например, все рациональ%
ные узлы обладают такими диаграммами (для
этого достаточно разложить соответствующее ра%
циональное число в цепную дробь с четными зна%
менателями). Парными диаграммами обладают и
многие другие узлы, например табличный (см.
[3]) узел 815: 

В 1987 г. известный математик Йозеф Пшитыц%
кий [1] высказал гипотезу о том, что существуют
узлы, не имеющие парных диаграмм (гипотеза
также является частью Проблемы 1.60 в извест%
ном сборнике открытых проблем в топологии
Р. Кирби [2]). Гипотеза простояла 24 года, несмот%
ря на ряд попыток ее решения, предпринятых
разными математиками. 

Те о р е м а. Крендельный узел с параметрами
(3, 3, –3)

не обладает парной плоской диаграммой. 
Доказательство этой теоремы основано на по%

строении специальной поверхности Зейферта по

парной диаграмме и вытекает из двух лемм, кото%
рые изложены ниже. В доказательстве некоторых
утверждений принимал участие мой ученик, сту%
дент 4 курса М. Школьников, которому я глубоко
признателен. 

2. ПОСТРОЕНИЕ ПОВЕРХНОСТИ 
ЗЕЙФЕРТА 

Рассмотрим парную диаграмму D узла K. Заме%
ним каждую пару перекрестков на два параллель%
ных отрезка, направленных так же, как и соответ%
ствующие участки узла, и соединенные общим
перпендикуляром: 

Параллельные отрезки соединяются оставшими%
ся фрагментами диаграммы в простую замкнутую
кривую. Если расправить эту кривую в окруж%
ность, то упомянутые выше перпендикуляры пе%
рейдут в набор непересекающихся хорд, располо%
женных частью внутри, а частью вне окружности,
например, для приведенной выше парной диа%
граммы узла 815 мы получим: 

(Внешние и внутренние хорды здесь мы поменя%
ли местами; это равносильно выворачиванию
плоской диаграммы и не меняет изотопического
типа узла.) Хорды снабжаются знаками, отвечаю%
щими знакам соответствующих специальных пар. 

Исходный узел легко восстанавливается по та%
кой оснащенной диаграмме: хорды следует удво%
ить и в середину каждой хорды встроить специаль%
ную пару перекрестков соответствующего знака. 

По такой диаграмме узла (где специальные па%
ры разбиты на внутренние и внешние) мы по%
строим поверхность Зейферта не стандартным
способом (через шахматную раскраску и круги
Зейферта), а вот как: заклеим окружность хордо%
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вой диаграммы диском, вырежем из него узкие
полоски вдоль внутренних хорд, соединив полу%
ченные куски дважды перекрученной ленточкой
нужной ориентации на месте каждой вырезанной
полоски. С внешними хордами поступим по%дру%
гому: заменим каждую из них на полоску, а к ней
где%то посередине приклеим перпендикулярную
узкую ленточку, также перекрученную дважды в
соответствии со знаком. Вот пример того, что по%
лучается для приведенной выше хордовой диа%
граммы узла 815: 

Здесь сплошная линия – это наш узел, а пункти%
ром обозначены участки видимого контура по%
верхности Зейферта, которые не принадлежат ее
краю. Разные оттенки серого отвечают двум сто%
ронам поверхности.

3. СПЕЦИАЛЬНАЯ МАТРИЦА 
АЛЕКСАНДЕРА 

Л е м м а  1. Матрица Зейферта для поверности,
построенной выше, может быть записана в виде

, где I, 0, E, F – квадратные матрицы одно$

го размера, причем I – единичная матрица, 0 – ну$
левая, а E и F – некоторые симметрические цело$
численные матрицы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для получения такой
матрицы достаточно в качестве базисных циклов
взять набор ei, fi, где ei – цикл, обходящий ленточ%
ку, приклеенную к внешней хорде номер i, а fi –
цикл, проходящий вдоль самой этой внешней хор%
ды и замыкающийся внутри внутреннего диска. 

Напомним, что одну из матриц Александера
данного узла можно построить по матрице Зей%
ферта S как A = tS – ST, где T обозначает транспо%
нирование. Каждый узел обладает целым классом

эквивалентных матриц Александера (экивалент%
ность описывается определенным набором эле%
ментарных преобразований, см., например, [4]),
при этом определитель матрицы Александера
(полином Александера) и идеалы кольца �[t, t–1],
порожденные минорами фиксированного поряд%
ка (идеалы Александера), являются инварианта%
ми узла, определенными с точностью до умноже%
ния на обратимый элемент этого кольца, т.е. на
±t k. Известно, что полином Александера всегда вы%

ражается через переменную Конвея z2 = t +  – 2.

Для узлов, имеющих парную диаграмму, можно
сказать больше. 

Л е м м а  2. Узел с парной диаграммой обладает
матрицей Александера, все элементы которой выра$
жаются через переменную Конвея, точнее, матри$
цей вида I + z2B, где I – единичная матрица, а B –
матрица, состоящая из целых чисел. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно взять мат%
рицу Александера в виде tS – ST, где матрица Зей%
ферта S описана в лемме 1, и проделать с ней ряд
элементарных преобразований. 

Из этой леммы сразу следует, что всякий идеал
Александера узла, имеющего парную диаграмму,
обладает системой образующих в виде многочле%
нов от переменной z2. Как известно (см. [4]), вто%
рой идеал Александера крендельного узла с пара%
метрами (3, 3, –3) порождается в кольце �[t, t–1]
элементами 3 и t + 1. Несложное рассуждение по%
казывает, что этот идеал нельзя породить много%

членами от z2 = t +  – 2. Это и доказывает теорему.
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