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ПРИМЕНЕНИЕ ИНТЕГРАЛШОЙ ГЕОМЕТРИИ К ТЕОРИИ . 
ЛИНЕЙНЫХ НЕРАВЕНСТВ 

О. Введение 

Для изучения различных аналитических характеристик задач ли­
нейной алгебры, в частности, задач линейного программирования, 
можно использовать методы интегральной геометрии. Для этого не­
обходимо параметризовать множество соответствующих задач (напри­
мер, задач линейного программирования) и изучать геометрические 
свойства пространства задач. Такое пространство можно строить 
по-разному. А.М.Вершик предложил отождествить пространство задач 
с многообразием Грассмана ( [2] )• Соответствующее построение 
проводится в пункте I. Удобство использования многообразия Грас­
смана для построения пространства задач состоит в том, что на 
нем существует единственная инвариантная относительно естествен­
ного действия ортогональной группы нормированная мера (см. [з] ), 
и можно говорить о вероятности того, что задача обладает опреде­
ленным свойством, как о мере соответствующего множества задач. В 
наиболее простых случаях ответ можно получить не только для ин­
вариантной меры, но и для более широкого класса мер. В этой рабо­
те будут вычислены вероятность того, что экстремум в задаче ли­
нейного программирования конечен, вероятность того, что экстре­
мум в задаче линейного программирования бесконечен, и среднее 
число допустимых базисов. Результат основан на формуле Штейнера-
Шлёфли [8] о числе частей, на которые гиперплоскости общего по­
ложения разбивают пространство. Она уже использовалась для изу­
чения характеристик случайных конусов в работах [4,5] . Другие 
определения пространства задач линейного программирования можно 
найти в работах '[6,7] . 

I. Построение пространства задач 
В дальнейшем символом (rd*, Ю ( Н ^ Ю 0 ) / обозначается 

многообразие Грассмана К-мерных подпространств в "R . Для 
каждого подпространства Е размерность и ортогональное дополне­
ние обозначаются соответственно ctiffl/E и Е • mcmA—ibi} 
- вещественная матрица размерности и- * к , то через 0? обозна­
чается вектор а Л = (а*, &\,..., 0^п) в Ц1* , а через (Ц обозна­
чается вектор СЦ, = {0/\, %,. . . , а*) в Я * . Множество 
целых чисел { к, к-И 3 . . . ,%\ обозначается К : И. ,. Подмножест-
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во может быть лусто@_ а из 4; и> мы будем называть набором ин­
дексов из i •• % и обозначать через [бJ число элементов а , 
а через 6 набор \ : ц,ч б . Запись задачи в виде:*М/р.{£(х)| 
В(х)} означает, что надо найти супремум функции # на 

векторах, для которых выполнены условия Б . Такие вектора на­
зываются допустимыми. Определим на матрицах размерности и- * к 
(Из» к) ранга к отображение £%& . со значениями в &(п,к). 

Оно сопоставляет каждой матрице А = { 0?Л подпространство в 
И4, , являющееся линейной оболочной векторов а1, &%.,,, а»* щ{ 

Пусть п, ш, к - целые неотрицательные числа, причем 
И » т , Ч> К, Ж + К 9 Ч . Рассмотрим задачу линейного про­
граммирования: 

4 ^ { ^ + 1 1 л А = Ф; цъО, iej-.m; х н н = Л } , (D 
где 36= (Эб15*я,,...,*н+!1) - вектор в И , А - вещест­
венная матрица размерности (n-t-%) к ( К + 4) ранга к + 1 . 

. Пусть Е = £и£(А) . Тогда условие на допустимые вектора 
в задаче (I): х Д = О , эквивалентно тому, что х ортогонален 
всем векторам .порождающим Е , то есть » б Е . Используя это, 
получаем следующую задачу: 

м*|а{»н,у||х€ЕХ) % ? 0 , t « 1 : m j Х и > + г=< }..• (2) 

Заметим, что хотя каждому подпространству Е из G{n+l, K+1) 
соответствует целый класс матриц, вектор-столбцы которых порожда­
ют Е , условия на допустимые вектора в задаче (I) для произ­
вольной матрицы А , такой, что £и%{ Д ) = Е , и в задаче 
(2) эквивалентны. Поэтому при изучении характеристик задач линей­
ного программирования, связанных со структурой множества допусти­
мых векторов, естественно в качестве пространства задач взять 
многообразие &(п+%, к + i) , в каждой точке Е которого рас­
сматривается задача (2). Связь между таким определением простран­
ства задач и матричным определением обсуждается в пункте 5. 

2. Формулировка теореш 
ШРВДЕЯЕНИЕ. Пусть Ь - % -мерное линейное пространство, 

•€> = { ^,$%,..., i \ ] - базис в Jj , Е - К -мерное под­
пространство (tv»ic» 0) .Мы будем говорить, что Е - под­
пространство в общем положении в L относительно базиса % , 
если для любого набора индексов 6 из i : % такого, что|а| — К » 

^Другое обозначение - £f»ato A • 
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E n ( x | » t = 0 , i e j } = ф .где ж15хл,...,о[>н-координа­
ты вектора х в базисе •& . 

Фиксируем в пространстве "R стандартный базис -е = i -е 
**>••'•> е * Л » гД е *i обозначает вектор, у которого {,-я 
координата равна I, а остальные равны нулю. Мы будем говорить, 
что Е - подпространство в общем положении в В н или просто 
подпространство в общем положении, когда ясно о каком Я.* идет 
речь, если Е - подпространство в общем положении в В относи­
тельно базиса €» . Свойства подпространств в общем положении 
будут рассматриваться в пункте 3. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть на борелевских множествах многообразия 
Gr< н, ю задана мера ju< . Мы будем говорить, что Jb ин­
вариантна относительно замен знаков координат, если для любого 
преобразования многообразия Ц>8 , соответствующего замене коор­
динат векторов в Я п с {x^J на { S^ x^J , где £^ = ±1 , и лю­
бого измеримого множества С (̂1.(0) = jblyg(,C)). 

Пусть н, ж , к - целые неотрицательные числа, причем tv» m, 
•П> К, т + К ? Н . в каждой точке Е многообразия &(Н+#,К+4) 
рассматривается задача (2). Обозначим va£ функцию на Gr(,H-t%, 
К-f-1) со значениями в расширенной вещественной, прямой равную 
в каждой точке супремуму задачи (2), рассматриваемой в ней. 

аПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть 4 - набор индексов из 1: (и- -И} , при­
чем (ж-И): (Н+1) с ь и|4|=к-»-1 , Е - (К+1) -мер­
ное подпространство в К . Набор а мы будем называть до­
пустимым базисом задачи (2), рассматриваемой в Е . если выпол­
нены следующие условия: 

Е х п{х |х^0 , 4«5"и{'и+&И — ©, О) 
Ехп{х|х{=0, ie6"; xt».o, 1ббл1:т;ян^-1}=*= 0 . (4) 
Естественность этого определения будет обсуждаться в пункте 4. 

Обозначим £аа функцию на & ( и И , к+1) » равную в каждой 
точке числу допустимых базисов задачи (2), отвечающей этой точке. 

ТЕОРЕМА I. Пусть на борелевских множествах многообразия 
Q(,n+%, к+t) задана вероятностная мера Р такая, что на 
множестве полной меры подпространство находится в общем положе­
нии, и инвариантная относительно замен знаков координат. Тогда 

и-к P{vaC>—1-Щ (УЬ 
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PVv*«-+eo}-^u.(t), 

3. Свойства подпространств в общем нодоаении 
Для доказательства теоремы нам потребуется несколько свойзтв 

подпространств в общем положении, но перед тем, как их сформули­
ровать, удобно ввести некоторые обозначения. 

Пусть t и t - два дизъюнктных набора индексов из 1:%. 
Через £С4) обозначается множество чисел Ш ) = | ̂  S£i)=±1, 

ie*} t которое в дальнейшем мы будем назнвать набором зна­
ков. Через R + С6,t), %*(Ъ,&мЛ) , "R-H(t) обозначается 
конуса в Ц1* Tv+(4,t) = (х|э&£>0 , ie«i ; * t = 0 , ie"p | _, 
ТЬ_Сйл b(*),"tj = {x| е^*(,> O.iea; Щ=0} v e t } и подпростран­
ство в R "R ct)={ac |x^==0, vet } • В каждом подпрост­
ранстве И (t) фиксирован базис, состоящий из векторов стандарт­
ного базиса •ь , принадлежащих этому подпространству. Мы будем 
говорить о подпространствах в общем положении в "R^xt) , шея в 
виду этот базис. рС- функция множества такая,, что Х(С) = 0 » 
если С пустоs и %-кС) ~_А в проншнем случае. 

ОПРВДМШИЕ. Пусть с - к -мерное линейное пространство 
(к>1) . Семейство гиперплоскостей Е^,ЕЛ,. . . , Е н в Е на­
зывается семейством гиперплоскостей в общем положении, если пере­
сечение каждых к из этих гиперплоскостей равно нулю. 

Теперь мы можем сформулировать основные свойства подпрост­
ранств в общем положении. 

СВОЙСТВО I. Пусть Е - подпространство в ft1* . Тогда сле­
дующие утверждения равносильны: 

1. E - К -мерное подпространство в общем положении в"% , 
2. Е - ( н - Ю -мерное подпространство в общем положении в 

IV i ' 

3. для любого набора индексов $ из 1 : -и* такого, что 
| *, j = га г К * ж ? 0 , подпространство Е П "R*U) яв­
ляется (к-Щ)-мерным подпространством в общем положении 
в H H U3 , и если K-W3>j , то семейство подпрост­
ранств Е п И ^ Ы п й ' Ч Щ ) при {£•"$ является еемей-
ством гиперплоскостей в общем положении в E n U (4) . 

-"" *)анак"~ ЦИр - матёматическое"ШиданЖ*по мере р . 
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4. (ivwE = к и для любых двух дизъюнктных наборо индексов 
Ь и t из •*: «• таких, что |*| ̂  j , и любого набо­

ра знаков 6(4) следующие утверждения равносильны: 

б) ЕпЯ+(4, &(4),t) ф ф . 

Д0КАЗАТШСТВ0. Эквивалентность I и 2. Пусть выполнено I , 
фиксируем произволБный набор индексов i из f: к , | а | = к . П о 
определению общего положения Е л Т Л а ) = ф , поэтому 

HH=(EnT*V = Ех + Л ) х = E^fcV). 
Используя это равенство, имеем сЙ/ЧисЕ^п В Н ( Я ) = 

= cUm Е1 + <him 1? (1)-«Йт(Ех+Т?*(Г>) = (н-к)+к-^==0. 
ditn Е = м,- к и Т - произвольный набор индексов из {: ц, с 
числом элементов равным и -К , поэтому Е"1" является (ц,-10-мер-
ным подпространством в общем положении в "Яп . Используя равен­
ство (,Е ) = Е , получаем обратное утверждение. 

Эквивалентность I и 3. Из 3 следует I, достаточно взять в 
качестве ь пустое множество. Наоборот, пусть выполнено I. Фик­
сируем произвольный набор индексов Ь из 1: п,, {tl=.in, КЫП&О. 
Достаточно доказать, что 4iw(EnBW(4)) = к-Ун , остальная 
часть утверждения 3 является очевидным следствием определения 
общего положения 

dtm(En"R^5)== <ivmE+ o U m ^ * ) - 4im(E+BH«))» к-w. 
Пусть L = EnT? <M , если c U m L > K — m , то для любого 
набора индексов t из 1: Ч такого, что ъ я % дизъюнктны 
i || g й|=К , имеем 

Откуда получаем, что c k w d + ft (t)) > H , чего быть не может. 
Следовательно, e U w < Е п Ч\ь)) = к - ж . 
Эквивалентность I и 4. Покажем, что из 3 следует 4. Пусть 

выполнено 3, фиксируем два дизъюнктных набора индексов t и t 
из 1: «, таких, что |i|^1 , и набор знаков 8(6) . Очевид-
HO S что из б) следует а). Докажем обратное. Доказательство цро-
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водим индукцией по размерности пространства Ин'. Ясно, что для 
•И/=1 утверждение верно. Пусть для пространств размерности 
меньшей и» утверждение верно, докажем его для размерности Ъ . 
По условию существует вектор у такой, что - ц е Е п \ х { г ^ ^ > О, 
ieij »i,= 0, ie%} и цф§ . Если g^-u^ > О Щ)И всех 
i в 4 , то утверждение верно. В противном случае найдется ин­
декс j e 6 такой, что ueEnu^Ctoij}). 

clvm(Enun(1? u(j})) = «l*m( EnT?H(t))-1 , 
поэтому в En It it) существует ввктор i такой, что S;Z:=^1. 
Если &iUj,> 0 при Bcexi«d s {j} , то отрезок прямой, сое-
дояющий •у. и г , пересекает конус ll^u, 6(4),t) , и 
следовательно, EnЯ^С4,6(5),t) =̂ = 0 . Осталось показать, 
что можнопподобрать вектор и так, чтобы это условие было бы 
выполнено. Если \ъ\ = \ , то такой вектор уже есть, в противном 
случае возможность его нахождения следует из применения индукци­
онного предположения к {%-А) -мерному пространству Я ({$}) 
и подпространству в нем Е п Ц (Ц\). 

Покажем, что из 4 следует I. Пусть выполнено 4, фиксируем 
произвольный набор индексов б из 'f: •и,, 141 = к . Если 
EnTl^U) =f= Ф » то рассмотрим систему векторов в Е 
<ц,«* при i e i таких, что ̂ .бЕлЯн(й) , tyv« E Л 
й + ( Ш , *N {*}) Щ>и i»et .По условию такие вектора сущест­
вуют, но они линейнонезависимы, следовательно, dim Е > К+1 • 
Получили противоречие с тем, 4 T O « U W E = К. Итак,£п"В*Ъ)=(1!). 

СВОЙСТВО 2. Пусть Е - К -мерное подпространство в об­
щем положении в Ц,п(, н » К » 15 , фиксируем два дизъюнкт­
ных набора индексов 4 и t из 1: п , причем |а |=р, |t|=W, 
р^'1, m < к Тогда 

к-т--( 
Е ^CEnTt;(*.e<«,U)>- a S (pi*) .. 
SCS) i=0 

где суммирование ведется по всевозможным различным наборам зна­
ков £(й) . 

ЗАМЕЧАНИЕ. При доказательстве этого свойства будеж использо­
ваться формула ШтейнераЧВлефли о том, что семейство из % (Н»1) 
гиперплоскостей в общем положении в к-мерном линейном прост­
ранстве (к»1) разбивает пространство на % yj (*г1) откры­

ло 
тых частей. Доказательство этой формулы легко получается индукци­
ей по размерности пространства, кроме того оно есть в работах 
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[4,8] . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть L = EnTtw(t, . По свойству I L 

есть СК- W -мерное пространство и семейство подпространств 
LnH ЦП) при fred является семейством гиперплоскос­
тей в общем положении в L . Следовательно эти гиперплоскости 
разбивают L на 2- Т\ C V ) открытых частей. Очевидно, 
что каадая из таких частей есть пересечение Е с одним из кону­
сов 1?+(4,£C6),t) f а с остальными конусами Е не пересека­
ется. 

4. Доказательство теоремы 
ЛИМА I. Пусть на борелевских множествах многообразия 

&(и,ю (н»кs 1) задана нормированнав мера ^ такая, что 
на щожестве полной меры подпространство находится в общем поло­
жении, и инвариантная относительно замен знаков координат. Фикси­
руем два дизъюнктных набора индексов 5 и t из j •. п , при­
чем |а| = р, j"fj_i1t) pj>^ m < K , Тогда для любого фикси­
рованного набора знаков s?i&) 

J ЯЕпТС(«.,б^,1?))^ = ^ Е (р^) . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Очевидно, что подынтегральная функция изме­

рима, следовательно интегрирование возможно. Используя то, что 
на множестве полной меры подпространство находится в общем поло­
жении, и свойство 2, имеем 

/. к-т-1 
S пВпЛ%ш)М d>e* 2 (V), (5) 

&<«,*>£<4) *"° 
где суммирование ведется по всевозможным различным наборам зна­
ков 8(6) . Рассмотрим %? конусов В^С4,6(6),t) , все 

'PL л, 

они получаются из ty+(t,v) заменами знаков координат, а мера 
инвариантна относительно таких замен. Следовательно, меры подпро­
странств, пересекающихся с этими конусами равны. Отсюда и равен­
ства (5) получаем ответ. 

ЛЕММА 2. Пусть А = { Йч } - вещественная матрица размернос­
ти п * к ранга к ( и г> к 9 i ) , подпространство Е = S>ui (A 5 , 

6 - набор индексов из 1: п , 161 = К . Тогда К векторов 
u,j, при i е 6 линейно независимы в К> , если и только ес­

ли Е х п К-Н(6) = 0 . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Это утверждение является очевидным следст-
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вием того, что однородная система линейных уравнений 
S *i«Je0 при 1*1 : к 

имеет лишь нулевое решение в том и только том случае, когда 
Е хпУ"й)= 9. • • 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ, Фиксируем произвольное СК+1) -мер­
ное подпространство Е в "R* * и вещественную матрицу А 
размерности (in-fc)* (K+4). ранга к-Н такую, что £и6(А) = £. 
Рассмотрим задачи (I) и (2) и покажем, что определение допусти­
мого базиса в задаче (2) естественно в том смысле, что каждый до­
пустимый базис задачи (I) является допустимым базисом в задаче 
(2) и наоборот. Действительно, понятие допустимого базиса в за­
даче (I) хорошо известно. Набор индексов а из Л : (и-И) та­
кой, что CJtv+1) : Си+1) с 6 и |б|= к+1 называется до­
пустимым базисом в задаче (I), если вектора 0*^ привез линей­
но независимы, в Я к и соответствующее базисное решение допусти­
мо. Первое из этих условий по лемме 2 эквивалентно (3), а второе 
совпадает с (4). Если Е - подпространство в общем положении, 
то по свойству I условие (3) выполнено всегда, а условие (4) эк­
вивалентно следующему: 

Е х п Т ? Г * ( и п 1 : т ) и { * и - И Д ) = * = 0 • <б> 
Значение функции va{ в Е больше - со в том и только том слу­
чае, когда в задаче (2) существует допустимый вектор, то есть, 
если ЕАП{ос-1 Xi5 0, ie1'- т ; &«+<),=1} Ф 0 » что для подпрост­
ранств в общем положении по свойству I эквивалентно условию: 

Е хпИ* +*М:ти{и+&},0)=^= 0 . (7) 
Известно (см. [l] ), что супремум в задаче (I) равен +оо в том 
и только том случае, когда существует вектор и такой, что 
уА=0,'^»0 при ie1:*n,^n+a=0, # п и>0 . и 

в задаче есть допустимый вектор. Переформулируем эти условия для 
задачи (2). Существование вектора ц, с нужными свойствами экви­
валентно условию: Е^п {х|%i>/ 0, is 1: т;эсн+^= 0;я- ^>0}=*= 0. 

Если Е - подпространство в общем положении, то это усло­
вие по свойству I равносильно следующему: 

E J-nlC*l1:tnu{H+1b{H+^)=' 0 . (8) 
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Опять по свойству I для подпространств в общем положении из вы­
полнения условия (8) следует выполнение условия (7), и, значит, 
va£(E) == + в» тогда и только тогда, когда выполнено (8). 
Теперь мы можем перейти к вычислению интересующих нас вероятнос­
тей. Заметим, что переход к ортогональным дополнениям подпрост­
ранств стандартным образом (мера множества равна мере его прооб­
раза) переносит меру с борелевских множеств многообразия 
G-(H,+ &, к + 1) на борелевские множества G(n+%, п - к + А) , 
полученная мера / ь инвариантна относительно замен знаков ко­
ординат, и на множестве полной меры подпространство находится в 
общем положении. Вычислим математическое ожидание %ОА . По­
скольку на множестве полной меры подпространство находится в об­
щем положении, можно использовать условие (6) и лемму I. Имеем -
Мр&и= J uwcE^P-f . 2^(EJ-nH^(<*n^w)U 

— « \ K+trt-u; > 
где суммирование ведется по всевозможным различным наборам индек­
сов 4 из 1 : (H+-f) таким, что («*+•}): (и<+1) с & и 
|4| = K+f , Аналогично, используя условия (7),(8) и лемму I, 
получаем w_k 

*=0 
Н-К-1 

P { Y * « - . + « . 1 - » - * E ( T ) , 

p{-oo<va.i<+oo}= p{vafo-ee}-P{va,£=+<»}=4 (чч<) • 

ЗАМЕЧАНИЕ. Из доказательства теоремы видно, что от меры до­
статочно требовать инвариантности относительно замен знаков коор­
динат только по координатам с номерами из набора'!:WiU{fc+f]u{i't+2j. 

5. Основной пример 
Мы будем рассматривать вещественные матрицы размерности 

СкзИ, %ъ\) BHwtt«={Ut*|i6 0 : ( t t - f ) ; / - e O : ( M ) ; 

Обозначим МС'И'? К) пространство также матрвд с естествен-
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ной топологией. 
Фиксируем целые неотрицательные числа п,т,, к, р такие, 

что *v^tM/?p, u » k » p , W t K » u , и рассмотрим задачу ли­
нейного программирования общего вида: 

найти супремум функции £ %• и-f (9а) 
на векторах из ft , удовлетворяющих условиям 

•И.-Р 
t 5 , * i U i * U« при j е 1: р , (96) 

L X J X = ^f при ie СР^^З: (9в) 
эс^О при * е 1 : ( ж - р ) , (9г) 

где U = ( U * } - матрица из М (W-p+f, к + 1) . Приведем эту 
задачу к виду (I). Для этого введем ноше переменные *ц_р+/р-- -, 

%л+% и рассмотрим задачу эквивалентную исходной: найти 
супремум функции *н+1 на векторах из U n , удовлетворяю­
щих условиям 
.И «чЧ - «IM = °' S 34 «'J Г *нЧИ ~ U« * * + * = ° 
V = 1 t>=1 

при je1: p, 
% * i u j - ^ ° Ч + * = 0 при jeCp-И)'. К, 
х ^ О при ie1-.^w-p)U<H-ptt): н, оьн+й = 1 . 

Эта задача уже имеет вид (I) с точностью до нумерации коор­
динат. 

Перенумеруем координаты так, чтобы координаты с номерами 
•Ж,-р+1,.,., и-р имели бы соответственно номера w-И,..., 

% , а координаты с номерами н- р+1,..., и аоответствен-
но номера w-p+l,..., W . нумерацию остальных координат оста­
вим без изменения. Матрицу полученной задачи обозначим М 9 Ш Итак, да инеем задачу эквивалентную исходной: 

4 * P U H + < I * - M 4 ( U ) = I J * l
>0,i«1:wjX H t t='f} • <10> 

Существуют различные определения допустимых базисов в задаче (9). 
Рассмотрим одно из них (см. [I] ).. 
ШРВДЕИШИЕ. Допустимой базисной парой в задаче (9) называ­

ются два набора индексов б из 1 '. (И—р) и t из 1: к та-
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кие, что выполнены следующие условия: 
T c f : ( m - p ) , f c f : p , f«| — 

система уравнений 
_Ц х{и? = u J при j e t , 

х ~ 0 при i e T имеет единственное решение и , ж и явля­
ется допустимым вектором. 

Легко видеть, что допустимым парам в задаче (9) взаимноод­
нозначно соответствуют допустимые базисы в задаче (10). Соответ­
ствие задается сопоставлением паре a, t набора индексов 

{ w - i + 1 | i e t } U(an1:(w-p)| 1ЛИЫ):^и{и.-И} . 

Пусть в каждой точке Ц пространства Mffr-p+'f, K + 1) рас­
сматривается задача (9). Обозначим va£we функцию на М<»-р+Ь 
к+1) со значениями в расширенной вещественной прямой, равную 

в каждой точке супремуму задачи, рассматриваемой в ней. 
Обозначим iliii функцию на М(н-р+1> (с+1) . равную Е 

каждой точке числу допустимых базисных пар задачи, рассматривае­
мой в ней. 

ОЕРВДЕШИЕ. Пусть на борелевских множествах пространства 
M(H+f,K+4) ( W ? 0 } K » 0 ) задана мера Jb . Мы будем го­
ворить, что JU/ инвариантна 'относительно замен знаков координат 
по столбцам, если для любого преобразования пространства ф 6 , 
соответствующего замене столбцов матриц с {и*} на {цц,1'} , 
где £ ^ = ± 1 , ttt=(W*,W*,..., < J при * = 0,1,...,к .'и 
любого измеримого множества С JXW = ^Ц'Ч>Б(&)) . Аналогично 
определяется инвариантность относительно замен знаков координат 
по строкам. 

СЛВДСТВИЕ. Пусть на борелевских множествах пространства-
fy|(*i,-p+1,K+<f) задана вероятностная мера р .инвариант­
ная относительно замен знаков координат по столбцам и строкам, и 
мера множества матриц it таких, что каждые к + 1 строк матрицы 
M j W линейно независимы, равна единице. Тогда 

i=0 
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i, D . пи-к-т / Ht \ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть M ° - множество матриц и- в 
M(t*-pt1, К+1) таких, что каждые к + 1 строк матрицы !У4(14} 
линейно независимы. Ы открыто и имеет полную меру. Поэтому 
достаточно рассматривать задачи на множестве М . Для любой 
матрицы Ц в М в подпространство в Ttn+* E = $ui{ М^СМ-)) 
по лемме 2 и свойству I является подпространством в общем поло­
жении. Число допустимых базисных пар в задаче (9) совпадает с 
числом допустимых базисов в задаче (2), и значения супремума у 
этих задач равны. Перенесем стандартным образом меру с борелев-
ских множеств М° на борелевские множества G-Ctt+J,., k + 1) 
Легко видеть, что инвариантность меры на М относительно за­
мен знаков коорданат по столбцам и строкам гарантирует инвариант­
ность полученной меры на (г(И->-£, К + 1) относительно замен зна­
ков коорданат в И . Применяя теорему, получаем ответ. 

ЗАМЕЧАНИЕ. Достаточно требовать инвариантности меры на 
МсЛ-Р + 1» К + 1) относительно замен знаков координат только 
по строкам-с номерами из набора Q: {т-р) и по столбцам с но­
мерами из набора 0 : р . Так, что для задач с Р = О, т=Ч 
достаточно только инвариантности относительно замен знаков коор­
динат по строкам, а для задач с р = к , Ш = р по столбцам. 

Автор приносит глубокую благодарность A.M.Вершину за поста­
новку задачи, постоянный интерес и помощь в работе. 
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