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Çàìå÷àòåëüíûé ìàòåìàòèê, èçâåñòíûé áëàãîäàðÿ ñâî-
èì îñíîâîïîëàãàþùèì ðàáîòàì â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì è òîïîëîãèè, è âîñïèòàâøèé ðÿä ïåðâîêëàññíûõ ìà-
òåìàòèêîâ � Âëàäèìèð Àáðàìîâè÷ Ðîõëèí (1919�1984)
áûë áëåñòÿùèì ëåêòîðîì è ìíîãî ðàçìûøëÿë íàä ïðîáëå-
ìàìè ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè. Åãî ñîáñòâåííûé ïåäà-
ãîãè÷åñêèé îïûò áûë îáøèðåí è ðàçíîîáðàçåí: îí ïðåïî-
äàâàë âî âòóçå, çàòåì â ïåäàãîãè÷åñêèõ èíñòèòóòàõ, è,
â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ 20 ëåò æèçíè, â Ëåíèíãðàäñêîì Ãî-
ñóäàðñòâåííîì Óíèâåðñèòåòå. Ïîäðîáíîñòè ñì. â êíèãå
�Â. À. Ðîõëèí. Èçáðàííûå ðàáîòû. Âîñïîìèíàíèÿ� Èçä. ÌÖ-
ÍÌÎ. 1999.

Íèæå ïóáëèêóþòñÿ ôðàãìåíòû îäíîé èç ïîñëåäíèõ ëåê-
öèé Â. À. Ðîõëèíà íà çàñåäàíèè Ëåíèíãðàäñêîãî Ìàòåìà-
òè÷åñêîãî Îáùåñòâà. Ýòà ëåêöèÿ ñîñòîÿëàñü 20 íîÿáðÿ
1981 ãîäà â Ëåíèíãðàäñêîì Äîìå Ó÷¼íûõ. Ïóáëèêàöèÿ îñ-
íîâàíà íà ìàãíèòîôîííîé çàïèñè, êîòîðàÿ áûëà ñäåëàíà
Á. À. Ëèôøèöåì, à ðàñøèôðîâàíà è ïîäãîòîâëåíà ê ïå÷à-
òè â ðåçóëüòàòå óñèëèé Î. ß. Âèðî, Á. À. Ëèôøèöà è
Ñ. Â. Ðûáèíà.

Ê ñîæàëåíèþ, íà÷àëî ëåêöèè � ïðèìåðíî 15 ìèíóò �
óòðà÷åíî. Â í¼ì Âëàäèìèð Àáðàìîâè÷ ðàññêàçàë, â ÷àñòíî-
ñòè, î ñâî¼ì îïûòå ïðåïîäàâàíèÿ ñòóäåíòàì - íåìàòåìà-
òèêàì â âóçàõ Àðõàíãåëüñêà, Èâàíîâî è Êîëîìíû â 1950-å
ãîäû.

. . . Â øêîëå äåòÿì, åñòåñòâåííî, íå èçëàãàþò ñåðü¼çíûõ äîêàçàòåëüñòâ,
íî èì äàþòñÿ ôîðìóëèðîâêè. Íàïðèìåð, èõ ó÷àò äåëèòü äðîáü íà
äðîáü. Èìååòñÿ ïðàâèëî, êîòîðîå ôîðìóëèðóåòñÿ � ôîðìóëèðîâêó
îíè äîëæíû çíàòü.

Îäíàæäû ÿ ïðèñóòñòâîâàë íà äîêëàäå îäíîãî ìåòîäèñòà, êîòî-
ðûé îáúÿñíÿë, êàê ó÷èòü äåòåé äåëèòü äðîáü íà äðîáü.

Îí ðàññêàçàë, ÷òî ïðàâèëî áûëî ñôîðìóëèðîâàíî, ïîñëå ÷åãî îí
ïðîðåøàë äëÿ äåòåé â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ íåñêîëüêî çàäà÷ òàêîãî
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ðîäà. Çàòåì ïîðåøàëè ïðèìåðû äåòè, à ïîòîì èì áûëà äàíà êîí-
òðîëüíàÿ ïèñüìåííàÿ ðàáîòà. È â ýòîé êîíòðîëüíîé ïèñüìåííîé
ðàáîòå ïî÷òè âñå ñäåëàëè îäíó òèïè÷íóþ îøèáêó. Îíè, â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ, è âñå â îäíèõ è òåõ æå, ïî÷åìó-òî íå ïåðåâîðà÷èâàëè
äðîáè, à ïðîñòî ïåðåìíîæàëè � â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñíà÷àëà ïå-
ðåâîðà÷èâàëè, à â äðóãèõ � íåò.

Â ÷¼ì äåëî?
È ìåòîäèñò îáúÿñíèë, ÷òî àíàëèç ïîêàçàë ïðè÷èíó îøèáêè. Ïðè-

÷èíà îøèáêè çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî â ïðèìåðàõ, êîòîðûå ïðåäëà-
ãàëèñü äåòÿì äî êîíòðîëüíîé, âòîðàÿ äðîáü âñåãäà áûëà ïðàâèëü-
íàÿ. Äåòè è óñâîèëè èç ýòèõ ïðèìåðîâ, êàê íàäî äåéñòâîâàòü. Òàê
îíè è äåéñòâîâàëè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëî, êîòîðîå áûëî ñíà÷àëà ñôîðìóëèðîâà-
íî ýòèì ïðåïîäàâàòåëåì, âîâñå íå áûëî ôîðìóëèðîâêîé, êîòîðóþ
äåòè äîëæíû áûëè ïîíÿòü è êîòîðîé îíè äîëæíû áûëè ðóêîâîä-
ñòâîâàòüñÿ. Ýòî ïðàâèëî áûëî ïðîäèêòîâàíî äåòÿì äëÿ ïîðÿäêà.
Ïîëàãàåòñÿ äèêòîâàòü ïðàâèëî � è îíî áûëî ïðîäèêòîâàíî.

Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî äåòè â ýòîì âîçðàñòå äîëæíû íàó÷èòü-
ñÿ ïîíèìàòü ïðàâèëî è ïîëüçîâàòüñÿ ýòîé ôîðìóëèðîâêîé, à âîâñå
íå ïðèìåðàìè, êîòîðûå èì áûëè ïîêàçàíû, � ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
ñîâåðøåííî óñêîëüçíóëî îò ýòîãî ìåòîäèñòà è îò âñåõ äðóãèõ, ïðè-
ñóòñòâîâàâøèõ íà åãî ëåêöèè.

Ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ çëîâðåäíûì çàáëóæäåíèåì òî, ÷òî ñðàçó ïî-
ñëå ôîðìóëèðîâêè äàþòñÿ ïðèìåðû. Ìíå êàæåòñÿ ñîâåðøåííî íåñî-
ìíåííûì, ÷òî äåòè äîëæíû ñàìè, ðóêîâîäñòâóÿñü äàííûì ïðàâè-
ëîì, ïðîñ÷èòûâàòü ïåðâûå ïðèìåðû. Êîíå÷íî, îíè äîëæíû ïðè-
îáðåñòè íàâûêè è äàëüøå äåëàòü ýòî àâòîìàòè÷åñêè, íî öåííåéøåå
îáñòîÿòåëüñòâî, êîòîðîå çäåñü èìååòñÿ, òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî äåòè
íà ýòîì ïðèìåðå ìîãóò íàó÷èòüñÿ è äîëæíû íàó÷èòüñÿ ïîíèìàòü
ôîðìóëèðîâêó, áûëî óïóùåíî.

Ýòî òîëüêî ïðèìåð. Íà ñàìîì äåëå òî, ÷òî ÿ ñåé÷àñ ðàññêàçàë,
ýòî îñíîâíûå ïðèíöèïû ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ. Îíè îáùåðàñïðî-
ñòðàíåíû.1

Â íàøå âðåìÿ ìîæíî îêîí÷èòü ñðåäíþþ øêîëó è íå ðåøèòü, â
äåéñòâèòåëüíîñòè, íè îäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è. Äàþòñÿ øàá-
ëîíû, ïðèìåðû, ïîäðàæàÿ êîòîðûì äåòè è ñïðàâëÿþòñÿ ñî ñâîèìè
øêîëüíûìè îáÿçàííîñòÿìè.

1Âåðîÿòíî, â óòðà÷åííîì íà÷àëüíîì ôðàãìåíòå ëåêöèè Ðîõëèí ãîâîðèë î
çëîâðåäíîñòè îáùåïðèíÿòûõ ïðèíöèïîâ ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè.
Ê ñîæàëåíèþ, ñîõðàíèëîñü ëèøü êðèòèêà ïðèíöèïà, ñîãëàñíî êîòîðîìó êàæ-
äîå ïðàâèëî íàäëåæèò, íåìåäëåííî ïîñëå åãî ôîðìóëèðîâêè, èëëþñòðèðîâàòü
ïðèìåðàìè åãî èñïîëüçîâàíèÿ. - Ïðèìå÷àíèå Î.ß.Âèðî
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Êîãäà íà ïåðâîì êóðñå ñòóäåíòàì, äà è ÷àñòî íå òîëüêî íà ïåðâîì
êóðñå, íà óïðàæíåíèÿõ ïðåäëàãàþòñÿ çàäà÷è, ïîíàáëþäàéòå � ÷òî
äåëàþò ñòóäåíòû. Íó, êîíå÷íî, ÿ íå ãîâîðþ î ñòóäåíòàõ ìàòìåõà.

Ó ìåíÿ äðóãîé ïðåäìåò � ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòèêè íåìàòåìà-
òèêàì. Íî ó ìåíÿ òàêîé îïûò, ÷òî â ãðóïïå ñòóäåí÷åñêîé, íåìàòåìà-
òè÷åñêîé, ïðåäëîæåííûå çàäà÷è ðåøàþò 2�3 ÷åëîâåêà. Îñòàëüíûå
ñèäÿò è æäóò. Îíè, ñîáñòâåííî, íå çíàþò, ÷åãî îò íèõ õîòÿò. Îíè
æäóò, ÷òî çàäà÷à áóäåò ðåøåíà íà äîñêå, èëè ÷òî èì ñêàæóò, êàê
ðåøàòü òàêèå çàäà÷è. Îíè íå ïðîÿâëÿþò èíèöèàòèâû, èì âîîáùå
ñîâåðøåííî íåïðèâû÷íà ñàìà ïîñòàíîâêà âîïðîñà.

Âåäü åñëè Âû ñêàæåòå ýòèì ìîëîäûì ëþäÿì, ÷òî îíè äîëæíû
ïîéòè â ìàãàçèí è â àïòåêó, è ÷òî ïåðåðûâ â àïòåêå òîãäà-òî, à â
ìàãàçèíå òîãäà-òî, îíè ïðåêðàñíî ñïðàâÿòñÿ ñ ýòîé çàäà÷åé. Îíè
âûáåðóò ïðàâèëüíûé ïîðÿäîê ïîñåùåíèÿ ìàãàçèíà è àïòåêè è íå
ïîéäóò â àïòåêó âî âðåìÿ ïåðåðûâà. Íó, êîíå÷íî, âñÿêèå áûâàþò
ñëó÷àè. (Îæèâëåíèå)

Çàäà÷è, êîòîðûå èì ïðåäëàãàþòñÿ íà çàíÿòèÿõ, ãîðàçäî ïðîùå
ýòîé çàäà÷è, î êîòîðîé ÿ ñåé÷àñ ãîâîðþ, íàñ÷åò àïòåêè è ìàãàçè-
íà. Îäíàêî äåòÿì è â ãîëîâó íå ïðèõîäèò ïðèíèìàòüñÿ çà ðåøåíèå
ýòèõ çàäà÷. È äåòÿì, è òàêèì äåòÿì, êîòîðûì óæå 17�18 ëåò. Âîò
ýòî óäèâèòåëüíîå ÿâëåíèå, êîíå÷íî æå, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñàìîãî
ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè.

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì, óäèâèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ îáùèé óðîâåíü
ïîçíàíèé â îáëàñòè òî÷íûõ íàóê, íå òîëüêî ìàòåìàòèêè, ñðåäè
âçðîñëîãî íàñåëåíèÿ, ñðåäè ëþäåé, êîòîðûå äàâíî óæå íå ó÷àòñÿ,
ïî êðàéíåé ìåðå, â øêîëå èëè â ÂÓÇå, è ñ÷èòàþòñÿ ëþäüìè îáðà-
çîâàííûìè.

Åñëè Âû âîçüìåòå ïèñàòåëåé, ìóçûêàíòîâ, àêòåðîâ, ðåæèññåðîâ,
î÷åíü ìíîãèõ âðà÷åé (åñòåñòâåííî, ÿ óæå íå ãîâîðþ î äðóãèõ ïðåä-
ñòàâèòåëÿõ ãóìàíèòàðíûõ ñïåöèàëüíîñòåé), Âû îáíàðóæèòå ñîâåð-
øåííî óäèâèòåëüíûå âåùè.

Îíè ñ ãîðäîñòüþ ãîâîðÿò è ïèøóò, ÷òî îíè íå ñèëüíû â ìàòåìàòè-
êå èëè ôèçèêå. Îíè ðàññêàçûâàþò îá ýòîì ñ íåêîòîðîé óñìåøêîé,
è, â îáùåì, íå äåëàþò áîëüøîãî ðàçëè÷èÿ. Ïîçâîëüòå ìíå òàêîé
íåñêîëüêî óòðèðîâàííûé îáîðîò ðå÷è: äëÿ íèõ âñ¼ ýòî êàêàÿ-òî òà-
êàÿ îáëàñòü òåõíèêè, ôèçèêè . . .� â îáùåì, ÷òî-òî òàêîå íå î÷åíü
âûñîêîå, íå î÷åíü äîñòîéíîå óâàæåíèÿ, íî, âî âñÿêîì ñëó÷àå, íå÷òî
òàêîå, ÷òî äîëæíî èì ñëóæèòü.

Ñ âðà÷àìè, êîíå÷íî, äåëî ïîñòåïåííî ìåíÿåòñÿ. Ñåé÷àñ ïðåïîäà-
þò ìàòåìàòèêó è ôèëîñîôàì, è ïðåäñòàâèòåëÿì äðóãèõ ãóìàíèòàð-
íûõ ñïåöèàëüíîñòåé. Ïðåïîäàþò âñ¼ ïî òîìó æå ñàìîìó øàáëîíó,
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ñîâåðøåííî íå äîáèâàÿñü êàêîãî áû òî íè áûëî ïîíèìàíèÿ èëè ïðî-
íèêíîâåíèÿ â ïðåäìåò.

Åñëè Âû âíèìàòåëüíî ïî÷èòàåòå èíòåðåñíûå, èíîé ðàç, ñòàòüè
ïðåäñòàâèòåëåé ãóìàíèòàðíûõ ñïåöèàëüíîñòåé, Âû çàìåòèòå, ÷òî
îíè î÷åíü ëþáÿò ïîëüçîâàòüñÿ îáîðîòàìè ðå÷è, çàèìñòâîâàííûìè
èç ôèçèêè è ìàòåìàòèêè. Ýòî ìîäíî, ñîâðåìåííî, íî áîæå ìîé,
÷òî îíè ïèøóò! Ïîðàçèòåëüíî, ÷òî îíè íå î÷åíü ïðåäñòàâëÿþò ñå-
áå, ÷òî òàêîå ìíîæèòåëü è äåëèòåëü, ÷òî òàêîå ñòåïåíü, ÷òî òàêîå
îòðèöàòåëüíîå è ïîëîæèòåëüíîå. Èç òåêñòîâ, êîòîðûå ïîïàäàþò-
ñÿ â ãàçåòàõ è æóðíàëàõ, îò÷¼òëèâî âèäíî, ÷òî îíè âñ¼ ýòî ó÷èëè.
Íàïðèìåð, êàêàÿ-òî èäåÿ òàêàÿ, ÷òî îòðèöàòåëüíîå èìååò êàêîå-
òî îòíîøåíèå ê äåëåíèþ, ê ñòåïåíè . . . Íó, íàïðèìåð, òàêàÿ ôðàçà,
÷òî íå÷òî îòðèöàòåëüíî è ïîòîìó ýòî íå íîëü, à áåñêîíå÷íîñòü ?!
(Ñìåõ )

ß íå ïðåóâåëè÷èâàþ, ÿ ìîã áû ïðèâåñòè íåñêîëüêî ìåñò, ãäå ýòî
ìîæíî ïðî÷èòàòü. Ýòî âñ¼ íàïèñàíî èçâåñòíûìè ëþäüìè ñ ãðîìêè-
ìè èìåíàìè. Íàïèñàíî â ãàçåòàõ. ×òî-òî îíè çàïîìíèëè èç êóðñà
íà÷àëüíîé øêîëû è òàê ïî÷åìó-òî äóìàþò, ÷òî îíè çàïîìíèëè ïðà-
âèëüíî.

×òî æå ñî âñåì ýòèì äåëàòü? Íó, ýòî òðóäíûé âîïðîñ.
ß íå âåðþ â òî, ÷òî ïðîáëåìó ñîîòâåòñòâóþùóþ, òî åñòü ïðîáëåìó

ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ îáðàçîâàíèÿ � îáùåãî, ìàññîâîãî � â îáëàñòè
òî÷íûõ íàóê (è ìàòåìàòèêè, â ÷àñòíîñòè), ÿ íå âåðþ, ÷òî ýòó çà-
äà÷ó ìîæíî ðåøèòü áûñòðî. Ýòî òðóäíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ òðåáóåò
îãðîìíûõ óñèëèé è âðåìåíè.

Âîçíèêàåò åù¼ îäèí âîïðîñ. À ìîæíî ëè è íóæíî ëè ýòó çàäà÷ó
ðåøàòü? Äî ñèõ ïîð âñå îáðàçîâàííûå îáùåñòâà, äî íåäàâíåãî âðå-
ìåíè, áûëè îáðàçîâàííûìè ãóìàíèòàðíî. Åù¼ â èñòîðèè íå áûëî
îáùåñòâà ÷åëîâå÷åñêîãî, êîòîðîå áûëî áû ìàññîâûì îáðàçîì îáðà-
çîâàíî â îáëàñòè òî÷íûõ íàóê.

Êëàññè÷åñêîå îáðàçîâàíèå áûëî â ñâîå âðåìÿ ÷ðåçâû÷àéíî ðàñ-
ïðîñòðàíåííûì â îáðàçîâàííûõ ñëîÿõ îáùåñòâà. Íî òî÷íûå íàóêè
íå áûëè äîñòîÿíèåì îáðàçîâàííîé ÷àñòè îáùåñòâà ñêîëüêî-íèáóäü
ñåðü¼çíûì îáðàçîì íèêîãäà.

Ìíîãèå ñîâðåìåííûå ðàçâèâàþùèåñÿ ñòðàíû èìåþò áîëüøóþ èñ-
òîðèþ, óõîäÿùóþ â ãëóáü âåêîâ è äàæå òûñÿ÷åëåòèé. Ìíîãèå èç íèõ
èìåþò ñâîþ èíòåëëèãåíöèþ, íî ýòî èíòåëëèãåíöèÿ îïÿòü æå ãóìà-
íèòàðíàÿ. ×ðåçâû÷àéíî îõîòíî èçó÷àþò îíè ãóìàíèòàðíûå íàóêè,
íî íå î÷åíü îõîòíî òî÷íûå íàóêè. Íå î÷åíü îõîòíî è íå î÷åíü óñïåø-
íî.
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Çàêàí÷èâàÿ ýòè ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ, ÿ õî÷ó ñêàçàòü, ÷òî
íà ñàìîì äåëå íèêòî íå çíàåò, íó è ÿ, êîíå÷íî, íå çíàþ, ê ÷åìó ïðè-
âåëî áû, åñëè áû ýòî áûëî âîçìîæíî, ìàññîâîå ñåðü¼çíîå îáó÷åíèå
ìàòåìàòèêå è òî÷íûì íàóêàì, � óëó÷øèëî áû ýòî ïîëîæåíèå, èëè
óõóäøèëî, ÷òî óëó÷øèëîñü áû, ÷òî óõóäøèëîñü. ß ýòîãî íå çíàþ,
êàê íå çíàåò íèêòî. Òàêîãî îïûòà íåò. Òåì íå ìåíåå ìû ïî÷åìó-òî
ê ýòîé öåëè ñòðåìèìñÿ. Ìû ñòàðàåìñÿ. Êàê-òî ìû èíòóèòèâíî ÷óâ-
ñòâóåì, ÷òî ýòî áóäåò õîðîøî, åñëè íàøè äåòè è âíóêè áóäóò ïðè-
îáùåíû ê ëîãè÷åñêîé êóëüòóðå, ê ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðå, áóäóò
ëó÷øå ïîíèìàòü òî÷íûå íàóêè.

Î÷åíü ìîæåò áûòü, ÷òî ýòî ïðèâåäåò ê íåâèäàííîìó ïåðåâîðîòó,
ê íåâèäàííûì ðåçóëüòàòàì, � êòî çíàåò, ÿ íå çíàþ. Íî, òàê èëè
èíà÷å, äî ýòîãî äàëåêî.

Îáðàùàÿñü ê áîëåå óçêîìó ïðåäìåòó ñâîåé ëåêöèè, ÿ äîëæåí ñêà-
çàòü, ÷òî îáó÷åíèå ìàòåìàòèêå ìàòåìàòèêîâ � äåëî áåñêîíå÷íî áî-
ëåå ë¼ãêîå, ÷åì îáó÷åíèå ìàòåìàòèêå íåìàòåìàòèêîâ.

Â êîíöå êîíöîâ, ñ áóäóùèìè ìàòåìàòèêàìè ìû ðàçãîâàðèâàåì
÷åñòíî. Âîò åñòü íàóêà, è ýòîé íàóêå, êîòîðóþ çíàåì ìû, ìû ñòàðà-
åìñÿ îáó÷èòü áóäóùèõ ìàòåìàòèêîâ. Êàê áû ìû íè áûëè èñêóñíû
èëè íåèñêóñíû â äåëå ÷òåíèÿ ëåêöèé è âåäåíèÿ óïðàæíåíèé, ìû,
çíàÿ ïðåäìåò, ñïîñîáíû èíòåðåñóþùèìñÿ ëþäÿì ñâîè çíàíèÿ ïåðå-
äàòü. Íî êàê áûòü ñ òåìè, êîòîðûå íå èíòåðåñóþòñÿ è äóìàþò, ÷òî
íå ñïîñîáíû, èëè ãîâîðÿò.

Î÷åíü ÷àñòî ýòî ãîâîðÿò ëþäè, êîòîðûå ïðîñòî ïîãðÿçëè, òàê ñêà-
çàòü, ñ äåòñòâà, â èíòåëëåêòóàëüíîé ëåíè. Ýòà èíòåëëåêòóàëüíàÿ
ëåíü � ÷ðåçâû÷àéíî ðàñïðîñòðàíåííîå ÿâëåíèå, è, èíîé ðàç, ýòî
óäàåòñÿ áûñòðî âûÿñíèòü. Ïîãîâîðèâ íåäîëãî ñ ÷åëîâåêîì, óòâåð-
æäàþùèì, ÷òî ó íåãî íåò íèêàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé,
÷òî îí áåñêîíå÷íî äàëåê îò âñåãî ýòîãî, îáíàðóæèâàåøü, ÷òî îí
ïðåêðàñíî ïîíÿë âñ¼, ÷òî Âû åìó ñêàçàëè.

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î ñïîñîáíîñòÿõ â ýòîé îáëàñòè � ñëîæíûé
âîïðîñ, è íå íàäî óæ òàê ïðÿìî è ïðîñòî äîâåðÿòü ëþäÿì, êîòîðûå
ãîâîðÿò, ÷òî âîò ó íèõ íåò ñêëîííîñòè ê ýòèì îáëàñòÿì, ó íèõ,
âèäèòå ëè, ãóìàíèòàðíûé èíòåðåñ.

Îáðàùàÿñü ñîáñòâåííî ê ïðåïîäàâàíèþ ìàòåìàòèêè íåìàòåìàòè-
êàì, ÿ äîëæåí, ïðåæäå âñåãî, îáúÿñíèòü, êîãî ÿ íàçûâàþ íåìàòå-
ìàòèêîì. Íó, áåñïîëåçíî îáñóæäàòü ýòîò âîïðîñ âîîáùå. ß ïðîñòî
ñêàæó, êîãî ÿ èìåþ â âèäó âîò ñåé÷àñ, ãîâîðÿ îá ýòîì ïðåäìåòå. ß
èìåþ â âèäó îáó÷åíèå ìàòåìàòèêå ëþäåé, êîòîðûå íå ñîáèðàþòñÿ
ìàòåìàòèêîé çàíèìàòüñÿ, êîòîðûå èçó÷àþò å¼ ëèáî äëÿ ïðèêëàä-
íûõ öåëåé, ëèáî ïîòîìó, ÷òî ïðîÿâëÿþò ê íåé íåïðîôåññèîíàëüíûé
èíòåðåñ.
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Íó, èíòåðåñ ýòîò, êîíå÷íî, îáëåã÷àåò êàê-òî çàäà÷ó ïðåïîäàâàòå-
ëÿ. Î÷åíü ÷àñòî ýòîãî èíòåðåñà íåò, à åñòü îòâðàùåíèå. Ñêîëüêî
óãîäíî èìååòñÿ ñåé÷àñ êàòåãîðèé îáó÷àþùèõñÿ, êîòîðûå îáÿçàíû
÷òî-òî ó÷èòü â îáëàñòè òî÷íûõ íàóê, íî íå ïðîÿâëÿþò ê ýòîìó
èíòåðåñà. Òåì íå ìåíåå, îíè äîëæíû ñäàâàòü ýêçàìåíû è ïðî÷åå.
Êàê áûòü ñ ýòèìè ëþäüìè? Êàê áûòü ñ ëþäüìè, êîòîðûå ïðîÿâëÿ-
þò èíòåðåñ ê ìàòåìàòèêå, íî îáó÷àþòñÿ ïî ïðîãðàììàì, ïî êîòî-
ðûì íàó÷èòüñÿ íåëüçÿ? Èìååòñÿ ìíîãî ïðîãðàìì ìàòåìàòè÷åñêèõ
äëÿ ñòóäåíòîâ ÂÒÓÇîâ2 ñàìîãî ðàçíîãî ñîäåðæàíèÿ, ñàìîãî ðàçíî-
ãî îáúåìà.

Îäíàêî ÷àñòî è ïðîãðàììû, è ñîîòâåòñòâóþùèå ó÷åáíèêè íå ÿâ-
ëÿþòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûìè, à ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîñòî èñïîð÷åí-
íûå êóðñû, ïî êîòîðûì ãîòîâÿò ìàòåìàòèêîâ. Âñ¼ òîò æå ïîðÿäîê
èçëîæåíèÿ, âñ¼ òå æå ïðåäåëû, òà æå ïðîèçâîäíàÿ, òîò æå èíòåãðàë,
òå æå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà, è òàê äàëåå, è òîìó ïîäîáíîå.

Èçëîæåíèå âåäåòñÿ â òîì æå ïîðÿäêå, íî ìåíåå ïîíÿòíî. Íåò íàä-
ëåæàùèõ äîêàçàòåëüñòâ, êîòîðûå ïîçâîëèëè áû ïîíÿòü ñóòü äåëà.
Íåò ëèòåðàòóðíîãî òàëàíòà ó àâòîðîâ ó÷åáíèêîâ. Âñ¼ ýòî ñêó÷íî,
íåïîíÿòíî. Õîðîøî, åñëè ëåêòîð ñìîæåò çàèíòåðåñîâàòü ñòóäåíòîâ
è ÷òî-òî èì îáúÿñíèòü, òàê ñêàçàòü, çà ðàìêàìè íàïèñàííîãî.

Ýòî ïîëîæåíèå âåùåé ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî ìàññîâûì, è íå òîëü-
êî â íàøåé ñòðàíå îíî òàêîâî, êàê ÿ ãîâîðèë. Ýòî ÿâëåíèå âïîëíå
ìåæäóíàðîäíîå. È, êàê ìíå êàæåòñÿ, ñóòü äåëà çäåñü â ñëåäóþùåì.
Ïî-âèäèìîìó, âûñøèå òåõíè÷åñêèå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ, ïåäàãîãè-
÷åñêèå èíñòèòóòû è ñðåäíèå øêîëû òðåáóþò ñîâåðøåííî îñîáûõ
êóðñîâ ìàòåìàòèêè. Äëÿ êàæäîé êàòåãîðèè îáó÷àþùèõñÿ, � äîñòà-
òî÷íî áîëüøîé, êîíå÷íî, � íóæåí, ïî-âèäèìîìó, ñâîé êóðñ. È âîâñå
íå òîò, ïî êîòîðîìó ó÷àò ìàòåìàòèêå ìàòåìàòèêîâ.

Ãëàâíûé äåôåêò ýòèõ êóðñîâ, ãëàâíàÿ ïðè÷èíà èõ íåóñïåõîâ, êàê
ìíå êàæåòñÿ, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íèêòî èç êðóïíûõ ìàòå-
ìàòèêîâ íèêîãäà íå çàíèìàëñÿ ñîñòàâëåíèåì êóðñà ìàòåìàòèêè äëÿ
íåìàòåìàòèêîâ. Íó, ÿ ãîâîðþ ñåé÷àñ óæå íå î ñðåäíåé øêîëå, à î
âûñøåé è èìåþ â âèäó ñëåäóþùåå.

Âîò îáû÷íî, ïåðåä òåì, êàê èçëàãàòü äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòå-
ãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå, ñòóäåíòàì ïðåïîäàþò òåîðèþ ïðåäåëîâ. Òå-
ïåðü è â øêîëå òî æå ñàìîå, â ñðåäíåé øêîëå. Òàì òîæå ïðåïîäàþò
ïðåäåëû. Ìåæäó òåì, è ýòî ÿðêèé ïðèìåð èìåþùåãîñÿ ïîëîæåíèÿ
âåùåé, ïðåäåëû - ýòî ñàìàÿ òðóäíàÿ ÷àñòü êóðñà äëÿ ïîíèìàíèÿ
è, ÷òî ñàìîå èíòåðåñíîå, � ñîâåðøåííî íåíóæíàÿ. È äèôôåðåí-
öèàëüíîå èñ÷èñëåíèå, è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå, è, âîîáùå, âñþ

2Àáðåâèàòóðà ÂÒÓÇ îçíà÷àåò âûñøåå òåõíè÷åñêîå ó÷åáíîå çàâåäåíèå.
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êëàññè÷åñêóþ ìàòåìàòèêó, ÿ óæå íå ãîâîðþ î ìàòåìàòèêå êîíå÷-
íîé, ïðåêðàñíî ìîæíî èçëîæèòü áåç ïðåäåëîâ. Áîëåå òîãî, îíè òàì
ñîâåðøåííî íå íóæíû. Ýòî ñîâåðøåííî ÷óæåðîäíîå ÿâëåíèå, ÷óæå-
ðîäíûé ïðåäìåò, êîòîðûé áûë âíåñåí â ýòó îáëàñòü ëþäüìè, ñòðå-
ìèâøèìèñÿ îáîñíîâàòü àíàëèç.

Ìåæäó òåì, öåëü îáîñíîâàíèÿ âî ÂÒÓÇå, êîíå÷íî, íå äîñòèãàåò-
ñÿ, è äàæå íå ñòàâèòñÿ. Óæå èç ýòîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî ýòè êóðñû
ñîâåðøåííî íå ïðîäóìàíû è ïðîñòî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óõóäøåí-
íûå âàðèàíòû óíèâåðñèòåòñêèõ êóðñîâ.

Ñåé÷àñ ÿ îáúÿñíþ ñâîþ ìûñëü, îòíîñÿùóþñÿ ê ïðåäåëàì, ÷óòü
áîëåå ïîäðîáíî.

Âîò êîãäà ÿ ó÷èëñÿ â øêîëå (âîçìîæíî ýòî è ñåé÷àñ òàê), ìíå
îáúÿñíÿëè, ÷òî òàêîå ïëîùàäü êðóãà. Ìíå ãîâîðèëè, ÷òî ïëîùàäü
êðóãà � ýòî ïðåäåë íåêèé, è ïîòîì ÷òî-òî ïèñàëè, ãîâîðèëè, è ïîëó-
÷àëè êàêóþ-òî ôîðìóëó äëÿ ïëîùàäè êðóãà. Òðóäíî áûëî ïîíÿòü,
÷òî òàì ðàññêàçûâàëè, à êîãäà ÿ ñòàë ìàòåìàòèêîì, òî ìíå ñòàëî
ñîâåðøåííî ÿñíî, ïî÷åìó ýòî áûëî òðóäíî ïîíÿòü � ïîòîìó ÷òî âñ¼
ýòî ñïëîøíîé âçäîð.

Íèêòî èç îáó÷àâøèõñÿ âìåñòå ñî ìíîþ íå ñîìíåâàëñÿ â òîì, ÷òî
îí çíàåò, ÷òî òàêîå ïëîùàäü êðóãà. Ñêîðåå íàì áûëî ñòðàííî, ÷òî
äëÿ êðóãà îïðåäåëÿåòñÿ ïëîùàäü, íî ïî÷åìó-òî îíà íå îïðåäåëÿ-
åòñÿ äëÿ äðóãèõ ôèãóð. Íàì áûëî ñòðàííî òî, ÷òî ïëîùàäü êðóãà,
êîòîðàÿ íàì ñîâåðøåííî ïîíÿòíà, îïðåäåëÿåòñÿ íàì ÷åðåç êàêèå-òî
ïðåäåëû, êîòîðûå íàì ñîâåðøåííî íåïîíÿòíû. Íàì áûëî ñòðàííî,
êîíå÷íî æå, (è âñåì äåòÿì ñòðàííî, êîòîðûå íåìíîæå÷êî îá ýòîì
ðàçìûøëÿëè), ÷òî êàêèå-òî òåîðåìû î ïðåäåëàõ íóæíû äëÿ òîãî,
÷òîáû óñòàíîâèòü êàêèå-òî ñîâñåì ÿñíûå è ïðîñòûå âåùè, â êîòî-
ðûõ ìû íå ñîìíåâàëèñü.

Íó, à äëÿ ÷åãî æå âîîáùå îïðåäåëÿòü ïëîùàäü êðóãà è äîêàçû-
âàòü , ÷òî îíà ðàâíà πR2? Ïî÷åìó íå îáúÿâèòü ïðîñòî, ÷òî ïëîùàäü
êðóãà åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, πR2, êàêàÿ ðàçíèöà? Ïî-âèäèìîìó,
ðàçíèöà â òîì, äåéñòâèòåëüíàÿ ñåðüåçíàÿ ðàçíèöà, ÷òî ïëîùàäüþ
îáëàäàåò íå îäèí êðóã, ÷òî ïëîùàäü � ýòî îáùåå ïîíÿòèå, ÷òî ïëî-
ùàäü îïðåäåëåíà äëÿ øèðîêîãî êëàññà ôèãóð, îíà îáëàäàåò âñåì
èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûìè è ïîëüçóþòñÿ è êîòîðûå äåëàþò
ïëîùàäü ïîíÿòèåì ïîëåçíûì.

Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå øêîëüíîãî êóðñà ê ïîíÿòèþ ïëîùàäè
áûëî òîãäà (à, ìîæåò áûòü, è ñåé÷àñ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îñòà¼òñÿ)
ñîâåðøåííî äèêèì.
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Íî òàêîâî æå è îòíîøåíèå ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè âî ÂÒÓÇå
è ê èíòåãðàëàì, è ê ïðîèçâîäíîé, è ê îáú¼ìó, è ê ìàññå, è ê ïëîò-
íîñòè, è ê çàðÿäó, è ê ìîìåíòó èíåðöèè è, âîîáùå, êî âñåì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì è ôèçè÷åñêèì âåëè÷èíàì òàêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
èëè èíòåãðàëüíîãî õàðàêòåðà.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷åëîâåêà, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ïðîôåññèîíàëü-
íûì ìàòåìàòèêîì, âåùè ýòè ñóùåñòâóþò, îíè íå òðåáóþò îïðåäå-
ëåíèÿ � îíè òðåáóþò âû÷èñëåíèÿ è îíè äîëæíû áûòü ãîòîâû äëÿ
ïðèìåíåíèé. Âîò òî, ÷òî íóæíî.

Òî÷êå çðåíèÿ, ñ êîòîðîé èõ íóæíî îïðåäåëÿòü, íå ìåñòî â òàêîì
ïðåïîäàâàíèè � ïî êðàéíåé ìåðå, ÷åëîâåêó, êîòîðûé íå ñîìíåâàåò-
ñÿ â ñóùåñòâîâàíèè ïëîùàäè ó âñåõ ôèãóð è â ñâîéñòâàõ ïëîùàäè,
òàêîìó ÷åëîâåêó íå íóæíî îïðåäåëÿòü ïëîùàäü. Íóæíî èçó÷àòü å¼
ñâîéñòâà, íóæíî íàó÷èòü åãî ýòó ïëîùàäü âû÷èñëÿòü.

Ñîâåðøåííî òî æå îòíîñèòñÿ è ê äðóãèì ìàòåìàòè÷åñêèì ïî-
íÿòèÿì. Íó âîò, âîçüìèòå Âû ïîíÿòèå èíòåãðàëà. ß õîòåë áû ïî
ýòîìó ïîâîäó çàäàòü îäèí âîïðîñ èñòîðè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Ñêà-
æèòå, Àðõèìåä âëàäåë ïîíÿòèåì èíòåãðàëà èëè íåò? Íà ýòîò ñ÷åò
ñóùåñòâóþò ðàçíûå ìíåíèÿ. Îäíè ãîâîðÿò: âëàäåë. Äðóãèå ãîâîðÿò:
íå âëàäåë. ß âûñêàæó ñâî¼ ñîáñòâåííîå ìíåíèå. ß äóìàþ, ÷òî Àð-
õèìåä, âåëè÷àéøèé ìàòåìàòèê, âîçìîæíî, âñåõ âðåìåí, íå âëàäåë
ïîíÿòèåì èíòåãðàëà. È âîò ïî÷åìó ÿ òàê äóìàþ.

Àðõèìåä ìíîãîêðàòíî, è ìíîãèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè âû÷èñ-
ëÿë èíòåãðàë îò x2 ìåæäó íóëåì è åäèíèöåé. Îí âû÷èñëÿë åãî,
êîãäà çàíèìàëñÿ ïëîùàäüþ ó÷àñòêà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîãî îò-
ðåçêàìè ïðÿìûõ è äóãîé ïàðàáîëû. Îí âû÷èñëÿë ýòîò èíòåãðàë,
êîãäà âû÷èñëÿë îáú¼ì øàðà, è âî ìíîãèõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ. Êàæäûé
ðàç îí óïîòðåáëÿë îñîáûå ïðèåìû, î÷åíü îñòðîóìíûå, ãåíèàëüíûå.
Íî, ïî-âèäèìîìó, îí íå çíàë, ÷òî ýòî âñ¼ îäíî è òî æå. Îí, íàâåðíîå,
÷óâñòâîâàë.

Ïðè÷èíà ýòîãî ñîâåðøåííî ïîíÿòíà. Ãðåêè íå âëàäåëè ïîíÿòèåì
äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà. Îáú¼ì è ïëîùàäü áûëè äëÿ íèõ ñîâåðøåí-
íî ðàçíûìè ñóùíîñòÿìè, ãåîìåòðè÷åñêèìè ñóùíîñòÿìè, êîòîðûå
îíè íå ñðàâíèâàëè. Íàïðèìåð, x2 + x, òàêîå âûðàæåíèå, êîòîðîå
ìîæíî íàïèñàòü, âûçâàëî áû ó íåãî ïðîòåñò. Îí áû ñêàçàë, ÷òî x è
x2 íèêàê íå âîçìîæíî ñêëàäûâàòü. Ýòî âñå ðàâíî, ÷òî ñêëàäûâàòü
ëèíèè ñ ïëîñêèìè ôèãóðàìè. À ìû ñêëàäûâàåì. Ó íàñ åñòü ÷èñ-
ëà. È âîò ÷èñëîâûì ïîíÿòèåì èíòåãðàëà Àðõèìåä, ïî-âèäèìîìó,
íå âëàäåë. Åñëè áû îí èì âëàäåë, òî îí, âíå âñÿêîãî ñîìíåíèÿ, íå
âû÷èñëÿë áû îäèí è òîò æå èíòåãðàë ìíîãî ðàç.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Àðõèìåä îñòàâèë íàì ìåòîä èñ÷åðïûâàíèÿ,
êîòîðûé, ïî-âèäèìîìó, êàê íåëüçÿ áîëåå ïîäõîäèò äëÿ ïðåïîäàâà-
íèÿ ìàòåìàòèêè íåìàòåìàòèêàì. Â ñèëó ýòîãî ìåòîäà, âìåñòî âñåé
òåîðèè ïðåäåëîâ, íóæåí îäèí åäèíñòâåííûé ôàêò. ß åãî ñôîðìóëè-
ðóþ. Ôàêò ýòîò î÷åíü íåñëîæåí. Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè íåîò-
ðèöàòåëüíîå ÷èñëî ìåíüøå ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà, òî ýòî
íóëü. Ïîâòîðÿþ, åñëè íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ìåíüøå ëþáîãî ïîëî-
æèòåëüíîãî ÷èñëà, òî ýòî íóëü.

Ôàêò ýòîò, êîíå÷íî, íåòðóäíî äîêàçàòü. Íî, ìîæåò áûòü, åãî íå
íóæíî è äîêàçûâàòü. Ïîñëå òîãî, êàê Âû çíàêîìû ñ ýòèì ôàê-
òîì, âû ìîæåòå íà åãî îñíîâå äîêàçûâàòü âñå ðàâåíñòâà, êîòîðûå
âñòðå÷àþòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíîì è èíòåãðàëüíîì èñ÷èñëåíèè è
èõ ïðèìåíåíèÿõ è, âîîáùå, âî âñ¼ì àíàëèçå, � ïðè óñëîâèè, ÷òî Âû
íå çàíèìàåòåñü òåîðåìàìè ñóùåñòâîâàíèÿ.

Âû íå äîêàçûâàåòå ñóùåñòâîâàíèÿ. Èìåííî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñóùåñòâîâàíèÿ è ñóùåñòâóåò òåîðèÿ ïðåäåëîâ.

Åñëè Âàì íå íóæíî äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå ïëîùàäè, òî òåî-
ðèÿ ïðåäåëîâ íå íóæíà â ýòîì âîïðîñå. Åñëè Âàì íå íóæíî äîêàçû-
âàòü ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà, òî òåîðèÿ ïðåäåëîâ íå íóæíà � è
òàê äàëåå. Åñëè Âàì íóæíî òîëüêî âû÷èñëÿòü, òî Âû ìîæåòå îáîé-
òèñü áåç òåîðèè ïðåäåëîâ. Ýòî ñðàçó äåëàåò äèôôåðåíöèàëüíîå è
èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå áåñêîíå÷íî áîëåå ïðîñòûì.

[ ÏÅÐÅÐÛÂ]
ß ãîâîðèë î òåîðèè ïðåäåëîâ. Ïî÷åìó îíà, ýòà òåîðèÿ, âûçûâàåò

ó ìåíÿ òàêîå æåëàíèå ñòîëü êðóòî ñ íåé ðàñïðàâèòüñÿ, èçãíàòü å¼
èç êóðñà ìàòåìàòèêè äëÿ íåìàòåìàòèêîâ?

ß íå õî÷ó ñêàçàòü, ÷òî å¼, íà ñàìîì äåëå, íåîáõîäèìî îòî âñþäó
èçãíàòü, íåò. ß õî÷ó ñêàçàòü òîëüêî ñëåäóþùåå. Òåîðèÿ ïðåäåëîâ
â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñëóæèò íå ñðåäñòâîì ââåñòè îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
àíàëèçà, à î÷åíü âûñîêèì è òðóäíî ïðåîäîëèìûì ïîðîãîì, ÷åðåç
êîòîðûé íóæíî ïåðåáðàòüñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷òî-íèáóäü ïîíÿòü. È
ïîðîã ýòîò � ñîâåðøåííî ëèøíèé! Îí, êàê ïðàâèëî, íåïðåîäîëèì
äëÿ ñòóäåíòîâ - íåìàòåìàòèêîâ è ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî ëèøíèì.

Ïîçâîëüòå ÿ ïðèâåäó ïðèìåð, êîòîðûé ýòî ïðîäåìîíñòðèðóåò. ß â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîã áû âçÿòü äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå èëè
èíòåãðàëüíîå. ß âîçüìó áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé, èëè, ëó÷øå ñêàçàòü,
ïðåäìåò, î êîòîðîì áûñòðåå ìîæíî ðàññêàçàòü � èíòåãðàëüíîå èñ-
÷èñëåíèå.

Âû äîëæíû îáúÿñíèòü íà÷èíàþùèì, ÷òî òàêîå èíòåãðàë. Êîíå÷-
íî, Âû ìîæåòå íà÷àòü, è ýòî, âåðîÿòíî, ïðàâèëüíî, ïðîñòî ñ ïëî-
ùàäè, êàê ýòî îáû÷íî äåëàþò.
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À ÷òî ìåøàåò Âàì îáúÿâèòü èíòåãðàëîì ïðîñòî ýòó ïëîùàäü?
Âåäü íèêòî íå ñîìíåâàåòñÿ èç Âàøèõ ñëóøàòåëåé â ñóùåñòâîâà-
íèè ýòîé ïëîùàäè. Âàì ïðèøëîñü áû ïîòðàòèòü ìíîãî âðåìåíè íà
òî, ÷òîáû çàñòàâèòü Âàøèõ ñëóøàòåëåé â ýòîì ñóùåñòâîâàíèè óñî-
ìíèòüñÿ.

Êîíå÷íî, èìåÿ â ñâî¼ì ðàñïîðÿæåíèè ïëîùàäü, Âû î÷åíü ëåãêî
ìîæåòå ïîñòðîèòü èíòåãðàëüíûå ñóììû. Âû ñêàæåòå ñâîèì ñëóøà-
òåëÿì, ÷òî ó ïëîùàäè èìåþòñÿ îáùåèçâåñòíûå ñâîéñòâà. ß Âàì èõ
íàçîâó.

• Åñëè îäíà ôèãóðà ñîäåðæèòñÿ â äðóãîé, òî ïëîùàäü ïåðâîé
ôèãóðû íå ïðåâîñõîäèò ïëîùàäè âòîðîé. Òðóäíî íå ñîãëà-
ñèòüñÿ ñ ýòèì, è âñå ñ Âàìè ñîãëàñÿòñÿ.

• Âû ìîæåòå ñêàçàòü, ÷òî åñëè Âû ñêëàäûâàåòå, ñîñòàâëÿåòå,
äâå ôèãóðû áåç îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê, òî èõ ïëîùàäè
ñêëàäûâàþòñÿ, è ñ ýòèì ñîãëàñÿòñÿ.

• Âû ñêàæåòå, ÷òî ïëîùàäü íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ôèãóðà ïåðåìå-
ùàåòñÿ êàê òâ¼ðäîå òåëî ïî ïëîñêîñòè. È ñ ýòèì ñîãëàñÿòñÿ.

• È íàêîíåö, Âû ñêàæåòå, ÷òî ïëîùàäü åäèíè÷íîãî êâàäðàòà
ðàâíà åäèíèöå.

Ýòè ÷åòûðå ñâîéñòâà, êàê õîðîøî èçâåñòíî, îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿþò ïëîùàäü íà øèðîêîì êëàññå ôèãóð. Íà êëàññå âñåõ êâàäðè-
ðóåìûõ ôèãóð.3

Ýòè æå ñâîéñòâà, â ÷óòü-÷óòü èçìåí¼ííîì âèäå, îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿþò èíòåãðàë íà øèðîêîì êëàññå ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, Âû
ìîæåòå, íà÷àâ ñ ïëîùàäè, îïðåäåëèòü èíòåãðàë åãî ñâîéñòâàìè, â
êîòîðûõ íèêòî íå ñîìíåâàåòñÿ, ïîñêîëüêó ðå÷ü èä¼ò î ïëîùàäè.

Â äàëüíåéøåì Âû çàìå÷àåòå, ÷òî åñëè Âû ïîñòðîèòå äëÿ òàê
íàçûâàåìîé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ãðà-
ôèêîì ôóíêöèè, íèæíèå è âåðõíèå Ðèìàíîâñêèå ñóììû (à åñëè
õîòèòå, è Ëåáåãîâñêèå ñóììû � íèêàêîé ðàçíèöû!), òî èíòåðåñóþ-
ùàÿ Âàñ ïëîùàäü áóäåò çàêëþ÷åíà ìåæäó ýòèìè äâóìÿ âñïîìîãà-
òåëüíûìè ïëîùàäÿìè. Ýòî ïðÿìî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ÿ ñêàçàë. Âû
ïèøèòå òî ñàìîå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå îáû÷íî ïèøóò â êóðñàõ èí-
òåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ: íèæíÿÿ ñóììà íå ïðåâîñõîäèò èíòåãðàëà,
à èíòåãðàë íå ïðåâîñõîäèò âåðõíåé ñóììû. Îäíèì ñëîâîì, èíòåãðàë
åñòü òî åäèíñòâåííîå ÷èñëî, êîòîðîå çàêëþ÷åíî ìåæäó íèæíèìè è
âåðõíèìè ñóììàìè.

Âñ¼ ýòî íà ÿçûêå ïëîùàäåé, âïîëíå î÷åâèäíî, íå âûçûâàåò íèêà-
êîãî ñîìíåíèÿ, ëåãêî óñâàèâàåòñÿ. Âìåñòå ñ òåì, äà¼ò Âàì ñïîñîá

3Ñì. ñòàòüþ Â.À.Ðîõëèíà Ïëîùàäü è îáú¼ì â êíèãå �Ýíöèêëîïåäèÿ ýëåìåí-
òàðíîé ìàòåìàòèêè, êíèãà ïÿòàÿ � Ãåîìåòðèÿ� ñ. 7�89. Èçä. �Íàóêà� 1966.
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âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäåé. Íè î êàêèõ ïðåäåëàõ íåò ðå÷è. Åñëè Âàì
íóæíî äîêàçàòü ðàâåíñòâî êàêîå-íèáóäü � ìåæäó äâóìÿ èíòåãðà-
ëàìè èëè ðàâåíñòâî êàêîãî-íèáóäü ÷èñëà êàêîìó-íèáóäü èíòåãðàëó
� òî ïðîñòî çàìå÷àåòå, ÷òî îáà ÷èñëà, ðàâåíñòâî êîòîðûõ Âû õî-
òèòå äîêàçàòü, çàêëþ÷åíû ìåæäó íèæíèìè ñóììàìè, ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, è âåðõíèìè ñóììàìè, ñ äðóãîé ñòîðîíû. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè
ðàâíû, ïîòîìó ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó òåìè è äðóãèìè, ïðè íàäëåæà-
ùåì âûáîðå ïîäðàçäåëåíèÿ, ìîæåò áûòü ñäåëàíà ìåíüøåé ëþáîãî
ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà. À îíà íåîòðèöàòåëüíà. Çíà÷èò ýòî íîëü.

Âîïðîñ î òîì, êàê ýòî òåõíè÷åñêè îñóùåñòâëÿåòñÿ â êàæäîì îò-
äåëüíîì ñëó÷àå, íå âîçíèêàåò. Âñÿ ýòà òåõíèêà èìååòñÿ. Îíà ïî-
äðîáíî îïèñàíà âî âñåõ îáû÷íûõ êóðñàõ, òîëüêî òàì âñ¼ ïîñòàâëåíî
ñ íîã íà ãîëîâó.

Ñîâåðøåííî òàê æå Âû ìîæåòå îïðåäåëèòü è ïðîèçâîäíóþ íåñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè. Êîíå÷íî, áóäåò ëó÷øå, åñëè Âû íà÷í¼òå ñ íàãëÿä-
íîãî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé. Íàïðèìåð, ñ êàñàòåëüíîé èëè ñî ñêîðî-
ñòè, êàê ýòî îáû÷íî äåëàþò. Íî íèêàêîé íóæäû â òåîðèè ïðåäåëîâ
çäåñü íåò. Ýòî íå çíà÷èò, ÷òî Âû íå ñìîæåòå ïîçæå, êîãäà Âû ïîæå-
ëàåòå èëè åñëè ïðîãðàììà ýòîãî äåéñòâèòåëüíî ðàçóìíûì îáðàçîì
òðåáóåò è ëèöà, êîòîðûõ Âû îáó÷àåòå, äîëæíû äåéñòâèòåëüíî ïî-
çíàêîìèòüñÿ ñ ïîíÿòèåì ïðåäåëà, ýòî íå çíà÷èò, ÷òî Âû íå ìîæåòå
ïîòîì îáúÿñíèòü, ÷òî, â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðîèçâîäíàÿ åñòü òàêîé-
òî è òàêîé-òî ïðåäåë. Íî ïåðâîíà÷àëüíî ýòî ñîâåðøåííî íå íóæíî,
à äëÿ ìíîãèõ êàòåãîðèé îáó÷àþùèõñÿ ýòî è âîîáùå íå íóæíî.

Îäíèì ñëîâîì, ÿ ïðåäëîæèë áû ñëåäóþùèé ïîäõîä ê ïîíÿòèÿì
àíàëèçà, êîòîðûé ÿ óñëîâíî íàçîâó íàèâíî-àêñèîìàòè÷åñêèì. Ýòîò
ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî Âû íà ñàìîì äåëå îïðåäåëÿåòå èíòåðå-
ñóþùèå Âàñ ïîíÿòèÿ àêñèîìàìè.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå èíòåãðàëà ýòî âîò êàêèå àêñèîìû. Èíòåãðàë
ïîñòîÿííîé � ýòî ïðîèçâåäåíèå ýòîé ïîñòîÿííîé íà äëèíó èíòåðâà-
ëà èíòåãðèðîâàíèÿ. Êîíå÷íî, ýòà àêñèîìà íå ïîÿâèòñÿ ïðîñòî òàê.
Ñíà÷àëà Âû ïîãîâîðèòå î ïëîùàäè. Âñ¼ ýòî áóäåò ïîäãîòîâëåíî. Íî
âîò Âàì àêñèîìà íîìåð îäèí.

Àêñèîìà íîìåð äâà: åñëè îäíà ôóíêöèÿ íå ïðåâîñõîäèò äðóãîé
ïî çíà÷åíèþ â êàæäîé òî÷êå, òî èíòåãðàë ïåðâîé ôóíêöèè íå ïðå-
âîñõîäèò èíòåãðàëà âòîðîé.

È òðåòüÿ àêñèîìà: åñëè Âû èíòåãðèðóåòå ôóíêöèþ ïî ïðîìåæóò-
êó, êîòîðûé ñîñòàâëåí èç äâóõ ìåíüøèõ ïðîìåæóòêîâ, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèé èíòåãðàë ðàâåí ñóììå äâóõ äðóãèõ èíòåãðàëîâ, ðàñïðî-
ñòðàíåííûõ íà ýòè ïðîìåæóòêè.

Ýòî è âñ¼! Òðóäíî ïðèäóìàòü ìåíåå ñëîæíûé ïîäõîä. Êîíå÷íî,
â ïðèìåíåíèè ê ïëîùàäè òàêèå âåùè ìîæíî ãîâîðèòü ñðàçó � ê
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ïëîùàäè âñå ïðèâûêëè, â ïðèìåíåíèè ê èíòåãðàëàì � íåñêîëüêî
ïîçæå, íî íà îñíîâàíèè ýòèõ ñâîéñòâ âåëèêîëåïíî âû÷èñëÿþòñÿ âñå
èíòåãðàëû. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, âî âñåõ ó÷åáíèêàõ îíè èìåííî íà
îñíîâàíèè ýòèõ ñâîéñòâ è âû÷èñëÿþòñÿ.

Áîëåå òîãî, ñõåìû ïðèìåíåíèé ïîíÿòèÿ èíòåãðàëà â åñòåñòâåí-
íûõ íàóêàõ è â ñàìîé ìàòåìàòèêå íåîáû÷àéíî óïðîùàþòñÿ. Åñëè
Âû õîòèòå, íàïðèìåð, äîêàçàòü, ÷òî íåêèé îáú¼ì åñòü òàêîé-òî èí-
òåãðàë, òî Âû ïðîñòî óáåæäàåòåñü â òîì, ÷òî âûïîëíåíû ýòè òðè
ñâîéñòâà. Â ðåçóëüòàòå Âàì íè÷åãî íå íàäî äîêàçûâàòü. Òàê êàê
åäèíñòâåííîñòü ó Âàñ åñòü, îáú¼ì îêàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì, è ñðàçó
ïîëó÷àåòñÿ äëÿ íåãî ôîðìóëà, áóäü òî îáú¼ì òåë âðàùåíèÿ, áóäü
òî îáú¼ìû â äðóãèõ ñèòóàöèÿõ.

Òî æå îòíîñèòñÿ ê ñòàòè÷åñêèì ìîìåíòàì, âû÷èñëåíèÿì öåíòðîâ
òÿæåñòè, ìîìåíòàì èíåðöèè, äà è âîîáùå ê ëþáûì ìåõàíè÷åñêèì,
ôèçè÷åñêèì è ãåîìåòðè÷åñêèì âåëè÷èíàì. Íèêàêîé íóæäû â êàêèõ
áû òî íè áûëî ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäàõ è âîîáùå âî âñ¼ì òîì äëèííîì
è çàíóäíîì èçëîæåíèè, êîòîðûì íàïîëíåíû âòóçîâñêèå ó÷åáíèêè,
íèêàêîé íåîáõîäèìîñòè â ýòîì íåò.

Ðàçóìååòñÿ, ÿ ïðèâîæó ïðèìåðû. Èõ ìîæíî áûëî áû ïðèâåñòè
î÷åíü ìíîãî, êîíå÷íî. Íó à åñëè ãîâîðèòü î äåëå ñåðú¼çíî, òî, êî-
íå÷íî, íàäî ïðèçíàòü, ÷òî êóðñ ìàòåìàòèêè äëÿ ÂÒÓÇà ïðîñòî íå
ñîñòàâëåí. Îí íå ñîñòàâëåí íå â òîì ñìûñëå, ÷òî íåò ïðîãðàìì èëè
÷òî íåò ó÷åáíèêîâ � åñòü ïðîãðàììû, åñòü ó÷åáíèêè. Ïîä êóðñîì
ÿ ïîíèìàþ íå÷òî äðóãîå.

×òîáû íå áûëî íåäîðàçóìåíèé, ÿ ñêàæó â äâóõ ñëîâàõ, êàê ÿ
ïîíèìàþ ýòî âûðàæåíèå: ñîñòàâèòü êóðñ. Ïðåäñòàâüòå ñåáå òåêñò.
Êîíå÷íî, áîëåå äëèííûé, ÷åì òåêñò ïðîãðàììû, íî áîëåå êîðîò-
êèé, ÷åì òåêñò ó÷åáíèêà. Òåêñò, èç êîòîðîãî êâàëèôèöèðîâàííûé
÷åëîâåê ìîæåò òî÷íî óçíàòü, ÷òî è êàê èçëàãàòü âî âñåõ äåòàëÿõ.

Òàêîé òåêñò âîâñå íå îáÿçàòåëüíî áóäåò äîñòóïåí îáó÷àþùèìñÿ.
Îí äîëæåí áûòü äîñòóïåí îáó÷àþùèì. Ê ñîæàëåíèþ, åñëè áû òà-
êîé òåêñò áûë ñîñòàâëåí äëÿ ñðåäíèõ øêîë, îí íå áûë áû äîñòóïåí
îáó÷àþùèì. Íî, òàêîé òåêñò, íàïèñàííûé èëè ïðîñòî ñîäåðæàùèé-
ñÿ â ãîëîâå, âîò ýòî � ñîñòàâëåííûé êóðñ.

Òàê âîò ÿ õî÷ó ñêàçàòü, ÷òî ñîñòàâëåííîãî êóðñà ìàòåìàòèêè, â
òàêîì âîò äóõå, î êîòîðîì ÿ ãîâîðþ, ïîêà íå ñóùåñòâóåò. Êîíå÷íî,
åñòü ìíîãî âàðèàíòîâ, âîçìîæíûõ, â ýòîì ïëàíå, è ÿ íàäåþñü, ÷òî
òàêèå êóðñû áóäóò ñîñòàâëåíû, è ïî íèì áóäóò íàïèñàíû ó÷åáíèêè.
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Òî, ÷òî ÿ ñåé÷àñ ñêàçàë îá èíòåãðàëüíîì èñ÷èñëåíèè, âîò òå íåìíî-
ãèå ñëîâà, êîòîðûå áûëè ñêàçàíû îá èíòåãðàëüíîì èñ÷èñëåíèè, êî-
íå÷íî, îòíîñÿòñÿ íå òîëüêî ê íåìó. ß äóìàþ, ÷òî äàæå è ñòóäåíòàì-
ìàòåìàòèêàì óíèâåðñèòåòà ñîâñåì íå ïîâðåäèë áû ñåìåñòðîâûé ïðåä-
âàðèòåëüíûé êóðñ àíàëèçà, â êîòîðîì áûëè áû ââåäåíû îñíîâíûå
ïîíÿòèÿ íå ñ, òàê ñêàçàòü, áóêâîåäñêîé òî÷êè çðåíèÿ, à ýòè ïîíÿ-
òèÿ áûëè áû îïèñàíû ïî ñóùåñòâó, ñ ïåðñïåêòèâîé ïðèìåíåíèé, ñ
èçëîæåíèåì ãåîìåòðè÷åñêîãî è ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà è ñ íåîãðàíè-
÷åííûì ìàòåðèàëîì äëÿ óïðàæíåíèé. Ïîñëå òîãî, êàê ýòî ñäåëàíî,
ìîæíî ïðèñòóïàòü, äëÿ ìàòåìàòèêîâ, óæå ê ñèñòåìàòè÷åñêîìó è
òùàòåëüíî ñîñòàâëåííîìó èçëîæåíèþ.

Òàêèå îïûòû ÷àñòè÷íî ïðîâîäèëèñü. ß íå çíàþ, êàê îáñòîèò äåëî
ñåé÷àñ âîò ó íàñ, ñêàæåì, íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîì ôàêóëüòåòå
â Ëåíèíãðàäå â ýòîì îòíîøåíèè. Äåëàëèñü ëè òàêèå âåùè ó íàñ, ìíå
íåèçâåñòíî.

Âî âñÿêîì ñëó÷àå, ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî è ïðè ïðîôåññèîíàëü-
íîì îáó÷åíèè òàêîé âîò íàèâíî-àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä â íà÷àëå
ìîã áû îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, ìíå êàæåòñÿ, ÷òî
îí ñîâåðøåííî íåîáõîäèì ïðè îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå íåìàòåìàòè-
êîâ.

Ñêàæó íåñêîëüêî ñëîâ î áîëåå âîçâûøåííûõ ÷àñòÿõ êóðñà ìàòå-
ìàòèêè. Íó, ñêàæåì, ñòóäåíòàì - íåìàòåìàòèêàì èçëàãàþò âåäü è íå
òîëüêî äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèÿ è íå òîëüêî
ðÿäû, ñêàæåì. Èì èçëàãàþò, íàïðèìåð, êðèâîëèíåéíûå èíòåãðà-
ëû, èì èçëàãàþò èíòåãðàëû ïî ïîâåðõíîñòÿì, çàìåíó ïåðåìåííûõ
â êðàòíûõ èíòåãðàëàõ è òàê äàëåå è òîìó ïîäîáíîå.

Ýòî âåùè óæå òåõíè÷åñêè íå î÷åíü ïðèÿòíûå, îíè ìîãóò ïðåä-
ñòàâëÿòü èçâåñòíûå òðóäíîñòè è òåõíè÷åñêè. Êàê áûòü ñ íèìè? Òóò,
êîíå÷íî, íå âñåãäà îáîéä¼øüñÿ íàèâíî-àêñèîìàòè÷åñêèì ìåòîäîì.
Òóò ïðèõîäèòñÿ èäòè íà êîìïðîìèñû.

Ñîâñåì íåäàâíî ÿ ïî ïîäîáíîìó ïîâîäó èìåë áåñåäó ñ îäíèì èç ëå-
íèíãðàäñêèõ ïðåïîäàâàòåëåé, êîòîðîìó íóæíî èçëàãàòü ñòóäåíòàì
çàìåíó ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå. Êàê ýòî ñäåëàòü? Áóäó÷è
ìàòåìàòèêîì, ïðåïîäàâàòåëü íå õî÷åò íèêîãî íàäóâàòü. Åìó ñòûä-
íî íàäóâàòü êîãî áû òî íè áûëî, â òîì ÷èñëå è ñâîèõ ñòóäåíòîâ. Îí
õî÷åò èì ÷òî-òî äîêàçûâàòü.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäìåò äîâîëüíî ñëîæåí � çàìåíà ïåðåìåí-
íûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå. Ïðåäëàãàþòñÿ ðàçíûå ìåòîäû. Ìîæíî
ïîñòåïåííî çàìåíÿòü ïåðåìåííûå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ïîëüçóÿñü
ôîðìóëîé çàìåíû ïåðåìåííîé â ïðîñòîì èíòåãðàëå. Ïðåäñòàâèòü
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èíòåãðàë êàê ïîâòîðíûé � âîò òàêîé ïðè¼ì ïðåäëàãàåòñÿ. È ìíî-
ãèå äðóãèå. Çäåñü, êàê ìíå êàæåòñÿ, äåéñòâóåò òàêàÿ ïðèâû÷êà, êî-
òîðàÿ èìååòñÿ ó ïðîôåññèîíàëüíûõ ìàòåìàòèêîâ � äîêàçûâàòü.

Íî âåäü, ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ÷åìó ìû äîëæíû íàó÷èòü áóäóùåãî
èíæåíåðà, áóäóùåãî ôèçèêà, ÿ óæ íå ãîâîðþ, áóäóùåãî ôèëîñîôà?
Ìû äîëæíû íàó÷èòü åãî, ïðåæäå âñåãî, ïîíèìàíèþ. Îí äîëæåí ïî-
íèìàòü ïðåäìåò. Ìû äîëæíû, è ýòî, âåðîÿòíî, ãëàâíîå, îòêàçàòüñÿ
îò èçëîæåíèÿ âåùåé, èëè âîîáùå îò òàêîãî èçëîæåíèÿ, êîòîðîå íà-
øèì ñòóäåíòàì íå ïîíÿòíî. Ñòóäåíòàì è øêîëüíèêàì.

Âïîëíå ìàññîâûì îáðàçîì ñòóäåíòàì ïðåïîäàþò âåùè, êîòîðûõ
îíè íå ïîíèìàþò. Íó êàêàÿ ïîëüçà â òîì, ÷òî ñòóäåíò ÂÒÓÇà áóäåò
â êàêîì-òî ñìûñëå, äîâîëüíî óñëîâíîì, êîíå÷íî, äîêàçûâàòü ôîð-
ìóëó çàìåíû ïåðåìåííûõ â êðàòíîì èíòåãðàëå? Íó? Íå ëó÷øå ëè
áóäåò, åñëè îí áóäåò ïîíèìàòü ýòó ôîðìóëó? Õîòÿ áû íà íàãëÿäíîì
óðîâíå?

Íó, íàïðèìåð, ìîæíî ëè èëè íåëüçÿ âíà÷àëå êàê-íèáóäü îáúÿñ-
íèòü ñòóäåíòàì, êàê âåä¼ò ñåáÿ ïëîùàäü ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðà-
çîâàíèè? Âîò ïðîñòî ïîäâåðãàþò ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ. Êàê
âåä¼ò ñåáÿ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ìíîãîóãîëüíèêà? Ýòî, âåðîÿòíî,
ìîæíî îáúÿñíèòü. Ìîæíî, âåðîÿòíî, åìó îáúÿñíèòü, ÷òî â ìàëîì,
â ãëàäêîé ñèòóàöèè ïðèìåðíî òàê âåä¼ò ñåáÿ ïëîùàäü è ïðè íåëè-
íåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè. Òàê ÷òî ïîÿâëåíèå ÿêîáèàíà ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà åãî óæå íå óäèâèò. Íî, êîíå÷íî, îí äîëæåí ñíà÷àëà ê
ÿêîáèàíó ïðèâûêíóòü.

Çäåñü çàïèñü áûëà ïðåðâàíà, ïî-âèäèìîìó äëÿ ñìåíû êàñåòû ñ
ïë¼íêîé. Âåðîÿòíî, â óòðà÷åííîì ôðàãìåíòå ðå÷ü øëà, â ÷àñò-
íîñòè, î òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè.
. . . àêñèîìû, êîòîðûå óñòàíàâëèâàþò ðàâíîñèëüíîñòü ðàçíûõ ïîä-
õîäîâ íó, ñêàæåì, ê çàäàíèþ ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå. Ïîâåðõ-
íîñòü â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè òðåìÿ
óðàâíåíèÿìè, ìîæåò áûòü çàäàíà îäíèì óðàâíåíèåì � íåÿâíî, è
ìîæåò áûòü, íàêîíåö, çàäàíà êàê ãðàôèê ôóíêöèè. Âñå ýòè òðè
ïîäõîäà ýêâèâàëåíòíû è ýêâèâàëåíòíîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ òåîðèåé
íåÿâíûõ ôóíêöèé.

Ê ìîåìó óäèâëåíèþ, ýòî ìàëî êòî çíàåò, äàæå èç ñòóäåíòîâ-
ìàòåìàòèêîâ, ïîêà íå âñòðå÷àþòñÿ ñ ýòèì îñòðî, â äðóãèõ îáëàñòÿõ,
ãäå ýòî èñïîëüçóåòñÿ. Êóðñû àíàëèçà ýòî ðåäêî èçëàãàþò. Â ó÷åáíè-
êàõ àíàëèçà ÿ ýòîãî íå âèäåë. Ñâÿçü ýòîãî ÿâëåíèÿ ñ îòîáðàæåíèÿ-
ìè èçëàãàåòñÿ â íåìíîãèõ ìåñòàõ. Íî ìîæåò áûòü ñòóäåíòó ÂÒÓÇà
âñ¼ ýòî ìîæíî èçëîæèòü áåç òàê ñêàçàòü áóêâîåäñòâà, òàê, ÷òîáû îí
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ýòî ïîíÿë, â ïðèìåðàõ, êîòîðûå ïîíÿòíû, áîëåå îáùèå ôîðìóëèðîâ-
êè. Îäíèì ñëîâîì, ïî-âèäèìîìó, ïîìèìî íàèâíî-àêñèîìàòè÷åñêîãî
ïîäõîäà, î êîòîðîì ÿ ãîâîðèë, íóæíà åù¼ á�îëüøàÿ ñâîáîäà îáðà-
ùåíèÿ ñ ìàòåðèàëîì, êîãäà ðå÷ü èä¼ò î ïðåïîäàâàíèè ìàòåìàòèêè
íåìàòåìàòèêàì, à èíîé ðàç è ìàòåìàòèêàì.

Ïî-âèäèìîìó, íàäî âñïîìíèòü ïðåïîäàâàòåëþ, êàê îí ñàì âîñ-
ïðèíèìàë âñ¼ ýòî, êîãäà ó÷èëñÿ. Îáû÷íî ìû òàêèå âåùè çàáûâàåì.
Âîò ÿ, íàïðèìåð, ìîãó ñêàçàòü î ñåáå, ÷òî ÿ ñîâñåì íå ïîìíþ, êàê è
÷òî ÿ âîñïðèíèìàë â øêîëå. Ìîæåò áûòü, ÿ ïîìíèë ýòî, êîãäà áûë
ñòóäåíòîì åù¼, ïîòîì ïîñòåïåííî çàáûë. Ìîæåò áûòü, íåîáõîäèìî
èçó÷åíèå ýòîãî âîïðîñà è íà òàêîì óðîâíå: íóæíî ïðèâëå÷ü ó÷à-
ùèõñÿ ê ýòîé äåÿòåëüíîñòè â èçâåñòíîì ñìûñëå è ïîñëóøàòü, ÷òî
ñêàæóò îíè. Âåäü ìû îáû÷íî ýòèì çàíèìàåìñÿ íåäîñòàòî÷íî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ÿ ïðèâåäó ñëåäóþùåå. Âíå âñÿêîãî ñîìíåíèÿ,
ñòóäåíòû, ñëóøàþùèå òîò èëè èíîé êóðñ, ñòàâÿò ïðåïîäàâàòåëþ
îöåíêè. Îíè íå ñòàâÿò åìó îöåíêó â çà÷¼òíóþ êíèæêó, íî ñòàâÿò,
è, áîëåå òîãî, èìååòñÿ íåêîòîðàÿ óñòîé÷èâàÿ ñðåäíÿÿ îöåíêà íà ñà-
ìîì äåëå ó êàæäîãî ïðåïîäàâàòåëÿ. Òàê ñêàçàòü, ðåéòèíã, êàê ó
øàõìàòèñòîâ. Â îòëè÷èå îò øàõìàòíîãî ðåéòèíãà, ýòîò ðåéòèíã íå
ïóáëèêóåòñÿ è äàæå äåðæèòñÿ â ñåêðåòå. Îáû÷íî. ß íå áóäó îáñóæ-
äàòü âîïðîñ î òîì, õîðîøî ýòî èëè ïëîõî. ß äóìàþ, êàæäûé ñàì
çíàåò, õîðîøî ýòî èëè ïëîõî. Íî, íåñîìíåííî, ÷òî çäåñü ïîìîùü
ñòóäåíòîâ áûëà áû íåîöåíèìà.

ß äóìàþ, ÷òî èõ ïîìîùü íåîöåíèìà è ïðè ñîñòàâëåíèè êóðñà, ïî
êîòîðîìó ñòóäåíòû îáó÷àþòñÿ. Êîíå÷íî, ïðîèñõîäèò ñìåíà ïîêîëå-
íèé: îäíè ñòóäåíòû ïîìîãóò íàì â ýòîì, à ó÷èòü ìû ïîñëå ýòîãî
áóäåì äðóãèõ ñòóäåíòîâ. Íî òåì íå ìåíåå, ÿ äóìàþ, ÷òî ýòà äå-
ÿòåëüíîñòü, êîòîðîé ñ òàêîé ñàìîóâåðåííîñòüþ çàíèìàþòñÿ ïðå-
ïîäàâàòåëè, áåç ïîìîùè îáó÷àþùèõñÿ íå ìîæåò áûòü óñïåøíîé.
Ñ ó÷àùèìèñÿ íàäî êîíñóëüòèðîâàòüñÿ ïî ýòèì âîïðîñàì â ïåðâóþ
î÷åðåäü.

Âîò, íå òàê äàâíî ó ìåíÿ áûëà âñòðå÷à ñ äåâî÷êîé, êîòîðàÿ ó÷èò-
ñÿ â ñðåäíåé øêîëå è æèâ¼ò ñî ìíîé ðÿäîì, ñîñåäêà. ß êàê-òî å¼
ïðèãëàøàë â ãîñòè. Îíà ïðèøëà êî ìíå âå÷åðîì è ñêàçàëà: �Âîò ÿ
ïðèøëà, Âû ìåíÿ çâàëè, ÿ ïðèøëà. Ó ìåíÿ íå ïîëó÷àåòñÿ çàäà÷à.�
(Âåñåëüå)

Íó õîðîøî. Ñòàë ÿ ñìîòðåòü, ÷òî çà çàäà÷à, è ïðèø¼ë â óæàñ.
Âî-ïåðâûõ, ðåøèòü ýòó çàäà÷ó íåëüçÿ, ïîòîìó ÷òî íåïîíÿòíî, ÷òî
òàì ñïðàøèâàåòñÿ. Çàäà÷à, íó, ïðîôåññèîíàëüíî ãîâîðÿ, ñîñòàâëåíà
áåçãðàìîòíî. Äîãàäàòüñÿ ìîæíî, ÷åãî õî÷åò âîïðîøàâøèé. Ìû äî-
ãàäûâàåìñÿ. Íî ÿ ñ óäèâëåíèåì îáíàðóæèë, ÷òî ÿ òî äîãàäûâàëñÿ,
à îíà âñ¼ ïîíèìàëà ñ ñàìîãî íà÷àëà. (Âåñåëüå) Ýòîãî ìàëî: êîãäà
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ÿ íà÷àë ðåøàòü ýòó çàäà÷ó, âûÿñíèëîñü, ÷òî îíà ïðåêðàñíî çíàëà
âñ¼ òî, ÷òî ÿ ãîâîðþ. Åé ýòî âñ¼ äàâíî èçâåñòíî, òàê ÿ ïîäóìàë
ñíà÷àëà. Èç äàëüíåéøåãî ðàçãîâîðà âûÿñíèëîñü, ÷òî îíà ýòîãî íè-
÷åãî íå ïîíèìàåò. Îíà âñå ýòè ñëîâà çíàåò. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòèõ ñëîâ
ñîâåðøåííî äîñòàòî÷íî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. È îíà çíàåò ýòè ñëîâà.

Òàêîãî ðîäà îïûò ñîâåðøåííî íåîöåíèì äëÿ ïðåïîäàâàòåëÿ è äëÿ
ëèö, ñîñòàâëÿþùèõ ïðîãðàììó. Èìåéòå â âèäó, ÷òî ðå÷ü èä¼ò î ìàñ-
ñîâîì îáó÷åíèè. Íå îá îáó÷åíèè äåòåé, êîòîðûå ñîáðàíû â ñïåöè-
àëèçèðîâàííûå øêîëû, êîòîðûå ìíîãî ñàìè ñëûøàëè ìàòåìàòè÷å-
ñêóþ ðå÷ü è ñàìè ãîâîðÿò íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå. Íåò, ýòî äåòè,
êîòîðûå íå îáó÷àþòñÿ ìàòåìàòèêå ïðîôåññèîíàëüíî è íå ñîáèðà-
þòñÿ åþ ïðîôåññèîíàëüíî çàíèìàòüñÿ. Îíè ñëûøàò âñå ýòè ñëî-
âà, îíè íàó÷àþòñÿ èõ ïðîèçíîñèòü, íî ïîíèìàíèå ýòèõ ñëîâ ó íèõ
êàêîå-òî ñòðàííîå. Òî ëè åãî íåò ñîâñåì, òî ëè îíî êàêîå-òî ñòðàí-
íîå. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îáíàðóæèâàåòñÿ ñîâåðøåííî íåîæèäàííîå
ïîíèìàíèå.

Âîò íåêîòîðûå ñëîâà, ìàòåìàòè÷åñêèå òåðìèíû, îêàçûâàåòñÿ, ýòà
äåâî÷êà ïîíèìàëà ñîâñåì íå òàê êàê ÿ. Íó, ðàçóìååòñÿ, íàäî áû
âûÿñíèòü, êàê ïîíèìàåò ýòè ñëîâà å¼ ó÷èòåëüíèöà. Â ýòîì, êîíå÷íî,
âñ¼ è äåëî.

Ïîçâîëüòå ìíå îáðàòèòü Âàøå âíèìàíèå åù¼ íà îäíó îñîáåííîñòü
ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè è âîñïðèÿòèÿ ýòîãî ïðåïîäàâàíèÿ. Ýòà
îñîáåííîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ýòî � îáó÷åíèå, òàê ñêà-
çàòü, ïî÷òè ÷òî âîëøåáñòâîì, îáó÷åíèå îêêóëüòíîå, åñëè ìîæíî òàê
âûðàçèòüñÿ.

Âîò ìíîãî ëåò íàçàä ÿ âèäåë ïðîãðàììó âñòóïèòåëüíîãî ýêçàìå-
íà â âûñøèå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ. Ïðîãðàììà ýòà áûëà óòâåðæäåíà
è ïîäïèñàíà âûñîêèìè ëèöàìè, è â ýòîé ïðîãðàììå ÿ óâèäåë òà-
êóþ ñòðàííóþ âåùü: íàïèñàíî, íó òàì ðåøåíèå óðàâíåíèé ïåðâîé
ñòåïåíè ñ îäíèì íåèçâåñòíûì è äâà òèïà óðàâíåíèé,

ax = b, ýòî îäèí òèï, à äðóãîé ax + b = 0. (Ñìåõ )
Ýòî � ðàçíûå òèïû, îêàçûâàåòñÿ! Â ÷¼ì äåëî?

Ïîíÿòü ýòî ìíå ïîìîãëà äðóãàÿ äåâî÷êà. Èç ðàçãîâîðà ñ íåé ÿ
ïîíÿë, ÷òî âñå ÷èñëà � ïîëîæèòåëüíûå. (Ñìåõ ) Îòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë íå ñóùåñòâóåò, è, íà ñàìîì äåëå, îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî � ýòî
âîò ÷òî òàêîå. Ýòî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ïåðåä êîòîðûì äëÿ âñåîá-
ùåãî îáîçðåíèÿ ñòîèò çíàê ìèíóñ. (Ñìåõ ) Íó åñëè òàê, òî, êîíå÷íî,
ýòî ðàçíûå òèïû óðàâíåíèé. Âåäü åñëè b ïåðåíåñòè èç îäíîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà â äðóãóþ, òàê çíàê èçìåíèòñÿ, à íóæíî, ÷òîá ÷èñëà áûëè
ïîëîæèòåëüíûå! Âîò a ïîëîæèòåëüíî, b ïîëîæèòåëüíî � ÿñíî, ÷òî,
äåéñòâèòåëüíî, äâà òèïà óðàâíåíèé.



ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòèêè íåìàòåìàòèêàì 17

Êàê æå ïðîèçîøëî, ÷òî â ïðîãðàììó ýòî ïîïàëî? Íó ýòî ïîïàëî
èç øêîëüíîé ïðîãðàììû. Áûëî òàêîå òðåáîâàíèå âûñòàâëåíî, ÷òîá
ïðîãðàììû âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ íå îòëè÷àëèñü îò øêîëüíîé
ïðîãðàììû. À òî ÷òî ýòî òàêîå áóäåò? Êàê æå ñäàâàòü òàêîé ýêçà-
ìåí? Íó âîò è èç øêîëüíûõ ïðîãðàìì ýòî ïåðåêî÷åâàëî â ïðîãðàì-
ìû âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ.

À êàê æå ýòî ïîïàëî â øêîëüíóþ ïðîãðàììó? Íó, ÿñíî êàê.
Øêîëüíûå ïðîãðàììû ñîñòàâëÿþòñÿ ñïåöèàëèñòàìè ïî ïðåïîäàâà-
íèþ ìàòåìàòèêè, êîòîðûå çíàþò, êàê ïðåïîäàâàòü ìàòåìàòèêó, è
ãîâîðÿò, ÷òî ïðåïîäàâàòü å¼ íàäî âîò òàê. Íó îíè çíàþò, êàê ïðå-
ïîäàâàòü ìàòåìàòèêó, íî îíè, íàâåðíî, â ñàìîì äåëå äóìàþò, ÷òî
âñå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíû. (Îæèâëåíèå)

Êîíå÷íî, íèêàêîé ó÷èòåëü � íó, ìîæåò áûòü åñòü òàêèå, íî îáû÷-
íûé ó÷èòåëü â êëàññå íå ãîâîðèò, ÷òî âñå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíû. Ýòî
íå íàïèñàíî â ó÷åáíèêå, êàê æå îí ýòî áóäåò ãîâîðèòü? Íî îí òàê
äóìàåò! È åñëè îí òàê äóìàåò, òî òàê æå áóäóò äóìàòü åãî ó÷åíèêè.
Êàê ýòî èì ïåðåäà¼òñÿ? Ýòî, êîíå÷íî, èíòåðåñíûé âîïðîñ, íî ýòî
ñîâåðøåííî íåñîìíåííî.

Ïîíèìàíèå ïðåäìåòà ó÷èòåëåì ïåðåäà¼òñÿ ó÷àùèìñÿ. Ïîíèìàíèå
ïðåäìåòà ëåêòîðîì ïåðåäà¼òñÿ ñëóøàòåëÿì. Îíî ïåðåäà¼òñÿ òàèí-
ñòâåííûìè ïóòÿìè, íî î÷åíü íàä¼æíî. È ýòî íàäî èìåòü â âèäó.
Íèêàêîå âíåøíåå îáó÷åíèå ïðåïîäàâàòåëÿ, íèêàêîå ïðàâèëüíîå èç-
ëîæåíèå â ó÷åáíèêå, ïðîãðàììå íå ïîìîæåò äåëó, åñëè ó÷èòåëü äó-
ìàåò èíà÷å.

Ó÷èòåëü, ïðåïîäàâàòåëü � ýòî â ýòîì ñìûñëå öåíòðàëüíàÿ, ðå-
øàþùàÿ ôèãóðà. ß õî÷ó åù¼ ðàç ïîâòîðèòü, ÷òî ñîâåðøåííî íå
âåðþ â òî, ÷òî ìîæíî êàê-òî èçìåíèòü èëè óëó÷øèòü ïðåïîäàâà-
íèå, óëó÷øàÿ ïðîãðàììû, ó÷åáíèêè, íî íå çàòðàãèâàÿ êàê ñëåäóåò
ïîäãîòîâêó ó÷èòåëåé.

Ñóùåñòâóþò, ïðàâäà, ìåòîäû ïåðåïîäãîòîâêè, âñåâîçìîæíîå óñî-
âåðøåíñòâîâàíèå è òàê äàëåå. Íàñêîëüêî îíè ýôôåêòèâíû? ß íå
èìåþ íà ýòîò ñ÷¼ò ôàêòè÷åñêèõ äàííûõ. Èìåþ òîëüêî ëè÷íûé îïûò
ñîáñòâåííûé è îïûò ìîèõ äðóçåé. È òóò ÿ äîëæåí âûñêàçàòü âåñü-
ìà ìðà÷íûé ïðîãíîç. Ïî ìîèì ñâåäåíèÿì, ïåðåïîäãîòîâêà, äîïîë-
íèòåëüíàÿ ïîäãîòîâêà ëèö, èçó÷àâøèõ ìàòåìàòèêó â âûñøåì ó÷åá-
íîì çàâåäåíèè, ïåäàãîãè÷åñêîì èíñòèòóòå, ïåðåïîäãîòîâêà òàêèõ
ëèö íè ê ÷åìó íå ïðèâîäèò. Åñëè çà ãîäû ñòóäåí÷åñòâà îíè íè÷å-
ìó íå íàó÷èëèñü, åñëè çà äîëãèå ãîäû ïîñëåäóþùåãî ïðåïîäàâàíèÿ
îíè óìóäðèëèñü,. . . ÿ áîþñü ñêàçàòü çàáûòü � ýòî áóäåò ëó÷øå, åñëè
îíè óìóäðèëèñü,. . . íó, õîðîøî, çàáûòü òî, ÷åìó îíè òàì íàó÷èëèñü,
òî, êîíå÷íî, äîïîëíèòåëüíàÿ ïîäãîòîâêà ìîæåò ïðèâåñòè òîëüêî ê
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âíåøíèì èçìåíåíèÿì: îíè ïðèâûêíóò ê íîâûì ñëîâàì, îíè ïðèâûê-
íóò ê íîâûì ìåòîäèêàì, íî, â ñóùíîñòè, ýòî íè÷åãî íå èçìåíèò.

Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî ìàññîâîå ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòèêè ìîæåò áûòü
óëó÷øåíî òîëüêî îäíèì ïóò¼ì. Ýòî ìåäëåííûé, äëèòåëüíûé, òðóä-
íûé ïóòü, íî, ìîæåò áûòü, îí âîçìîæåí. Ýòîò ïóòü ñîñòîèò â òîì,
÷òî äîëæíà áûòü ïîñòåïåííî ðàñøèðåíà ïîäãîòîâêà êâàëèôèöèðî-
âàííûõ ïðåïîäàâàòåëåé.

Ëþäåé, îáëàäàþùèõ äîñòàòî÷íûìè ñïîñîáíîñòÿìè äëÿ ýòîãî, ñî-
âåðøåííî äîñòàòî÷íî. Ê ñîæàëåíèþ, èõ êàê ñëåäóåò íå ó÷àò. Íó, ïî
ïîíÿòíûì ïðè÷èíàì: ó÷èòü íåêîìó.

Â ïðåæíèå âðåìåíà, êîãäà ïðåïîäàâàòåëè ìàòåìàòèêè äëÿ òî-
ãäàøíèõ ñðåäíèõ øêîë âñå áûëè âûïóñêíèêàìè óíèâåðñèòåòà (ýòî
áûëî äàâíî, øêîëà íå áûëà ìàññîâîé) ïîëîæåíèå áûëî ëó÷øå. Ìû
÷àñòî ñëûøèì, ÷èòàåì, ÷òî âîò ðàíüøå ïðåïîäàâàòåëè ìàòåìàòèêè
áûëè ëó÷øå. Îíè ëó÷øå çíàëè ïðåäìåò è ëó÷øå ïðåïîäàâàëè. ß
íå çíàþ, ïðàâäà ýòî èëè íåò, íî åñëè ýòî ïðàâäà, òî ýòî áåç ñîìíå-
íèÿ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî òîãäà ýòè ñàìûå ïðåïîäàâàòåëè îáó÷àëèñü
íå â ïåäàãîãè÷åñêèõ èíñòèòóòàõ, à â íåìíîãèõ óíèâåðñèòåòàõ. Òå-
ïåðü îíè îáó÷àþòñÿ, êàê ïðàâèëî, â ïåäàãîãè÷åñêèõ èíñòèòóòàõ è
âî ìíîãèõ óíèâåðñèòåòàõ.

Íó ÿ áû íå õîòåë, ÷òîáû ýòà ëåêöèÿ îñòàâèëà òàêîå ìðà÷íîå âîñ-
ïîìèíàíèå î ñåáå. ß õî÷ó ñêàçàòü è íå÷òî îïòèìèñòè÷åñêîå ïîä êî-
íåö. ß äóìàþ, ÷òî åñëè íóæíî ñòî ëåò äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäãîòîâèòü
ïîñòåïåííî êîíöåíòðè÷åñêè äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî êâàëèôèöèðî-
âàííûõ ïðåïîäàâàòåëåé è, íà ðàäîñòü øêîëå, ñðåäíåé è âûñøåé,
õîðîøåå îáó÷åíèå ìàòåìàòèêå, åñëè ñòà ëåò äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî,
òî ýòî õîðîøî. (Îæèâëåíèå)


