
Ïðåäèñëîâèå iiiÏàìÿòè Âëàäèìèðà Àáðàìîâè÷à �îõëèíà (1919�1984)� íàøåãî ó÷èòåëÿÏðåäèñëîâèåÏðåäìåò êíèãè � ýëåìåíòàðíàÿ òîïîëîãèÿÏîä ýëåìåíòàðíîñòüþ ïîíèìàþò áëèçîñòü ê îñíîâàì, ýëåìåíòàì. Íå-âîçìîæíî îïðåäåëèòü òî÷íî ðàç è íàâñåãäà, êàêàÿ òîïîëîãèÿ ýëåìåíòàð-íà, à êàêàÿ � íå î÷åíü. Ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòü ïðåäìåòà � ýòî òî, ñ ÷åãîçíàòîê ïðåäìåòà íà÷èíàåò îáó÷àòü íîâè÷êà.Ìû ïîëàãàåì, ÷òî íàø ó÷åíèê óæå ãîòîâ èçó÷àòü òîïîëîãèþ è íåáóäåì ïûòàòüñÿ çàâîåâàòü åãî âíèìàíèå è ðàñïîëîæåíèå òîðîïëèâûìèíåâðàçóìèòåëüíàìè ðàññêàçàìè î òàêèõ òàèíñòâåííûõ è ïðèâëåêàòåëü-íûõ âåùàõ êàê áóòûëêà Êëåéíà.1 Âñåìó ñâî¼ âðåìÿ. Êîãäà äîéä¼ò ÷åð¼ääî áóòûëêè Êëåéíà, áóäåò è áóòûëêà Êëåéíà. Íà÷í¼ì æå ìû ñ òîãî, ÷òîòàêîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òî åñòü íà÷í¼ì ñ îáùåé òîïîëîãèè.Îáùàÿ òîïîëîãèÿ óæå äàâíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ îáùåìàòåìàòè÷åñêîãîÿçûêà. Îíà ó÷èò ïîíÿòíî è òî÷íî ãîâîðèòü î âåùàõ, ñâÿçàííûõ ñ èäååéíåïðåðûâíîñòè. Îíà íóæíà íå òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû îáúÿñíèòü, ÷òîæå òàêîå áóòûëêà Êëåéíà. Ýòî åù¼ è ñïîñîá ïðèâíåñòè ãåîìåòðè÷åñêèåîáðàçû â ëþáóþ îáëàñòü ìàòåìàòèêè, êàê áû äàëåêà îò ãåîìåòðèè ýòàîáëàñòü íè áûëà íà ïåðâûé âçãëÿä.Êàê îáëàñòü àêòèâíûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, îáùàÿ òîïîëîãèÿ ïðàê-òè÷åñêè çàâåðøåíà. Ïîñòîÿííîå èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå îáùåãî ìàòå-ìàòè÷åñêîãî ÿçûêà îòïîëèðîâàëè ñèñòåìó å¼ îïðåäåëåíèé è òåîðåì. Âíàøè äíè å¼ èçó÷åíèå äåéñòâèòåëüíî íàïîìèíàåò ñêîðåå èçó÷åíèå ÿçû-êà, íåæåëè ìàòåìàòèêè: ïðèõîäèòñÿ âûó÷èâàòü ìíîãî íîâûõ ñëîâ, òîãäàêàê äîêàçàòåëüñòâà áîëüøèíñòâà òåîðåì ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòû. Çàòî òåî-ðåì ýòèõ î÷åíü ìíîãî. Ýòî è íå óäèâèòåëüíî � îíè èãðàþò ðîëü ïðàâèë,ðåãóëèðóþùèõ óïîòðåáëåíèå ñëîâ.Êíèãà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîìïåðâîé ÷àñòè êíèãè. Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà ââåäåíèþ â àëãåáðàè÷å-ñêóþ òîïîëîãèþ ÷åðåç å¼ íàèáîëåå êëàññè÷åñêèé è ýëåìåíòàðíûé ðàçäåë,âûñòðàèâàþùèéñÿ âîêðóã ïîíÿòèé �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû è íàêðû-âàþùåãî ïðîñòðàíñòâà.1Êòî èùåò òàêîé ýëåìåíòàðíîé òîïîëîãèè, ëåãêî íàéä¼ò å¼ âî ìíîæåñòâå êíèæåê ïîíàãëÿäíîé òîïîëîãèè ñ êðàñèâûìè êàðòèíêàìè.



iv Â ýëåìåíòàðíóþ òîïîëîãèþ ìû âêëþ÷èëè áû åù¼ è íà÷àëüíûå ñâåäå-íèÿ î ìíîãîîáðàçèÿõ � ïðîñòðàíñòâàõ, ëîêàëüíî óñòðîåííûõ òàê æå, êàêåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Îñîáåííî ýëåìåíòàðíû îäíîìåðíûå è äâóìåð-íûå ìíîãîîáðàçèÿ, òî åñòü êðèâûå è ïîâåðõíîñòè. Íî êíèæêà íå äîëæíàáûòü ñëèøêîì òîëñòîé, è íàì ïðèøëîñü îñòàíîâèòüñÿ.Íåñêîëüêî îñîáíÿêîì ñòîèò ãëàâà 5, ìàòåðèàë êîòîðîé ñâÿçàí ñ ðàç-ëè÷íûìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè. Õîòÿ îí è èãðàåò â íèõ ñóùåñòâåííóþðîëü, îí íå ñòîëü óæ âàæåí ïðè èçó÷åíèè îáùåé òîïîëîãèè. ×àùå âñåãîåãî èçó÷åíèå ìîæíî îòëîæèòü äî òîé ïîðû, ïîêà îí íå ïîÿâèòñÿ ñîäåð-æàòåëüíûì îáðàçîì â äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñàõ (â êîòîðûõ ðå÷üïîéäåò î ãðóïïàõ Ëè, �óíêöèîíàëüíîì àíàëèçå è ò. ä.). Â êîíòåêñòåíàøåé êíèãè îí èíòåðåñåí òåì, ÷òî îáåñïå÷èâàåò áîëüøîé íàáîð ðàçíî-îáðàçíûõ ïðèìåðîâ è óïðàæíåíèé.Îñîáåííîñòè îðãàíèçàöèè òåêñòàÄàæå ïðè áåãëîì ïðîñìîòðå îáíàðóæèâàåòñÿ íåñòàíäàðòíîñòü îðãà-íèçàöèè òåêñòà ýòîé êíèãè. Ìû ñîçíàòåëüíî ïîøëè íà íåñêîëüêî íîâî-ââåäåíèé. Íàäååìñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü áûñòðî îñâîèòñÿ ñ íèìè è íàéä¼ò èõïîëåçíûìè.Ìû çíàåì, ÷òî íóæäû è èíòåðåñû íàøèõ ÷èòàòåëåé ðàçíîîáðàçíû, èîñîçíàåì, êàê òðóäíî ñäåëàòü êíèæêó èíòåðåñíîé è ïîëåçíîé äëÿ êàæ-äîãî ÷èòàòåëÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìû ðàçìåòèëè òåêñò òàê, ÷òîáû÷èòàòåëü ìîã ëåãêî îïðåäåëèòü, ÷åãî ìîæíî æäàòü îò êàæäîãî êóñî÷êàòåêñòà. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ýòî ïîçâîëèò åìó îðãàíèçîâàòü èçó÷åíèå ìàòå-ðèàëà êíèãè â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèìè âêóñàìè è âîçìîæíîñòÿìè. Ýòîéöåëè ñëóæàò íåñêîëüêî îñîáåííîñòåé îðãàíèçàöèè òåêñòà êíèãè.Ïðåæäå âñåãî, ìû âûäåëèëè îñíîâíóþ, òàê ñêàçàòü, ëåêöèîííóþ ëè-íèþ. Ýòî òîò ìàòåðèàë, êîòîðûé ìû ñ÷èòàåì îñíîâíûì. Îí ñîñòàâëÿåòñðàâíèòåëüíî íåáîëüøóþ ÷àñòü òåêñòà.×àñòî îí ïåðåáèâàåòñÿ êîíêðåòíûìè ïðèìåðàìè, èëëþñòðàòèâíûìèè òðåíèðîâî÷íûìè çàäà÷àìè è îáñóæäåíèåì ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ ýòèìèïðèìåðàìè è çàäà÷àìè, íî íå èñïîëüçóåìûõ â äàëüíåéøåì. Íåêîòîðûåèç ýòèõ ïîíÿòèé èãðàþò îñíîâîïîëàãàþùóþ ðîëü â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìà-òåìàòèêè, íî çäåñü îíè âòîðîñòåðïåííû.Ñëîâîì, îñíîâíàÿ ëèíèÿ ïðè ïåðâîé æå âîçìîæíîñòè ïåðåáèâàåòñÿâàðèàöèÿìè . Âàðèàöèè ãðà�è÷åñêè ÿñíî îòäåëåíû îò îñíîâíîé òåìû.Âòîðàÿ îñîáåííîñòü, îòëè÷àþùàÿ ýòó êíèãó îò áîëüøèíñòâà äðóãèõó÷åáíèêîâ, � îòäåë¼ííîñòü äîêàçàòåëüñòâ îò �îðìóëèðîâîê. Îíà âûãëÿ-äèò ïî÷òè êàê çàäà÷íèê. Ïðè æåëàíèè ýòó êíèãó ëåãêî áûëî áû ñäåëàòüìàëîîòëè÷èìîé ïî âèäó îò ñîòåí äðóãèõ ó÷åáíèêîâ ìàòåìàòèêè. Äëÿýòîãî íóæíî âñå âàðèàöèè ïåðåìåñòèòü â êîíöû ïàðàãðà�îâ òàê, ÷òîáû



Ïðåäèñëîâèå vîíè âûãëÿäåëè áû óïðàæíåíèÿìè ê îñíîâíîìó òåêñòó, à äîêàçàòåëüñòâàòåîðåì ïîìåñòèòü íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå èõ �îðìóëèðîâîê.Äëÿ êîãî ýòà êíèæêà?×èòàòåëü ìîæåò ñìåëî áðàòüñÿ çà ýòó êíèæêó, åñëè â ñâîåì îáðàçîâà-íèè îí áëàãîïîëó÷íî äîáðàëñÿ äî óíèâåðñèòåòà. Îòäåëüíûå ñàìîóâåðåí-íûå ñìåëü÷àêè ìîãóò ïîïðîáîâàòü âçÿòüñÿ çà íå¼ è ðàíüøå. Îäíàêî ñêà-çàòü, ÷òî ïðåäâàðèòåëüíûõ çíàíèé íå òðåáóåòñÿ, íåëüçÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿçíàêîìñòâî ñ âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Íó è êîíå÷íî ñ íàòóðàëüíûìè,öåëûìè è ðàöèîíàëüíûìè. Çíàêîìñòâî ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè òîæåíå áóäåò ëèøíèì, õîòÿ â ïåðâîé ÷àñòè êíèãè áåç íèõ ìîæíî è îáîéòèñü.Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ íàèâíîé òåîðèåé ìíîæåñòâ,íî äîïóñêàåì, ÷òî ýòî çíàêîìñòâî ìîæåò áûòü ïîâåðõíîñòíûì. Ïîýòîìóòàì, ãäå âëàäåíèå òåîðèåé ìíîæåñòâ îñîáåííî æåëàòåëüíî, ñäåëàíû ñïå-öèàëüíûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îòñòóïëåíèÿ.Ìû íå îïèðàåìñÿ âñåðü¼ç íà çíàíèå àíàëèçà, íî ïîñêîëüêó áîëüøèí-ñòâî íàøèõ ÷èòàòåëåé ñ íèì âñ¼ ðàâíî õîòü ÷óòü-÷óòü çíàêîìû, ìû íåñòåñíÿåìñÿ ïðèáåãàòü ê îáîçíà÷åíèÿì è ïîíÿòèÿì èç àíàëèçà.Âî âòîðîé ÷àñòè ïðèãîäèòñÿ îïûò ðàáîòû ñ ãðóïïàìè, õîòÿ âñ¼ íåîá-õîäèìîå î ãðóïïàõ ìû ñîîáùàåì.Îäíî èç ñàìûõ öåííûõ ïðèîáðåòåíèé, êîòîðîå ìîæåò ñäåëàòü ÷èòà-òåëü, îäîëåâ ýòó êíèãó, � íîâûå ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû,ñïîñîáíîñòü ïîíèìàòü è öåíèòü àáñòðàêòíóþ àêñèîìàòè÷åñêóþ òåîðèþ.×åì â á�îëüøåé ñòåïåíè ÷èòàòåëü ýòèì óæå îáëàäàåò, òåì ëåã÷å åìó îñâî-èòü �àêòè÷åñêèé ìàòåðèàë ýòîé êíèãè.Åñëè âû õîòèòå èçó÷àòü òîïîëîãèþ ñàìîñòîÿòåëüíî, ïîïðîáóéòå ðà-áîòàòü ñ ýòîé êíèãîé. Îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ êàê ðàç òåì, ÷òî âàì íóæíî.Îäíàêî âàì ñëåäóåò âíèìàòåëüíî ïåðå÷èòàòü ýòî ïðåäèñëîâèå ñ òåì, ÷òî-áû ðàçîáðàòüñÿ, êàê îðãàíèçîâàí ìàòåðèàë è êàê èì ïîëüçîâàòüñÿ.Îñíîâíàÿ òåìàÑòåðæíåì êíèãè ÿâëÿåòñÿ ìàòåðèàë êóðñà òîïîëîãèè äëÿ ñòóäåíòîâìàòåìàòèêîâ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî (Ëåíèíãðàäñêîãî) ãîñóäàðñòâåííîãîóíèâåðñèòåòà. Ýòîò ìàòåðèàë ñðàâíèòåëüíî íåâåëèê è ïî÷òè íå ñîäåðæèòñëîæíûõ ðàññóæäåíèé.Ïóñòü ÷èòàòåëü íå äóìàåò, ÷òî âûäåëÿÿ îñíîâíóþ òåìó àâòîðû ïðî-ñòî ïûòàþòñÿ íàâÿçûâàòü åìó ñâîè âêóñû. Ìû íå ñòåñíÿåìñÿ ïðè ñëó÷àåñâîè âêóñû íàâÿçûâàòü, íî çäåñü ìû ñòðåìèìñÿ ïðåæäå âñåãî îðãàíèçî-âàòü èçó÷åíèå ïðåäìåòà.



vi Îñíîâíàÿ òåìà ñîñòàâëÿåò çàêîí÷åííîå öåëîå. ×èòàòåëü, å¼ îñâîèâ-øèé, ïðåäìåò âûó÷èë. Çàãëÿäûâàë îí â âàðèàöèè èëè íåò � åãî äåëî.Íî âàðèàöèè äëÿ òîãî è âêëþ÷åíû, ÷òîáû ïîìî÷ü â îñâîåíèè îñíîâíîãîìàòåðèàëà. Îíè íå ñîñëàíû íà çàêëþ÷èòåëüíûå ñòðàíèöû ïàðàãðà�îâäëÿ òîãî, ÷òîáû áûòü ïîä ðóêîé èìåííî òîãäà, êîãäà îíè íóæíåå âñåãî.Çàîäíî èç âàðèàöèé ìîæíî óçíàòü ìíîãî èíòåðåñíîãî. Îäíàêî ÷ðåçìåð-íî áóêâàëüíîå è òùàòåëüíîå ñëåäîâàíèå âàðèàöèÿì ìîæåò íåîïðàâäàííîçàòÿíóòü èçó÷åíèå ïðåäìåòà.Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ìàòåðèàë, ïðåäñòàâëåííûé â îñíîâíîé òåìå, � ýòîòîò ìèíèìóì òîïîëîãèè, êîòîðûé äîëæåí îñâîèòü êàæäûé ñòóäåíò, ðå-øèâøèì ñòàòü ïðî�åññèîíàëüíûì ìàòåìàòèêîì.Ñòóäåíòó, ÷üè èíòåðåñû îêàæóòñÿ ñâÿçàíû ñ òîïîëîãèåé è äðóãèìèãåîìåòðè÷åñêèìè ïðåäìåòàìè, êîíå÷íî, ïðèä¼òñÿ èçó÷èòü ãîðàçäî áîëü-øå, ÷åì ìû âêëþ÷èëè â îñíîâíóþ òåìó. Íî è åìó ýòîò ìàòåðèàë ìîæåòïîñëóæèòü õîðîøåé îñíîâîé.Ñòóäåíòó, íå ðàñ÷èòûâàþùåìó ñòàòü ïðî�åññèîíàëüíûì ìàòåìàòè-êîì, äàæå ÷àñòè÷íîå çíàêîìñòâî ñ îñíîâíîé òåìîé ìîæåò îêàçàòüñÿ ïî-ëåçíûì. Êîìó-òî � äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó, êîìó-òî � äëÿ òîãî, ÷òîáûïî÷óâñòâîâàòü âêóñ àáñòðàêòíîé ìàòåìàòèêè, ðîëü îïðåäåëåíèé è öåí-íîñòü òî÷íûõ �îðìóëèðîâîê. . .�äå äîêàçàòåëüñòâà?Êíèãà ðàññ÷èòàíà íà ÷èòàòåëÿ, ãîòîâîãî ðàáîòàòü àêòèâíî.Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì îòäåëåíû îò èõ �îðìóëèðîâîê è ïîìåùåíû âêîíåö òåêóùåé ãëàâû.Ïî íàøåìó óáåæäåíèþ, ïåðâîé ðåàêöèåé íà �îðìóëèðîâêó ëþáîãîóòâåðæäåíèÿ, êîëü ñêîðî âàì êàæåòñÿ, ÷òî âû å¼ ïîíÿëè, äîëæíà áûòüïîïûòêà äîêàçàòü å¼. Èëè îïðîâåðãíóòü, åñëè äîêàçàòü íå óäà¼òñÿ. Ïî-ïûòêà îïðîâåðãíóòü ìîæåò áûòü ïîëåçíà è äëÿ äîñòèæåíèÿ ëó÷øåãîïîíèìàíèÿ �îðìóëèðîâêè è äëÿ ïîèñêà äîêàçàòåëüñòâà.Îòäàëÿÿ äîêàçàòåëüñòâà îò �îðìóëèðîâîê, ìû õîòèì ïîîùðèòü ÷è-òàòåëÿ ê ïðîäóìûâàíèþ êàæäîé �îðìóëèðîâêè, îäíîâðåìåííî ñäåëàâêíèãó íåóäîáíîé äëÿ ëåãêîìûñëåííîãî ñêîëüæåíèÿ ïî äèàãîíàëè. Âïðî-÷åì, ÷èòàòåëü, ïðåäïî÷èòàþùèé áîëåå òðàäèöèîííûé ñòèëü è íå æåëàþ-ùèé ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì ðàáîòàòü ÷åðåñ÷óð àêòèâíî, ñìîæåò ëèáîíàéòè äîêàçàòåëüñòâî â êîíöå ãëàâû, ëèáî è âîâñå ïðîïóñòèòü åãî (ïðàâ-äà, ðèñêóÿ è �îðìóëèðîâêó ïîíÿòü ïðåâðàòíî).Òàêîé ñòèëü ìîæåò óãîäèòü è èñêóø¼ííîìó ÷èòàòåëþ, ïðåäïî÷èòàþ-ùåìó �îðìóëèðîâêè, íå îìðà÷¼ííûå äîêàçàòåëüñòâàìè. Äîêàçàòåëüñòâàâ áîëüøèíñòâå ñâî¼ì ëåãêèå, ïðèäóìûâàòü èõ ëåãêî è ïðèÿòíî.



Ïðåäèñëîâèå viiÑòðóêòóðà êíèãèÎñíîâíûìè ñòðóêòóðíûìè åäèíèöàìè êíèãè ÿâëÿþòñÿ ïàðàãðà�û,êîòîðûå ðàçäåëåíû íà ïðîíóìåðîâàííûå è îçàãëàâëåííûå ïóíêòû. Êàæ-äûé ïóíêò ïîñâÿùåí îòäåëüíîìó ñþæåòó è ñîñòîèò èç îïðåäåëåíèé, êîì-ìåíòàðèåâ, òåîðåì, óïðàæíåíèé, çàäà÷ è çàãàäîê.Ïîä çàãàäêîé ìû ïîíèìàåì çàäà÷ó, ðåøåíèå (à ÷àñòî è óñëîâèå) êî-òîðîé ñëåäóåò ñêîðåå óãàäàòü, ÷åì âû÷èñëèòü èëè âûâåñòè èç �îðìóëè-ðîâêè.Òåîðåìû, óïðàæíåíèÿ, çàäà÷è è çàãàäêè, îòíîñÿùèåñÿ ê îñíîâíîìóìàòåðèàëó, íóìåðóþòñÿ ïàðàìè, ñîñòîÿùèìè èç íîìåðà ïàðàãðà�à è ëà-òèíñêîé áóêâû, îòäåëåííûõ äðóã îò äðóãà òî÷êîé.2.B. Çàãàäêà. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå å¼ íîìåð, îïðåäåëèòå, êàêîì ïà-ðàãðà�å äîëæíà íàõîäèòüñÿ ýòà çàãàäêà? Äà è çàãàäêà ëè ýòî?Áóêâû ïðèñâàèâàþòñÿ â àë�àâèòíîì ïîðÿäêå è íóìåðóþò óòâåðæäåíèÿâ ïðåäåëàõ ïàðàãðà�à.×àñòî ïîñëå òðóäíîé çàäà÷è (òåîðåìû) ñ�îðìóëèðîâàíà ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü óòâåðæäåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ëåììàìè ê ýòîé çàäà÷å. Òàêàÿ öå-ïî÷êà íåðåäêî çàâåðøàåòñÿ çàäà÷åé, â êîòîðîé ïðåäëàãàåòñÿ âåðíóòüñÿê èñõîäíîé çàäà÷å (òåîðåìå), âîîðóæèâøèñü òîëüêî ÷òî äîêàçàííûìèëåììàìè.ÂàðèàöèèÎñíîâíîé ìàòåðèàë ïîäà¼òñÿ â îêðóæåíèè ìíîãî÷èñëåííûõ òðåíè-ðîâî÷íûõ çàäà÷ è äîïîëíèòåëüíûõ îïðåäåëåíèé, òåîðåì è óòâåðæäåíèé.Íåñìîòðÿ íà ñâîè ñâÿçè ñ îñíîâíûì ìàòåðèàëîì, îíè îáû÷íî îñòàþòñÿçà ðàìêàìè ñòàíäàðòíîãî ëåêöèîííîãî êóðñà.Ýòîò äîïîëíèòåëüíûé ìàòåðèàë â êíèãå ëåãêî ðàñïîçíà¼òñÿ ïî áîëåå ìåë-êîìó øðè�òó è øèðîêèì ïîëÿì, òàêèì, êàê çäåñü. Óïðàæíåíèÿ, çàäà÷è èçàãàäêè, íå âêëþ÷åííûå â îñíîâíîé ìàòåðèàë, íî òåñíî ñâÿçàííûå ñ íèì, íó-ìåðóþòñÿ ïàðàìè, ñîñòîÿùèìè èç íîìåðà ïàðàãðà�à è íîìåðà ýòîãî óòâåð-æäåíèÿ â ïðåäåëàõ ïàðàãðà�à.2.5. Íàéäèòå â îñíîâíîì òåêñòå êíèãè çàäà÷ó ñ òåì æå íîìåðîì 2.5.�åøåíèÿ âñåõ çàäà÷ ïîìåùåíû â êîíöå êíèãè.Çàäà÷è, êîòîðûå àâòîðàì ïîêàçàëèñü íàèáîëåå òðóäíûìè, ïîìå÷åíû,êàê âîäèòñÿ, çâ¼çäî÷êîé. Îíè âêëþ÷åíû ñ ðàçíûìè öåëÿìè: íàìåòèòüñâÿçè ñ äðóãèìè îáëàñòÿìè ìàòåìàòèêè, óêàçàòü âîçìîæíûå íàïðàâëå-íèÿ ðàçâèòèÿ ïðåäìåòà, èëè ïðîñòî äîñòàâèòü óäîâîëüñòâèå àìáèöèîç-íîìó ÷èòàòåëþ.



viiiÄîïîëíèòåëüíûå òåìûÌû ðåøèëè ñäåëàòü äîñòóïíûìè äëÿ çàèíòåðåñîâàííûõ ñòóäåíòîâíåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå ñþæåòû, äîïîëíÿþùèå îñíîâíîé ìàòåðèàë. Èõáûëî áû åñòåñòâåííî âêëþ÷àòü â ëåêöèîííûå êóðñû, ïðåäíàçíà÷åííûåäëÿ ñòàðøåêóðñíèêîâ (èëè àñïèðàíòîâ). Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, ýòîãî íåñëó÷àåòñÿ, ïîñêîëüêó ñþæåòû ýòè ïëîõî âïèñûâàþòñÿ â òðàäèöèîííûåñïåöèàëüíûå êóðñû. Áîëåå òîãî, èõ èçó÷åíèå êàæåòñÿ áîëåå åñòåñòâåí-íûì èìåííî ïðè ïåðâûõ êîíòàêòàõ ñ òîïîëîãèåé.Â êíèæêå òàêèå ñþæåòû âûäåëåíû â îòäåëüíûå ïóíêòû, â íîìåðàêîòîðûõ âêëþ÷åí ñèìâîë x, ÷òî îçíà÷àåò extra (èíîãäà òàêèì îáðàçîìïîìå÷åí è âåñü ïàðàãðà�, à â îäíîì ñëó÷àå è öåëàÿ ãëàâà).Îòíîøåíèå ê ýòîìó ìàòåðèàëó êàê ê äîïîëíèòåëüíîìó çàâèñèò, êî-íå÷íî, îò òî÷êè çðåíèÿ. Îòíîñÿ êàêîé-òî ñþæåò ê òàêîâîìó, ìû ðóêîâîä-ñòâóåìñÿ ñâîèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î òîì, ÷òî äîëæíî âõîäèòü â ïåðâîíà-÷àëüíîå èçó÷åíèå òîïîëîãèè. Ìû ïîíèìàåì, ÷òî êòî-òî èç êîëëåã ìîæåòíå îäîáðèòü íàø âûáîð, íî íàäååìñÿ, ÷òî íàøà ðàçìåòêà íå ïîìåøàåòèì ïîëüçîâàòüñÿ êíèæêîé.
Ñîâåòû ÷èòàòåëþÝòîé êíèãîé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðè ïîäãîòîâêå ê ýêçàìåíó ïî òî-ïîëîãèè (îñîáåííî åñëè îí ñîñòîèò â ðåøåíèè çàäà÷). Îäíàêî åñëè âûñëóøàåòå ëåêöèè ïî òîïîëîãèè, òî ðàçóìíî ïî÷èòûâàòü åå ïåðåä ëåêöè-ÿìè, ïûòàÿñü ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçûâàòü ïðèâîäèìûå óòâåðæäåíèÿ äîòîãî, êàê èõ äîêàæåò ëåêòîð.×èòàòåëè, êîòîðûå ìîãóò ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ èçîñíîâíîé òåìû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå íóæäàþòñÿ â ðåøåíèè âñåõ çàäà÷,ïðåäëàãàåìûõ â âàðèàöèÿõ, è ìîãóò îãðàíè÷èòüñÿ áåãëûì çíàêîìñòâîìñ èõ óñëîâèÿìè è ðåøåíèåì íàèáîëåå òðóäíûõ èç íèõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,÷åì òðóäíåå âàì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèÿ îñíîâíîé òåìû, òåì ñ á�îëüøèìâíèìàíèåì ñëåäóåò îòíåñòèñü ê èëëþñòðàòèâíûì çàäà÷àì è ñ ìåíüøèì� ê çàäà÷àì ñî çâåçäî÷êîé.Ìíîãèå èç ïðåäëàãàåìûõ èëëþñòðàòèâíûõ çàäà÷ ïðèäóìàòü ëåãêî.Áîëåå òîãî, ïðè ñåðüåçíîì èçó÷åíèè ïðåäìåòà ïðèìåðû òàêîãî òèïà èíóæíî ïîñòîÿííî ïðèäóìûâàòü.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåêîòîðûå çàäà÷è, ïðåäñòàâëåííûå â ýòîé êíèæêå,ïðèäóìàòü ñîâñåì íå ïðîñòî. Ìû øèðîêî èñïîëüçîâàëè âñåâîçìîæíûåèñòî÷íèêè, êàê ëèòåðàòóðíûå, òàê è ïðåïîäàâàòåëüñêèé �îëüêëîð.



Ïðåäèñëîâèå ixÍîâîå ñëîâî â ìàòåìàòèêå: ñîãäàÂ ìàòåìàòè÷åñêîé ðå÷è ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñëîæíûé ñîþç �òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà� (äðóãèå âàðèàíòû: �â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,åñëè�, �äëÿ òîãî, ÷òîáû . . . íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû�). Íè â îä-íîì åñòåñòâåííîì íàöèîíàëüíîì ÿçûêå íåò êîðîòêîãî ñîþçà ñ òåì æåñìûñëîì. Â ïèñüìåííûé àíãëèéñêèé ìàòåìàòèêè ââåëè ñîþç �i��, è îíïîëó÷èë øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå. Ìû ïðåäëàãàåì íà òó æå ðîëü äðóãîåñëîâî � ñîãäà, êîòîðîå çâó÷èò ïî-ðóññêè è èìååò äîñòàòî÷íî ÿñíóþ ýòè-ìîëîãèþ. Åãî âòîðîé ñëîã -ãäà ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì ñëàâÿíñêèì êîðíåì,óêàçûâàþùèì íà âðåìÿ. Îí âõîäèò â ñëîâà òîãäà, âñåãäà, êîãäà, èíîãäà,íèêîãäà, íåêîãäà. Ïåðâûé ñëîã ñî- ÿâëÿåòñÿ íå ìåíåå àêòèâíîé ïðèñòàâ-êîé, êîòîðàÿ ñëóæèò äëÿ îáðàçîâàíèÿ ñëîâ, îçíà÷àÿ îáùåå ó÷àñòèå, ñîâ-ìåñòíîñòü è ò. ï., íàïðèìåð, ñîâðåìåííèê, ñîàâòîð, ñîãëàñèå, ñîðàòíèê.Âìåñòå ïîëó÷àåòñÿ îáùíîñòü âðåìåíè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äëèííîé �îðìå�òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà�.Êàê ñîçäàâàëàñü ýòà êíèãàÎñíîâíàÿ òåìà ñëåäóåò êóðñó ëåêöèé, ïîñòàâëåííîìó ÂëàäèìèðîìÀáðàìîâè÷åì �îõëèíûì íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîì �àêóëüòåòå Ëå-íèíãðàäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà â øåñòèäåñÿòûå ãîäû ìè-íóâøåãî âåêà. Íàì êàæåòñÿ óìåñòíûì íà÷àòü ñ îáñòîÿòåëüñòâ ñîçäàíèÿýòîãî êóðñà, õîòÿ ïèñàòü ýòó êíèãó ìû ñòàëè óæå ïîñëå ñìåðòè Âëà-äèìèðà Àáðàìîâè÷à (êîòîðûé óìåð â 1984 ãîäó), Â øåñòèäåñÿòûå ãîäû âÑîâåòñêîì Ñîþçå ìàòåìàòèêà áûëà îäíîé èç íàèáîëåå ïðèâëåêàòåëüíûõ îáëà-ñòåé íàóêè äëÿ ìîëîäûõ ëþäåé, óñòóïàÿ ñðåäè íåãóìàíèòàðíûõ íàóê ðàçâå ÷òî�èçèêå. Êàæäûé ãîä íà îòäåëåíèå ìàòåìàòèêè ìàò- ìåõà Ë�Ó ïîñòóïàëè áîëååñòà ñòóäåíòîâ, íåñêîëüêî äåñÿòêîâ èç êîòîðûõ áûëè âûïóñêíèêàìè ìàòåìàòè-÷åñêèõ øêîë. Ïðîãðàììà ëåêöèîííûõ êóðñîâ ìàò-ìåõà ïîäâåðãëàñü ñåðü¼çíîìóîáíîâëåíèþ.Äî ñîçäàíèÿ ðîõëèíñêîãî êóðñà òîïîëîãèÿ ïðåïîäàâàëàñü íà ìàò-ìåõå òîëü-êî â ðàìêàõ ñïåöêóðñîâ. �îõëèíó óäàëîñü âêëþ÷èòü â ñèñòåìó îáùèõ îáÿçàòåëü-íûõ êóðñîâ ñåìåñòðîâûé êóðñ òîïîëîãèè. Êóðñ ñîñòîÿë èç òð¼õ ãëàâ, ïîñâÿùåí-íûõ, ñîîòâåòñòâåííî, îáùåé òîïîëîãèè, �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå è íàêðûòèÿìè ìíîãîîáðàçèÿì. Ñîäåðæàíèå ïåðâûõ äâóõ ãëàâ ìàëî îòëè÷àëîñü îò îñíîâíî-ãî ìàòåðèàëà ýòîé êíèãè. Ïîñëåäíÿÿ ãëàâà íà÷èíàëàñü ñ îáùåãî îïðåäåëåíèÿòîïîëîãè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, âêëþ÷àëà òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññè�èêàöèþ îä-íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé è çàâåðøàëàñü ëèáî òîïîëîãè÷åñêîé êëàññè�èêàöèåéòðèàíãóëèðîâàííûõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, ëèáî ýëåìåíòàìè äè��åðåíöè-àëüíîé òîïîëîãèè âïëîòü äî âëîæèìîñòè ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèå â åâêëèäîâîïðîñòðàíñòâî.Òðîå èç ÷åòûð¼õ àâòîðîâ ïðèíàäëåæàò ïåðâûì ïîêîëåíèÿì ñòóäåíòîâ, ñëó-øàâøèõ ýòîò ðîõëèíñêèé êóðñ ëåêöèé. Ýòî áûë ñåìåñòðîâûé êóðñ, òðè ÷àñà âíåäåëþ â ïåðâîì ñåìåñòðå âòîðîãî êóðñà. Îò ñèëû äâå äâóõ÷àñîâûå ëåêöèè âòå÷åíèè âñåãî ñåìåñòðà ïîñâÿùàëèñü ðåøåíèþ çàäà÷. Ýòè çàíÿòèÿ ïðîâîäèë íå



x�îõëèí, à åãî àñïèðàíòû. Ê ïðèìåðó, â 1966�68 ãîäàõ èõ â¼ë Ìèøà �ðîìîâ� âûäàþùèéñÿ ãåîìåòð, â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðî�åññîð ïàðèæñêîãî Èíñòèòó-òà âûñøèõ èññëåäîâàíèé è íüþ-éîðêñêîãî Èíñòèòóòà Êóðàíòà. �îõëèí ñ÷èòàëêóðñ òåîðåòè÷åñêèì è íå õîòåë òðàòèòü ëåêöèîííîå âðåìÿ íà ðåøåíèå çàäà÷.È âïðàâäó, â ðàìêàõ ýòîãî êóðñà ñòóäåíòîâ íå ïðèõîäèëîñü îáó÷àòü ðåøåíèþñåðèé ðóòèííûõ çàäà÷ íàïîäîáèå òðàäèöèîííûõ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçàçàäà÷ íà òåõíèêó äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ.

Âëàäèìèð Àáðàìîâè÷ �îõëèí ÷èòàåò ëåêöèþ, øåñòèäåñÿòûå ãîäû.Õîòü ìû è ïîñòðîèëè ñâîþ êíèãó, îòïðàâëÿÿñü îò ëåêöèé �îõëèíà, íèêà-êîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ñòèëå ðîõëèíñêèõ ëåêöèé êíèãà íå äà¼ò. Ýòî áûëè áëå-ñòÿùèå ëåêöèè. Âëàäèìèð Àáðàìîâè÷ ïî÷òè íè÷åãî íå ïèñàë íà äîñêå. Òåì íåìåíåå, çàïèñûâàòü çà íèì áûëî ëåãêî. Îí ãîâîðèë íå òîðîïÿñü, ìàêñèìàëüíîïðîñòûìè è èäåàëüíî ïðàâèëüíûìè �ðàçàìè.Ïîñëåäíèé ðàç ñâîé îáÿçàòåëüíûé êóðñ òîïîëîãèè �îõëèí ïðî÷¼ë â 1973ãîäó. Â àâãóñòå 1974 â ñâÿçè ñ òÿæ¼ëîé áîëåçíüþ �îõëèíà àäìèíèñòðàöèè ìàò-ìåõà ïðèøëîñü èñêàòü, êåì çàìåíèòü åãî êàê ëåêòîðà. Çàäà÷à îñëîæíÿëàñüòåì, ÷òî ýêçàìåíàöèîííûå ðåçóëüòàòû çà ïðåäûäóùèé ãîä áûëè èç ðóê âîíïëîõè. Â 1973 ãîäó âðåìÿ, îòâåä¼ííîå íà êóðñ, áûëî óâåëè÷åíî äî ÷åòûð¼õ ÷àñîââ íåäåëþ, òîãäà êàê ÷èñëî ñòóäåíòîâ óâåëè÷èëîñü, à óðîâåíü èõ ïîäãîòîâêè,ñîîòâåòñòâåííî, ñíèçèëñÿ. È ýêçàìåíàöèîííûå îöåíêè �ðóõíóëè�.Áûëî ðåøåíî âåñü ïîòîê, ñîñòîÿâøèé ïðèáëèçèòåëüíî èç 175 ñòóäåíòîâ,ðàçäåëèòü íà äâà ïîòîêà. Ëåêöèè ñòóäåíòàì, êîòîðûì ïðåäñòîÿëî ñïåöèàëè-çèðîâàòüñÿ ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå, áûëîè ïîðó÷åíî ÷èòàòü ïðî�åññîðó



Ïðåäèñëîâèå xiÂ. À. Çàëãàëëåðó, à ëåêöèè ñòóäåíòàì-ìàòåìàòèêàì � àññèñòåíòó Î. ß. Âèðî.Ïî ïðåäëîæåíèþ Çàëãàëëåðà áûëè ââåäåíû ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ � îäèí ÷àñâ íåäåëþ. Â ðåçóëüòàòå âðåìÿ, îòâåä¼ííîå íà ëåêöèè, óìåíüøèëîñü, à âìåñòåñî âðåìåíåì ñîêðàòèëñÿ de fa
to è îáú¼ì ìàòåðèàëà.Îñòàâàëîñü ïîíÿòü, ÷òî æå äåëàòü íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ. Ïðèøëîñüðàçðàáîòàòü ñèñòåìó çàäà÷ è óïðàæíåíèé, êîòîðûå äàâàëè áû âîçìîæíîñòü ïî-âòîðèòü îïðåäåëåíèÿ, äàííûå íà ëåêöèÿõ, è ïîçâîëÿëè áû ðàçâèâàòü íàâûêèâ äîêàçàòåëüñòâå ïðîñòûõ òåîðåìîê èç îáùåé òîïîëîãèè â îáñòàíîâêå íåñëîæ-íîé àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè. Ïðè ïîñòåïåííî ñíèæàþùåìñÿ óðîâíå ïðåäâàðè-òåëüíîé ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ è çàäà÷è ñòàíîâèëèñü âñ¼áîëåå ïîëåçíûìè.Çàäà÷è ïåðâîé ÷àñòè êíèãè � ðåçóëüòàò íàøèõ óñèëèé â ýòîì íàïðàâëåíèè.Â 1988 ãîäó çàäà÷è ýòè áûëè îïóáëèêîâàíû èçäàòåëüñòâîì Ë�Ó â íåáîëüøîéêíèæêå "Çàäà÷è ïî òîïîëîãèè".Ñòóäåíòû íàøëè êíèæêó ïîëåçíîé. Îäèí èç íèõ, Àëåêñåé Ñîëîâü¼â äà-æå ïåðåâ¼ë å¼ íà àíãëèéñêèé ïî ñîáñòâåííîé èíèöèàòèâå, êîãäà ïîñòóïèë âàñïèðàíòóðó Óíèâåðñèòåòà Êàëè�îðíèè. Ïåðåâîä îòêðûë íîâûé ýòàï ðàáîòûíàä êíèãîé. Ìû ñòàëè ðàçâèâàòü ïàðàëëåëüíî ðóññêóþ è àíãëèéñêóþ âåðñèè èîõâàòèëè ïðàêòè÷åñêè âåñü ìàòåðèàë ðîõëèíñêîãî êóðñà. Â 2000 ãîäó â èçäà-òåëüñòâå Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà âûøëî âòîðîåðóññêîå èçäàíèå êíèãè, óæå âêëþ÷àâøåå â ñåáÿ ãëàâó î �óíäàìåíòàëüíîé ãðóï-ïå è íàêðûòèÿõ.Àâòîðû èñïîëüçîâàëè àíãëèéñêóþ âåðñèþ â ñâîèõ ëåêöèÿõ â Ñîåäèí¼ííûõØòàòàõ (Óíèâåðñèòåò Êàëè�îðíèè), Ôðàíöèè (Ñòðàñáóðãñêèé óíèâåðñèòåò)è Øâåöèè (Óïïñàëüñêèé óíèâåðñèòåò). Ëåêöèè ÷èòàëèñü äëÿ âåñüìà ðàçíûõàóäèòîðèé: êàê äëÿ ñòóäåíòîâ, òàê è äëÿ àñïèðàíòîâ. Êðîìå òîãî, ìû ïîëó÷àëèçàïðîñû îò çíàêîìûõ è íåçíàêîìûõ ïðî�åññîðîâ íà ðàçðåøåíèå èñïîëüçîâàòüàíãëèéñêóþ âåðñèþ â èõ ëåêöèÿõ êàê â òåõ æå, òàê è â äðóãèõ ñòðàíàõ. Âîç-íèêëè íîâûå òðåáîâàíèÿ ê òåêñòó. Íàïðèìåð, íàñ ïðîñèëè âêëþ÷èòü â êíèãóðåøåíèÿ çàäà÷ è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, ÷òîáû ïðèâåñòè å¼ â ñîîòâåòñòâèå ñ çà-ïàäíûìè ñòàíäàðòàìè è ïðåâðàòèòü èç çàäà÷íèêà â ñàìîäîñòàòî÷íûé ó÷åáíèê.Ïîêîëåáàâøèñü, ìû óäîâëåòâîðèëè ýòè ïðîñüáû, òåì áîëåå, ÷òî ê íèì ïðèñî-åäèíèëîñü èçäàòåëüñòâî Àìåðèêàíñêîãî Ìàòåìàòè÷åñêîãî Îáùåñòâà, êîòîðîåïóáëèêóåò â 2007 ãîäó àíãëèéñêóþ âåðñèþ.Ìû áëàãîäàðíû âñåì íàøèì êîëëåãàì çà èõ ñîâåòû è ïîìîùü. Ìíîãî-÷èñëåííûå ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ áûëè âûñêàçàíûÌ. Þ. Çâàãåëüñêèì, À. Â. Êîð÷àãèíûì, Ñ. Ñ. Ïîäêîðûòîâûì, À. Í. Øó-ìàêîâè÷åì. Ìû áëàãîäàðíû Àëåêñåþ Ñîëîâü¼âó çà àíãëèéñêèå ïåðåâîäïåðâîãî èçäàíèÿ ýòîé êíèæêè.Ìû îñîáî ïðèçíàòåëüíû Âèêòîðó Àáðàìîâè÷ó Çàëãàëëåðó, ÷åé ïåäà-ãîãè÷åñêèé îïûò è èñêðåííåå æåëàíèå ïîìî÷ü ñûãðàëè íåîöåíèìóþ ðîëüäëÿ íàñ òîãäà, êîãäà ìû áûëè ìîëîäûå.



xii Êàæäîìó èç íàñ ïîñ÷àñòëèâèëîñü áûòü ó÷åíèêîì Âëàäèìèðà Àáðà-ìîâè÷à �îõëèíà, ïàìÿòè êîòîðîãî ìû è ïîñâÿùàåì ýòó êíèãó.

Àâòîðû, ñëåâà íàïðàâî:Îëåã ßíîâè÷ Âèðî,Âÿ÷åñëàâ Ìèõàéëîâè÷ Õàðëàìîâ,Íèêèòà Þðüåâè÷ Íåöâåòàåâ,Îëåã Àëåêñàíäðîâè÷ Èâàíîâ.


