
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2002 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

II òóð. 9 êëàññ.

1. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè îíî íå èçìåíÿåòñÿ ïðè
ïåðåâîðà÷èâàíèè äåñÿòè÷íîé çàïèñè (íàïðèìåð, 2002 � ñèììåòðè÷íîå ÷èñëî). Äîêà-
æèòå, ÷òî åñëè a è 3a � ñèììåòðè÷íûå ÷èñëà, òî è 2a � ñèììåòðè÷íîå ÷èñëî.

(Ô. Ïåòðîâ)
2. Kàæäûé ñîòðóäíèê êîìïàíèè "Êàêà-êîëà", èìåþùèé ÷åòíîå ÷èñëî çíàêîìûõ

ñðåäè ñîòðóäíèêîâ, ïîñëàë èì ïî ïèñüìó, à êàæäûé èç îñòàëüíûõ ñîòðóäíèêîâ êîì-
ïàíèè ïîñëàë ïî ïèñüìó âñåì íåçíàêîìûì. Òåääè ïîëó÷èë 99 ïèñåì. Äîêàæèòå, ÷òî
îí ïîëó÷èò åùå õîòÿ áû îäíî ïèñüìî. (Þ. Ëèôøèö)

3. Íà ïðîäîëæåíèè êàæäîé ñòîðîíû AkAk+1 ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà
A1A2 . . . An çà òî÷êó Ak+1 îòìå÷åíà òî÷êà Bk+1. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî ïåðèìåòðû
âñåõ òðåóãîëüíèêîâ AkBkBk+1 ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâíû è ñàìè òðåóãîëüíèêè.

(Ñ. Èâàíîâ)
4. Ó Ãàððè åñòü ìûøîíîê è ìíîãî-ìíîãî ëÿãóøàò. Ãàððè ìîæåò ïðåâðàùàòü

ëÿãóøàò â ìûøàò èëè íàîáîðîò ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè ìûøàò è ëÿãóøàò íå
ïîðîâíó, òî êîëè÷åñòâî òåõ æèâîòíûõ, êîòîðûõ áûëî ìåíüøå ïîëîâèíû, óäâàèâàåòñÿ.
Ïîñëå òîãî êàê Ãàððè ñóìåë ïðîäåëàòü ýòó îïåðàöèþ 17 ðàç ïîäðÿä, ìûøàò âïåðâûå
îêàçàëîñü â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì ëÿãóøàò. Ñêîëüêî æèâîòíûõ áûëî ó Ãàððè?

(Þ. Ëèôøèö)
Íàãðàæäåíèå ïîáåäèòåëåé îëèìïèàäû ñîñòîèòñÿ 7 àïðåëÿ â 11.00 â Àêòîâîì

çàëå ÑÏáÃÓ (Óíèâåðñèòåòñêàÿ íàá. 7/9)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îëèìïèàäà 2002 ãîäà. II òóð. 9 êëàññ. Âûâîäíàÿ àóäèòîðèÿ.
5. Êîñòÿ âûëîæèë èç ïàëî÷åê öåëî÷èñëåííîé äëèíû êâàäðàò 10 × 10 (âìåñòå

ñ ãðàíèöåé), ðàçáèòûé íà êëåòî÷êè 1 × 1. Ïàëî÷êè íå ïåðåñåêàþòñÿ âî âíóòðåííèõ
òî÷êàõ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ïàëî÷åê åäèíè÷íîé äëèíû ìîãëî áûòü ïðè ýòîì
èñïîëüçîâàíî? (Ê. Êîõàñü)

6. a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ôåäÿ íàøåë ñóììó ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé
óðàâíåíèé

x2 = ax+ b, x2 = bx+ c è x2 = cx+ a ,

à Þðà � ñóììó ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèé

x2 = ax+ a, x2 = bx+ b è x2 = cx+ c .

Ýòè ñóììû îêàçàëèñü ðàçëè÷íû. Ó êîãî èç ìàëü÷èêîâ ñóììà áîëüøå?
7. Íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êà K òàêàÿ, ÷òî AK = 2KC,

è 6 ABK = 2 6 KBC. F � ñåðåäèíà ñòîðîíû AC, L � ïðîåêöèÿ A íà BK. Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìûå FL è BC ïåðïåíäèêóëÿðíû. (Ô. Áàõàðåâ)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2002 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

II òóð. 10 êëàññ.

1. Äàíû òðè êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíà ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ñòàðøèìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Ãðàôèêè ëþáûõ äâóõ èç íèõ èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó. Äîêàæèòå,
÷òî âñå òðè ãðàôèêà èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó. (Ì. Ïðàòóñåâè÷, Þ. Ëèôøèö)

2. Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD òàêîé, ÷òî 6 ABC = 90◦, AC = CD
è 6 BCA = 6 ACD. Òî÷êà F � ñåðåäèíà îòðåçêà AD. Îòðåçêè BF è AC ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî BC = CL. (Ô. Áàõàðåâ)

3. Ïóñòü a, b, c è x, y, z � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî a+x = b+y = c+z = 1.
Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

(abc+ xyz)

(
1

ay
+

1

bz
+

1

cx

)
≥ 3.

(À. Õðàáðîâ)
4. Ïðÿìîóãîëüíèê 2002× 100 (ñòîðîíà äëèíû 2002 ðàñïîëîæåíà ãîðèçîíòàëüíî)

ðàçáèò íà äîìèíîøêè (ò. å. ïðÿìîóãîëüíèêè 1 × 2) è ôèãóðêè âèäà . Èçâåñòíî,
÷òî â ýòîì ðàçáèåíèè íå áîëåå 600 äîìèíîøåê. Äîêàæèòå, ÷òî êàê ìèíèìóì 800
÷åòûðåõêëåòî÷íûõ ôèãóð â äàííîì ðàçáèåíèè ðàñïîëîæåíû ãîðèçîíòàëüíî (ò. å.
èëè ). (Ä. Êàðïîâ, À. Ïàñòîð)

Íàãðàæäåíèå ïîáåäèòåëåé îëèìïèàäû ñîñòîèòñÿ 7 àïðåëÿ â 11.00 â Àêòîâîì
çàëå ÑÏáÃÓ (Óíèâåðñèòåòñêàÿ íàá. 7/9)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îëèìïèàäà 2002 ãîäà. II òóð. 10 êëàññ. Âûâîäíàÿ àóäèòîðèÿ.
5. Ñ ÷èñëîì ðàçðåøàåòñÿ ïðîèçâîäèòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè: 1◦ âîçâîäèòü â

ëþáóþ íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü; 2◦ îòðåçàòü ïîñëåäíèå äâå öèôðû, óìíîæèòü îáðàçî-
âàííîå èìè ÷èñëî íà 3, è ïðèáàâèòü ê ÷èñëó, îáðàçîâàííîìó îñòàëüíûìè öèôðàìè.
Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ òàêèõ îïåðàöèé èç ÷èñëà 81 ïîëó÷èòü 82? (Ê. Êîõàñü)

6. Íà äèàãîíàëÿõ AC è BD âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD âûáðàíû òî÷-
êè M è N ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî BN

DN
= AM

CM
è 6 BAD = 6 BMC. Äîêàæèòå,

÷òî 6 ANB = 6 ADC. (Ô. Áàõàðåâ)
7. Â ñòðàíå íå ìåíåå 100000 ãîðîäîâ, èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäèò ðîâíî 2001

äîðîãà. Âåðíî ëè, ÷òî âñåãäà ìîæíî çàêðûòü ÷àñòü äîðîã (íå ìåíåå îäíîé, íî íå âñå)
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîñëå ýòîãî èç âñåõ ãîðîäîâ âûõîäèëî ïîðîâíó äîðîã?

(Ì. Îñòðîâñêèé)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2002 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

II òóð. 11 êëàññ.

1. Äàíû òðè êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíà ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ñòàðøèìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Ãðàôèêè ëþáûõ äâóõ èç íèõ èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó. Äîêàæèòå,
÷òî âñå òðè ãðàôèêà èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó. (Ì. Ïðàòóñåâè÷, Þ. Ëèôøèö)

2. I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿ-
ùàÿ ÷åðåç I, êàñàåòñÿ ñòîðîí AB è AC â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,
÷òî îòðåçîê XY êàñàåòñÿ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòè. (Ñ. Áåðëîâ)

3. Äàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c è x, y, z, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ a+x =
b+ y = c+ z = 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

(abc+ xyz)

(
1

ay
+

1

bz
+

1

cx

)
≥ 3.

(À. Õðàáðîâ)
4. Íà êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè ëåæàò 100 óãîëêîâ èç 3 êëåòîê è íåñêîëüêî ïðÿìî-

óãîëüíèêîâ 1 × 3. Èçâåñòíî, ÷òî èç âñåõ ýòèõ ôèãóðîê, íå ïîâîðà÷èâàÿ èõ, ìîæíî
ñëîæèòü íåêîòîðûé ïðÿìîóãîëüíèê. Îòëè÷íèöà Îëÿ âçÿëà 96 óãîëêîâ è, íå ïîâîðà-
÷èâàÿ èõ, ñëîæèëà èç íèõ 48 ïðÿìîóãîëüíèêîâ 2× 3. Äîêàæèòå, ÷òî èç îñòàâøèõñÿ 4
óãîëêîâ (òàêæå íå ïîâîðà÷èâàÿ èõ) ìîæíî ñëîæèòü åùå äâà ïðÿìîóãîëüíèêà 2× 3.

(Î. Âàíþøèíà)
Íàãðàæäåíèå ïîáåäèòåëåé îëèìïèàäû ñîñòîèòñÿ 7 àïðåëÿ â 11.00 â Àêòîâîì

çàëå ÑÏáÃÓ (Óíèâåðñèòåòñêàÿ íàá. 7/9)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îëèìïèàäà 2002 ãîäà. II òóð. 11 êëàññ. Âûâîäíàÿ àóäèòîðèÿ.
5. Íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC íàøëàñü òî÷êà K òàêàÿ, ÷òî AK = 2KC

è 6 ABK = 2 6 KBC. F � ñåðåäèíà ñòîðîíû AC, L � ïðîåêöèÿ A íà BK. Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìàÿ FL ïåðïåíäèêóëÿðíà BC. (Ô. Áàõàðåâ)

6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà ñîîòíîøåíèåì

an+1 =
an − 1

2
, åñëè an ≥ 1 è an+1 =

2an
1− an , åñëè an < 1.

Èçâåñòíî, ÷òî a0 � íàòóðàëüíîå, an 6= 2 ïðè n = 1, 2, . . . , 2001 è a2002 = 2. Íàéäèòå
a0.

7. Â çîîïàðêå èìååòñÿ äâîå äâóõ÷àøå÷íûõ âåñîâ äëÿ âçâåøèâàíèÿ æèâîòíûõ. Íà
îäíîé èç ÷àøåê ïåðâûõ âåñîâ ñòîèò ñëîí, à íà îäíîé èç ÷àøåê âòîðûõ � âåðáëþä.
Èçâåñòíî, ÷òî ñëîí è âåðáëþä âåñÿò öåëîå ÷èñëî êèëîãðàììîâ è èõ ñóììàðíûé âåñ
íå ïðåâîñõîäèò 2 òîíí. Â çîîïàðê äîñòàâèëè íàáîð ãèðü, âåñÿùèõ öåëîå ÷èñëî êèëî-
ãðàììîâ, ñóììàðíûé âåñ êîòîðûõ 2 òîííû. Âûÿñíèëîñü, ÷òî, êàêèìè áû íè áûëè âåñà
æèâîòíûõ, ìîæíî ðàñïðåäåëèòü íåêîòîðûå èç ãèðü ïî âñåì 4 ÷àøêàì òàê, ÷òîáû è òå
è äðóãèå âåñû ïðèøëè â ðàâíîâåñèå. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ãèðü ìîãëè ïðèâåñòè
â çîîïàðê? (À. Õðàáðîâ)


