
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2002 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Îòáîðî÷íûé òóð. 9 êëàññ.

1. ×èñëî a0a0 . . . a0b0c0c0 . . . c0c (öèôðû a è c íàïèñàíû ïî 1001 ðàç) äåëèòñÿ
íà 37. Äîêàæèòå, ÷òî b = a+ c.

2. Â òðàïåöèè ABCD äëèíà áîêîâîé ñòîðîíû AB ðàâíà ñóììå äëèí îñíîâà-
íèé AD è BC. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñû óãëîâ A è B ïåðåñåêàþòñÿ íà ñòîðîíå CD.

(Ô. Áàõàðåâ)
3. Ìîæåò ëè ñóììà ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó âåðøèíàìè 25-âåðøèííîãî äå-

ðåâà áûòü ðàâíà 1225? (Þ. Ëèôøèö, Ô. Ïåòðîâ)
4. Íà äîñêå âûïèñàíû ÷èñëà îò 5 äî 10. Ðàç â ìèíóòó Êîñòÿ ñòèðàåò 3 èëè 4 íàè-

ìåíüøèõ ÷èñëà è äîïèñûâàåò 7 èëè 8 ÷èñåë, ñëåäóþùèõ çà íàèáîëüøèì. Äîêàæèòå,
÷òî ñóììà ÷èñåë íà äîñêå íèêîãäà íå áóäåò ñòåïåíüþ òðîéêè. (Ê. Êîõàñü)

5. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì α ëþáûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà

0 = a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ a11 = 1

ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû, ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå â êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íå
ìåíüøå ÷åì íà α? (Ì. À. Ëèôøèö, Þ. Ëèôøèö, Ô. Ïåòðîâ)

6. Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè îñòðîóãîëüíîãî íåðàâíîáåäðåííîãî
òðåóãîëüíèêà ABC, òî÷êà C1 ñèììåòðè÷íà C îòíîñèòåëüíî O, D � ñåðåäèíà ñòî-
ðîíû AB, K � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ODC1. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êà O äåëèò ïîïîëàì îòðåçîê ïðÿìîé OK, ëåæàùèé âíóòðè óãëà ACB.

(Ä. Äæóêè÷)
7. Ìîæíî ëè â ïðÿìîóãîëüíèêå 17×101 ðàññòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî 1717 òàê, ÷òîáû

â êàæäîé ôèãóðêå âèäà , öåëèêîì ïîìåùàþùåéñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå, ñóììà ÷èñåë
äåëèëàñü áû íà 17 èëè íà 101? (Ê. Êîõàñü)

8. Ìíîãîóãîëüíèê F , íèêàêèå òðè âåðøèíû êîòîðîãî íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,
ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè ðàçáèòü íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè íà òðåóãîëüíèêè.
Äîêàæèòå, ÷òî íåêîòîðûå ÷åòûðå âåðøèíû F îáðàçóþò âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê,
ëåæàùèé öåëèêîì â F . (Þ. Ëèôøèö)
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Îòáîðî÷íûé òóð. 10 êëàññ.

1. Ïðîñòîå ÷èñëî p > 3 òàêîâî, ÷òî óðàâíåíèå pk + p` + pm = n2 èìååò ðåøåíèå â
íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Äîêàæèòå, ÷òî p+ 1 äåëèòñÿ íà 8. (À. Õðàáðîâ)

2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå 13 ÷èñåë

0 = x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ x12 ≤ x13 = 1

ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû, ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå ÷èñåë â êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ
íå ìåíåå, ÷åì íà 13

24
. (Ì. À. Ëèôøèö, Þ. Ëèôùèö, Ô. Ïåòðîâ)

3. Ó àëõèìèêà èìååòñÿ 50 âåùåñòâ. Îí óìååò ëþáûå 49 âåùåñòâ, âçÿòûõ â ðàâíûõ
äîëÿõ, ïðåâðàøàòü â îñòàâøååñÿ âåùåñòâî, íå ìåíÿÿ ñóììàðíîé ìàññû. Äîêàæèòå,
÷òî îí ìîæåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âñåõ 50 âåùåñòâ ó íåãî áûëî ïîðîâíó.

(Ñ. Èâàíîâ)
4. Íà ñòîðîíàõ AB è BC âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD îòìå÷åíû òî÷-

êè X è Y ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî XBYD � ïàðàëëåëîãðàìì. Òî÷êè M è N �
ñåðåäèíû äèàãîíàëåé AC è BD, ïðÿìûå AC è XY ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå L. Äîêàæè-
òå, ÷òî òî÷êè M , N , L è D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

(Ä. Äæóêè÷, Ñ. Áåðëîâ, Ä. Êàðïîâ, À. Ïàñòîð)
5. Äàíî 64 âåðøèíû. Äâîå èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó: êàæäûì õîäîì ïåðâûé

èãðîê ñîåäèíÿåò ðåáðîì äâå åùå íå ñîåäèíåííûå âåðøèíû, à âòîðîé ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì îðèåíòèðóåò ýòî ðåáðî (ò. å. ââîäèò íà ýòîì ðåáðå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ).
Âòîðîé èãðîê âûèãðûâàåò, åñëè ïîñëå 1959 õîäîâ ïîëó÷èòñÿ ñâÿçíûé ãðàô, à ïåð-
âûé � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå? (À. Ïàñòîð)

6. Áåðåã îçåðà èìååò âèä âûïóêëîãî öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî ñòîóãîëüíèêà
A1A2 . . . A100 ñ öåíòðîì ñèììåòðèè O. Âíóòðè îçåðà ðàñïîëîæåí îñòðîâ B1B2 . . . B100

òàêîé, ÷òî Bi � ñåðåäèíà îòðåçêà OAi äëÿ âñåõ i îò 1 äî 100. Íà îñòðîâå íàõîäèòñÿ
òþðüìà ñ âûñîêèì çàáîðîì ïî êðàÿì. Â ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ áåðåãà íàõîäÿòñÿ
äâà îõðàííèêà. Äîêàæèòå, ÷òî îíè âèäÿò âåñü áåðåã îçåðà. (Ô. Ïåòðîâ)

7. Ñåêðåòíûé êîä ê ëþáîìó èç ñåéôîâ ÔÁÐ � ýòî íàòóðàëüíîå ÷èñëî îò 1 äî 1700.
Äâîå øïèîíîâ óçíàëè ïî îäíîìó êîäó êàæäûé è ðåøèëè îáìåíÿòüñÿ èíôîðìàöèåé.
Ñîãëàñîâàâ çàðàíåå ñâîè äåéñòâèÿ, îíè âñòðåòèëèñü íà áåðåãó ðåêè âîçëå êó÷è èç 26
êàìíåé. Ñíà÷àëà ïåðâûé øïèîí êèíóë â âîäó íåñêîëüêî êàìíåé, ïîòîì � âòîðîé,
ïîòîì îïÿòü ïåðâûé è òàê äàëåå äî òåõ ïîð, ïîêà êàìíè íå êîí÷èëèñü. Ïîñëå ýòîãî
øïèîíû ðàçîøëèñü. Êàêèì îáðàçîì ìîãëà áûòü ïåðåäàíà èíôîðìàöèÿ? (Øïèîíû íå
ñêàçàëè äðóã äðóãó íè ñëîâà.) (Ä. ×åëêàê, Ê. Êîõàñü)

8. Ïî öåëî÷èñëåííûì òî÷êàì ïðÿìîé ïðûãàåò êóçíå÷èê. Äëèíà êàæäîãî åãî
ïðûæêà ðàâíà åäèíèöå. Âî âðåìÿ êàæäîãî ïðûæêà êóçíå÷èê íàïåâàåò îäíó èç p−1

2
èçâåñòíûõ åìó ïåñåíîê (p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî). Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî
ðàçëè÷íûõ ìóçûêàëüíûõ ìàðøðóòîâ êóçíå÷èêà, ñîñòîÿùèõ èç íå áîëåå ÷åì p − 1
ïðûæêîâ è âîçâðàùàþùèõ åãî â êîíöå â íà÷àëüíóþ òî÷êó, äåëèòñÿ íà p.

(Ì. Âñåìèðíîâ)
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Îòáîðî÷íûé òóð. 11 êëàññ.

1. Â êàæäîé êëåòêå òàáëèöû 37×5 (37 ñòðîê, 5 ñòîëáöîâ) ñòîèò ÷èñëî îò 1 äî 10.
Â êàæäîé ñòðîêå ÷èñëà óïîðÿäî÷åíû ñëåâà íàïðàâî â íåóáûâàþùåì ïîðÿäêå. Íà
ëþáîé äèàãîíàëüíîé ëèíèè íàïðàâëåíèÿ âïðàâî-âíèç âñå ÷èñëà ðàâíû. Äîêàæèòå,
÷òî â òàáëèöå åñòü ñòðîêà, ñîäåðæàùàÿ 5 îäèíàêîâûõ ÷èñåë. (Ñ. Èâàíîâ)

2. ×åðåç öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïðîâåäåíà ïðÿ-
ìàÿ. Îíà ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå X è ñòîðîíó CD â òî÷êå Y ; óãëû 6 AXY è
6 DYX ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî AX/BX = CY/DY . (Ñ. Èâàíîâ)

3. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = F n
n , ãäå Fn � ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è (F1 = F2 = 1,

Fn+1 = Fn + Fn−1). ßâëÿåòñÿ ëè îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

bn =

√
a1 +

√
a2 + . . .+

√
an ?

4. Ñåêðåòíûé êîä ê ëþáîìó èç ñåéôîâ ÔÁÐ � ýòî íàòóðàëüíîå ÷èñëî îò 1 äî 900.
Äâîå øïèîíîâ óçíàëè ïî îäíîìó êîäó êàæäûé è ðåøèëè îáìåíÿòüñÿ èíôîðìàöèåé.
Ñîãëàñîâàâ çàðàíåå ñâîè äåéñòâèÿ, îíè âñòðåòèëèñü íà áåðåãó ðåêè âîçëå êó÷è èç
26 êàìíåé. Ñíà÷àëà ïåðâûé øïèîí êèíóë â âîäó íåñêîëüêî êàìíåé, ïîòîì � âòîðîé,
ïîòîì îïÿòü ïåðâûé è ò. ä. äî òåõ ïîð, ïîêà êàìíè íå êîí÷èëèñü. Ïîñëå ýòîãî øïèîíû
ðàçîøëèñü. Êàêèì îáðàçîì ìîãëà áûòü ïåðåäàíà èíôîðìàöèÿ? (Øïèîíû íå ñêàçàëè
äðóã äðóãó íè ñëîâà.) (Ä. ×åëêàê, Ê. Êîõàñü)

5. Äàíû òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b, ÷òî 2a+1 è 2b+1 âçàèìíî ïðîñòû. Êàêèì
ìîæåò áûòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 22a+1 + 2a+1 + 1 è 22b+1 + 2b+1 + 1?

6. Âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîí BC, CA è AB â
òî÷êàõ A1, B1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç òî÷êó A1 ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ `, ïåðïåíäè-
êóëÿðíàÿ îòðåçêó AA1. Îíà ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé B1C1 â òî÷êå X (ñì. ðèñóíîê).
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ BC äåëèò îòðåçîê AX ïîïîëàì.

7. Íà äîñêå íàïèñàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äèìà ñ Ñàøåé èãðàþò â ñëåäóþùóþ
èãðó. Äèìà ñâîèì õîäîì íàçûâàåò íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî x, à Ñàøà ìåíÿåò
÷èñëî, çàïèñàííîå íà äîñêå, ëèáî ïðèáàâëÿÿ ê íåìó x, ëèáî âû÷èòàÿ èç íåãî x (ïî
ñâîåìó âûáîðó). Äèìà ñòðåìèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû íà äîñêå ïîÿâèëîñü ÷èñëî, ðàâíîå
êàêîé-íèáóäü ñòåïåíè çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k (â òîì ÷èñëå è k0 = 1). Ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ k Äèìà ñìîæåò äîáèòüñÿ ýòîãî íåçàâèñèìî îò èñõîäíîãî ÷èñëà, çà-
ïèñàííîãî íà äîñêå?

8. Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f : (0,∞)→ (0,∞) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ
ïîëîæèòåëüíûõ x è y f(x)f(y) = f(xy) + f(x/y). (Ô. Áàõàðåâ, À. Áåëåíüêèé)


