
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2002 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

I òóð. 6 êëàññ.

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóçíà÷íîãî ÷èñëà, ó êîòîðîãî ïðîèçâåäåíèå
öèôð, óìíîæåííîå íà ñóììó öèôð, ðàâíî 84. (À. Æåëåçíÿê)

2. Èìååòñÿ 21 êàðòî÷êà ñ ÷èñëàìè: 4 êàðòî÷êè ñ åäèíèöåé, 2 êàðòî÷êè
ñ äâîéêîé, 7 êàðòî÷åê ñ òðîéêîé è 8 � ñ ÷åòâåðêîé. Êîñòÿ ñëîæèë èç
äâàäöàòè êàðòî÷åê ïðÿìîóãîëüíèê 4× 5. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììû ÷èñåë âî
âñåõ âåðòèêàëüíûõ ðÿäàõ ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû ìåæäó ñîáîé, è
ñóììû ÷èñåë âî âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ ðÿäàõ òîæå ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
Êàêàÿ êàðòî÷êà îñòàëàñü ó Êîñòè? Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü îòâåò.

(Ê. Êîõàñü)
3. Ó îñëèêà Èà-Èà åñòü 100 ïàëî÷åê. Äëèíà êàæäîé ïàëî÷êè � 1 ñì

èëè 3 ñì. Äîêàæèòå, ÷òî, ñëîìàâ íå áîëåå îäíîé ïàëî÷êè, Èà-Èà ñìîæåò
èç âñåõ ïàëî÷åê ñëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèê (îñëèê ëîìàåò ïàëî÷êó íà äâå
÷àñòè). (Ê. Êîõàñü)

4. Ó áåäíîãî äåõêàíèíà áûëî 70 ëîøàäåé è 6 âåðáëþäîâ. Îí ïðîäàë
íåñêîëüêî âåðáëþäîâ è íà ÷àñòü âûðó÷åííûõ äåíåã êóïèë 10 ëîøàäåé.
Ìîã ëè îí âìåñòî ýòîãî ïðîäàòü âñå, äîáàâèòü åùå 15 çîëîòûõ è êóïèòü
50 âåðáëþäîâ? (Ëîøàäü è âåðáëþä ñòîÿò öåëîå ÷èñëî çîëîòûõ.)

(Î. Ìàëåâà)
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I òóð. 7 êëàññ.

1. Ìîæíî ëè ñîñòàâèòü òðè íåñîêðàòèìûå äðîáè, ïðîèçâåäåíèå êî-
òîðûõ ðàâíî 1, èñïîëüçîâàâ â êà÷åñòâå ÷èñëèòåëåé è çíàìåíàòåëåé ýòèõ
äðîáåé øåñòü ÷èñåë èç íàáîðà {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}? (Êàæäîå ÷èñëî ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü îäèí ðàç èëè íå èñïîëüçîâàòü âîâñå.)

2. Ðàññòîÿíèå îò Ãàäþêèíî äî Ìàðòûøêèíî íå ìåíåå 9 êì. Äåðåâíè
ñîåäèíåíû ïðÿìîëèíåéíûì øîññå. Íà ðàññòîÿíèè íå ìåíåå 1 êì è íå
áîëåå 3 êì îò Ãàäþêèíî íà îáî÷èíå øîññå ðàñòåò áåðåçà, à íà ðàññòîÿíèè
íå ìåíåå 5 êì è íå áîëåå 7 êì îò Ãàäþêèíî, òîæå íà îáî÷èíå, ðàñòåò
äóá. Òî÷íî ïîñåðåäèíå ìåæäó áåðåçîé è äóáîì çàðûò êëàä, ïðè÷åì ýòî
ìåñòî íàõîäèòñÿ íå äàëüøå 4 êì îò Ìàðòûøêèíî. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè
îò Ãàäþêèíî çàðûò êëàä?

3. Ó îñëèêà Èà-Èà åñòü 100 ïàëî÷åê. Äëèíà êàæäîé ïàëî÷êè � 1 ñì
èëè 3 ñì. Äîêàæèòå, ÷òî, ñëîìàâ íå áîëåå îäíîé ïàëî÷êè, Èà-Èà ñìîæåò
èç âñåõ ïàëî÷åê ñëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèê (îñëèê ëîìàåò ïàëî÷êó íà äâå
÷àñòè).

4. 100 ãðóñòíûõ ìàðòûøåê êèäàþòñÿ äðóã â äðóãà îäíèì êîêîñî-
âûì îðåõîì. Ãðóñòíàÿ ìàðòûøêà, ïîïàâøàÿ îðåõîì â äðóãóþ ãðóñòíóþ
ìàðòûøêó, ñòàíîâèòñÿ âåñåëîé è áîëüøå óæå íå ãðóñòíååò. Ìàðòûøêà, â
êîòîðóþ ïîïàëè, âûáûâàåò èç èãðû. Êàêèõ ìàðòûøåê áîëüøå âûáûëî èç
èãðû � âåñåëûõ èëè ãðóñòíûõ � ê ìîìåíòó, êîãäà â èãðå îñòàëàñü îäíà
ìàðòûøêà? (Å. Ñîïêèíà)
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I òóð. 8 êëàññ.

1. Â òàáëèöå 3×3 ðàññòàâëåíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïðîèçâåäåíèå
÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ðàâíî 1, à ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë
â ëþáîì êâàäðàòå 2× 2 ðàâíî 2. Êàêîå ÷èñëî ñòîèò â öåíòðå?

(Ñ. Èâàíîâ)
2. ABCD � âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, ∠CBD = ∠CAB, ∠ACD =

∠BDA. Äîêàæèòå, ÷òî ∠ABC = ∠ADC. (Ô. Áàõàðåâ)
3. Íà êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî íóëåé ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ ïðî-

èçâåäåíèå òðåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, åñëè èõ ñóììà ðàâíà 407?
(Ñ. Áåðëîâ)

4. Ïðè ïðîâåðêå äèêòàíòà â 8a êëàññå îêàçàëîñü, ÷òî ãðóáûå îøèáêè
ñîñòàâëÿþò áîëåå ÷åòâåðòè âñåõ îøèáîê. Åñëè áû êàæäûé ó÷åíèê ñäåëàë
â 3 ðàçà áîëüøå ãðóáûõ îøèáîê è íà 2 áîëüøå íåãðóáûõ, òî ÷èñëî ãðóáûõ
îøèáîê ñòàëî áû ðîâíî â 5 ðàç ìåíüøå ÷èñëà íåãðóáûõ. Äîêàæèòå, ÷òî
ïî êðàéíåé ìåðå òðåòü êëàññà íàïèñàëà äèêòàíò âîîáùå áåç îøèáîê.

(Ê. Êîõàñü)
5. Â ðÿä âûïèñàíû 40 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë èç èíòåðâàëà (0, 1). Ñóììà

÷èñåë, ñòîÿùèõ íà ìåñòàõ ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè, íà 1 áîëüøå, ÷åì ñóììà
÷èñåë, ñòîÿùèõ íà ìåñòàõ ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè. Äîêàæèòå, ÷òî â ðÿäó
íàéäåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå ìåíüøå êàæäîãî èç äâóõ ñâîèõ ñîñåäåé.

(Ñ. Èâàíîâ)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2002 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

I òóð. 9 êëàññ.

1. Ñóììà äâóõ äåëèòåëåé ÷èñëà 160000 ðàâíà 1025. Íàéäèòå ýòè äå-
ëèòåëè. (Î. Âàíþøèíà)

2. Ó îñëèêà Èà-Èà åñòü 100 ïàëî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî, ñëîìàâ íå áîëåå
äâóõ èç íèõ (îñëèê ëîìàåò ïàëî÷êè íà äâå ÷àñòè), îí ìîæåò èç âñåõ
ïàëî÷åê ñëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèê. (Ê. Êîõàñü)

3. Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD AB + CD = AC. Íà ñòîðîíå BC
íàõîäèòñÿ òàêàÿ òî÷êà K, ÷òî ∠ADB = ∠BDK. Íàéäèòå BK : KC.

(Þ. Ëèôøèö)
4. Äîêàæèòå äëÿ ÷èñåë a, b, c ∈ [0, 1] íåðàâåíñòâî

a17 − a10b7 + b17 − b10c7 + c17 − c10a7 ≤ 1 .

(Þ. Ëèôøèö, Ô. Ïåòðîâ)
5. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè îòìå÷åíû òî÷êè A(0, 0), B(1, 0),

C(3, 0), D(4, 0), E(−2, 5), F (−1, 5), G(8, 5), H(9, 5). Ìîæåò ëè ãðàôèê
êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ïåðåñåêàòü ÷åòûðå îòðåçêà: AB, CD, EF , GH?

(Ê. Êîõàñü, Ô. Ïåòðîâ)
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I òóð. 10 êëàññ.

1. Ó êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà f(x) = x2 + ax + b äâà êîðíÿ, îäèí èç
íèõ ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó (0, 1), à âòîðîé � íå ïðèíàäëåæèò ýòîìó
ïðîìåæóòêó. Äîêàæèòå, ÷òî f(b) ≤ 0. (À. Õðàáðîâ)

2. Äèàãîíàëè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå O. Îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ AOB è COD ïåðåñåêà-
þòñÿ íà ñòîðîíå AD. Äîêàæèòå, ÷òî AO > AB. (Þ. Ëèôøèö)

3. Ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî x òàêîâî, ÷òî [x] · {x} = 100. ×åìó ìîæåò
áûòü ðàâíî ÷èñëî [x2]− [x]2? (Êàê îáû÷íî, [y] � ýòî öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà y,
ò. å. íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå y; {y} = y−[y] � äðîáíàÿ
÷àñòü ÷èñëà y.) (À. Õðàáðîâ)

4. Êîíñòðóêòîð �Åëêè-ïàëêè� ñîñòîèò èç ïàëî÷åê ïî 8 è 9 ñì. Èõ
ñóììàðíàÿ äëèíà ðàâíà 18 ì (â êîíñòðóêòîðå åñòü ïàëî÷êè îáîèõ òèïîâ).
Äîêàæèòå, ÷òî èç âñåõ ýòèõ ïàëî÷åê ìîæíî ñëîæèòü ðàâíîñòîðîííèé
âîñüìèóãîëüíèê. (Ìóç. Ê.Êîõàñÿ, ñë. Ä.Êàðïîâà è À.Ïàñòîðà)

5. Â ðÿä âûïèñàíû 40 äâóçíà÷íûõ ÷èñåë. Ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà
ìåñòàõ ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè, íà 72 áîëüøå, ÷åì ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ
íà ìåñòàõ ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè. Äîêàæèòå, ÷òî â ðÿäó íàéäåòñÿ ÷èñëî,
êîòîðîå íå ïðåâîñõîäèò êàæäîãî èç äâóõ ñâîèõ ñîñåäåé. (Ñ. Èâàíîâ)
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I òóð. 11 êëàññ.

1. Ó Ñàøè åñòü íåñêîëüêî ïàëî÷åê ïî 5 è 6 ñì, ñóììàðíàÿ äëèíà
ïàëî÷åê � 6 ì. Äîêàæèòå, ÷òî èç âñåõ ïàëî÷åê ìîæíî ñëîæèòü ïðàâèëü-
íûé äåñÿòèóãîëüíèê. (ïî ìîòèâàì çàäà÷è 10.4 )

2. Äàíà ôóíêöèÿ f(x) = lg[x]+lg{x}. Äëÿ íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîãî
÷èñëà a îêàçàëîñü, ÷òî f(a) = 2. Äîêàæèòå, ÷òî f(a2) > 4. (Êàê îáû÷íî,
[x] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü x, {x} = x− [x] � äðîáíàÿ ÷àñòü x.)

(À. Õðàáðîâ)
3. Â òàáëèöå 11 × 11 ðàññòàâëåíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Èçâåñòíî,

÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ðàâíî 1, à
ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â êàæäîì êâàäðàòå 3× 3 ðàâíî 2. Íàéäèòå ïðîèçâå-
äåíèå ÷èñåë â ïåðâîé è âòîðîé êëåòêàõ òðåòüåé ñòðîêè.

(Ñ. Èâàíîâ, À. Õðàáðîâ)
4. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè C1 è B1

ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçêè BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Íà ïëîñ-
êîñòè âçÿòà òàêàÿ òî÷êà D, ÷òî AB1DC1 � ïàðàëëåëîãðàìì. Äîêàæèòå,
÷òî åñëè D ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC, òî ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà AB1OC1 ìåíüøå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà BOC. (À. Õðàáðîâ)

5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x0 = 1,
x1 = 6 è ñîîòíîøåíèåì

xn+1 =

{
xn + sin xn, åñëè xn > xn−1;
xn + cos xn, åñëè xn ≤ xn−1.

Äîêàæèòå, ÷òî xn < 100 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n. (Ê. Êîõàñü)


