
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2004 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Îòáîðî÷íûé òóð. 9 êëàññ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî xy · yz · zx 6= yx · zy · xz, åñëè öèôðû x, y, z, 0 ïîïàðíî íå
ðàâíû. (Ê. Êîõàñü)

2. Íåêîòîðûå n êëåòîê êâàäðàòà n × n çàêðàøåíû. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k
çàâåäîìî íàéäåòñÿ êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê ïåðèìåòðà k áåç çàêðàøåííûõ êëåòîê?

3. Íà ñòîðîíàõ AB è BC îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïîñòðîåíû êàê
íà îñíîâàíèÿõ ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè AFB è BLC, ïðè÷åì îäèí èç íèõ ëå-
æèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC, à äðóãîé ïîñòðîåí âî âíåøíþþ ñòîðîíó. Ïðè ýòîì
∠AFB = ∠BLC è ∠CAF = ∠ACL. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ FL îòñåêàåò îò óãëà
ABC ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê. (Ô. Áàõàðåâ)

4. Â ðÿä âûïèñàíû 120 ÷èñåë. Ñåðåæà ìîæåò ñòåðåòü íåñêîëüêî ÷èñåë (íî íå
âñå), ñòîÿùèõ ïîäðÿä, è íàïèñàòü íà ìåñòå êàæäîãî èç íèõ ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå
ñòåðòûõ ÷èñåë. Âñåãäà ëè îí ìîæåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âñå ÷èñëà ñòàëè ðàâíûìè?

(Ñ. Ðóêøèí)
5. Íàòóðàëüíûå n, m, k òàêîâû, ÷òî ÷èñëà 5n − 2 è 2k − 5 äåëÿòñÿ íà 5m − 2m.

Äîêàæèòå, ÷òî n è m âçàèìíî ïðîñòû.
6. Íà ìåíüøåé äóãå AC îïèñàííîé îêðóæíîñòè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

ABC âûáðàíà òî÷êà D. Íà ñòîðîíå AC íàøëàñü òàêàÿ òî÷êà E, ÷òî DE = AE.
Íà ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé AB, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç E, îòìå÷åíà òî÷êà F òàêàÿ, ÷òî
CF = BF . Äîêàæèòå, ÷òî D, E, C, F ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. (À. Ñìèðíîâ)

7. Äîêàæèòå äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ a, b, c íåðàâåíñòâî:

ab
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.

8. Â êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè íàïèñàíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùåå 1. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1 ñóììû ÷èñåë â åãî ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ óãëàõ ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî âñå íàïèñàííûå íà ïëîñêîñòè ÷èñëà ðàâíû.



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2004 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Îòáîðî÷íûé òóð. 10 êëàññ.

1. Íåêîòîðûå 10 êëåòîê êâàäðàòà 10× 10 çàêðàøåíû. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k
çàâåäîìî íàéäåòñÿ êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê ïåðèìåòðà k áåç çàêðàøåííûõ êëåòîê?

2. Íà ñòîðîíàõ AB è BC îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïîñòðîåíû êàê
íà îñíîâàíèÿõ ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè AFB è BLC, ïðè÷åì îäèí èç íèõ ëå-
æèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC, à äðóãîé ïîñòðîåí âî âíåøíþþ ñòîðîíó. Ïðè ýòîì
∠AFB = ∠BLC è ∠CAF = ∠ACL. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ FL îòñåêàåò îò óãëà
ABC ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê. (Ô. Áàõàðåâ)

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, a3, . . . çàäàåòñÿ ðàâåíñòâàìè
a1 = 2 è an+1 = n

x1+x2+...+xn
ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n. Äîêàæèòå, ÷òî 0.999 < a2004 < 1.

(Ô. Ïåòðîâ)
4. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî a3 + b3 äåëèòñÿ íà a2 + ab+ b2, à ÷èñëî

a− b � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî a3 − b3 � òî÷íàÿ ÷åòâåðòàÿ ñòåïåíü. (Ô. Áàõàðåâ)
5. Â N -ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå âûäåëåíû 100 ïîäìíîæåñòâ. Âñå îíè ÷åòíû (ò. å.

ñîñòîÿò èç ÷åòíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ), èõ âñåâîçìîæíûå ïåðåñå÷åíèÿ ïî 2, ïî 3, . . . ,
ïî 99 òîæå ÷åòíû, à ïåðåñå÷åíèå âñåõ 100 ïîäìíîæåñòâ íå÷åòíî. Ïðè êàêîì íàèìåíü-
øåì N òàêîå âîçìîæíî? (Ñ. Èâàíîâ)

6. ABCD � âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, K è L � ñåðåäèíû äèàãîíàëåé AC
è BD ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ KL ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AD è BC â òî÷êàõ X è Y
ñîîòâåòñòâåííî. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà AKX ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB
â òî÷êåM . Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà BLY òîæå ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó M . (À. Ñìèðíîâ)

7. Â êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè íàïèñàíî ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùåå 1. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 1 ñóììû ÷èñåë â åãî ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ óãëàõ ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî âñå íàïèñàííûå íà ïëîñêîñòè ÷èñëà ðàâíû.

8. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c, d, e > 1 òàêîâû, ÷òî abc
de

= ed
cb
a

. Äîêàæèòå, ÷òî
a = e è b = d. (Ê. Ñóõîâ)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
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Îòáîðî÷íûé òóð. 11 êëàññ.

1. Íåêîòîðûå n êëåòîê êâàäðàòà n × n çàêðàøåíû. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k
çàâåäîìî íàéäåòñÿ êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê ïåðèìåòðà k áåç çàêðàøåííûõ êëåòîê?

2. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) òàêàÿ, ÷òî x1 > 0 è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n
xn+1 = n

x1+x2+...+xn
. Äîêàæèòå, ÷òî x2004 ≤ 1. (Ô. Ïåòðîâ)

3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî a3 + b3 äåëèòñÿ íà a2 + ab+ b2, à ÷èñëî
a− b � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî a3 − b3 � òî÷íàÿ ÷åòâåðòàÿ ñòåïåíü. (Ô. Áàõàðåâ)

4. Íà äóãå AC îïèñàííîé îêðóæíîñòè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC, íå
ñîäåðæàùåé B, îòìå÷åíà òî÷êà D, à íà ñòîðîíå AC � òî÷êà E òàê, ÷òî DE = AE.
Íà ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé AB, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç E îòìå÷åíà òî÷êà F òàêàÿ, ÷òî
CF = BF . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè D, E, C, F ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

(À. Ñìèðíîâ)
5. Â ðàçëè÷íûõ êëåòêàõ àâòîäðîìà 2004× 2004 ñòîèò 2 000 000 ìàøèíîê ñ íîìå-

ðàìè îò 1 äî 2 000 000, óïðàâëÿåìûõ ñ ïîìîùüþ áîëüøîãî êîìïüþòåðà. Êîìïüþòåð
âûäàåò êîìàíäû âèäà �Ìàøèíêå � k � ñäâèíóòüñÿ íà 1 êëåòêó âëåâî (âïðàâî, âíèç,
ââåðõ)�. Ïîëó÷èâ êîìàíäó, ìàøèíêà ïåðåäâèãàåòñÿ íà óêàçàííóþ êëåòêó, åñëè ýòà
êëåòêà ñâîáîäíà è ëåæèò âíóòðè àâòîäðîìà, ïîñëå ÷åãî ñîîáùàåò êîìïüþòåðó, óäà-
ëîñü ëè âûïîëíèòü êîìàíäó.

Êîñòÿ íå âèäèò àâòîäðîìà è íå çíàåò, êàê ðàññòàâëåíû ìàøèíêè. Äîêàæèòå,
÷òî îí ìîæåò íàïèñàòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä, ÷òî ïî ðåçóëüòàòàì èõ
âûïîëíåíèÿ ìîæíî áóäåò óñòàíîâèòü ïåðâîíà÷àëüíóþ ðàññòàíîâêó ìàøèíîê. (Âñå
êîìàíäû äîëæíû áûòü íàïèñàíû äî íà÷àëà âûïîëíåíèÿ ïåðâîé èç íèõ.)

(Ä. Êàðïîâ, À. Ïàñòîð)
6. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD òî÷êè P è Q � ñåðåäèíû äèàãîíà-

ëåé AC è BD. Ïðÿìàÿ PQ ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB è CD â òî÷êàõ N è M ñîîòâåò-
ñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ANP , BNQ, CMP ,
DMQ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. (À. Ñìèðíîâ)

7. Äâóäîëüíûé ãðàô ñ v ≥ 4 âåðøèíàìè áåç êðàòíûõ ðåáåð íàðèñîâàí íà ïëîñ-
êîñòè òàê, ÷òî êàæäîå ðåáðî ïåðåñåêàåòñÿ íå áîëåå, ÷åì ñ îäíèì äðóãèì. Äîêàæèòå,
÷òî â ýòîì ãðàôå íå áîëåå, ÷åì 3v − 8 ðåáåð. (Ä. Êàðïîâ)

8. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c, d > 1 òàêîâû, ÷òî abc
d

= dc
ba . Äîêàæèòå, ÷òî a = d

è b = c. (Ê. Ñóõîâ)


