
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2004 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

I òóð. 6 êëàññ.

1. Ìîæíî ëè íà ïðÿìîé îòìåòèòü òî÷êè A, B, C, D, E òàê, ÷òîáû
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè â ñàíòèìåòðàõ îêàçàëèñü ðàâíû: AB = 4, BC =
7, CD = 9, DE = 6, AE = 8? Åñëè äà � ïðèâåäèòå ïðèìåð, åñëè íåò �
îáúÿñíèòå, ïî÷åìó íåëüçÿ. (Â. Ôðàíê)

2. Øåñòèçíà÷íûé íîìåð íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ñ÷àñòëèâûì, åñëè ñóììà
òðåõ êàêèõ-òî åãî öèôð ðàâíà ñóììå òðåõ îñòàëüíûõ. Êîñòÿ âçÿë â
àâòîáóñå äâà áèëåòà ïîäðÿä. Èõ íîìåðà îêàçàëèñü ïî÷òè ñ÷àñòëèâûìè.
Äîêàæèòå, ÷òî îäèí èç ýòèõ íîìåðîâ îêàí÷èâàåòñÿ íà 0.

(Ïî ìîòèâàì çàäà÷è 7.4 )
3. Ðîìà çàäóìàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, íàøåë åãî äåëèòåëü, óìíîæèë

ýòîò äåëèòåëü íà 4 è ðåçóëüòàò âû÷åë èç ÷èñëà n. Ïîëó÷èëîñü 11. ×åìó
ðàâíî n? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ îòâåòîâ
íåò. (Ê. Êîõàñü)

4. Ôóòáîëüíûå ìàò÷è Çóáèëî�Äðîáèëî, Çóáèëî�Êðîêîäèëî è
Äðîáèëî�Êðîêîäèëî îêàçàëèñü î÷åíü ðåçóëüòàòèâíûìè. Çóáèëî â ñóììå
çàáèëî 60 ãîëîâ, Äðîáèëî ïðîïóñòèëî 80 ãîëîâ. Êðîêîäèëî çàáèëî
ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ïðîïóñòèëî. Äîêàæèòå, ÷òî â ìàò÷å Äðîáèëî�
Êðîêîäèëî áûëî çàáèòî íå ìåíåå 40 ãîëîâ. (Ê. Êîõàñü, Ð. Ñåìèçàðîâ)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2004 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

I òóð. 7 êëàññ.

1. Ìîæíî ëè íà ïðÿìîé îòìåòèòü òî÷êè A, B, C, D, E òàê, ÷òîáû
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè â ñàíòèìåòðàõ îêàçàëèñü ðàâíû: AB = 6, BC =
7, CD = 10, DE = 9, AE = 12? Åñëè äà � ïðèâåäèòå ïðèìåð, åñëè íåò �
îáúÿñíèòå, ïî÷åìó íåëüçÿ. (Â. Ôðàíê)

2. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ïðîñòûõ
÷èñåë. Êàæäîå èç ýòèõ ïðîñòûõ ÷èñåë óâåëè÷èëè íà 1. Ïðîèçâåäåíèå
ïîëó÷åííûõ ÷èñåë íà 100 áîëüøå, ÷åì ÷èñëî n. ×åìó ðàâíî ÷èñëî
n? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû îòâåòà, è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ
îòâåòîâ íåò. (À. Æåëåçíÿê)

3. Â ãîñóäàðñòâå èìåþò õîæäåíèå ìîíåòû â 1, 2, 3, 5, 8, 10, 15, 20,
25, 32, 50, 57, 75, 100 ñàíòèêîâ. Àâòîìàò ðàçìåíèâàåò îäíó ìîíåòó íà
÷åòûðå äðóãèõ (íàïðèìåð, ìîíåòó 100 ñàíòèêîâ íà ìîíåòû 57, 20, 20 è
3 ñàíòèêà). Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêî ðàçìåíîâ ïðåâðàòèòü îäíó ìîíåòó â
100 ñàíòèêîâ â 100 ìîíåò ïî 1 ñàíòèêó? (À. Æåëåçíÿê)

4. Ëîòåðåéíûå áèëåòû èìåþò íîìåðà îò 0000000 äî 9999999. Íàçîâåì
íîìåð ïî÷òè ñ÷àñòëèâûì, åñëè ñóììà êàêèõ-òî òðåõ åãî öèôð ðàâíà
ñóììå ÷åòûðåõ îñòàëüíûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ïî÷òè ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ
ìåíüøå 5 000 000. (Â. Ôðàíê)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2004 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

I òóð. 8 êëàññ.

1. Ó÷èòåëüíèöà çàïèñàëà íà äîñêå òðè ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ
÷èñëà è âåëåëà Äèìå îäíî èç íèõ óìåíüøèòü íà 3%, äðóãîå óìåíüøèòü
íà 4%, à òðåòüå óâåëè÷èòü íà 5%. Ðåçóëüòàòû Äèìà çàïèñàë â òåòðàäè.
Îêàçàëîñü, ÷òî â Äèìèíîé òåòðàäè çàïèñàíû òå æå ÷èñëà, ÷òî è íà äîñêå
(âîçìîæíî, â äðóãîì ïîðÿäêå). Äîêàæèòå, ÷òî Äèìà îøèáñÿ. (Æþðè)

2. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü â êëåòêàõ òàáëèöû 5 × 8 öèôðû 1 è 3 òàê,
÷òîáû â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ñóììà ÷èñåë äåëèëàñü íà
7? (Ä. Ðîñòîâñêèé, À. Õðàáðîâ)

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 2 ≤ x ≤ 3, 2 ≤ y ≤ 3, òî

(3− x)2 + (3− y)2 + (x− y)2 ≤ 2.

(À. Õðàáðîâ)
4. Òî÷êè K è L � ñåðåäèíû ñòîðîí AB è BC ÷åòûðåõóãîëüíèêà

ABCD. Íà ñòîðîíå CD âûáðàíà òàêàÿ òî÷êà M , ÷òî CM : MD = 2 : 1.
Èçâåñòíî, ÷òî DK ‖ BM è AL ‖ CD. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê
ABCD � òðàïåöèÿ. (À. Õðàáðîâ)

5. Âàñÿ çàäóìàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, âûïèñàë âñå åãî íàòóðàëüíûå
äåëèòåëè, êðîìå ñàìîãî ÷èñëà n, è ñëîæèë äâà íàèáîëüøèõ èç íèõ.
Ïîëó÷èëîñü ÷èñëî 193. Êàêîå ÷èñëî çàäóìàë Âàñÿ? (Ïðèâåäèòå âñå
âîçìîæíûå îòâåòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.) (Ñ. Áåðëîâ)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2004 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

I òóð. 9 êëàññ.

1. Êîñòÿ çàäóìàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íàøåë åãî äåëèòåëü, ïðèáàâèë
ê ýòîìó äåëèòåëþ 10, ïîëó÷åííîå ÷èñëî óìíîæèë íà 3 è ðåçóëüòàò âû÷åë
èç çàäóìàííîãî ÷èñëà. Ïîëó÷èëîñü 1. Êàêîå ÷èñëî çàäóìàë Êîñòÿ?

(Ê. Êîõàñü)
2. Â êëàññå ó÷èòñÿ 35 øêîëüíèêîâ, îíè èçó÷àþò 10 ïðåäìåòîâ. Ïîñëå

âûñòàâëåíèÿ ãîäîâûõ îöåíîê îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäíèé áàëë ïî êàæäîìó
ïðåäìåòó áîëüøå 42

3
. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû 5 øêîëüíèêîâ çàêîí÷èëè

ãîä áåç äâîåê è åäèíèö. (Î. Âàíþøèíà)
3. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå, îïèñàííîì îêîëî îêðóæíîñòè,

ïðîèçâåäåíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû. Óãîë ìåæäó ñòîðîíîé è
îäíîé èç äèàãîíàëåé ðàâåí 20◦. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ýòîé ñòîðîíîé è
äðóãîé äèàãîíàëüþ. (Ô. Áàõàðåâ)

4. Íà äîñêå â ñòðîêó âûïèñàíû 4 öèôðû: 2 0 0 3. Ê íèì ïðèìåíÿþò
òàêóþ îïåðàöèþ: ïîäñ÷èòûâàþò ñóììó öèôð íà äîñêå, äîïèñûâàþò åå
ñïðàâà â ýòó æå ñòðîêó, à ñëåâà ñòèðàþò íåñêîëüêî öèôð òàê, ÷òîáû íà
äîñêå ïî-ïðåæíåìó îñòàâàëîñü òîëüêî 4 öèôðû. Ìîæíî ëè çà íåñêîëüêî
òàêèõ îïåðàöèé ïîëó÷èòü öèôðû 3 6 1 3 (â óêàçàííîì ïîðÿäêå)?

(Â. Ôðàíê)
5. Äîêàæèòå äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ a, b, c, d íåðàâåíñòâî

(ab+ cd)(ad+ bc)

(a+ c)(b+ d)
≥
√
abcd.

(À. Ñìèðíîâ)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
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I òóð. 10 êëàññ.

1. Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà x è y óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ |4 − xy| <
2|x− y|. Äîêàæèòå, ÷òî îäíî èç íèõ ìåíüøå 2, à äðóãîå áîëüøå.

(À. Õðàáðîâ)
2. Â êëàññå ó÷èòñÿ 35 äåòåé, îíè èçó÷àþò 10 ïðåäìåòîâ. Ïîñëå

âûñòàâëåíèÿ ãîäîâûõ îöåíîê îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäíèé áàëë ïî êàæäîìó
ïðåäìåòó áîëüøå 42

3
. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû 5 äåòåé çàêîí÷èëè ãîä áåç

äâîåê è åäèíèö.
3. Âàñÿ çàäóìàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íàøåë âñå åãî íàòóðàëüíûå

äåëèòåëè, êðîìå ñàìîã�î ÷èñëà, è ñëîæèë äâà íàèáîëüøèõ èç íèõ.
Ïîëó÷èëîñü ÷èñëî 61. Êàêîå ÷èñëî çàäóìàë Âàñÿ? (Ïðèâåäèòå âñå
âîçìîæíûå îòâåòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.) (Ñ. Áåðëîâ)

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíàõ AB, BC è AC âûáðàíû òî÷êè
K, L è M ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî ∠BLK = ∠CLM = ∠BAC. Îòðåçêè
BM è CK ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê
AKPM � âïèñàííûé. (Ñ. Èâàíîâ)

5. Â êëåòêàõ òàáëèöû 17 × 17 çàïèñàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Â êàæäîé ñòðîêå ýòè ÷èñëà îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ,
à â êàæäîì ñòîëáöå êâàäðàòû ýòèõ ÷èñåë îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷èñëà â ëåâîì âåðõíåì óãëó
è ÷èñëà â ïðàâîì íèæíåì óãëó ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñåë â äâóõ äðóãèõ
óãëàõ. (Ñ. Èâàíîâ)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
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I òóð. 11 êëàññ.

1. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 6 ìàëü÷èêîâ, èçíà÷àëüíî ó êàæäîãî èç
íèõ ïî 11 áóëî÷åê. Êàæäóþ ìèíóòó îäèí èç ìàëü÷èêîâ ïåðåäàåò îäíó
èç ñâîèõ áóëî÷åê ñâîåìó ñîñåäó ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. ×åðåç 51 ìèíóòó
ó ïåðâîãî, òðåòüåãî è ïÿòîãî ìàëü÷èêà îêàçàëîñü ïî 22 áóëî÷êè, à ó
îñòàëüíûõ � íè îäíîé. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé ìàëü÷èê õîòÿ áû ðàç
ïåðåäàë îäíó èç ñâîèõ áóëî÷åê. (Î. Âàíþøèíà)

2. Äèìà âû÷èñëèë ñèíóñû ñòà ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Ìîãëî ëè òàê îêàçàòüñÿ, ÷òî ðîâíî 51 èç íèõ ïðèíàäëåæàò îòðåçêó
[0, 1/2]? (ôîëüêëîð)

3. Âàñÿ çàäóìàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íàøåë âñå åãî íàòóðàëüíûå
äåëèòåëè, êðîìå ñàìîãî ÷èñëà, è ñëîæèë äâà íàèáîëüøèõ èç íèõ.
Ïîëó÷èëîñü ÷èñëî 463. Êàêîå ÷èñëî çàäóìàë Âàñÿ? (Ïðèâåäèòå âñå
âîçìîæíûå îòâåòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.) (Ñ. Áåðëîâ)

4. Â òðåóãîëüíèêå ABC íà ñòîðîíàõ AB, BC è AC âûáðàíû
òî÷êè K, L è M ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî ∠BLK = ∠CLM = ∠BAC.
Îòðåçêè BM è CK ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê AKPM � âïèñàííûé. (Ñ. Èâàíîâ)

5. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x, y ∈ [0, 1] äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî

x4 + y5 + (x− y)6 ≤ 2 .

(À. Õðàáðîâ)


