
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2005 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

II òóð. 9 êëàññ.

1. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è c. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

ÍÎÄ(a, b) + ÍÎÄ(a, b+ c) ≤ a+ c.

(Ñ. Áåðëîâ)
2. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êâàäðàòíûõ òðåõ-

÷ëåíîâ ñî ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè ðàâíûìè 1 òàêèõ, ÷òî ñóììà ëþáûõ äâóõ èç
íèõ èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü. (Ô. Ïåòðîâ)

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè áèññåêòðèñó CK, à â òðåóãîëüíèêå BCK �
áèññåêòðèñó KL. Ïðÿìûå AC è KL ïåðåñåêëèñü â òî÷êå M . Èçâåñòíî, ÷òî ∠BAC >
∠BCA. Äîêàæèòå, ÷òî AK +KC > AM . (À. Ïàñòîð)

4. Â êâàäðàòå 8×8 ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 64. Ïðè ýòîì â êàæäîé ñòðî÷êå ÷èñ-
ëà óáûâàþò (ñëåâà íàïðàâî) è â êàæäîì ñòîëáöå ÷èñëà óáûâàþò (ñâåðõó âíèç). Äî-
êàæèòå, ÷òî ñóììà 8 ÷èñåë íà äèàãîíàëè, èäóùåé èç ëåâîãî-íèæíåãî óãëà â ïðàâûé-
âåðõíèé íå ìåíüøå 204. (Ñ. Áåðëîâ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îëèìïèàäà 2005 ãîäà. II òóð. 9 êëàññ. Âûâîäíàÿ àóäèòîðèÿ.
5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, ÷òî ïðè äåëåíèè 1 000 000

íà n íåïîëíîå ÷àñòíîå îêàçûâàåòñÿ áîëüøå îñòàòêà? (Ì. Àíòèïîâ)
6. Äàíû íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðóæíîñòè S1 è S2 è èõ îáùèå âíåøíèå êàñàòåëü-

íûå l1 è l2. Íà l1 ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ îòìåòèëè òî÷êó A, à íà l2 � òî÷êè B
è C òàê, ÷òî AB è AC � êàñàòåëüíûå ê S1 è S2. Ïóñòü O1 è O2 � öåíòðû îêðóæ-
íîñòåé S1 è S2, à K � òî÷êà êàñàíèÿ âíåâïèñàíîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC
ñî ñòîðîíîé BC. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà O1O2 ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê A
è K. (Ä. Äæóêè÷, À. Ñìèðíîâ)

7. Â Òðèäåâÿòîì öàðñòâå 2005 ãîðîäîâ. Íåêîòîðûå ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãàìè
ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ãîðîäîâ èç îäíîãî èç
íèõ ìîæíî äîáðàòüñÿ äî äðóãîãî, íå íàðóøàÿ ïðàâèë äîðîæíîãî äâèæåíèÿ (òî åñòü
äëÿ ãîðîäîâ A è B ìîæíî ïðîåõàòü ëèáî èç A â B, ëèáî èç B â A). Êîðîëü õî÷åò
íàïðàâèòü â íåñêîëüêî ãîðîäîâ ñâîèõ íàìåñòíèêîâ òàê, ÷òîáû â ëþáîé ãîðîä, ãäå íåò
íàìåñòíèêà, ìîæíî áûëî íàïðÿìóþ ïîïàñòü èç ãîðîäà, ãäå åñòü íàìåñòíèê. Äîêàæè-
òå, ÷òî äëÿ ýòîãî åìó áóäåò äîñòàòî÷íî 1003 íàìåñòíèêîâ. (Ä. Êàðïîâ, Ñ. Áåðëîâ)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2005 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

II òóð. 10 êëàññ.

1. Äàíû ÷åòûðå êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíà. Èõ ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ðàâíû åäè-
íèöå, à ñóììà ëþáûõ äâóõ èç íèõ èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü. Äîêàæèòå, ÷òî òðè èç
ýòèõ ÷åòûðåõ òðåõ÷ëåíîâ ñîâïàäàþò. (Ô. Ïåòðîâ)

2. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû B è C ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ABC, ïåðåñåêàåò ãèïîòåíóçó AC â òî÷êå X. Êàñàòåëüíûå ê ýòîé îêðóæíîñòè,
ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ X è B, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Y . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà Y ëåæèò
íà ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà ABC, ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíå BC, èëè íà åå ïðîäîë-
æåíèè. (À. Ñìèðíîâ)

3. Â ëåâîì íèæíåì óãëó äîñêè n × n ñòîèò õðîìîé êîðîëü, óìåþùèé õîäèòü
òîëüêî â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ: âïðàâî, ââåðõ è ïî äèàãîíàëè âïðàâî-ââåðõ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç An êîëè÷åñòâî âñåõ åãî ìàðøðóòîâ, âåäóùèõ â ïðîòèâîïîëîæíûé óãîë äîñêè, à
÷åðåç A∗n � êîëè÷åñòâî òàêèõ ìàðøðóòîâ, íå çàõîäÿùèõ â ëåâûé ñòîëáåö è âåðõíþþ
ñòðî÷êó (êðîìå íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ïîçèöèè). Äîêàæèòå, ÷òî A∗n = 2An−1.

(Ê. Êîõàñü)
4. Íàéäèòå âñå ïàðû âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óðàâíåíèþ x3 − x = 2(y3 − y). (À. Õðàáðîâ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îëèìïèàäà 2005 ãîäà. II òóð. 10 êëàññ. Âûâîäíàÿ àóäèòîðèÿ.
5. Áàðîí Ìþíõãàóçåí óáèë íà îõîòå 15 óòîê âåñîì 50, 51, . . . , 64 êã. Åìó èçâåñòåí

âåñ êàæäîé èç óòîê. Ñ ïîìîùüþ ÷àøå÷íûõ âåñîâ áàðîí ñîáèðàåòñÿ äîêàçàòü çðèòå-
ëÿì, ÷òî ïåðâàÿ óòêà âåñèò 50 êã, âòîðàÿ � 51 êã, òðåòüÿ � 52 êã, è ò. ä. (âíà÷àëå
çðèòåëè íå çíàþò ïðî âåñà óòîê àáñîëþòíî íè÷åãî). Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî
ãèðü ïîòðåáóåòñÿ áàðîíó, åñëè è ãèðè, è óòîê ìîæíî ðàçìåùàòü íà îáåèõ ÷àøàõ âå-
ñîâ, à êîëè÷åñòâî âçâåøèâàíèé íå îãðàíè÷åíî? (Âåñà ãèðü èçâåñòíû êàê áàðîíó, òàê
è çðèòåëÿì. Â íàëè÷èè íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ ãèðü âåñàìè 1, 2, . . . , 1000 êã.)

(À. Õðàáðîâ)
6. AE è CD � âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Áèññåêòðèñà óãëà B

ïåðåñåêàåò îòðåçîê DE â òî÷êå F . Íà îòðåçêàõ AE è CD âçÿëè òàêèå òî÷êè P è Q
ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèêè ADFQ è CEFP � âïèñàííûå. Äîêàæèòå,
÷òî AP = CQ. (À. Ñìèðíîâ)

7. Äàíî n ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Íà äîñêó âûïèñàëè èõ ïîïàðíûå íàè-
áîëüøèå îáùèå äåëèòåëè è íàèìåíüøèå îáùèå êðàòíûå. Êàêèì ìîæåò áûòü íàè-
ìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, âûïèñàííûõ íà äîñêå? (Ô. Ïåòðîâ)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2005 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

II òóð. 11 êëàññ.

1. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíà, ñòàðøèå
êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ðàâíû 1, ÷òî ñóììà ëþáûõ äâóõ èç íèõ èìååò ðîâíî îäèí
êîðåíü? (Ô. Ïåòðîâ)

2. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíû B è C ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ABC, ïåðåñåêàåò ãèïîòåíóçó AC â òî÷êå X. Êàñàòåëüíûå ê ýòîé îêðóæíîñòè,
ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ X è B, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Y . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà Y ëåæèò
íà ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà ABC, ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíå BC, èëè íà åå ïðîäîë-
æåíèè. (À. Ñìèðíîâ)

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, ÷òî ïðè äåëåíèè 1 000 000
íà n íåïîëíîå ÷àñòíîå îêàçûâàåòñÿ áîëüøå îñòàòêà? (Ì. Àíòèïîâ)

4. Â êâàäðàòå 8 × 8 ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 64. Ïðè ýòîì â êàæäîé ñòðî÷êå
÷èñëà âîçðàñòàþò ñëåâà íàïðàâî è â êàæäîì ñòîëáöå ÷èñëà âîçðàñòàþò ñâåðõó âíèç.
Ïóñòü A � íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû ÷èñåë, ñòîÿùèõ íà îäíîé èç äèà-
ãîíàëåé, à B � íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû ÷èñåë íà äðóãîé äèàãîíàëè.
Äîêàæèòå, ÷òî A = B. (Ñ. Áåðëîâ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îëèìïèàäà 2005 ãîäà. II òóð. 11 êëàññ. Âûâîäíàÿ àóäèòîðèÿ.
5. Áàðîí Ìþíõãàóçåí óáèë íà îõîòå 15 óòîê âåñîì 50, 51, . . . , 64 êã. Åìó èçâåñòåí

âåñ êàæäîé èç óòîê. Ñ ïîìîùüþ ÷àøå÷íûõ âåñîâ áàðîí ñîáèðàåòñÿ äîêàçàòü çðèòå-
ëÿì, ÷òî ïåðâàÿ óòêà âåñèò 50 êã, âòîðàÿ � 51 êã, òðåòüÿ � 52 êã, è ò. ä. (âíà÷àëå
çðèòåëè íå çíàþò ïðî âåñà óòîê àáñîëþòíî íè÷åãî). Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî
ãèðü ïîòðåáóåòñÿ áàðîíó, åñëè è ãèðè, è óòîê ìîæíî ðàçìåùàòü íà îáåèõ ÷àøàõ âå-
ñîâ, à êîëè÷åñòâî âçâåøèâàíèé íå îãðàíè÷åíî? (Âåñà ãèðü èçâåñòíû êàê áàðîíó, òàê
è çðèòåëÿì. Â íàëè÷èè íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ ãèðü âåñàìè 1, 2, . . . , 1000 êã.)

(À. Õðàáðîâ)
6. Áèññåêòðèñà óãëà A òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàåò âïèñàííóþ â ýòîò òðå-

óãîëüíèê îêðóæíîñòü â òî÷êàõ F è L. Òî÷êà D � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç
òî÷êè C íà ýòó áèññåêòðèñó. K � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç öåíòðà âïèñàííîé
îêðóæíîñòè íà BD. Äîêàæèòå, ÷òî F , L, B è K ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

(Ô. Áàõàðåâ)
7. Íà áåñêîíå÷íîì ëèñòå êëåò÷àòîé áóìàãè ïðîâåäåíà ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ

âäîëü ëèíèè ñåòêè. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü â êëåòêàõ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùèå åäèíèöû, òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü äâà
óñëîâèÿ:

(i) â êàæäîì (áåñêîíå÷íîì) ñòîëáöå âñå ÷èñëà ðàçëè÷íû;
(ii) ÷èñëî, ñòîÿùåå â ëþáîé êëåòêå, íå ëåæàùåé íà ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè, ðàâíî

ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ÷åòûðåõ ñâîèõ ñîñåäåé? (Í. Ôèëîíîâ)


