
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2005 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

I òóð. 6 êëàññ.

1. Ðàññòàâüòå â òàáëèöå 4× 5 êëåòîê 10 åäèíèö, 5 äâîåê è 5 ÷åòâåðîê
òàê, ÷òîáû â ëþáîé ôèãóðêå èç ÷åòûðåõ êëåòîê âèäà , ñóììà ÷èñåë
íå áûëà ðàâíà âîñüìè. (Ôèãóðêó ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü è ïåðåâîðà÷èâàòü.)

(Ê. Êîõàñü)
2. Â êëàññå 30 ó÷åíèêîâ. Îíè ñèäÿò çà 15 ïàðòàìè òàê, ÷òî ðîâíî

ïîëîâèíà âñåõ äåâî÷åê êëàññà ñèäÿò ñ ìàëü÷èêàìè. Äîêàæèòå, ÷òî èõ íå
óäàñòñÿ ïåðåñàäèòü (çà òå æå 15 ïàðò) òàê, ÷òîáû ðîâíî ïîëîâèíà âñåõ
ìàëü÷èêîâ êëàññà ñèäåëè ñ äåâî÷êàìè. (Ñ. Èâàíîâ)

3. Òðè îäèíàêîâûõ êðóãà ðàñïîëîæåíû òàê,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, ïðè÷åì ïëîùàäü êàæ-
äîé èç 6 ÷àñòåé ðàâíà öåëîìó ÷èñëó êâàäðàòíûõ
ñàíòèìåòðîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èç ñóììû ïëî-
ùàäåé ïåðâîé, òðåòüåé è øåñòîé ÷àñòè îòíÿòü
ïëîùàäè âòîðîé è ïÿòîé ÷àñòåé, ïîëó÷èòñÿ ÷èñ-
ëî, äåëÿùååñÿ íà 3. (Ê. Êîõàñü)

4. Êîñòÿ çàäóìàë ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, çàòåì
âû÷åðêíóë îäíó èç åãî öèôð è ïîëó÷åííîå ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî ñëî-
æèë ñ èñõîäíûì ïÿòèçíà÷íûì. Ïîëó÷èëîñü 41 751. Íàéäèòå çàäóìàííîå
÷èñëî. Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü ñâîé îòâåò. (Ê. Êîõàñü)
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I òóð. 7 êëàññ.

1. Ïîêàæèòå, êàê ðàñêðàñèòü êëåòêè êâàäðàòà 9 × 9 â êðàñíûé, ñè-
íèé è áåëûé öâåòà òàê, ÷òîáû â ëþáîì êâàäðàòå 3 × 3 áûëî ïî òðè
êëåòêè êàæäîãî öâåòà, â ëþáîì ñòîëáöå áûëî ïî òðè êëåòêè êàæäîãî
öâåòà è ëþáàÿ ñèíÿÿ êëåòêà èìåëà áû è êðàñíóþ, è áåëóþ ñîñåäíèå
êëåòêè (äâå êëåòêè ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè èìåþò îáùóþ ñòîðîíó).

2. Òðè îäèíàêîâûõ êðóãà ðàñïîëîæåíû òàê,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, ïðè÷åì ïëîùàäü êàæ-
äîé èç 6 ÷àñòåé ðàâíà öåëîìó ÷èñëó êâàäðàòíûõ
ñàíòèìåòðîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èç ñóììû ïëî-
ùàäåé ïåðâîé, òðåòüåé è øåñòîé ÷àñòè îòíÿòü
ïëîùàäè âòîðîé è ïÿòîé ÷àñòåé, ïîëó÷èòñÿ ÷èñ-
ëî, äåëÿùååñÿ íà 3. (Ê. Êîõàñü)

3. Ïîåçä Ìîñêâà � Íüþ-Éîðê èìååò ñïëîøíóþ
íóìåðàöèþ ìåñò â âàãîíàõ (íóìåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ 1). Âî âñåõ âàãîíàõ
îäíî è òî æå ÷èñëî ìåñò. Èçâåñòíî, ÷òî ìåñòà 2014 è 2045 íàõîäÿòñÿ â
îäíîì è òîì æå âàãîíå, à ìåñòà 2508 è 2542 â ðàçíûõ, ïðè÷åì íå ñîñåäíèõ,
âàãîíàõ. Ñêîëüêî ìåñò â îäíîì âàãîíå? (Â. Ôðàíê)

4. Íà äîñêå íàïèñàíû òðè ÷åòûðåõçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà. Åñëè
çàìåíèòü â èõ çàïèñè âñå äâîéêè íà òðîéêè, òî ñóììà ïîëó÷åííûõ ÷èñåë
áóäåò ðàâíà 10 985. À åñëè çàìåíèòü âñå ÷åòâåðêè íà ñåìåðêè, òî ñóììà
áóäåò ðàâíà 11 667. ×åìó ðàâíà ñóììà ñàìèõ íàïèñàííûõ ÷èñåë?

(Ê. Êîõàñü)
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I òóð. 8 êëàññ.

1. Çàïîëíèòå òàáëèöó 8 × 8 ÷èñëàìè 1, 2 è −4 òàê, ÷òîáû â ëþáîì
êâàäðàòå ðàçìåðà 4× 4 êëåòêè ñóììà ÷èñåë áûëà ðàâíà íóëþ, à â ëþáîé
ôèãóðêå èç ÷åòûðåõ êëåòîê âèäà ñóììà ÷èñåë áûëà íå ðàâíà íóëþ.
(Ôèãóðêó ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü è ïåðåâîðà÷èâàòü.) (Ê. Êîõàñü)

2. Â øêîëå 450 ó÷åíèêîâ. Îíè ñèäÿò ïî äâîå çà 225 ïàðòàìè òàê, ÷òî
ðîâíî ïîëîâèíà âñåõ äåâî÷åê øêîëû ñèäÿò ñ ìàëü÷èêàìè. Äîêàæèòå, ÷òî
èõ íå óäàñòñÿ ïåðåñàäèòü (çà òå æå 225 ïàðò) òàê, ÷òîáû ðîâíî ïîëîâèíà
âñåõ ìàëü÷èêîâ øêîëû ñèäåëè ñ äåâî÷êàìè. (Ñ. Èâàíîâ)

3. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
∠B = ∠C è CD = 2AB. Íà ñòîðîíå BC âûáðàíà òàêàÿ òî÷êà X, ÷òî
∠BAX = ∠CDA. Äîêàæèòå, ÷òî AX = AD. (Ñ. Èâàíîâ)

4. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [x] öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x (íàïðèìåð,
[2,5] = 2). Äàíî ÷èñëî a > 30. Èçâåñòíî, ÷òî

[a] · [a2] = [a3] .

Äîêàæèòå, ÷òî äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà a íå ïðåâîñõîäèò 1
2700

.
(Ïðèìå÷àíèå: ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíî îöåíåíî è ÷àñòè÷íîå ïðî-

äâèæåíèå â çàäà÷å, íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî äðîáíàÿ ÷àñòü
íå ïðåâîñõîäèò 1

100
.) (À. Ãîëîâàíîâ)

5. Îäíî è òî æå íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ðàçäåëèëè ñ îñòàòêîì íà
êàæäîå èç ÷èñåë 2, 3, 4, . . . , 1 000 000. Âñå ïîëó÷åííûå îñòàòêè îêàçàëèñü
ðàçëè÷íûìè, ïðè ýòîì îäèí èç íèõ ðàâåí íóëþ. Äîêàæèòå, ÷òî íóëåâîé
îñòàòîê ïîëó÷èëñÿ ïðè äåëåíèè íà ÷èñëî, áîëüøåå 1000. (Ñ. Èâàíîâ)
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I òóð. 9 êëàññ.

1. Â øêîëå 450 ó÷åíèêîâ. Îíè ñèäÿò ïî äâîå çà 225 ïàðòàìè òàê, ÷òî
ðîâíî ïîëîâèíà âñåõ äåâî÷åê øêîëû ñèäÿò ñ ìàëü÷èêàìè. Äîêàæèòå, ÷òî
èõ íå óäàñòñÿ ïåðåñàäèòü (çà òå æå 225 ïàðò) òàê, ÷òîáû ðîâíî ïîëîâèíà
âñåõ ìàëü÷èêîâ øêîëû ñèäåëè ñ äåâî÷êàìè. (Ñ. Èâàíîâ)

2. ×åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ öèôð,
äåëèòñÿ íà ÷èñëî, îáðàçîâàííîå ñâîèìè ïåðâûìè äâóìÿ öèôðàìè, à òàê-
æå íà ÷èñëî, îáðàçîâàííîå ñâîèìè ïîñëåäíèìè äâóìÿ öèôðàìè. Äîêà-
æèòå, ÷òî îíî äåëèòñÿ ëèáî íà 3, ëèáî íà 13. (Â. Ôðàíê)

3. Â âûïóêëîì øåñòèóãîëüíèêå ABCDEF äèàãîíàëè AD, BE è CF
ðàâíû. Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé AD è CF , R� òî÷êà ïå-
ðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé BE è CF , Q � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé AD
è BE. Èçâåñòíî, ÷òî AP = PF , BR = CR è DQ = EQ. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êè A, B, C, D, E è F ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

(Ä. Êàðïîâ, Ò. Îáðàçöîâ)
4. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî, áîëüøåå 1. Êàæäóþ ìèíóòó Ôåäÿ äåëèò

íàïèñàííîå íà äîñêå ÷èñëî íà åãî äðîáíóþ ÷àñòü è çàïèñûâàåò íà äîñêó
âìåñòî ñòàðîãî. Äîêàæèòå, ÷òî êîãäà-íèáóäü íà äîñêå ïîÿâèòñÿ ëèáî öå-
ëîå ÷èñëî, ëèáî ÷èñëî, áîëüøåå ÷åì 20052004. (Íàïîìíèì, ÷òî äðîáíàÿ
÷àñòü ÷èñëà x � ýòî ðàçíîñòü ìåæäó x è áëèæàéøèì öåëûì ÷èñëîì, íå
ïðåâîñõîäÿùèì x.) (Ä. Ðîñòîâñêèé)

5. Îäíî è òî æå íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ðàçäåëèëè ñ îñòàòêîì íà
êàæäîå èç ÷èñåë 2, 3, 4, . . . , 100 000. Âñå ïîëó÷åííûå îñòàòêè îêàçàëèñü
ðàçëè÷íûìè, ïðè ýòîì îäèí èç íèõ ðàâåí íóëþ. Äîêàæèòå, ÷òî íóëåâîé
îñòàòîê ïîëó÷èëñÿ ïðè äåëåíèè íà ÷èñëî, áîëüøåå 50 000. (Ñ. Èâàíîâ)
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I òóð. 10 êëàññ.

1. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

x+ y10 = ÍÎÊ(x, y) .

(ÍÎÊ(x, y) � ýòî íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë x è y.) (Ô. Ïåòðîâ)
2. AD � äèàìåòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíè-

êà ABCD. Òî÷êà E ñèììåòðè÷íà òî÷êå A îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû BC.
Äîêàæèòå, ÷òî DE ⊥ BC.

3. Â êëåòêàõ òàáëèöû 10× 10 ðàññòàâëåíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 21
äî 40. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë 21, 24 è 40 âñòðå÷àåòñÿ â íåé ðîâ-
íî ïî 5 ðàç. Êðîìå òîãî, ÷èñëà, çàïèñàííûå â êàæäîé ñòðîêå, îáðàçóþò
(ñëåâà íàïðàâî) àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà
ñóììà âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå? (À. Õðàáðîâ)

4. Îäíî è òî æå íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ðàçäåëèëè ñ îñòàòêîì íà
êàæäîå èç ÷èñåë 2, 3, 4, . . . , 100 000. Âñå ïîëó÷åííûå îñòàòêè îêàçàëèñü
ðàçëè÷íûìè, ïðè ýòîì îäèí èç íèõ ðàâåí íóëþ. Äîêàæèòå, ÷òî íóëåâîé
îñòàòîê ïîëó÷èëñÿ ïðè äåëåíèè íà ÷èñëî, áîëüøåå 50 000. (Ñ. Èâàíîâ)

5. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç [x] öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x, ò. å. íàèáîëüøåå
öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x (íàïðèìåð, [2, 5] = 2), à ÷åðåç {x} �
äðîáíóþ ÷àñòü, ò. å. {x} = x− [x]. Âåùåñòâåííîå ÷èñëî a > 2 òàêîâî, ÷òî

[a− 2] · [a2 + 2a+ 4] = [a3 − 8] .

Äîêàæèòå, ÷òî 3{a}[a]2 < 1. (À. Ãîëîâàíîâ)
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I òóð. 11 êëàññ.

1. Äàíî òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà. Äèìà ïîäñ÷èòàë íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü êàêèõ-òî äâóõ èç íèõ è ïîëó÷èë 1 000 004. Ñàøà òîæå ïîäñ÷èòàë
ÍÎÄ êàêèõ-òî äâóõ èç íèõ è ïîëó÷èë 1 000 006. Íàêîíåö, Êîñòÿ, ïîäñ÷è-
òàâ ÍÎÄ êàêèõ-òî äâóõ äàííûõ ÷èñåë, ïîëó÷èë 1 000 008. Äîêàæèòå, ÷òî
êòî-òî èç ìàëü÷èêîâ îøèáñÿ.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñ óãëîì B, ðàâíûì 60◦, ïðîâåäåíà áèññåê-
òðèñà CL. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ALI ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AC â òî÷-
êå D. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè B, L, D è C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

(Ñ. Áåðëîâ)
3. Â êëåòêàõ òàáëèöû 10× 10 ðàññòàâëåíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 21

äî 40. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë 21, 24 è 40 âñòðå÷àåòñÿ â íåé ðîâ-
íî ïî 5 ðàç. Êðîìå òîãî, ÷èñëà, çàïèñàííûå â êàæäîé ñòðîêå, îáðàçóþò
(ñëåâà íàïðàâî) àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà
ñóììà âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå? (À. Õðàáðîâ)

4. Ìîãóò ëè ãðàôèêè ìíîãî÷ëåíîâ

f(x) = x3 + bx2 + cx+ a è g(x) = x3 + ax2 + bx+ c

ðàñïîëàãàòüñÿ íà ïëîñêîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî ãðà-
ôèê f(x) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êèM , P è Q, à ãðàôèê
g(x) � ÷åðåç òî÷êè M è N (ñì. ðèñóíîê)?

(Ä. Ðîñòîâñêèé)
5. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëî-

æèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, a3, ... Èçâåñòíî, ÷òî a1 > 1 è ïðè ëþáîì íàòó-
ðàëüíîì n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî an+1 = an/

√
{an}. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäåòñÿ ÷ëåí, áîëüøèé ÷åì 20052004. (×åðåç {x}
îáîçíà÷àåòñÿ äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, ò. å. ðàçíîñòü ìåæäó x è áëèæàé-
øèì öåëûì ÷èñëîì, íå ïðåâîñõîäÿùèì x.) (Ä. Ðîñòîâñêèé, À. Õðàáðîâ)


