
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2006 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

II òóð. 9 êëàññ.

1. Äàí êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí f(x) è ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ q1, q2, q3, q4, âñå
÷ëåíû êîòîðîé ðàçëè÷íû. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî f(q1) = q2, f(q2) = q3 è
f(q3) = q4? (Ä. Ðîñòîâñêèé, À. Ïîðåöêèé)

2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñîòû AA1 è BB1. Áèññåê-
òðèñà óãëà ACB ïåðåñåêàåò ýòè âûñîòû â òî÷êàõ F è L. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà
îòðåçêà FL ðàâíîóäàëåíà îò òî÷åê A1 è B1. (Ô. Áàõàðåâ)

3. Íà 2006 êàðòî÷êàõ íàïèñàíî ïî íàòóðàëüíîìó ÷èñëó. Èçíà÷àëüíî âñå ÷èñëà
âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè è áîëüøå åäèíèöû (íî ñðåäè íèõ ìîãóò áûòü îäèíà-
êîâûå). Êàæäóþ ìèíóòó âûáèðàþò êàðòî÷êó ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì (åñëè íàèáîëü-
øåå ÷èñëî íàïèñàíî íà íåñêîëüêèõ êàðòî÷êàõ, âûáèðàåòñÿ îäíà íèõ), âû÷èñëÿþò åãî
íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü è ïðèáàâëÿþò ýòîò äåëèòåëü ê ÷èñëàì íà íåñêîëüêèõ
äðóãèõ êàðòî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà íà âñåõ 2006 êàðòî÷êàõ íå ìîãóò ñòàòü ðàâ-
íûìè. (Ñ. Áåðëîâ)

4. Êîñòÿ ðåæåò íà ÷àñòè êëåò÷àòûé êâàäðàò 70× 70. Êàæäóþ ìèíóòó îí áåðåò
íàèáîëüøóþ ïî ïëîùàäè èç èìåþùèõñÿ ÷àñòåé êâàäðàòà (åñëè òàêèõ ÷àñòåé íåñêîëü-
êî, òî Êîñòÿ ìîæåò âçÿòü ëþáóþ èç íèõ) è ðåæåò ýòó ÷àñòü íà äâå ïðÿìîëèíåéíûì
ðàçðåçîì ïî ëèíèè ñåòêè. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç ÷àñ ïëîùàäè âñåõ ÷àñòåé áóäóò ìåíü-
øå òðåòè ïëîùàäè èñõîäíîãî êâàäðàòà. (Ê. Êíîï, Ä. Êàðïîâ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îëèìïèàäà 2006 ãîäà. II òóð. 9 êëàññ. Âûâîäíàÿ àóäèòîðèÿ.
5. Íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êà D. Ïðîèçâîëüíûé ëó÷ `,

âûõîäÿùèé èç âåðøèíû B, ïåðåñåêàåò îòðåçîê AC â òî÷êå K, à îïèñàííóþ îêðóæ-
íîñòü òðåóãîëüíèêà ABC � â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðå-
óãîëüíèêà DKL ïðîõîäèò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó, îòëè÷íóþ îò D è íå çàâèñÿ-
ùóþ îò âûáîðà ëó÷à `. (Ä. Ñòîëÿðîâ)

6. Íà Ìàðñå åñòü 2007 ñòðàí è áîëåå 2007 ãîðîäîâ. Èç êàæäîãî ìàðñèàíñêîãî
ãîðîäà âûõîäèò ðîâíî 2006 äîðîã, ñîåäèíÿþùèõ ýòîò ãîðîä ñ ãîðîäàìè âñåõ îñòàëü-
íûõ ñòðàí. Èçâåñòíî, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ ïî äîðîãàì äî ëþáîãî
äðóãîãî ãîðîäà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé ìàðøðóò, ïðîõîäÿùèé (ïî îä-
íîìó ðàçó) íå ìåíåå ÷åì ÷åðåç 4012 ãîðîäîâ. (Ä. Êàðïîâ)

7. Äâå íåñîêðàòèìûå äðîáè p
q
è m

n
ïðåäñòàâèëè â äåñÿòè÷íîé çàïèñè. Ñðåäè

ðàçðÿäîâ ïîñëå çàïÿòîé ñ íîìåðàìè îò 500 000 äî 1 000 000 îêàçàëîñü ìåíåå 5 000
ðàçðÿäîâ, â êîòîðûõ öèôðû ýòèõ äðîáåé íå ñîâïàäàþò, íî õîòÿ áû îäèí òàêîé ðàçðÿä
åñòü. Äîêàæèòå, ÷òî çíàìåíàòåëü îäíîé èç ýòèõ äðîáåé áîëüøå 1050. (À. Ãîëîâàíîâ)
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II òóð. 10 êëàññ.

1. Äàí êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí f(x) è ÷èñëî a. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà a, f(a), f(f(a))
è f(f(f(a))) îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ïîëîæèòåëüíûì çíàìåíàòåëåì.
Äîêàæèòå, ÷òî îíà ïîñòîÿííàÿ. (Ä. Ðîñòîâñêèé, À. Ïîðåöêèé)

2. Íà ñòîðîíàõ AB, AC è BC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿëè òî÷êè K, L èM ñîîòâåò-
ñòâåííî òàê, ÷òî ∠BAC = ∠KLM = ∠BCA. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè AL+LM +MB >
CL+ LK +KB, òî LM < LK. (Ô. Áàõàðåâ)

3. Èìååòñÿ 100 ðååê äëèíîé 1, 2, . . . , 100 ñì. Äâîå èãðàþò â ñëåäóþùóþ èã-
ðó: çà õîä ìîæíî âûáðàòü òðè ðåéêè, ñëîæèòü èç íèõ òðåóãîëüíèê è ñæå÷ü åãî.
Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå:
íà÷èíàþùèé èëè åãî ïðîòèâíèê? (À. Ñîëûíèí)

4. Äàíî ïðîñòîå ÷èñëî p > 2. Äèìà ïîäñ÷èòàë îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà p ÷èñåë
1!, 2!, 3!, . . . , (p − 1)!. Äîêàæèòå, ÷òî ó íåãî ïîëó÷èëîñü áîëüøå ÷åì √p ðàçëè÷íûõ
îñòàòêîâ. (À. Õðàáðîâ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îëèìïèàäà 2006 ãîäà. II òóð. 10 êëàññ. Âûâîäíàÿ àóäèòîðèÿ.
5. Ïî êðóãó íàïèñàíû ÷èñëà 0, 1, 2, . . . , 11 (èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå). Ðàçðå-

øàåòñÿ âçÿòü ÷èñëî, çàìåíèòü åãî íà íîëü, à ê åãî ñîñåäÿì ïðèáàâèòü ïî ïîëîâèíå
ýòîãî ÷èñëà. Ìîæíî ëè ñäåëàòü ðàâíûìè îäèííàäöàòü èç ýòèõ äâåíàäöàòè ÷èñåë?

(Ô. Áàõàðåâ)
6. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, âñå ñòîðîíû êîòîðîãî ðàçëè÷íû. Íà ëó÷àõ AB è CB

îòìå÷åíû òî÷êè B1 è B2 òàê, ÷òî AB1 = CB, CB2 = AB. Íà ëó÷àõ CA è BA
îòìå÷åíû òî÷êè A1 è A2 òàê, ÷òî CA1 = BA, BA2 = CA. Íà ëó÷àõ BC è AC
îòìå÷åíû òî÷êè C1 è C2 òàê, ÷òî BC1 = AC, AC1 = BC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå
A1A2, B1B2 è C1C2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. (À. Ñìèðíîâ)

7. ×èñëà îò 1 äî 2006 ðàññòàâëåíû ïî êðóãó òàê, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
ñâîéñòâî: åñëè a + 1 � ëåâûé ñîñåä ÷èñëà b, òî b + 1 � ëåâûé ñîñåä ÷èñëà a (ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî 2006+1 è 1 � îäíî è òî æå ÷èñëî). Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå
÷èñëî x, ëåâûì ñîñåäîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî x+ 1. (Ì. Àíòèïîâ)
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II òóð. 11 êëàññ.

1. Êîñòÿ ðåæåò íà ÷àñòè êóá 90 × 90 × 90, ñîñòàâëåííûé èç åäèíè÷íûõ êóáè-
êîâ. Êàæäóþ ìèíóòó îí âûáèðàåò íàèáîëüøóþ ïî îáúåìó ÷àñòü (åñëè òàêèõ ÷àñòåé
íåñêîëüêî � òî ëþáóþ èç íèõ) è ðåæåò åå íàäâîå ïëîñêèì ðàçðåçîì, èäóùèì ïî ãðà-
íÿì êóáèêîâ ñåòêè (òàêèì îáðàçîì, âñå ÷àñòè ñóòü ïàðàëëåëåïèïåäû, ñîñòàâëåííûå
èç åäèíè÷íûõ êóáèêîâ). Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç ÷àñ îáúåìû âñåõ ÷àñòåé áóäóò ìåíüøå
ïîëîâèíû îáúåìà èñõîäíîãî êóáà. (Ê. Êíîï, Ô. Ïåòðîâ)

2. Äàíî ïðîñòîå ÷èñëî p. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà 1!, 2!, 3!, . . . , (p − 1)!, p! äàþò
áîëüøå ÷åì √p ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ p. (À. Õðàáðîâ)

3. Â îêðóæíîñòü ω âïèñàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Êàñàòåëüíûå ê ω, ïðîâå-
äåííûå â òî÷êàõ A è D, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , ïðè ýòîì äóãà ABCD ëåæèò âíå
òðåóãîëüíèêà ADP . Íà ëó÷å BA íàøëàñü òî÷êà K, òàêàÿ ÷òî PK‖AC, à íà ëó-
÷å CD � òî÷êà N , òàêàÿ ÷òî PN‖BD. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè B, C, K, N ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè. (Ô. Ïåòðîâ)

4. Êâàäðàò ñ âåðøèíàìè (0,0), (0, 2006), (2006,2006) è (2006,0) ðàçáèò íà 4000
òðåóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðè îäíîãî èç íèõ ëåæèò òî÷êà ñ öåëûìè êîîðäè-
íàòàìè. (Ê. Ñóõîâ)

5. Ìíîãî÷ëåí p(x) n-é ñòåïåíè (n ≥ 3) èìååò n ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé,
íàèìåíüøèé èç êîòîðûõ ðàâåí 0, à íàèáîëüøèé ðàâåí 1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí p′(x) èìååò êîðåíü, íå ìåíüøèé ÷åì 1− 1/n.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì êîðíåì p′(x) íå

ìåíüøå ÷åì
√

1− 2/n. (Ñåêåôàëüâè-Íàäü, 1918 )


